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EDUCACION MATEMATICA EN LAS AMERICAS 2019
Presentacion

Para el Comité Interamericano de Educacion Matematica (CIAEM) es un placer y un honor
ofrecer a la comunidad educativa este Volumen de Educacion Matemdtica en las Américas
2019, en donde se pueden encontrar muy importantes insumos para comprender el
momento histérico que atraviesa la Educacién Matematica desde la perspectiva de las
Américas.

La XV Conferencia Interamericana de Educacion Matemdtica se realizé entre el 5y 10 de
mayo del 2019 en Medellin, Colombia. La Universidad de Medellin y la Universidad de
Antioquia fueron las organizaciones académicas anfitrionas del evento. Las sesiones
fueron realizadas en el campus de la Universidad de Medellin. Participaron 700 personas
provenientes de 25 paises de cuatro continentes: Europa, Asia, Africa y las Américas.
Participaron centenares de docentes en servicio de la ciudad de Medellin y del
Departamento de Antioquia.

Alrededor de 400 trabajos fueron presentados: conferencias plenarias y paralelas, mesas
plenarias, minicursos, sesiones tematicas, comunicaciones cortas, talleres y posters. Unas
50 personalidades del mayor nivel en la comunidad internacional de Educacion
Matematica expusieron sobre sus investigaciones. Entre ellas Jill Adler (Surafrica),
Ferdinando Arzarello (Italia), Salvador Llinares (Espafia), Yoshinori Shimizu (Japdn),
Michael Shaughnessy (EUA), Luis Rico (Espafia), Fidel Oteiza (Chile), Carlos Vasco
(Colombia), Carlos Sanchez (Cuba), Luis Carlos Arboleda (Colombia), Edwin Chaves (Costa
Rica), Nelly Ledn (Venezuela), Vilma Mesa (EUA). Aunque fisicamente no pudo estar
presente envid su contribucién en forma de video Ubiratan D’Ambrosio (Brasil). Los
trabajos dentro de la plataforma del congreso se pueden consultar en https://ciaem-
redumate.org/conferencia/index.php/xvciaem/xv/schedConf/presentations

La revisidn cientifica de todos los trabajos fue responsabilidad de un Comité Asesor
Internacional, un Comité Internacional del Programa y el Comité Ejecutivo del CIAEM. Se
conto con la coordinacion central de Directores de tema y la Direccidn de la plataforma
cientifica realizada por el académico Yuri Morales con el apoyo de la profesora Johanna
Mena (ambos de Costa Rica) y con la participacién voluntaria de muchisimos revisores
cientificos de muchos paises.

Este volumen incluye trabajos que fueron efectivamente presentados en ese congreso.

Expreso mi agradecimiento a todos los miembros de los comités cientificos, directores de
tema, revisores cientificos, y directores de la plataforma cientifica. También deseo
agradecer por su apoyo en el registro de este libro a Sarah Gonzalez y a la Pontificia
Universidad Catodlica Madre y Maestra en Republica Dominicana. Agradezco mucho a
todos los autores que decidieron compartir su trabajo en las instancias que abrimos
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mediante la XV CIAEM. También a Yuri Morales quien técnica y formalmente generd este
volumen para su registro.

En las diversas dimensiones del congreso, de cuya realizacidn este libro es producto,
quiero aprovechar esta ocasidon para reconocer la valiosa contribucién de las
Universidades de Medellin y de Antioquia y al Comité Organizador Local de la XV CIAEM, vy,
ademas, agradecer al equipo humano del Proyecto Reforma de la Educacion Matemdtica
en Costa Rica que ha sido durante muchos afios un sostén crucial en la organizacion de
todos los eventos del CIAEM y de la Red de Educacion Matemdtica de América Central y El
Caribe; y en particular de este libro que hoy sacamos a la luz publica.

Este volumen es una parte del libro de Memorias completo (son 15 volumenes que se
pueden ver/descargar). Se ha respetado aqui la paginacion del libro completo. Y las
referencias deben hacerse con base en el libro y su paginacion. No es necesario indicar el
volumen especifico donde se cita pues esta es una version funcional al servicio de una
mejor visualizacion o descarga de este valioso material.

Invitamos a los lectores de este libro a promoverlo en sus diversas actividades de
docencia, investigacidon, extension y divulgacion en todos sus paises.

Con afecto

Angel Ruiz
Presidente
Comité Interamericano de Educacion Matematica

Presentacion del 17 de julio de 2024
Costa Rica
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Resumo

Nesse estudo de abordagem qualitativa investigou-se a implicacdo da utilizagdo de
jogos matematicos como introdu¢do ou fixacao de conteudos utilizandoa Teoria da
Aprendizagem Significativa. A pesquisa foi realizada com 24 alunos do 9° ano de
uma escola publica de ensino fundamental do Distrito Federal, Brasil, onde aplicou-
se uma avaliagdo anterior, cinco jogos e outra avaliacdo posterior. Foi constatado que
a aplica¢do dos jogos como fixa¢do do conteudo foi muito bem aceita pelos alunos.
Em todo o processo, observou-se participagdo dos alunos, levantando hipdteses,
construindo estratégias, interpretando ¢ reformulando regras dos jogos, evidenciando
caracteristicas essenciais da aprendizagem significativa. As consideragdes finais
ressaltam que os jogos ndo devem ser concebidos como o fim, mas como meio de se
promover uma aprendizagem significativa.

Palavras-chave: ensino de matematica, jogos matematicos, aprendizagem
significativa,interagdo entre alunos.

Introducao

O ensino de Matematica ainda ¢ marcado pelos altos indices de reten¢do, pela
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formalizagdo precoce de conceitos, pela excessiva preocupagdo com o treino de habilidades e
mecanizagdo de processos sem compreensao. A realidade em que se encontra a educagdo
brasileira em relagdo ao ensino de Matematica nao ¢ nada animadora, tendo em vista o tltimo
resultado do Programa Internacional de Avaliagdo de Alunos (PISA) publicado em 2016. As
avaliacdes do PISA acontecem a cada trés anos e abrangem trés areas do conhecimento — Leitura,
Matematica e Ciéncias — havendo, a cada edi¢do do programa, maior énfase em cada uma dessas.
Em 2015 a énfase foi Ciéncias e Matematica com a inclusdo das areas de Competéncia
Financeira ¢ Resolugdo Colaborativa de Problemas. Os resultados desse ano de 2015 mostram
uma queda de pontuagdo nas trés areas avaliadas. A queda de pontuagdo também refletiu uma
queda do Brasil no ranking mundial: o pais ficou na 63* posi¢ao em ciéncias, na 59* em leitura e
na 66 colocagao em Matematica.

Assim, discussdes no campo da Educacdo Matematica mostram a necessidade de se
adequar o trabalho docente as novas tendéncias educacionais, que poderdo levar a melhores
formas de se ensinar e aprender Matemadtica. Faz-se necessario compreender a Matematica como
uma disciplina de investigacao e ndo de contetido pronto e acabado. Ela ¢ um espago de acdo e
criatividade. Dai a necessidade de ser ensinada e estudada, de alguma forma, que seja 1til para os
alunos, ajudando-os na compreensao, explicagdo ou organiza¢ao da realidade e possibilitando,
desta forma, que os mesmos tenham condic¢des de refletir a respeito do seu fazer para construir o
saber.

Segundo Fragelli e Mendes (2011, p.13), o ensino tradicional foca quase que
exclusivamente em explorar os aspectos logicos do conhecimento: o professor expde um
determinado conhecimento que se liga a outros conceitos preexistentes ou a situagdes
estereotipadas do cotidiano.

A falta de engajamento prejudica o rendimento do estudante em sala de aula, pois ndo
promove uma aprendizagem significativa. Muitas vezes o conteudo discutido em sala de aula ¢
apenas memorizado e rapidamente esquecido. Para promover um maior engajamento e, assim,
facilitar a aprendizagem significativa, Fragelli e Mendes (2011) propdem a utilizagdo de jogos de
aprendizagem. Desse modo, o uso dos jogos matematicos em sala de aula se apresenta como um
elemento dindmico e motivador para a compreensao dos conceitos matematicos, pois a
aprendizagem sinaliza um processo inerente da interagao do sujeito com o meio, proporcionando
uma mudanga persistente no potencial humano.

Autores, como McGonigal (2011), defendem que todo jogo envolve um processo de
aprendizagem, ja que jogos estdo relacionados com a resolucdo de problemas e tém regras que
devem ser aprendidas. Entretanto, ainda segundo os mesmos autores, o que se faz necessario
pensar € o que ¢ aprendido enquanto se joga.

Diante do exposto, surgiu essa pesquisa, cuja questdo central foi verificar qual ¢ o
impacto da aplicacdo dos jogos matematicos para alunos do 9° ano do Ensino Fundamental 11
com os conteudos de potenciagdo e radiciagdo, em diferentes momentos como um elemento
aglutinador tornando o seu uso eficiente e eficaz nas aulas de Matematica.

Referencial teorico

Ensino da Matematica por meio de jogos no Ensino Fundamental Anos Finais

Seis de margo de 2018 foi escolhido pelo Ministério da Educagao no Brasil, como o Dia
D: um dia nacional de discussdo sobre a Base Nacional Comum Curricular - BNCC. Nessa data,
secretarias, escolas, gestores e professores de todo pais serdo convidados a debrugarem-se sobre
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a BNCC para entender porque ela ¢ tdo importante, como foi construida, de qual modo esta
estruturada e como vai impactar o dia a dia em sala de aula.

Para apoiar as discussdes, o0 Ministério de Educagao - MEC elaborou um roteiro de
atividades, com sugestoes de dindmicas e apresentagdes, que pode ser facilmente adotado por
secretarias e escolas. E, depois de sua aprovagdo, no dia 20 de dezembro de 2017, a BNCC foi
apresentada como obrigatoria para todos os curriculos de escolas publicas e particulares do
Brasil. Mas para que se torne uma realidade nas salas de aula, é preciso que gestores, professores
e pais ndo s6 compreendam as propostas trazidas por esse documento, como se mobilizem para
colocé-las em pratica.

A BNCC determina que para o desenvolvimento das habilidades previstas para o Ensino
Fundamental — Anos Finais, ¢ imprescindivel levar em conta as experiéncias e os conhecimentos
matematicos ja vivenciados pelos alunos, criando situagdes nas quais possam fazer observagoes
sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos da realidade, estabelecendo inter-relagdes
entre eles e desenvolvendo ideias mais complexas. Essas situa¢des precisam articular multiplos
aspectos dos diferentes conteudos, visando ao desenvolvimento das ideias fundamentais da
matematica, como equivaléncia, ordem, proporcionalidade, variagdo e interdependéncia.

Além dos diferentes recursos didaticos e materiais, como malhas quadriculadas, dbacos,
jogos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de geometria dindmica, ¢ importante incluir
a histéria da Matematica como recurso que pode despertar interesse e representar um contexto
significativo para aprender e ensinar Matematica. Entretanto, esses recursos € materiais precisam
estar integrados a situagdes que propiciem a reflex@o, contribuindo para a sistematizacdo e a
formalizag¢do dos conceitos matematicos.

Ensino da Matematica utilizando jogos e a aprendizagem significativa

Promover uma aprendizagem significativa fazendo a utilizacdo de jogos matematicos de
maneira adequada como recurso pedagogico vem despertando o interesse dos pesquisadores em
educagdo matematica por agregarem um potencial pedagdgico significativo. Haja vista que, os
jogos no ambito educacional estimulam a¢des que possibilitam uma postura positiva perante os
erros, efetuando-se rapidamente as devidas corre¢des sem deixar marcas negativas na construgao
da aprendizagem do aluno.

David Ausubel ao abordar sobre a sua teoria, Aprendizagem Significativa, defende a
importancia da criagdo de estratégias facilitadoras para o processo de ensino e aprendizagem dos
conceitos, favorecendo assim, uma forma¢ao humana direcionada para o exercicio de uma
cidadania pautada em valores éticos. Para Ausubel (1978 apud Moreira, 2006, p.16) a
aprendizagem significativa se distingue quando,

[...] 0o armazenamento de informagdes na mente humana como sendo altamente organizado,
formando uma espécie de hierarquia conceitual, na qual elementos mais especificos de
conhecimento sdo ligados (e assimilados por) a conceitos, ideias, proposi¢des mais gerais e
inclusivos. Essa organizagdo decorre, em parte, da interagdo que caracteriza a aprendizagem
significativa.

Atualmente, nossos alunos estdo submetidos cotidianamente a um exagerado volume de
informagdes que chegam por diferentes meios, de modo que nés educadores precisamos buscar
diferentes mecanismos educacionais para ajuda-los a organizar e distinguir essas informagdes,
levando em consideracdo as mais relevantes para o nosso ambiente educacional, o que Ausubel
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chama de diferenciagcdoprogressiva. Desse modo, o uso dos jogos matematicos em sala de aula
pode se apresentar como um elemento dindmico e motivador na compreensao dos conceitos
matematicos, pois a aprendizagem sinaliza um processo inerente da intera¢do do sujeito com o
meio, proporcionando uma mudanga persistente no potencial humano. No caso da Matematica,
para que nao haja uma sobrecarga de informagdes, o educador poderé organiza-las fazendo o uso
de jogos, desde que a sua escolha venha por meio de um planejamento coerente que implique em
atribuigdes cognitivas positivas. Para Ausubel, aprender significativamente ¢ transformar um
conjunto de informagdes (contetidos e procedimentos) em algo 1til para a vida. O material
utilizado para esse fim deve ser potencialmente significativo.

Uma vez que significados iniciais sdo estabelecidos para signos ou simbolos de conceitos,
através do processo de formacao de conceitos, novas aprendizagens significativas dardo
significados adicionais a esses simbolos, e novas relacdes, entre anteriormente adquiridos,
serdo estabelecidos. (Ausubel, 1978 apud Moreira, 2006, p.22).

Quando os professores apresentam os contetidos de forma acabada, sem oferecer ao aluno
o momento de refletir e aplicar o mesmo, a aprendizagem se torna ndo significativa ou mecanica.
Para que seja significativa € necessario que o sujeito se aproprie dos conhecimentos, e estes, por
sua vez, passem a fazer parte do seu cotidiano, ou seja, que os conteudos facam sentido na
formag¢ao humana do sujeito.

Para Moreira (2003), existem trés conceitos interligados que compdem a aprendizagem
significativa: significado, interagcdo e conhecimento. Sendo que o significado estd presente nos
sujeitos, que sinaliza a maneira de se expressar que pode ser por meio de gestos, sinais, imagens
e palavras, que geram significado de algo. A interacdo € a troca entre os conhecimentos prévios e
os novos considerados, de maneira que haja uma transformag¢ao em ambos os conhecimentos.
Isso significa que os conhecimentos prévios ndo sdo mais 0s mesmos € nem os conhecimentos
que chegaram a estrutura cognitiva do individuo e o conhecimento ¢ o produto final que
normalmente esta pautado na linguagem, seja ele um conteudo ou uma disciplina.

Sendo assim, o papel do educador ¢ o de mediador entre o que ele ensina e o que o seu
aluno aprende, promovendo momentos de intera¢do entre os conceitos que devem ser aprendidos
e as suas aplicabilidades no mundo moderno. Facilitar a aquisi¢do desse conhecimento ¢
fundamental para desmistificar que aprender matematica ¢ dificil.

Aspectos metodologicos

A abordagem metodoldgica deste trabalho ¢ qualitativa, visto que essa mostra-se como
uma opg¢ao que permite compreender o fendmeno social. O investigador qualitativo procura
descobrir fatos importantes, fazendo paralelo entre os individuos e a cultura em que estao
inseridos. O estudo teve como participantes duas turmas, escolhidas aleatoriamente, de 9° ano do
Ensino Fundamental II, e 3 monitores colaboradores.Para realiza¢cdo da pesquisa os instrumentos
utilizados na coleta de dados foram: observacao, registro por meio de fotografias, aplicacao de
prova escrita e relato espontaneo dos alunos. Os alunos assinaram um termo de consentimento
autorizando o uso de todos os dados colhidos no decorrer do experimento, em que foi garantido o
anonimato dos seus nomes.

Foram aplicados jogos matematicos adaptados pela professora pesquisadora, tais como:
Jogo da Velha, Trilha Matematica, Labirinto do Conhecimento, Roleta da Poténcia, Roleta das
Raizes e Domin6 das raizes. Esses jogos abordavam os seguintes contetidos: Operacdes
fundamentais da aritmética, raciocinio l6gico, operacdes com as regras da poténcias e raizes.
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A pesquisa foi desenvolvida em duas etapas. A primeira etapa aconteceu em trés
momentos: O primeiro foi elaborar um planejamento didatico para nortear a dinamica de
aplicacdo dos jogos matematicos, somente na turma “A” foi aplicado dois jogos (Trilha
Matematica e Labirinto do Conhecimento) como introducdo dos conteudos; o segundo, foi
trabalhar nas duas turmas os contetidos previstos no plano de ensino para o 1° bimestre que sao:
conjunto dos numeros reais, poténcia e suas operagdes, radiciacdo e suas operagdes. Estes foram
explicados de maneira expositiva com resolucao de listas de exercicios e corre¢dao no quadro, foi
aplicado também a metodologia ativa chamada de sala de aula invertida, que ¢ a troca de lugar
dos alunos com o professor, onde os alunos estudam o conteudo antes em casa e explica da sua
maneira para os outros colegas com a interveng¢ao do professor quando necessario. Tudo isso foi
feito da mesma maneira para as duas turmas; e o terceiro foi a aplicagdo ao final do 1° bimestre
de uma prova escrita contendo todo o contetido programatico para verificagdao dos objetivos
propostos no plano de ensino. Os resultados foram tabelados em forma de niimeros e gréficos.

A segunda etapa do projeto se deu no inicio do 2° bimestre diante da analise dos
resultados obtidos com as notas bimestrais, comecamos o projeto interventivo para recuperaciao
de conteudos ndo atingidos de acordo com explicagdes a seguir: os alunos das turmas A ¢ B
foram separados em dois grupos, os que ficaram com nota inferior a 5,0 e os que ficaram com
nota superior a 8,0 para serem os monitores. No dia 07 de maio (sdbado de reposicdo de aula)
eles foram alocados em uma sala preparada para a aplicagdo dos jogos, divididos aleatoriamente
em grupos de 4 ou 5 componentes e 2 monitores. Foi explicado o objetivo de cada jogo, a
dindmica de aplicagdo e o tempo de duragao.

A aplicagdo se deu em duas aulas de 50 minutos cada. Durante esse periodo os alunos
fizeram rodizios entre os jogos, os monitores tiravam as dividas que iam surgindo e quando ndo
conseguiam sanar as duvidas o professor aplicador intervia fazendo as devidas explicagdes. Ao
final os jogos foram recolhidos pelos monitores e abrimos um grupo de discussao dos objetivos
que foram alcanc¢ados e dos que ndo foram. Eles foram avaliados com uma prova escrita para
verificagcdo dos objetivos propostos no plano de ensino.

Os novos resultados foram comparados com os resultados obtidos no primeiro bimestre.
Foram colhidos relatos escritos dos alunos da turma “A” e turma “B” (sem identificacdo), sobre
o que eles acharam dessa metodologia. Os resultados da turma “B” foram comparados com os
resultados da turma “A”. E depois de todas as analises feitas, teremos uma resposta para a
pergunta geradora do trabalho, se os jogos que foram aqui analisados tém efeito positivo no
ensino-aprendizagem dos alunos quando aplicados antes ou depois da explicacdo tradicional dos
contetidos. Temos que estar preparados para uma possivel resposta que a aplicacao dos jogos nao
influencia em nada a aprendizagem desses conteudos.

Analise e apresentacio dos resultados

Os jogos escolhidos para serem aplicados com os alunos que ndo atingiram a média 5,0
ou superior a ela foram: Jogo da Velha, Trilha Matematica, Labirinto do Conhecimento, Roleta
da Poténcia, Roleta das Raizes e Domin¢ das raizes. Os referidos jogos foram adaptados de
outros jogos para atenderem os contetidos propostos no plano de ensino e sugeridos pelo BNCC
que sdo: operacdes fundamentais da aritmética, raciocinio logico, operacdes com as regras da
poténcias e raizes. E também foram utilizados para sanar grandes deficiéncias dos alunos do
ensino fundamental anos finais com esses conteudos, conforme Moreira; David (2005a) refor¢am
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esse pensamento quando assinalam que os alunos terminam o ensino fundamental sem as devidas
compreensdes relacionadas aos conceitos basicos da aritmética.

Durante a aplicag¢@o dos jogos os alunos se mostraram entusiasmados e discutiam entre si
as regras e formulavam hipoéteses a respeito das jogadas. Além de debater outras possibilidades
no que diz respeito aos conceitos matematicos que nao eram explicitos no jogo. Os monitores
auxiliavam com as regras, na resolu¢do das duvidas que surgiam e encorajando-os a procurar
maneiras diferentes de resolver o mesmo problema. Aproveitando esse momento, a professora
pesquisadora tecia algumas observagdes sobre as propostas e argumentos de forma a agucar
ainda mais suas curiosidades. Toda essa discussao e reflexdo foi rica, possibilitando a
aprendizagem por descoberta, conforme assinala a teoria ausubeliana, quando aponta que esse
processo ¢ ndo-literal e ndo arbitrario, o conhecimento novo tem mais significado, e o
conhecimento prévio fica cada vez mais refor¢ado, elaborado em significados e adquire mais
aplicabilidade.

Durante a aplicacao dos jogos alguns alunos relataram o interesse em participar mais
vezes desse tipo de aula: “... todas as aulas de matematica tinham que ser desse jeito professora,
eu estou entendendo bem melhor o conteudo” (Aluno A, 2018). Outro aluno afirmou: “...dentro
de sala fica dificil porque a turma é muito cheia e barulhenta e também ndo tem os monitores
para ajudar a gente (Aluno B, 2018).

Na turma “A” composta por 25 alunos foi constatado que nove 9 alunos ficaram com
rendimento inferior a média 5, 11 com média de 5 até 7,9 e 5 alunos com média superior a 7,9
pontos. Na turma “B” composta por 23 alunos, foi constatado que 15 alunos ficaram com
rendimento inferior a média 5, 9 com média de 5 até 7,9 e 3 alunos com média superior a 7,9
pontos, conforme mostra a figura 4 mais adiante.

Na turma “A” foram aplicados dois jogos como introdugdo ao contetido, depois nas duas
turmas foram trabalhados os conteudos com aulas expositivas, resolu¢do de exemplos, listas de
exercicios, sala de aula invertida e aplicacdo de testes e prova. Os dados do grafico (figura 1)
foram extraidos do relatorio entregue para a secretaria da escola, depois disso os alunos com
média inferior a 5 e superior a 7,9 foram convidados a comparecerem na escola para a aplicacao
da sala de jogos.

Figura 1
Rendimentos dos alunos no 1°bimestre

Rendimento do 12 Bimestre
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Fonte: pesquisadora, 2018.
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Os alunos com média inferior a 5 foram avaliados novamente com uma prova escrita
contendo os mesmos objetivos propostos na do 1° bimestre e o novo rendimento consta na figura
2.

Figura 2
Rendimento dos alunos apds aplicagdo dos jogos

Rendimento depois da aplicacao dos
jogos
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Fonte:pesquisadora, 2018.

Na turma “A” o percentual de alunos com rendimento inferior a cinco era de 36% e
depois da aplicagdo da sala de jogos esse percentual foi para 12%, somente trés ndo conseguiram
atingir a média, na turma “B” era de 44% e foi para 8%, somente dois nao atingiram a média. Os
alunos relataram que com a aplicagdo da sala de jogos e o auxilio dos monitores os contetidos
ficaram mais faceis de se aprender. Comentou um deles: “....eu gostei muito de participar dessa
aula, quero que todo bimestre seja desse jeito”(Aluno C, 2018). Outro aluno falou: “... eu aprendi
muito mais nesse sabado do que no bimestre inteiro”(Aluno D, 2018)

Os alunos que foram chamados para serem os monitores também foram ouvidos e
relataram que gostariam de fazer parte de outras atividades de reforco, pois essa troca de
conhecimento com os outros alunos fez com que eles aprendessem muito mais os conteudos.

Os registros mostram que os alunos reconhecem a contribui¢do dos jogos para
apropriacdo dos conceitos matematicos: “...a matemadtica é uma matéria muito dificil e que a
maioria dos alunos tem muitos problemas, entdo a professora podia utilizar mais os jogos para
tornar a matemdtica mais facil e mais divertida”(Alunos das turmas A e B).

Em relacdo aos aspectos positivos, ficou evidenciado que os jogos matematicos se
constituem em uma alternativa didatica viavel e os alunos declararam que gostariam que isso se
repetisse mais vezes independente do contetido. O registro a seguir mostra esse pensamento: ...
trabalhar com esses jogos é abrir novos caminhos para a aprender matematica, quebrando até a
rotina da sala de aula”(Aluno E, 2018).

Consideracoes finais

Nessa pesquisa buscou-se debater como os jogos educacionais, podem ser favoraveis a
ampliacdo do aprendizado dos estudantes e procurou mostrar em que momento a aplicagdo ¢
mais eficaz: como uma introducdo ao conteudo ou no final como revisdo. Com o uso dos jogos
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educativos ¢ possivel mudar a metodologia de ensino tradicional dando uma nova aparéncia as
aulas de Matematica.

A sala de jogos, em geral, foi muito bem aceita pelos alunos. Um elemento observado foi
a interacdo entre o conhecimento prévio e o conhecimento novo, pois foi notada durante toda a
dindmica da sala de jogos uma troca de conhecimentos entre os alunos monitores e os alunos de
recuperacdo: enriquecendo, elaborando e diversificando em termos de significados. Percebeu-se
também que no decorrer de todo processo, os alunos foram participantes e ativos em relagdo ao
processo de aprendizagem, pois em cada jogada eles discutiam seus erros e seus acertos,
construiam estratégias de resolucdo dos exercicios, interpretacio e colaboracdo com os outros
colegas, evidenciando assim as caracteristicas essenciais da aprendizagem significativa.

Outro aspecto relevante a ser apontado ¢ que os alunos ao utilizar os jogos interagiram
entre si e com o professor, trazendo beneficios ndo apenas para o aprendizado escolar, mas uma
melhoria na relagdo social com os colegas desenvolvendo o raciocinio, pois geralmente esses
jogos tém regras, objetivos, metas e as vezes controlados por tempo.

Dessa forma, ficou claro que a aplicagdo do jogo como introdu¢do ao contetido ndo
influenciou muito na aprendizagem dos alunos, mas quando ele foi aplicado depois da avaliacdo
como refor¢o/recuperacao dos conteudos teve um impacto maior na apropriacao dos conteudos
que nao foram adquiridos durante o bimestre.
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Resumen

En este documento se analiza el proceso de traduccion entre representaciones
matematicas, al utilizar la invencién con problemas en un proceso de modelizacion
matema@tica en el aula de sétimo de la Educacion Secundaria de Costa Rica,
especificamente en el tema de proporcionalidad. Para recolectar la informacion se
realiz6 la aplicacion de observaciones participantes y un analisis de las producciones
escritas de los estudiantes como informes escritos de las actividades de invencion de
problemas y los cuadernos de trabajo. Se concluye que en las creaciones de
problemas de los estudiantes, se observa en mayor preferencia representaciones
como las verbales escritas y simbolicas numéricas y las operaciones aritméticas
basicas fue la estrategia mas utilizada. Ademas, los estudiantes presentaron un
razonamiento proporcional deficiente y sin comprension, evidenciado en la escaza
fluidez representacional del objeto matematico.

Palabras clave: Sistemas de representacion, modelizacion matematica; invencion de
problemas.

El objetivo principal de la educacion es lograr que el estudiante construya un aprendizaje
con una comprension profunda y rica, visualizando lo que aprende de una manera Util y
significativa (Skemp, 1999). Ademas, de que aplique los conceptos cuando los necesite y los
utilice con flexibilidad al enfrentarse a nuevas situaciones. Para lograr lo anterior es
trascendental el proceso de traduccion entre las representaciones matematicas, ademas al
investigador le permite entender los problemas de compresion que presenten los estudiantes al
manejar la pluralidad de los sistemas de representacion de un mismo concepto lo que repercute
directamente en su rendimiento académico.
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Esta comunicacion muestra una investigacion realizada con la idea de brindar informacién
acerca de la construccion del conocimiento matematico, a traves de las representaciones de los
conceptos y las estrategias que los estudiantes utilizan al resolver tareas de modelizacién
matematica. De estos procesos destacamos la importancia de las representaciones matematicas,
entendiendo estas “como todas aquellas herramientas —signos o graficos— que hacen presentes
los conceptos y procedimientos matematicos y con las cuales los sujetos particulares abordan e
interacttan con el conocimiento matematico, es decir, registran y comunican su conocimiento
sobre las matematicas” (Rico, 2009, p. 3).

Por otra parte, al utilizar la modelizacion matematica se pretende estimular en el estudiante
la experimentacion de los conceptos para dotarlos de significado (Rico, 2000), al mismo tiempo
que se promueve “mayores niveles analiticos en la justificacion y argumentacion matematica”
(MEP, 2012, p. 11) y se incentiva capacidades de gran potencial como la imaginacion, la
creatividad e invencidn, dejando de lado la ejecucion mecénica de tareas que promueven
conocimientos insuficientes y sin comprension, reflejandose en los bajos rendimientos
académicos de los estudiantes.

En la misma linea, consideramos que la modelizacion matematica por medio de la
construccion y desarrollo de un modelo, se matematiza la realidad de la situacion especifica
(Castro y Castro, 2000) y el cual esta integrado en la resolucidn de problemas como estrategia
didactica aplicada a situaciones asociadas con ambientes reales, fisicos, sociales y culturales.

Representaciones de los conceptos matematicos

En la actualidad mucha de la informacidon presente en los medios de transmision se
visualiza en diferentes representaciones como tablas, graficos y formulas; ante lo cual el ser
humano debe tomar una posicién discriminatoria, analitica y objetiva. Por ello, el curriculo en la
educacion de diferentes profesiones, en especial en el campo de la educacién matematica, debe
enfatizar en la resolucion de problemas y la toma de decisiones, con el fin de dotar a las futuras
generaciones de capacidades relevantes como el analisis, criticidad, la creatividad, entre otros.

Asimismo para generar el pensamiento matematico, primeramente se debe realizar una
imagen mental de las ideas, lo que denominaremos como representaciones internas con el fin de
manipularlas posteriormente. Luego, para poder realizar la comunicacién debemos expresarlas
externamente, con lo que creamos las representaciones externas, las cuales segun Castro y Castro
(2000) son “enunciados en forma natural, las formulas algebraicas, las gréficas, las figuras
geométricas, entre otras” (p. 101). Ademas, sirven como “estimulo para los sentidos en los
procesos de construccidn de nuevas estructuras mentales” (Castro y Castro, 2000, p. 101), lo que
proporciona informacidn conceptual relevante del estudiante.

También, consideramos que el aprendizaje matematico se genera al tomar en cuenta dos
elementos importantes, el aspecto representacional que configura al objeto y el desarrollo de un
significado personal sobre este (Pecharroman, 2014); donde los procesos matematicos estan
ligados a la utilizacion de una multiplicidad de representaciones semiéticas de la misma
naturaleza y parafraseando a Gonzalez, Castro-Rodriguez y Castro (2016) tenemos que para
lograr una efectiva compresion matematica, es necesario que el alumno posea la “fluidez
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representacional”, es decir que sea capaz de cambiar y coordinar diferentes registros de
representacion del objeto matematico.

Modelizacion matematica y el proceso de invencion de problemas

En este estudio consideramos que el inventar problemas forma parte integral del proceso de
modelizacién matematica, concebida como una manera de matematizar la realidad, en el cual los
modelos son considerados como sistemas conceptuales que se expresan usando sistemas de
notacidn externos, y que se usan para construir, describir o explicar los comportamientos de otro
(s) sistema (s) (Lesh y Doerr, 2003).

Galbraith y Stillman (2006) proponen una serie de transiciones en el proceso de
modelizacién: (a) De la situacion desordenada del mundo real a la declaracion del problema del
mundo real, (b) De la declaracion de problemas del mundo real al modelo matematico, (c) Del
modelo matematico a la solucién matematica, (d) De la solucion matematica al significado de la
solucion en el mundo real y (e) Desde el significado de la solucion en el mundo real hasta la
revision del modelo o la solucion de aceptacion (p. 144). Asimismo, en la primera transicion es
donde se realiza la invencion de problemas, en la cual segiin Hansen y Hana (2015) citando a los
mismos autores anteriores, es donde “se aclara el contexto del problema, haciendo suposiciones
simplificadas, identificando entidades estratégicas y especificando los elementos correctos de las
entidades estratégicas” (p. 42), es decir se brinda mas relevancia a la creacion del problema y
constituye una experiencia valiosa para el estudiante dentro del proceso de modelizacion.

Concebimos como un problema a situaciones que su solucion no es clara y su respuesta no
es automatica, ni mucho menos rutinaria; demandando procesos de analisis y elaboracion en su
solucion. Asimismo, parte esencial de la modelizacion matematica es el problemay su
formulacién, el cual por medio del uso de conjeturas va sufriendo ajustes, en la definicion de sus
parametros y objetivos, por lo tanto el ser capaz de plantear y concretar un problema
adecuadamente a la luz de los datos y de los conceptos, es parte vital del uso de la matematica en
el mundo real (English, 1997; Hansen y Hana, 2015; Silver, 1994).

De igual manera, destacamos la importancia de la aplicacion del proceso de invencion de
problemas, pues motiva la participacion activa del estudiante en su aprendizaje, donde este se
identifica con el problema que construye, siendo producto su creatividad, imaginacion y
curiosidad; logrando a la vez construcciones muy elaboradas, con mucho valor didactico. Para
diversos autores, el proceso de invencion de problemas puede “dar una mayor apropiacion de su
ambiente de aprendizaje, ya que es un componente natural de la instruccion orientada a la
indagacion y se basa en la creencia de dar prioridad a la pregunta sobre la respuesta” (Hansen y
Hana, 2015, p. 40), ademas que son experiencias que preparan a los estudiantes para su
desempefio profesional futuro afuera de las aulas.

El proposito de esta comunicacion es analizar el proceso de traduccién de las
representaciones matematicas al crear y resolver situaciones problema siguiendo un proceso de
modelizacién matematica en su solucion, con el fin de proponer mejoras en la ensefianza a través
del disefio de tareas y estrategias didacticas que ayuden al estudiante a comprender
significativamente los conceptos matematicos.
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Meétodo

Este proceso de investigacion sigue un enfoque cualitativo, especificamente utilizamos un
tipo de investigacion no exploratoria, sin intervenir directamente en el fendmeno; cuyo disefio de
investigacion fue un estudio de casos, pues nos interesé el “Describir, comprender e interpretar
los fendmenos, a través de las percepciones y significados producidos por las experiencias de los
participantes” (Hernandez-Sampieri y Mendoza, 2008), en particular cuando abordan y dan
importancia al proceso de traduccion de las representaciones generadas al construir y resolver
problemas con matematica.

Los participantes fueron un grupo de 24 estudiantes del nivel de sétimo de un colegio
académico diurno oficial, especificamente ubicado en la provincia de San José en Costa Rica. La
edad promedio de los participantes es de 13 afios y cuyo estatus socioeconémico predomina la
clase media-baja. Se escogid este tipo de muestra, ya que segun el Programa de Matematica del
Ministerio de Educacion Publica es en este nivel es donde se desarrolla el contenido de
proporciones, contexto matematico para lograr los objetivos propuestos del estudio. Ademas,
durante el proceso de invencidn de problemas se dividié el grupo original en 8 subgrupos, con el
fin de realizar un trabajo en equipo y colaborativo.

Para recolectar la informacion relevante de este estudio se realizé la aplicacion de
observaciones participantes y se realizd un analisis de las producciones escritas de los
estudiantes como informes escritos, realizados en las actividades de invencion de problemas y
los cuadernos de trabajo. De ambas técnicas se obtuvo evidencias sobre las representaciones,
estrategias y los errores generados por los estudiantes al construir y resolver problemas de
modelizacién matematica con proporciones en actividades de aula.

Descripcion de la etapa de trabajo de campo

En primer lugar se analizo el programa vigente de matematica del Ministerio de Educacion
Publica, con el fin de observar el papel que tiene los procesos de traduccidn de representaciones
y observar los conocimientos, habilidades e indicaciones que se proponen en este documento,
especificamente en el tema de proporciones.

Las actividades de invencidn de problemas se disefiaron de acorde a los objetivos de esta
investigacion, tomando en cuenta la bibliografia consultada y fueron validadas a traves de juicio
de expertos. Para su construccion se utilizaron contextos sociales, culturales y de la propia
realidad de los estudiantes participantes.

Durante la implementacion de las actividades de invencidn de problemas, se iniciaron las
observaciones participantes del grupo, las cuales fueron grabadas para facilitar el analisis
posterior. También en los primeros minutos de cada una se les explicé el protocolo de trabajo,
siendo de suma relevancia el observar si los estudiantes escribian sus pensamientos matematicos
en los informes.

Anadlisis de los resultados

En esta parte se presentan los resultados de dos actividades de invencién de problemas,
para cada una, en primer lugar se muestra sobre las representaciones y en segundo lugar, las
estrategias utilizadas por los estudiantes al resolver los problemas que inventaron.
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Actividad 1 de invencion de problemas. En esta actividad se presentan imagenes
(representaciones iconicas) de dos productos con sus respectivos precios del Mercado, una
botella de T¢ Frio de 2.5 litros con un precio de 1800 y un Queque de Chocolate con un precio
de €6000 para 12 personas. Ademas, se le solicita al estudiante construir un problema donde se
utilicen los dos articulos o uno de ellos, pero que también sirva para determinar el gasto que se
podria generar si la cantidad de personas es mayor. Asimismo, los estudiantes deben resolver el
problema y escribir todas las operaciones que se realizaran en su solucion.

Dos de las respuestas obtenidas en esta actividad se muestran en la figura 1, en ella se
aprecian producciones de dos grupos de estudiantes participantes, en las cuales se observa
representaciones como las verbales cotidianas y simbolicas numéricas, tanto en el enunciado del
problema como en su solucion. Los 8 grupos participantes realizaron traducciones similares a las
expuestas en la figura 1, por lo que el proceso de traduccidn de representaciones icénicas a
representaciones verbales escritas y simbélicas numéricas fue el Gnico que se realizé por parte de
los estudiantes en esta actividad.
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Figura 1. Las imagenes muestran las producciones de dos grupos, en las cuales se realizaron procesos de
traduccion de representacion iconica a representaciones en lenguaje verbal escrito y simbdlico numérico.

En esta actividad la Unica estrategia que se utilizd para resolver el problema construido por
los estudiantes fue el uso de operaciones aritméticas, se observa que los estudiantes usaron los
precios de los articulos varias veces, por ejemplo en la primera imagen de la figura 1 se puede
visualizar que el contexto cotidiano utilizado fue una fiesta del dia del nifio para 30 nifios, en su
solucién suman tres veces el precio del refresco y tres veces el precio del queque, no utilizan

proporciones para resolver el problema. De igual manera, sucede en la segunda imagen de la
figura 1.

Actividad 2 de invencién de problemas. En esta actividad se les present6 a los
estudiantes, en una representacion tabular, los votos obtenidos de primera vuelta de las
elecciones presidenciales de Costa Rica, realizada el domingo 4 de febrero del 2018, en ella se
les brinda cantidades absolutas y relativas de las personas inscritas del padron electoral, los votos
validos, los votos nulos y blancos; sin embargo en el abstencionismo no se brinda la cantidad
absoluta, pero si la cantidad relativa (ver apéndice A). Ademas, se les propuso construir un
problema en el que debian utilizar los datos brindados, ademés tenian que resolverlo y escribir
todas operaciones utilizadas en su solucion.
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De esta actividad obtuvimos resultados como los que se muestran en la figura 2, en ella se
presentan los procesos de traduccion de las representaciones externas usados por dos grupos de
estudiantes. Se encontrd que 6 de los 8 grupos participantes generaron construcciones de
problemas con representaciones de lenguaje verbal escrito y lenguaje simbdlico numérico. Pero 2
de los 8 grupos realizaron propuestas de problemas donde se involucraban representaciones con
lenguaje iconico (gréafico), verbal escrito y simbolico numérico a la vez.
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Figura 2. Las imagenes muestran las traducciones de representaci()n tabular a Ienguaje verbal escrito,
lenguaje simbdlico numérico y lenguaje iconico.

En esta actividad se produce una diferencia minima con relacion a las estrategias de la
actividad 1, en la figura 2 se presenta dos de estas creaciones, en la primera imagen uno de los
grupos sigui6é un camino donde utilizd operaciones aritméticas basicas tanto de cantidades
absolutas como de cantidades relativas. En la segunda imagen se muestra la creacion que
realizaron dos de los ocho de los grupos participantes, donde se utiliza el lenguaje icdnico
(gréfico de barras) como estrategia para resolver este problema, cuya construccion es incorrecta
(pues se produce un error al usar cantidades absolutas y relativas en el eje vertical del gréafico),
no se muestra ninguna operacion adicional.

Por otra parte, en ambas actividades observamos que los estudiantes no utilizaron los
procesos de proporciones como la regla de tres, ni el uso de porcentajes, ni el uso de
representaciones de simbologia algebraica.

Conclusiones

Entre los resultados de este estudio destacan la importancia de promover la invencion de
problemas desde la perspectiva de la modelizacion matematica, pues las actividades propuestas
fueron excelentes oportunidades de la construccion de su conocimiento matematico, ya que al
crear un problema los estudiantes pusieron en practica habilidades como la creatividad y la
indagacion al mismo tiempo que visualizaban la integralidad y utilidad de la matematica.

Las situaciones construidas por los estudiantes durante el proceso de invencion de
problemas, contenian representaciones de los conceptos matematicos en lenguaje verbal escrito y
lenguaje simbolico numérico en mayor preferencia, también se obtuvieron en menor cantidad
propuestas de problemas con los mismos tipos de representacion anterior pero con una variante
de utilizar el tipo de representacion con lenguaje iconico (grafico); con lo cual se visualizé la
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relacion que tiene la representacion con el significado personal del objeto matematico, desde las
experiencias que el estudiante posee y construye en relacion directa con él (Pecharroméan, 2014).

Asimismo, al construir y resolver problemas por medio de las actividades de este estudio,
los estudiantes no mostraron diversidad en los sistemas de representacion utilizados, es decir no
poseian una “fluidez representacional” y por lo tanto, no comprendian en forma significativa el
objeto matematico involucrado en el estudio.
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Apéndice A

Actividad 1 de Invencion de Problemas
A continuacion se le presentan dos productos con sus respectivos precios del Mercado

Precio: €1800 Precio: €6000

Cantidad 2.5 Litros para 12 personas Cantidad para 12 personas

Construye un problema en el cual se utilice los dos articulos o uno de ellos que se le brindaron
anteriormente en las imagenes, pero ademas que sirva para determinar el gasto que se podria
generar con los articulos propuestos, si la cantidad de personas es mayor. Resuelve el problema y
escribe todas las operaciones que realices para llegar a la respuesta final.

Actividad 2 de Invencion de Problemas
A continuacion se le presentan los Votos obtenidos en la primera vuelta de las Elecciones
Presidenciales de Costa Rica, realizada el domingo 4 de febrero del 2018.

Cantidad de personas inscritas del padron electoral 2182 764 100%
Cantidad de votos vélidos 2 154 697 65.70 %
Cantidad de votos nulos y blancos 28 067 '
Cantidad de personas que no votaron (Abstencionismo) 34.30 %

Construye un problema en el cual se utilice los datos brindados en la tabla anterior. Ademas,
resuelve el problema y escribe todas las operaciones que realices para llegar a la respuesta final.
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Resumen

El documento muestra los avances de una investigacion que busca disefiar un entorno
propicio para el desarrollo del talento matematico que fomente la creatividad. Para
esto, se presenta una breve descripcién de la controversia que ha generado el término
talento, para luego dar lugar a investigaciones que sustentan la relacién entre el
talento matematico y la creatividad matematica. Ademas, se describe el marco
conceptual que basicamente muestra como se construye un entorno de
enriquecimiento y como se propone determinar el desarrollo de la creatividad
matematica como elemento fundamental para potenciar el talento matematico.

Palabras clave: educacion matematica, talento matematico, creatividad matematica,
habilidades matematicas, talento potencial.

Introduccion

Esta investigacion busca crear un entorno propicio que fomente el desarrollo del talento
matematico partiendo de la premisa que la creatividad es un predictor del talento matematico
(Kattou, Christou & Pitta-Pantaz, 2015) y que el talento matematico esta en potencia, esto desde
la perspectiva de la UNESCO (2004). Pero antes de hablar del talento matematico es necesario
analizar el debate que se ha generado alrededor del término talento, esto permite que mostrar
cudl es la postura de la investigacion.

El término Talento.

El término talento ha sido muy debatido desde diferentes perspectivas; tal como lo
describen Singer, Sheffield, Freiman y Brandl (2016) ain no se llega a un consenso sobre su
definicion, ni de términos asociados al talento, como “stper dotado” o “genio”. Algunos
investigadores (Terman, 1925; Feldhusen, 1992; Hernandez, Hernandez y Miléan, 2007)
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argumentan que el talento es una caracteristica biologica innata en cada persona, la cual se mide
por medio del test de Coeficiente Intelectual propuesto por el psicélogo William Stern en 1912.
Sin embargo, existen otras visiones que declaran que “esta concepcion biolodgica de que el
talento indica un desarrollo acelerado de funciones en el cerebro las cuales permiten su uso méas
eficiente o eficaz, ha sido un término arraigado (en la cultura)” (Clark, 1997, p. 8). Clark (1997)
ademéas menciona que el talento se caracteriza por un comportamiento creativo de liderazgo,
invencién y habilidades matematicas, en las cuales intervienen tanto el contexto familiar como el
escolar y en las condiciones sociales de los individuos. Esto va en la misma perspectiva de la
propuesta tedrica de Howard Gardner (1995), al enunciar su teoria de inteligencias multiples.
Esta teoria abre el espectro de la inteligencia (linguistica, musical, 16gico-matematica, espacial,
cenestésico-corporal y personales) y muestra otras perspectivas para potenciar y desarrollar
habilidades y destrezas.

Por otra parte, desde 1985 Bloom, analiza el desarrollo del talento como consecuencia de
la influencia del contexto, de los padres y de los maestros, Ademas encuentra que los talentosos
eran caracterizados por ser perseverantes, competitivos, tenian deseo de sobresalir y una mayor
disposicion para trabajar. En dicho trabajo Bloom muestra un acercamiento al talento desde una
perspectiva diferente a la innata, revelando un camino para futuras investigaciones sobre el
talento.

Talento matematico y creatividad matematica.

Particularmente el talento matematico ha sido estudiado por diferentes investigadores
como Krutetskii, (1976), Lupkowski-Shoplik y Assouline (1994), Abdullah Ficici y Del Siegle
(2008), Miserandino y Subotnik (1995), Bicknell, (2008) y Canché y Farfan (2017). Krutetskii
por ejemplo, en su libro “The Psychology of Mathematical Abilities in Schoolchildren” expone
sus ideas sobre la capacidad matematica, afirmando que las caracteristicas genéticas juegan un
papel importante en el progreso de estas pero no son suficientes para el desarrollo de habilidades
que conlleven al desarrollo del talento matematico (1976). Mientras que Lupkowski-Shoplik y
Assouline (1994) brindan una serie de estrategias para poder desafiar suficientemente a estos
estudiantes, partiendo de la escuela en la que estudian, esto es, que la escuela regular cree un
programa especial que logre desafiar a los nifios con talento matematico.

Por su parte Abdullah Ficici y Del Siegle (2008), realizan una encuesta virtual a maestros
de secundaria: 900 de Corea del Sur, 408 de Turquia y 100 de Estados Unidos, en la cual se
preguntaba qué caracterizaba a un estudiante talentoso en matematicas. Los profesores con
mayor experiencia en el campo de la ensefianza valoraban la resolucion de problemas de forma
creativa, cosa que resalta Miserandino y Subotnik (1995) diciendo que muchos estudiantes
considerados talentosos matematicamente tienen problemas con las habilidades puramente
computacionales. Dichos autores también encontraron que la cultura coreana y la estadounidense
tenian posturas diferentes con respecto a lo que consideran talento matematico, ya que en la
cultura estadounidense se considera que el talento es innato, mientras que los coreanos le dan un
mayor nivel al esfuerzo que a la capacidad, por lo que plantean que el talento matematico esta en
desarrollo.

Respecto a la caracterizacion se encuentra por ejemplo a Bicknell (2008), quien plantea
que los individuos talentosos en matematicas son determinados desde las perspectiva de ellos
mismos, de sus padres y sus docentes; esto lleva a un consenso de ciertas caracteristicas comunes
en todos: la persistencia, el pensamiento flexible, la creatividad y el compromiso con la tarea.
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En contraste con las anteriores visiones, Canche y Farfan (2017) proponen un cambio de
paradigma, es decir, alejarse de las definiciones de superdotado y tomar una nueva postura del
desarrollo del talento. Para esto proponen un trabajo de acuerdo con el potencial de cada
individuo, teniendo en cuenta elementos del contexto, ya que el conocimiento para las autoras es
una construccion continua de habilidades por medio de un entorno que promueva este desarrollo
en todos los estudiantes. Definicién que guiard esta investigacion pues apoya el desarrollo del
talento desde el potencial de los estudiantes.

En las investigaciones mencionadas se habla de la creatividad como una caracteristica del
talento. Leikin, Levav-Waynberg y Guberman (2011) por ejemplo, realizan una investigacion
empirica, en la cual se emplean tareas con multiples solucion (MST, por sus siglas en inglés)
para el desarrollo de la creatividad. Estos autores encuentran que la fluidez y la flexibilidad son
mas naturales en el ser humano, pero que la originalidad va mas alla; por lo tanto afirman que el
componente mas fuerte para determinar la creatividad es la originalidad, conclusion que es
apoyada por Levenson (2011).

En particular para esta investigacion el desarrollo del talento matematico esté4 asociado al
desarrollo creativo de cada individuo. Este aspecto del talento puede ser estudiado, a través de la
formulacién y trabajo en el aula de problemas desafiantes (Oktag, Roa-Fuentes y Martinez,
2011).

De acuerdo con la revision bibliografica es posible afirmar que un estudiante talentos en
matematicas debe: Ser persistente, tener un compromiso con la tarea, ser flexibles, tener fluidez,
ser original, mostrar predileccion por los problemas, formular problemas, arriesgarse en la fase
exploracion de los problemas y disfrutar al trabajar sobre problemas desafiantes.

A partir de lo anterior surge la pregunta de esta investigacion ¢Qué tipo de tareas son las mas
apropiadas para potenciar el desarrollo del talento matematico? Dando lugar a nuestro objetivo
de investigacion potenciar el talento matematico por medio de problemas desafiantes que
promuevan el desarrollo de funciones cognitivas asociadas a la creatividad. Con el fin de dar
respuesta a la pregunta y cumplir con el objetivo de investigacién, se propone el siguiente marco
conceptual.

Marco conceptual
Talento potencial

En este apartado se presenta la definicion de talento potencial desde la perspectiva de la
UNESCO vy desde la perspectiva evolutiva de Canché y Farfan. El talento potencial segun la
UNESCO (2004) hace referencia al talento como aquel:

“que aun no se ha desarrollado o evidenciado, es decir que el sujeto estd en potencia de
desarrollar y demostrar su o sus talentos, pero a causa de uno o mas factores no lo ha
podido evidenciar en sus esquemas de accion”. (p. 28)

En particular esta investigacion centra su postura del talento desde una perspectiva
evolutiva, es decir, tomar una postura del desarrollo del talento, proponiendo un trabajo de
acuerdo con el potencial de cada estudiante, teniendo en cuenta elementos del contexto (Canché
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y Farfan, 2017), creando un entorno que posiblemente potencialice su talento de acuerdo a su
capacidad individual que puede o no construir en una actividad grupal.

Talento matematico.

Para analizar como se desarrolla el talento matematico se utiliza el modelo propuesto por
Pitta-Pantazi , Christou , Kontoyianni y Kattou (2011):
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Figura 1. Modelo Talento Matemético adaptado de Pitta-Pantazi et al. (2011)

El modelo que guia el disefio y desarrollo de la investigacion toma en cuenta el desarrollo
de la creatividad y las habilidades matematicas (Ver figura 1). A continuacion se definen cada
uno de estos constructos.

Creatividad matematica

La creatividad matematica se define como un proceso que involucra las siguientes
funciones cognitivas: la fluidez, la flexibilidad y la originalidad (Torrence, 1995).

En este trabajo se toma la fluidez desde la perspectiva de Torrence como la cantidad de
ideas que un individuo puede proponer ante un problema. Un ejemplo particular de este tipo de
proceso es: se propone el siguiente problema “Los pollos y los conejos corren al aire libre. Juntos
tienen 35 cabezas y 94 pies. ¢ Cuantos pollos y cuantos conejos hay?” (Krutetskii, 1976, p.121),
para resolver este problema los estudiantes pueden proponer diferentes ideas para resolver el
problema como: realizar un sistema de ecuaciones, utilizar ensayo y error, realizar una
suposicion falsa para encontrar la solucion, realizar pictogramas para identificar el nmero de
patas de cada animal. En estas respuestas se identifica la fluidez como la exposicion de las ideas
de los estudiantes frente a los metodos de solucion.

La flexibilidad se evidencia cuando el estudiante es capaz de realizar un cambio de
enfoque al resolver un problema o revertir procesos mentales. Ademas puede proporcionar
diferentes soluciones del mismo problema, desde diferentes perspectivas (Torrence, 1995).
Siguiendo con el ejemplo anterior, una nifia soluciona el problema desde dos enfoque diferentes.
En el primer dice que si suponemos que son 35 gallinas entonces en total serian 70 patas por lo
que sobrarian 24 patas, de donde deduce que estas perteneces a los conejos y por lo tanto hay 12
conejos y 23 gallinas (Krutetskii, 1976); el segundo enfoque lo realiza resolviendo el sistema de
ecuaciones que la lleva a la misma solucién.
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Finalmente, al suponer que los 35 animales son gallinas resulta ser una solucion original,
porque se evidencia cuando el estudiante construye una solucién a un problema matematico poco
frecuente entre sus pares o una solucion que resulta singular para su experiencia (Leikin, 2009a).
Esto es, la estudiante desarrolla el problema de forma inusual pues el camino regular de solucion
es por sistema de ecuaciones o mediante ensayo Yy error. Esto estd determinado por las
caracteristicas particulares que determinan la experiencia de cada individuo.

Habilidad Matematica

Por otra parte la habilidad matematica se divide en cinco tipos de habilidades, estas son:
habilidades espaciales, cualitativas, cuantitativas, de razonamiento deductivo e inductivo y
causales . Segun Pitta- Pantaziet, et al., (2014) las habilidades espaciales se pueden evidenciar en
la solucion de problemas de rotaciones, de dependencia y hasta plegado de papel; las cualitativas
estan relacionadas con problemas que se centran en relaciones de diferencia y similitud; las
cuantitativas se desarrollan mediante el calculo numérico y el razonamiento algebraico y las
causales tienen que ver con los problemas de causa y efecto. A continuacion en la Tabla 1 se
muestran unos ejemplos de problemas que desarrollan las habilidades matematicas antes
mencionadas.

Tabla 1
Ejemplos de problemas que desarrollan habilidades mateméticas.

Habilidades Problema Interpretacién
matematicas

Espaciales Las habilidades espaciales se ven en

= 4 £ ] vy este problema cuando el estudiante
f J ; f puede realizar mentalmente las
rotaciones y dibujar no sélo la figura

Dibuja la figura que falta en cada cara. sino identificar la posicion.

Figura 2. Problema de visualizacion 3D
en Gutierrez (1991).

Cualitativas  Veinte pasajeros viajan al aereopuerto Se evidencian cuando el estudiante
Lanarca en bus. Doce de ellos llevan puede relacionar la informacion de
maleta de viaje, once llevan un bolso de las personas que llevan los dos tipos
computador y seis llevan los dos tipos de  de maletas, con las que llevan un solo
bolso. ¢ Cuéntos de ellos llevan s6lo tipo para poder realizar la exclusion
maleta de computador? (Problema de los datos que no le estan dando
tomado de Pitta-Pantazi et, al. 2011, p. una informacion relevante para la
45) solucion del problema.

De Compara uno de los rectangulos pequefios  Se evidencian habilidades de
razonamiento con uno de los triangulos rectangulos. razonamiento en el estudiante cuando
inductivo/ Tienen la misma area o la de uno es puede relacionar que el tridngulo
deductivo rectangulo es la mitad del rectangulo

inicial y a su vez el rectangulo
pequefio también lo és, llevandolo a
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mayor que la del otro. deducir gque sin importar la forma, los
| | dos tienen la misma &rea por ser la
mitad del mismo rectangulo.

Figura 3. Rectangulo dividido por la
mitad de dos formas diferentes (NCTM,
2003, p. 194).

Fuente: Las autoras.

Para el desarrollo de esta investigacion se propone disefiar y/o adaptar una serie de
problemas desafiantes que involucren los diferentes componentes de las habilidades matematicas
para evidenciar en las soluciones de los estudiantes los procesos subyacentes de la creatividad
matematica.

Metodologia

En este apartado se muestra el proceso metodologico que guia este trabajo con el fin de
responder la pregunta de investigacion y por ende al objetivo propuesto.

Primera fase: Disefio e implementacion de una prueba diagndstica.

Con el fin de analizar los procesos cognitivos que dan cuenta de la creatividad (fluidez,
flexibilidad y originalidad) de los estudiantes, se porpone realizar una prueba diagndstica en la
cual se disefiaran y/o se adaptaran problemas que estén relacionados con las habilidades
matematicas (cuantitativas, cualitativas, causales, de razonamiento y espaciales) para estudiar
bajo el planteamiento de Torrence (1995) las distintas soluciones que brinden los estudiantes.

Segunda fase: Disefio de instrumentos.

En esta fase, se realiza primero el disefio y/o adaptacién de los problemas bajo el marco de
las habilidades matematicas propuesto por Pitta-Pintaza, et, al (2011). Para esto se plantea
disefiar tres cuestionarios que involucren problemas que vayan de menor dificultad a mayor
dificultad. Dichos problemas son de tres tipos: mal planteados, con maltiple solucién Leikin,
Levav-Waynberg y Guberman, (2011) y paradojas relacionadas con el infinito Roa-Fuentes,
(2012) ya que este tipo de problemas permiten estudiar la creatividad de los individuos.

Ademas del disefio de los cuestionarios también se propone el disefio de una entrevista
semiestructurada por cada cuestionario que es aplicada a los estudiantes que participan de la
investigacion, inmediatamente después de cada sesion de cuestionario, con el fin de
complementar las respuestas obtenidas en los registros escritos.

Finalmente se pretende disefiar e implementar una prueba final, la cual puede dar cuenta
del proceso de los estudiantes durante la aplicacion de los cuestionarios. El disefio de esta prueba
serd similar a la diagnostica con el fin de analizar si los procesos cognitivos de la creatividad han
sido potenciados, por lo tanto constara de problemas relacionados con las habilidades
matematicas.
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Tercera fase: Implementacion de los instrumentos y recoleccion de la informacion.

La recoleccion de datos se propone desarrollar por medio de tres instrumentos. El primer
instrumento es la hoja de trabajo de cada estudiante; es decir, donde el estudiante soluciona los
problemas propuestos en la segunda fase de esta investigacion. El segundo instrumento esta
constituido por entrevistas y finalmente, el tercer instrumento es la videograbacion de cada
intervencion. Todo esto con el fin de obtener la mayor informacion de la forma de pensar de los
estudiantes a la hora de resolver los problemas.

Cuarta fase: Analisis de datos.

En esta fase se analizan las soluciones brindadas por los estudiantes a los problemas propuestos,
a partir de Torrence (1995), esto es, la fluidez, la flexibilidad y la originalidad de estas, con el
objetivo de dar cuenta de como el desarrollo investigativo permite potenciar o no el talento
matematico.

Conclusiones y proyeccion de la investigacion

El talento matematico ha sido ampliamente estudiado desde diferentes perspectivas, ya que
en un momento predomino el talento visto como una caracteristica innata; pero nuevas
investigaciones han mostrado que el talento puede ser desarrollado, ya que no es suficiente con
nacer con predisposicion para desarrollar el talento, sino que es necesario estar en un entorno que
lo propicie, razones que muestran la importancia de esta investigacion.

El contexto en el que se realiza esta investigacion es una escuela rural, conocida como
Escuela Nueva en Colombia con estudiantes de cuarto y quinto gado. Dado que se espera mostrar
gue en este contexto particularmente especial, es posible desarrollar el talento matematico
potencial. Este contexto brinda la oportunidad de trabajar con dos 0 mas grados en un mismo
espacio fisico (aula regular), permitiendo un espacio que puede ofrecer evidenciar diferentes
niveles de creatividad.
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Resumo

O objetivo deste trabalho € o de apresentar um evento contextualizado, elaborado a
partir de um problema classico da Engenharia Civil e também uma possivel
organizacéo didatica com vistas a ser desenvolvida em aulas de uma disciplina inicial
de Calculo Diferencial e Integral, com o intuito de revisar conceitos anteriormente
trabalhados na Educagéo Basica, mas sob um novo olhar: o das aplicagdes de tais
contetdos em disciplinas especificas da Engenharia e na futura area de atuacéo
profissional do graduando. Como embasamento teorico, adotamos pressupostos da
Matematica no Contexto das Ciéncias e do modelo didatico associado a tal
referencial, 0 Modelo Didatico da Matematica em Contexto. O principal desafio
vivenciado durante o processo de elaboragéo do evento contextualizado foi adaptar,
tendo em vista o publico-alvo constituido por ingressantes na universidade, um
problema da Engenharia que engloba uma série de conceitos matematicos, fisicos e
especificos que esse publico ainda ndo domina.
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Palavras-chave: Educacdo Matematica, Engenharia Civil, Evento Contextualizado,
Calculo Diferencial e Integral.

Introducao

Este artigo faz parte de uma pesquisa mais ampla, em desenvolvimento, em que
estudamos, fundamentados na teoria a Matematica no Contexto das Ciéncias (MCC) (Camarena,
2013, 2017), a construcao de eventos contextualizados (EC) para o ensino de Matematica em
cursos de Engenharia. Apresentamos, neste trabalho, alguns elementos daquilo que Camarena
(2017) denomina de historia de um evento contextualizado, construido para ser utilizado em uma
disciplina inicial de Célculo Diferencial e Integral, com o intuito de revisitar questdes relativas
ao estudo das fungdes trigonomeétricas e exponenciais reais de uma variavel real, ja trabalhadas
pelo aluno na Educacdo Basica, mas que, em nossa visdo, devem ser retomadas com um enfoque
direcionado ao ensino superior e as aplicacdes com as quais ele ira se deparar nas disciplinas
especificas da Engenharia e em sua futura atuacao profissional.

O evento foi construido a partir de um problema classico da Engenharia Civil normalmente
trabalhado nos cursos de graduacdo desta habilitacdo da Engenharia. Tal problema é modelado
por uma equacao diferencial de 22 ordem, conteddo que, no ambito da disciplina inicial de
Caélculo Diferencial e Integral, ainda ndo é acessivel ao estudante. Da mesma maneira, ha uma
série de conceitos especificos da Engenharia que também ndo serdo, neste momento, de dominio
do graduando. Foi necessario, portanto, realizarmos uma adaptacao do problema, tanto do ponto
de vista da Matematica quanto da Engenharia, para que ele se tornasse viavel de ser trabalhado
com esse publico. Ressaltamos que, na proposta que estamos apresentando, o estudante ndo ira
resolver a equacdo diferencial envolvida na situacdo. Partindo da solugdo que ja sera fornecida,
ele ird explorar, de maneira contextualizada, os conteldos matematicos visados.

Como um primeiro passo para efetivamente aplicarmos em sala de aula o EC construido, é
que detalhamos, em relacdo a alguns aspectos, a historia de tal evento e propomos uma primeira
organizacdo didatica para o trabalho com o EC. Para que os conceitos de EC e de histéria de um
EC possam ser devidamente compreendidos, na préxima secao abordamos alguns preceitos da
teoria MCC.

Preceitos da MCC e a nogéo de EC

A teoria MCC, elaborada por Patricia Camarena ha mais de trinta anos para subsidiar
reflexdes relativas ao ensino e a aprendizagem de Matematica em cursos nos quais essa ciéncia
esta a servigo, contempla, em uma de suas fases — para maiores detalhes a respeito desse
referencial consultar Camarena (2010, 2013, 2017) e Lima, Bianchini e Gomes (2018) — um
modelo didatico especifico, denominado Modelo Didatico da Matematica em Contexto
(MoDiMaCo).

Em tal Modelo, a principal ferramenta de trabalho para o professor em sala de aula é o que
Camarena (2013) denomina de evento contextualizado. Um EC é concebido como um problema
ou um projeto construido com o objetivo de integrar disciplinas matematicas e ndo matematicas
que compBem o curriculo de determinado curso de graduacéo, possibilitando, portanto, um
trabalho interdisciplinar no ambiente de aprendizagem. No MoDiMaCo, desenvolvido a partir
de pilares construtivistas, prevé-se que o evento seja trabalhado de forma colaborativa pelos
estudantes, que devem atuar em equipes de trés integrantes, tendo cada um deles um papel: lider
emocional, lider intelectual e lider operativo. Para maiores esclarecimentos, consultar Camarena
(2017).
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Ap0s identificar uma situacdo com potencial para gerar um EC — e, no caso especifico
desse trabalho, a fonte a que recorremos para a busca dessa situacéo foi um livro adotado como
referéncia em uma disciplina especifica da Engenharia Civil, a saber Mazzili, André, Bucalem e
Cifu (2016) — o docente deve construir de fato o evento. Ressaltamos que, no caso do evento em
analise neste trabalho, seu nivel cognitivo (Camarena, 2017) é médio, uma vez que o problema
que o originou é proveniente de uma outra disciplina que o aluno cursara em sua graduacao.

Finalizada a construcdo do evento, o docente deve comecar a redigir a historia desse
evento, ou, em outras palavras, realizar uma andlise a priori daquela situagéo de ensino e
elaborar um documento que, segundo Lima et al. (2018) a partir de Camarena (2017), deve
incluir, dentre outros aspectos: a descricdo e o papel do EC, os conhecimentos matematicos
envolvidos, as habilidades prévias esperadas durante a resolucdo do evento, os conhecimentos
prévios de Matematica esperados, 0s conhecimentos do contexto que estdo presentes no evento,
as possiveis formas de resolucéo, os recursos tecnoldgicos que podem ser empregados, etc.

Antes de passarmos, na secdo seguinte a apresentar alguns destes elementos da historia do
evento que elaboramos, convém salientar que, ha dois eixos que estruturam o MoDiMaCo: a
contextualizacdo e a descontextualizacdo. No primeiro, realiza-se, a partir dos EC, um trabalho
interdisciplinar. J& no segundo, por meio de atividades individuais ou em grupos contemplando
diferentes estratégias, “trabalha-se de forma disciplinar somente com a Matematica, com o nivel
de formalismo exigido pela futura profisséo do estudante” (Camarena, 2017, p. 10),
evidenciando que o conceito trabalhado por meio daquele EC podera também ser aplicado em
outras situacoes.

O EC elaborado?, elementos de sua histéria e uma proposta de organizacéo didatica do EC

Nesta secéo, apresentamos, em primeiro lugar, o contexto no qual a situagéo que originou
0 EC esta imersa. Em seguida, explicitamos o evento, elementos de sua histéria e, finalmente,
uma possivel organizagéo didatica do trabalho com o EC.

O contexto a partir do qual o EC foi construido

O objeto de estudo no problema que deu origem ao EC € um portico de um pavimento,
submetido a uma forca estatica, que fard com que a estrutura vibre livremente. Na engenharia
estrutural, os porticos séo formas compostas por elementos lineares (normalmente vigas e
colunas), conectados em suas extremidades de forma a ndo permitir rotagdes relativas (conexdes
rigidas). Os porticos sdo projetados de modo a resistir a esfor¢cos normais (que tendem a esticar
Ou encurtar a estrutura), cortantes (forgas que tendem a cisalhar a estrutura) e, principalmente,
aos esforcos de flexdo (que tendem a curvar a estrutura) e sdo muito utilizados no travamento de
edificios, principalmente dos mais elevados, em que o padrdo com repeti¢cfes resulta em
estruturas hiperestaticas.

Sua aplicagdo nas edificacBes data do final do século XIX e inicio do século XX, quando
as estruturas de aco formavam um “esqueleto estrutural” facil de ser construido, que gerava um

L A descrigdo de porticos na Engenharia Estrutural que trazemos nesta segdo, contexto que originou a
construcdo do EC em tela, foi originalmente apresentada em trabalho ainda ndo publicado, de autoria dos
autores desse artigo, que foi discutido durante a reunido do Grupo de Trabalho Ciéncias Basicas e
Matematica na Engenharia ocorrida em setembro de 2018 durante o0 XLVI Congresso Brasileiro de
Educacdo em Engenharia, em Salvador, Bahia, Brasil.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2622



Evento contextualizado: estudo de um problema da Engenharia Civil para o ensino de Matemaética

espaco amplo sem pilares centrais e possibilitava versatilidade no design (Pauletti, 2010). As
vantagens de se utilizar uma estrutura aporticada sao que elas possuem menores deflexdes
(alteracbes ou desvios da posicao natural para um dos lados) e distribuem melhor a carga quando
comparadas com uma estrutura composta por viga-pilar (vigas simplesmente apoiadas nos
pilares), pois a conexao rigida entre vigas e pilares faz com que os efeitos de flexdo sejam
também absorvidos pelos pilares. Além disso, a utilizacdo na construgédo de edificios do pértico
estrutural rigido de aco tem como vantagens os fatos dos pérticos serem economicamente
viaveis, energeticamente eficientes, os pavimentos ndo serem tao suscetiveis a vibracdes, entre
outros fatores.

Antigamente, como forma de simplificar qualquer problema de Engenharia, era usual
realizar apenas uma analise estatica das estruturas, majorando os carregamentos (ou seja, forcas
atuantes na estrutura) pelos chamados coeficientes de amplificacdo dindmica. Porém, com o
passar do tempo e devido ao desenvolvimento de novas tecnologias, os sistemas estruturais
tornaram-se cada vez mais esbeltos e passiveis de vibracoes, sendo necessario, para que se faca
corretamente, e conforme as normas técnicas, seu dimensionamento e verificacdo, o estudo das
acOes dinadmicas sobre eles atuantes - tais como ventos muito fortes, terremotos ou até mesmo
grandes maquinas rotativas que podem ser colocadas dentro desses edificios. (Mazzilli et al,
2016). Como é previsto por norma, os edificios possuem um méaximo deslocamento horizontal
permitido, que é diretamente proporcional a altura do edificio, considerado tanto como um fator
de seguranca da estrutura, quanto para o préprio conforto dos usuarios.

Na situacdo — inspirada naquelas abordadas por Mazzili et al. (2016) - a partir da qual o EC
foi elaborado, o modelo estrutural é tido como shear building, no qual as vigas sao consideradas
infinitamente rigidas quando comparadas as colunas, além de toda a massa da estrutura estar
concentrada nas lajes. Em modelos deste tipo, o deslocamento vertical e a rotacéo sao
restringidos. Além disso, no caso considerado, a estrutura é simétrica, o que faz com que o
modelo passe de um sistema com 6 graus de liberdade (ou seja, 3 possiveis movimentos que
podem ocorrer em cada noé da estrutura, que sdo o deslocamento horizontal, vertical e a rotagéo)
para apenas um grau de liberdade (o deslocamento horizontal), como pode ser visto na Figura 1.

u u
—_—

e ——)

c

we | '] k2 |

Figura 1. Modelo de um pavimento com um grau de liberdade.

O EC elaborado

Na sequéncia, apresentamos o evento contextualizado exatamente da maneira como ele
seria proposto a uma turma de estudantes de uma disciplina inicial de Calculo Diferencial e
Integral, com as devidas adaptacdes e explicacdes que se fazem necessérias para que ele possa
ser compreendido por esse publico. Salientamos que ndo apresentaremos a resolucao do
problema e nem esse serd o objetivo em sala de aula na disciplina para a qual o evento foi
elaborado; partindo da solucdo do evento e de questdes diretamente relacionadas ao contexto do
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problema, nossa intencdo é levar os graduandos a revisitar conceitos matematicos anteriormente
estudados e que serdo fundamentais na disciplina inicial de Célculo Diferencial e Integral e ao
mesmo tempo a estabelecer vinculacdes entre tais conteidos e aspectos da Engenharia Civil.

Considere um pértico com massa m = 384 kg, rigidez de cada pilarg = 19200 N/m e taxa de
Cc

o
sobre essa estrutura, causando um deslocamento inicial u, = 0,1 m. Em seguida, essa forca é retirada
bruscamente e a estrutura passa a vibrar livremente com velocidade inicial nula. Considerando apenas a
possibilidade de deslocamento horizontal desse portico, a expressdo que permite analisar 0
comportamento do deslocamento u em fungdo do tempo é dada por:

u(t) = e=%5t[0,10 cos(10t — 0,05)]
Determine o nimero de ciclos necessarios para que a amplitude do movimento se reduza a
aproximadamente 80% da amplitude inicial.

amortecimento ¢ = = 0,05, sendo ¢ a constante de amortecimento. Uma forca estatica € aplicada

Alguns elementos da historia do EC

e O papel do evento: revisitar questdes relativas ao estudo das funcGes trigonométricas e
exponenciais reais de uma variavel real, com um enfoque direcionado ao ensino superior
e as aplicagbes com as quais o estudante ird se deparar nas disciplinas especificas da
Engenharia e em sua futura atuagéo profissional.

e Habilidades prévias esperadas durante a resolucdo do evento: controle e validacéo das
respostas obtidas; senso critico, estabelecimento e validacdo/descarte de conjecturas,
defesa de argumentos e ideias, interpretacdo da solu¢do matematica encontrada em
termos do contexto, autonomia, trabalho em equipe e comunicacao.

e Conhecimentos matemaéticos envolvidos: funcéo exponencial (dominio, imagem,
crescimento/decrescimento, intersec¢cdo com o eixo Y, assintotas, representacao grafica
com sua devida interpretagdo); funcGes trigonométricas (dominio, imagem, periodo,
amplitude, crescimento/decrescimento, interse¢des com 0s eixos coordenados,
representacdo gréafica e sua devida interpretacéo).

e Conhecimentos prévios de Matematica esperados do estudante: aqueles oriundos da
Educacgdo Basica em relagéo aos conceitos matematicos envolvidos no evento, habilidade
de construir (com lapis e papel e recorrendo a recursos de tecnologias digitais), analisar e
interpretar representacdes graficas de fungdes, manipulacéo de expressdes algébricas.

e Conhecimentos do contexto presentes no EC: a nogéao de portico; rigidez de uma
estrutura; forca estatica; diferentes tipos de esforcos sobre uma estrutura; vibracgdo livre
de uma estrutura; taxa de amortecimento; modelo estrutural shear building.

e Formas de resolucdo do evento: dentre as diferentes maneiras de resolver o EC,
destacamos, em uma primeira anélise, a grafica (via lapis e papel ou via algum recurso
tecnoldgico) e a analitica. Evidentemente, ao aplicar de fato tal evento em sala de aula,
outras resolucdes nédo previstas poderéo ser apresentadas pelos estudantes.

e Obstaculos gue os estudantes podem enfrentar durante a resolugdo do EC: auséncia
parcial dos conhecimentos prévios esperados; uma postura ndo proativa diante de um
problema; dificuldade em trabalhar em equipes; desestimulo perante as primeiras
dificuldades intrinsecas a resolucéo do EC.
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e Possiveis recursos tecnoldgicos a serem empregados na resolucdo do EC: softwares
como, por exemplo, MatLab e GeoGebra, calculadoras graficas e ambientes virtuais de
aprendizagem.

Tendo sido apresentados alguns elementos da histdria do EC elaborado, passamos, na
sequéncia a detalhar uma possivel organizacdo didatica para o trabalho com esse evento.

Uma proposta de organizacéo didatica do EC

Tendo consciéncia de que os conhecimentos do contexto da Engenharia Civil ndo séo de
dominio dos estudantes que estdo ingressando na universidade e cursando uma primeira
disciplina de Calculo Diferencial e Integral, consideramos necessaria uma etapa de
familiarizacdo, na qual os alunos fardo uma pesquisa bibliografica e/ou consultas junto a
professores das disciplinas de Fisica e daquelas especificas da Engenharia a respeito dos
conhecimentos do contexto presentes no EC (trabalho a ser desenvolvido extraclasse e que sera
desencadeado 10 dias antes do inicio do desenvolvimento do evento em sala de aula). Ao
término do prazo para a realizacdo das tarefas, os resultados obtidos deverao ser socializados em
sala de aula e, para concluir essa etapa, o docente podera disponibilizar ao graduando um texto
elaborado em conjunto com professores da area especifica, como aquele que apresentamos neste
artigo na secdo O contexto a partir do qual o EC foi construido.

A proxima etapa consistira na composicdo das equipes formadas por trés integrantes que
trabalhardo na resolucdo do problema que, neste momento, sera entregue aos estudantes. O
primeiro trabalho das equipes sera entdo uma pesquisa, em sala de aula, desencadeada por
discussdes provocadas pelo professor a respeito de como se chegou a expressdo que modela o
deslocamento horizontal do pértico em relacdo ao tempo. Neste momento, os estudantes poderao
recorrer a materiais acessiveis na internet (acessados, por exemplo, a partir de seus celulares) e a
livros e artigos sobre o tema disponibilizados pelo docente.

Nessa pesquisa, 0 aluno iré se deparar com contetidos matematicos e fisicos que ainda
ndo domina. O professor entdo devera argumentar que o objetivo ndo € compreender tais
conteudos nesse momento, mas sim ter consciéncia de que, no cerne de um problema classico de
sua futura area de atuacdo profissional, estdo uma série de conceitos que ele estudara em
disciplinas basicas de Matematica e Fisica e dos quais precisara se apropriar. De qualquer
maneira, o professor podera dar uma ideia intuitiva para os alunos especialmente a respeito do
que € uma equacdo diferencial, principal ideia matematica para a efetiva obtencdo da expressao
do deslocamento horizontal u em funcéo do tempo.

Finalizada essa primeira etapa em sala de aula, o docente pode propor, em um ambiente
virtual de aprendizagem, atividades individuais visando, de maneira descontextualizada,
trabalhar com aspectos relativos as fungfes exponenciais e trigonométricas, suas respectivas
representacOes graficas e com a nocdo de produto de fungdes. O objetivo de tais atividades sera
recuperar, na estrutura cognitiva dos estudantes, conceitos essenciais para a continuidade do
trabalho, em sala de aula, com o EC.

O préximo encontro presencial entre as equipes e o professor seré destinado a resolucéo
do evento. Neste momento, caso os estudantes enfrentem obstaculos que os impecam de avancgar
rumo a resposta do EC, o docente podera realizar intervencdes, no sentido de auxilia-los, mas
sem fornecer-lhes a solu¢do. Uma das estratégias que pode adotar é propor questdes/atividades
auxiliares, como por exemplo:
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v/ Caso vocé ndo consiga construir a representacéo grafica de u, inicialmente

represente graficamente as funcBes cujas expressdes algébricas sao dadas por

f(t) = e %%e g(t) = 0,10 cos(10t — 0,05).

Qual seria a resposta do EC caso u(t) = g(t) = 0,10 cos(10t — 0,05)?

Como vocé poderia obter a fungéo u a partir das funcdes f e g?

Finalmente, qual a representacao grafica de u?

Analise a representacédo grafica de u, comparando-a com a representacdo grafica

de g e buscando similaridades e diferengas entre os comportamentos de tais

funcoes.

A representacdo grafica de u € coerente com a situacéo presente no EC?

Analisando essa representacdo, que consideragdes vocé poderia fazer em relagédo

ao comportamento do portico decorrido certo intervalo de tempo apos a retirada

da forca estética aplicada?

v Qual o significado, no contexto do problema, para u(t) < 0, u(t) =0e
u(t) > 0?

v Qual o comportamento de u quando os valores de t tendem ao infinito?

v Como identificar os ciclos e as amplitudes da funcdo u a partir de sua
representacao gréfica?

v A partir do que foi discutido, qual é entdo o nimero de ciclos necessarios para que
a amplitude do movimento se reduza a aproximadamente 80% da amplitude
inicial?

AN NANIN

AN

Apos o final da aula e o fechamento do evento, solicitar que os estudantes produzam,
individualmente, um relatério detalhado da atividade realizada, buscando explicitar, além das
etapas de resolucéo do EC, os obstaculos enfrentados, as vinculagdes que estabeleceram entre 0s
contetdos matematicos e aqueles especificos da Engenharia Civil presentes no problema e
também os seus principais aprendizados oportunizados pela resolucéo do EC.

Considerac0es Finais

A partir dos estudos que, desde 2015, estamos desenvolvendo com base nos pressupostos
da MCC e da identificacdo, em pesquisas anteriores, de situacdes de diferentes habilitacbes da
Engenharia que podem inspirar a construcdo de EC, optamos, neste trabalho, por apresentar um
evento elaborado a partir de um problema classico da Engenharia Civil e uma possivel
organizacdo didatica com vistas a ser desenvolvida em aulas de uma disciplina inicial de
Calculo, com o objetivo de revisar conceitos anteriormente trabalhados na Educacéo Bésica, mas
sob um novo olhar: o das aplicacdes de tais conteddos em disciplinas especificas da Engenharia e
na futura area de atuacdo profissional do graduando.

Futuramente, aplicaremos efetivamente o evento com estudantes de uma disciplina inicial
de Calculo Diferencial e Integral e confrontaremos os dados obtidos com a organizacéao didatica
aqui apresentada, propondo, caso necessario, ajustes e refinamentos da proposta. Buscaremos
ainda indicios da efic&cia ou ndo, em termos de aprendizagem dos estudantes, da utilizacdo desse
tipo de EC junto aqueles que estdo ingressando nos cursos universitarios.

Concluimos esse trabalho, ressaltando uma dificuldade intrinseca a utilizacdo de
situacOes especificas da Engenharia em aulas de Matematica, especialmente naquelas
ministradas no inicio dos cursos de graduacéo, que é o fato dos EC produzidos a partir delas
envolverem muitos contetdos matematicos e do contexto das Engenharias que ainda ndo séo de
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dominio dos estudantes. Nesse sentido, precisamos nos atentar para ndo corrermos o risco de
simplificar demasiadamente a questdo e torna-la tdo desinteressante ao aluno quanto um
problema usual em sala de aula ou, de maneira oposta, ndo realizarmos qualquer tipo de
adaptacéo, partindo da premissa de que apresentarmos um problema contextualizado garante a
motivacao do estudante, e, desta forma, torna-la inacessivel ao nosso publico-alvo.
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Resumo

Este artigo objetiva apresentar um modelo metodologico construido a partir de uma
pesquisa que analisou as relagdes entre processos criativos de diferentes profissionais
e procedimentos de modelagem (matematica). O modelo, chamado aprender com
modelagem, toma por base ideias teéricas de Bassanezi (2010) e Biembengut (2016).
As andlisesrealizadas com narrativas del0 profissionais de diferentes ramos,
incentivaram a publica¢do desses resultados teoricos. Indicam-se caminhos para
utilizar como pratica pedagdgica a modelagem por meio do aprender com
modelagem, na busca por desenvolver criatividade e comunicag¢do, no intuito de
valorar a cultura e entorno dos estudantes. Como resultados apresentam-se as
categorias: Intengdo — escolha da tematica a ser desenvolvida; Projeg¢do —
familiarizagdo com o assunto, busca por subsidios; Criag¢do — elabora¢ao de esbogos
e ‘produto’ (modelo); Produto — validacao e avaliagdo do modelo. Consideragdes e
recomendacdes acerca da educacdo sugerem maneiras de utilizar o aprender com
modelagem como alternativa pedagdgica para qualquer ano de escolarizacao e
disciplina.

Palavras-chave: educacion matematica, modelagem matematica, aprender com
modelagem, processos criativos, diversidade cultural.
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Consideracoes Iniciais

A valorizacao das diferentesculturas ¢ uma indicagdo dos documentos oficiais para toda a
Educacao Basica no Brasil.Giroux (1986) afirma que a cultura é um construto para compreensao
das relagdes complexas entre a escolarizagdo e a sociedade: “[...] a cultura ¢ vista como um
sistema de praticas, um modo de vida que constitui e € constituido por um jogo dialético entre
comportamento especifico de classe e circunstancias de um determinado grupo social” (Giroux,
1986, p.137). O comportamento cultural trata-se de uma expressao que origina as artes € as
técnicas como manifestagdes do fazer, integrando a realidade “artefatos e, por outro lado, as
ideias, tais como religido, valores, filosofias, ideologias e ciéncia como manifestagcdes do saber,
que se incorporam a realidade na forma de ‘mentefatos’” (D'Ambrosio, 1986, p. 47).

A cultura popular ¢ constituida pelas formas de ser, agir, pensar e se expressar dos
diferentes grupos. Suas praticas e agdes sociais advém de crengas, valores e regras morais que
permeiam e identificam um agrupamento. A identidade cultural e a manifestagdo resultante em
cada grupo derivam manifestagdes e festas populares diversas — que expressam a identidade
propria —, advindas da mescla de diversas historias, costumes, valores e culturas (Madruga &
Biembengut, 2016).

Os profissionais que atuam nas diferentes manifestagdes culturais, produzem distintos
produtos, e tém na criatividade o impulso para realizacdo de seus trabalhos. Conforme Ostrower
(2014), criar é conceber forma a algo novo, repleto de novas interpretagdes que se compdem na
mente das pessoas, abarcando o relacionar, ordenar, configurar e significar. E dar existéncia, dar
origem, gerar, inventar, produzir. A criacdo de algo acontece em todos 0s momentos, nas mais
diversas profissdes. A arte(atividade humana relacionada as manifestacdes de ordem estética) é
expressa ndo somente nas manifestagoes populares, mas em todas as profissoes.

A arte e 0s processos criativos sdo constantes em varios ramos profissionais. Dessa
forma, busca-se conhecer o processo de criagdo de diversos profissionais para, posteriormente,
poder dispor de indicagdes passiveis de serem postas em pratica na Educagdo Basica, em
particular, e, assim, instigar o interesse dos estudantes a aprender a pesquisar por meio da
modelagem. Assim, o objetivo deste artigoé¢ apresentar um modelo metodoldgico construido a
partir de uma pesquisa que analisou as relagdes entre os processos criativos de diferentes
profissionais e procedimentos de modelagem (matematica).

Marco Teorico

A modelagem na educacdo (também chamada de modelagao), surge das ideias de
modelagem matematica, propostas no Brasil inicialmente pelos professores/pesquisadores
Aristides Camargo Barreto, Ubiratan D’ Ambrosio e Rodney Bassanezi,os quais deram impulso
significativo para a implantagio da modelagem no cenario de ensino brasileiro'.

Modelagem matemadtica, na visdo de Bassanezi (2010. p. 45), “trata-se de um processo
dindmico de busca de modelos adequados, que sirvam de protétipos de alguma entidade”. Para o
autor, modelo matematico consiste em um conjunto de relagdes matematicas e simbolos que, de
alguma maneira, representam o objeto estudado. De acordo com o autor, a modelagem

1Disponivel em: http://www.furb.br/cremm/portugues/cremm.php?secao=Precursores Acesso em 30 de julho de
2018.
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(matematica)” faz uma ligagio entre as representacdes ¢ o mundo. Bassanezi (2010) a define
como um processo dindmico, utilizado para obter e validar modelos (matematicos). Ele a
considera uma forma de abstracdo e generalizacdo com intuito de prever tendéncias. “A
modelagem consiste, essencialmente, na arte de transformar situagdes da realidade em problemas
matematicos cujas solugdes devem ser interpretadas na linguagem usual” (Bassanezi, 2010, p.
24). O autor afirma que o beneficio da modelagem (matematica) ¢ possibilitar, por meio de
calculos, validar o modelo, efetuar previsdes sobre o comportamento do sistema e tentar
controla-lo, uma vez que o processo permite uma aproximacao da realidade sobre apresentacdes
de um sistema ou parte dele.

De acordo com Biembengut (2014):
Modelagem ¢ o processo envolvido na elaboragdo de modelo [...]. Trata-se de um processo
de pesquisa. A esséncia deste processo emerge na mente de uma pessoa quando alguma
duvida genuina ou circunstancia instigam-na a encontrar uma melhor forma para alcangar
uma solugdo, descobrir um meio para compreender, solucionar, alterar, ou ainda, criar ou
aprimorar algo. E em especial, quando a pessoa tem uma percepc¢ao que instiga sua
inspiracdo. (Biembengut, 2014, p. 21).

Biembengut (2016) delineou um método para o ensino de ciéncias e matematica
denominado Modelagem na Educa¢do — Modelagao, dividido em trés etapas: percepg¢do e
apreensdo; compreensdo e explicitagdo; e significagdo e expressdo.

Percepcio e apreensao

Percepgao ¢ um processo complexo que consiste em receber, identificar e classificar
informagdes provenientes do meio ou do proprio corpo. E a primeira fonte de conhecimento
necessaria para que se possa fazer uma descri¢do do meio, uma decodificagdo e representagao
(apreensdo). Posteriormente, a percep¢ao tem relacdo com o pensamento, com a resolucao de
problemas e com os processos de decisdo das pessoas.

Compreensao e explicitacio

A compreensdo pode ser considerada a ligacdo entre a percep¢do e o conhecimento.
Compreender significa expressar, mesmo que intuitivamente, uma sensagao. As percepgdes ou
informagdes recebidas sdo selecionadas pela mente que, sobretudo, processa o que for
interessante ou que esta disponivel para gerar ideias, compreensdes e entendimentos.

Significacdo e expressio

Depois de compreendidas e explicitadas as informagdes ou percepc¢des, ha uma busca
para representa-las ou traduzi-las. Estas representacdes sdo feitas por meio de simbolos ou
modelos, e podem ser mentais ou externas. Quando uma compreensdo passa a ser significativa
para a mente, pode-se dizer que se transformou em conhecimento, ou seja, ocorreu a
aprendizagem. Nao sdo todas as percep¢des que geram aprendizagem, pois aprender significa
mais do que armazenar informagdes, implica ter conhecimento.

Pressupostos Metodologicos

Este artigo apresenta resultados teoricos de uma pesquisa qualitativa (Bogdan & Biklen,
2010), a qual foi utilizado como procedimento metodoldgico o mapeamento na pesquisa

2 -, . L . ~ . .
O termo (matematica) expresso desta forma é uma denominagéo dos autores do artigos, e ndo dos tedricos, os quais
utilizam apenas modelagem matematica.
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educacional (Biembengut, 2008). Os dados advieram de duas fontes: pessoas e documentos. A
fonte desta pesquisa ¢ oriunda principalmente das pessoas, 10 profissionais que atuam em
diferentes areas (carnavalesco, figurinista, escultor, coredgrafo, compositor, arquiteta, designer
de unhas artisticas, modista, pesquisador de ciéncias exatas e pesquisador de ciéncias humanas).
Destas pessoas advieram: 1) as entrevistas, que perfizeram um total de aproximadamente 40
horas de gravacao; 2) os dados coletados por meio de cerca de 60 visitas de observagoes das
pessoas no processo de criacdo; € 3) os documentos e producdes por elas fornecidas.

As entrevistas, por meio de narrativas, foram realizadas na maioria dos casos nos locais de
trabalhos dos entrevistados, onde cada profissional narrou seu processo de criagdo, assim como
histérias de vida. Em alguns casos, foi necessario mais de um momento de entrevista. Em um
primeiro momento, o profissional falou sobre suas experiéncias e seu trabalho e, em outro
momento, foi realizada uma entrevista mais direcionada, em que algumas perguntas foram feitas
pela pesquisadora de modo a facilitar a andlise do processo de cada uma das pessoas
colaboradoras da pesquisa.

As observagoesrealizadas nos espagos de trabalho, criagdo e producao de cada um dos
profissionais entrevistados foram um dos tipos de levantamento de dados utilizado nesta
pesquisa. Foram selecionados como colaboradores 10 profissionais que criam em diferentes
areas. Cinco deles tém relagdo direta com a manifestagdo cultural carnaval, por se tratar de um
ambiente rico em criagoes.

Os documentos advieram de duas fontes: oriundos de busca tedrica realizada pela
pesquisadora e fornecidos pelas pessoas colaboradoras. Esses documentos basicamente
consistem em: modelos e esbocos, fotografias diversas (tanto de esbogos como da produgdo
finalizada), projetos e apostilas. Aliados as observagdes (fotos, videos e anota¢des no didrio de
campo); os documentos cedidos por cada um dos entrevistados (modelos por eles elaborados,
principalmente); e as entrevistas por narrativas, foram suficientes para a analise.

Sintese dos resultados

Da andlise emergiram quatro categorias: inten¢ao, proje¢ao, criacao e produto. Estas,
foram comparadas as etapas de modelagem (matematica) proposta por Biembengut (2016). Em
um primeiro momento, o processo de todos os profissionais entrevistados, partem da escolha de
determinada tematica, ou problema, e passa: pela busca por subsidios ou levantamento de dados;
pela construgdo (na maioria dos casos) de modelos mentais; por esbogos, rascunhos e/ou
prototipos; por modelos fisicos expressos por meio de desenhos e/ou esquemas; e pela
construcao (quando necessario) do material que sera apresentado as pessoas para avaliagdo e
validagdo. A avaliacdo ¢ feita ndo apenas no momento final, mas no decorrer de todo processo, e,
caso haja necessidade, volta-se a(s) fase(s) anterior(es) para reformulacdes e/ou adaptacgdes.

Estes procedimentos utilizados pelas pessoas para criar um produto, sdo similares aos
processos de modelagem (matematica). Sintetizando estas relagdes, e comparando-as com as
categorias de analise tem-se:

- Intengdo — escolha do tema (Bassanezi, 2010); interag¢do: reconhecimento da situacdo-problema
— delimitagdo do problema (Biembengut, 2007); percepcao e apreensao (Biembengut, 2016).

- Projegdo — familiarizagdo do assunto — coleta de dados e formulagdo de modelos (Bassanezi,
2010); familiarizagdo com o assunto a ser modelado — referencial tedrico e matematizacao —
formulagdo do problema — hipdteses (Biembengut, 2007); percep¢ao e apreensao; e,compreensao
e explicitacdo (Biembengut, 2016).
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- Criagdo — formulagdo do problema e resolucao (Bassanezi, 2010); matematiza¢ao — formulagao
do modelo matematico — desenvolvimento e resolugdo do problema a partir do modelo —
aplicagdo (Biembengut, 2007); compreensdo e explicitacdo; e, significacdo e expressao
(Biembengut, 2016).

- Produto — validagdo e avalia¢do (Bassanezi, 2010); modelo matematico — interpretacdo da
solu¢do e validagao do modelo — avaliagao (Biembengut, 2007); significagdo e expressao
(Biembengut, 2016).

Dessa forma, pode-se dizer que os procedimentos utilizados pelos profissionais
entrevistados na execu¢do de seus trabalhos criativos, expressos pelas categorias intengdo,
projegdo, criagdo e produto, sdo similares aos procedimentos utilizados por diversos autores na
modelagem matematica. Entende-se que tanto os processos de modelagem prescritos por
Bassanezi (2010, 2015) e Biembengut (2007, 2014, 2016), quanto o “aprender com
modelagem”,descrito pelas categorias — ‘intengdo’, ‘projegcdo’, ‘criagdo’ € ‘produto’—, ndo sao
disjuntos, ou seja, ndo se tratam de processos lineares que consistem na superacgdo de etapas.
Contrariamente, trata-se de um processo analogo a uma engrenagem, no qual as ‘correias’ se
juntam e trabalham em sintonia. Isso quer dizer que hd um entrelagamento entre as etapas que
possibilita um ‘ir e vir’ conforme necessidade. A figura 1 apresenta esta ideia:

Figura 1.Entrelagamentos do “aprender com modelagem”. Madruga (2016)

Acredita-se que a utilizagdo destes procedimentos no planejamento escolar, ou seja, da
modelagem como método de ensino com pesquisa,pode possibilitar ao estudante se interessar,
também, por saber fazer, saber criar, isto €, saber pesquisar para produzir algo que possa
contribuir com o meio que vive ou pretende atuar (Madruga & Biembengut, 2016).

A Base Nacional Comum Curricular — BNCC traz a ideia da criag¢do de situagdes de
trabalho mais colaborativas, que se organizem com base nos interesses dos estudantes e
favorecam seu protagonismo. Uma delas ¢ o desenvolvimento dos processos criativos e
colaborativos, baseados nos interesses de pesquisa dos estudantes e na “investigacdo das
corporalidades, espacialidades, musicalidades, textualidades literérias e teatralidades presentes
em suas vidas e nas manifesta¢des culturais das suas comunidades, articulando a pratica da
criagdo artistica com a apreciagdo, andalise e reflexdo sobre referéncias historicas, estéticas,
sociais e culturais” (Brasil, 2017, p. 472).

Nesse sentido, as diferentes manifestagdes artisticas podem contribuir com 0s processos
educacionais nas mais diversas disciplinas. O estudo de distintos processos criativos, por
exemplo, permite ao estudante interar-se de conceitos de diferentes areas do conhecimento e, ao
mesmo tempo, conhecer e valorar a cultura de cada grupo social.D'Ambrosio (1986) destaca
elementos essenciais da evolugdo da matematica e seu ensino, elementos arraigados a fatores
socioculturais. “Isto nos conduz a atribuir a Matematica o carater de uma atividade inerente ao
ser humano, praticada com plena espontaneidade, resultante de seu ambiente sociocultural e
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consequentemente determinada pela realidade material na qual o individuo estd inserido”
(D’Ambrosio, 1986, p. 36).

A utilizagao dos principios de modelagem mostra-se como uma possibilidade, buscando a
formagdo de sujeitos capazes e sensiveis na identificacdo e na solug¢do das questdes atuais. Além
disso, ambientes que proporcionem esses atributos sao potenciais espagos para o
desenvolvimento da criatividade. Garantir esses espagos em ambientes formais de ensino deve
ser tarefa a ser cumprida na composicdo curricular.

Potencialidades do Aprender com Modelagem: como utilizar em sala de aula

De acordo com Bassanezi (2015), a utilizacdo da modelagem no processo de ensino e de
aprendizagem propicia a oportunidade de exercer a criatividade, ndo apenas em relagdo as
aplicacdes das habilidades matematicas, mas, principalmente, na formulagao de problemas
originais. A partir das ideias de Bassanezi (2015), Biembengut (2016) comega a ampliar o
conceito de modelagem matematica para modelagem nas ciéncias € modelagem na educagao —
modelacdo, além de trazer a ideia de utilizar modelagem desde o inicio da Educacdo Basica, com
o intuito de potencializar e desenvolver a criatividade nos estudantes desde os anos iniciais.

Para isso, propde-se um “aprender com modelagem”, ou seja, utilizar as ideias de
modelagem (matematica) para promover a aprendizagem dos estudantes de qualquer disciplina
com vistas ao desenvolvimento de modelos, sejam eles matematicos ou ndo, instigando a
criatividade e a pesquisa em sala de aula.O “aprender com modelagem”, conforme se sugere, ¢
divido em quatro etapas, as quais foram observadas no trabalho dos profissionais entrevistados:
intengdo, projegdo, criagdo € produto. A saber:

- Intengdo: ¢ a fase inicial. O momento em que as ideias emergem e surge o tema que sera
desenvolvido. Todo processo criativo parte de um tema, de uma intengdo. Da mesma forma, para
“aprender com modelagem” é necessario que haja uma tematica, seja ela especifica e
relacionada a algum conteudo curricular (o que ndo ¢ recomendavel), ou relacionada a qualquer
tematica do interesse dos estudantes, sejam elas culturais, sociais, econdmicas, ambientais, ou
um problema especifico de qualquer natureza enfrentado pela comunidade na qual a escola estéa
inserida. Essas ultimas sdo as mais recomendadas, pois, além de instigarem o interesse dos
estudantes, estdo inseridas em suas realidades.

Cabe professor a tarefa de conduzir a agdo e de, no decorrer das fases, direciona-la, por
meio de indagagdes e orientagdes para os conteudos curriculares das diversas disciplinas
envolvidas. Esses conteidos ndo aparecem de forma enfileirada, como nos curriculos escolares,
mas, sim, devem ser estudados na medida em que vao emergindo.Conforme D’ Ambrosio (2001),
o cotidiano est4d impregnado de saberes e fazeres proprios da cultura. “A todo instante, os
individuos estdo comparando, classificando, quantificando, medindo, explicando, generalizando,
inferindo, e, de algum modo, avaliando, usando os instrumentos materiais e intelectuais que sdo
proprios a sua cultura” (D’ Ambrosio, 2001, p.22).

- Projecdo: ¢ a fase em que o estudante comeca a interar-se com a tematica do estudo, ou seja,
com a intengdo, em que hd uma busca por subsidios que sustentem teoricamente a pesquisa.
Nesta etapa inicia a fase em que os conteudos, ndo de forma linear, comegam a emergir, € 0s
estudantes passam a se inteirar dos diversos temas. E uma pesquisa tedrica acerca do tema, em
que professor e alunos investigam juntos e coletam o maior nimero possivel de dados.
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E quando a criatividade comega a fluir e sdo tomadas decisdes importantes que 0s
acompanhardo até o final do processo. Nesta etapa comeca a se delinear o caminho que os
estudantes seguirdo, ¢ quando surge na mente a projecao do produto (modelo) que irdo criar, seja
este produto uma invencao nova e requintada; uma maquete que mostre suas realidades; uma
equacao matematica; uma composicao musical; uma peca de teatro; uma danca; um artigo
cientifico; um texto simples; uma peca de roupa; um desfile de escola de samba; um desenho; um
mapa de sua realidade; um projeto de qualquer ambito (social, cultural, ambiental, entre outros);
uma sugestdo de melhora para sua escola ou bairro; entre tantos outros; enfim, depende da
criatividade dos estudantes.

- Criagdo: ¢ a fase em que o estudante efetivamente ‘cria’ seus modelos. Momento em que
aparecem as primeiras producgdes por meio de ‘tentativas’ (esbogos, rascunhos, desenhos, etc.),
para posteriormente serem elaboradas de maneira definitiva. E a etapa de formulacio e resolucio
do modelo (Bassanezi, 2010; Biembengut, 2007).

Esta ¢ a fase em que os estudantes ‘passam para o papel’ tudo o que projetaram na fase
anterior, momento em que os conteudos curriculares comecam a emergir, em que ha uma
sistematiza¢do de conceitos, mediados e auxiliados pelo professor, que assume o papel de ‘figura
secunddria’ no processo, deixando o ‘protagonismo’ para o estudante. Nesta etapa podera ser
necessario o auxilio de outros professores especialistas, dependendo da tematica em questdo, o
que sugere um trabalho coletivo por parte dos professores na aprendizagem do estudante.

- Produto: ¢ a fase em que ocorre a validacdo e avaliagdo do modelo elaborado pelos estudantes
(Bassanezi, 2010; Biembengut, 2016). Cabe salientar que ndo se trata apenas da avaliagdo da
aprendizagem, pois esta ocorre durante todo processo, desde a fase de inten¢do. A avaliagdo que
se menciona aqui ¢ a do produto, ou seja, do modelo elaborado, para verificar se ele ¢ valido e
reponde ao problema inicialmente proposto.

Se a solucdo, ou seja, o produto ndo for satisfatério, pode-se voltar a qualquer uma das
etapas anteriores e rever a cria¢do, a proje¢do, ou até mesmo a intengdo. Dessa forma, o
‘aprender com modelagem’ ndo se configura como um processo linear, muito pelo contrario, é
um processo que pode ser ciclico, articulando as fases na medida em que haja necessidade. Ao
finalizar o processo, ¢ relevante expressar os resultados, a fim de que possa valer a outras
pessoas que tenham interesse no assunto, assim como para o proprio estudante (Biembengut,
2014).Por meio do “aprender com modelagem” se podem aprofundar questdes potencializadoras
da criatividade, na busca por valorizagcdo do conhecimento cultural das comunidades, primando
pelo desenvolvimento do potencial criativo dos estudantes e, com isso, possibilitando que
aprendam conceitos de todas as disciplinas curriculares em qualquer fase de escolarizacao.

Consideracoes Finais

Esta artigo teve como objetivo apresentar um modelo metodolégico construido a partir de
uma pesquisa que analisou as relagdes entre os processos criativos de diferentes profissionais e
procedimentos de modelagem (matematica). A andlise dos resultados de uma pesquisa que serviu
de base para essa discussao tedrica, (Madruga, 2016) comprova que as pessoas, em variadas
profissoes, utilizam as etapas da modelagem (matemadtica). Observou-se que os 10 profissionais
entrevistados, embora apresentando vérias diferengas — profissionais, sociais, culturais e de
escolaridade —, recorrem ao mesmo processo para produzir o seu modelo, o seu produto.

Desse modo, nos parece possivel que a escola também as utilize no processo de ensino e
aprendizagem. Assim, a proposta desta discussdo ¢ ampliar as ideias de Biembengut (2016), bem
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como a dos demais pesquisadores da area, e tratar a modelagem na educag¢ao de uma forma
ampla, que possa ser utilizada em qualquer componente curricular, desde os anos iniciais da
Educacao Basica até o Ensino Superior.

A ideia ¢ trabalhar com as raizes de modelagem de Bassanezi (2010) e com a concepgao
de Biembengut (2016) que traz a ideia da modelagem como um método de ensino com pesquisa
aplicado a educacdo em qualquer area do conhecimento, propondo novas fases que fazem
consonancia com as de Biembengut (2007, 2014), organizando as fases em agrupamentos que
explicitam a linha ténue que as separam e por vezes se confundem, evidenciando que ndo sao
etapas estanques, e sim que se entrelacam durante o processo, gerando uma rede de engrenagens
que demonstra que as etapas ndo sao disjuntas, podendo voltar as etapas anteriores para serem
refeitas quantas vezes for necessario.

A proposta em questdo ¢ trabalhar com qualquer modelo, e ndo apenas com modelos
matematicos, e que possam ser utilizados por qualquer pessoa. A pesquisa mostrou que as
pessoas recorrem a modelos e produzem algo que sera avaliado e apreciado por diversas pessoas.
Cada pessoa traz consigo valores culturais. E cabe a educacao formal fazer essa ponte entre a
modelagem e a cultura. Assim, ideia ¢ apresentar um novo olhar, ampliar a concepgao de
modelagem, e mostrar que ela ¢ utilizada em diversos ramos profissionais, instigando assim sua
aplicagdo e desenvolvimento em qualquer ano de escolaridade, tendo em seu viés a questao da
cultura, bem como o desenvolvimento da criatividade.
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Resumen

Matematizar figuras cotidianas sugeridas por estudiantes mediante la aplicacion DESMOS
para Smartphone, identificando los trazos que la forman y relacionarlos con la linea recta,
circunferencia, parabola y/o elipse, y a su vez, con la ecuacion general de segundo grado
mediante la manipulacién de sus pardmetros. Y asi, fomentar el gusto por las matematicas y
desarrollar en los estudiantes la comprension de graficas matematicas.

Palabras clave: comprension de graficas, evaluacion, matematizar y modelo matematico.
Problema de investigacion

La comprension de las graficas es importante en la vida académica y cotidiana, esto va,
desde interpretar graficas en un contexto matematico, asi como graficas estadisticas en medios de
comunicacion, hasta la interpretacion de un electrocardiograma.

Sin embargo, mas que por su nivel de complejidad, la brecha entre las representaciones
graficas y el estudiante, en parte se debe a la estrategia que planea el docente para llevarla al
aula, en la que enfatiza procedimientos y algoritmos, ademas de trabajar con graficas centradas
en el contexto matematico, que al final dicho objeto matematico no le significa al estudiante,
pues, poco ha cambiado lo que sucede en el aula con la introduccion del enfoque por
competencias en el nivel medio superior, es decir, se le sigue dando mas importancia al objeto
que a las practicas de referencia situada. Asi que, en la busqueda de alternativas para lograr que a
los estudiantes les guste interpretar las graficas que se obtienen a través de manipular los
parametros de la ecuacion de segundo grado, surge la siguiente pregunta de investigacion:

(Qué nivel de comprension de la representacion grafica de la ecuacion general de segundo
grado logran los estudiantes de segundo grado, con apoyo de la aplicacion DESMOS para
manipular expresiones algebraicas a través del smartphone?
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Objetivo

Determinar el nivel de comprension de la representacion grafica de la ecuacion general de
segundo grado que logran los estudiantes de segundo grado, con apoyo de la aplicacion
DESMOS para manipular expresiones algebraicas a través del smartphone.

Marco teorico

La aplicacion DESMOS se utiliza para matematizar figuras, y se implementa con €xito en
proyectos de matematicas realizados por estudiantes de nivel bachillerato (Evert, 2015). Se
entiende por matematizacion, la construccion de un modelo matematico. Y de acuerdo con
Freudenthal (1991), la matematizacion horizontal implica ir del mundo de la vida al mundo de
los simbolos, es decir, que el estudiante describa los problemas desde el mundo real al
matematico. Y para determinar el nivel de comprension de graficas, se utiliza la clasificacion de
Curcio (1989), la cual consta de los siguientes niveles cognitivos: leer los datos, leer dentro de
los datos y leer mas alla de los datos.

Marco metodolégico

El estudio realizado es de corte cualitativo con un objetivo de tipo interpretativo, en el cual
se siguieron tres fases generales: de diagnostico, de instrumentacion y de evaluacion. Y se llevo
a cabo en un grupo del bachillerato, en el que participaron estudiantes de entre 15 y 17 afios de
un grupo de segundo grado del turno vespertino.

Resultados

Se observa que el 65% de los estudiantes logran matematizar una imagen compuesta por
lineas rectas, circunferencias, parabolas y elipses, a través de manipular los parametros de la
ecuacion general de segundo grado, por lo que su nivel de comprension de graficas se ubica en
leer entre las gréaficas. Y solo un 8% logra utilizar otras graficas que no se pueden generar
mediante la ecuacion general de segundo grado, es decir, su nivel de comprension de graficas se
ubica en leer mas alla de las gréficas.

Conclusiones

A los estudiantes les gusta esta forma trabajar con las graficas para matematizar figuras de
la vida real, y hay estudiantes que se proponen excelentes retos para matematizar figuras con un
alto grado de dificultad, en las que ademas se requieren graficas diferentes a las que se pueden
generar a través de la ecuacion general de segundo grado.

Asi pues, los estudiantes logran asociar los trazos que forman a una figura con lineas
rectas, circunferencias, parabolas y elipses; y a su vez, asocian dichas curvas con la ecuacion
general de segundo grado a través de la manipulacion de sus parametros mediante la aplicacion
DESMOS. En este sentido, los estudiantes ven el acercamiento del mundo real con las
matematicas, como una forma de darle significado a esos simbolos matematicos que para ellos
solo significaban letras y numeros.
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Resumen

En el presente trabajo se plantea la modelizacion como una alternativa para resolver
situaciones en contexto de las matemaéticas y la fisica. Particularmente se propone el
problema del rodamiento simultaneo de dos bolas, una sobre media cicloide invertida
y otra sobre un plano inclinado y explorar las ideas previas acerca del tiempo,
velocidad y energia presentes en dicho experimento, asi como la habilidad
matematica para la interpretacion de graficas, obtenidas en la modelizacion del
fendmeno, mediada con la tecnologia digital. En los resultados de la actividad
aplicada a estudiantes de maestria en educacion matematica, se encontré que, la
tecnologia digital bajo una secuencia didactica apoya el trabajo experimental
simplificando los procesos de modelizacion de un fenémeno fisico, y promueve el
uso de las representaciones para resolver una situacion problema.

Palabras clave: modelizacién, plano inclinado, braquistdcrona, cicloide, tecnologias
digitales.

Introduccion

Una de las maneras que Galileo utiliz6 para interpretar la caida libre fue simplificada
mediante el uso de planos inclinados y el uso de las proporciones que surgieron de la regla del
valor medio geometrizada por Oresme (Drake, 1975; Clavelin, 1996; Hawking, 2003; Feynman,
2008). Por otra parte, la cicloide fue considerada por los antiguos matematicos como la Helena
de la geometria por ser una de las curvas mas bellas, pero esa belleza, no radica tanto en su
apariencia sino en las propiedades que esta posee. El problema de la cicloide planteado por
Johann Bernoulli fue el siguiente: si tenemos dos puntos fijos Ay B (A estd a mayor alturay B a
menor) ¢cudl debe ser el camino por el que una bola metéalica pulida, ruede en el menor tiempo?
(Figura 1) (Boyer, 1986; Portal Académico CCH, 2008; Cosmos y Matematicas, 2013).
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problemas en contexto: el caso del plano inclinado y la cicloide invertida.

A

B

Figura 1. Ejemplos de trayectorias por la cual puede rodar una bola

Este tipo de situaciones por lo general inducen al estudiante a respuestas respecto del
movimiento, situadas en las teorias aristotélicas o del impetu (McDermott, 1984; Saltiel y
Viennot, 1985), ideas que por lo general no son acordes al conocimiento cientifico sino al
sentido comun, denominadas por algunos como ideas previas (Viennot, 1979). Por tal razon, nos
cuestionamos lo siguiente:

e ;Qué ideas previas manifiestan los estudiantes para interpretar la situacion problema
anterior sobre el rodamiento de una bola sobre un plano inclinado y otra sobre la cicloide
invertida?

e ;Cdémo el uso de la tecnologia digital permite al estudiante realizar procesos de
modelizacidn para interpretar una situacion problema, modificando sus ideas previas?

Marco teorico

La situacion problema descrita anteriormente, brinda un contexto para involucrar al
estudiante dentro de una actividad donde se exploren las ideas previas sobre movimiento y
posteriormente se promuevan cambios conceptuales. Las ideas previas son aquellos
conocimientos que poseen los estudiantes, previos o posteriores a la ensefianza escolar, que por
lo general, pueden ser errdneas, incompletas o que no concuerdan exactamente con el
conocimientos cientifico ademas de ser persistentes (Viennot, 1979; Hierrezuelo y Montero,
2006). Al respecto McDermott (1984), Saltiel y Viennot (1985), afirman que muchas de las ideas
que dan los estudiantes sobre el movimiento de un cuerpo (independiente del nivel académico),
se pueden situar en las teorias aristotélicas o del impetu. Para efectos del presente trabajo, se
recopilaran las ideas previas que poseen los estudiantes acerca de la caida de una pelota sobre un
plano inclinado y media cicloide invertida (ver anexo 1 del apéndice A).

La situacion planteada fue resuelta por Isaac Newton y su solucién analitica dio origen al
calculo de variaciones (ver anexo 2). Una de las propiedades de esta curva (cicloide inverida)
descrita en la solucion de Newton se denomina braquistocrona, que proviene del griego
Bpayxtotol (braquistos) que quiere decir, el mas corto, y ypovol (cronos), tiempo; en otras
palabras la braquistdcrona se refiere a la curva de mas corto tiempo. La solucion analitica a dicha
situacion descrita en el anexo 2, requiere de conocimientos matematicos mas avanzados como el
calculo de variaciones, propuesto por Newton, sin embargo, consideramos que con la tecnologia
digital sirve como herramienta mediadora para la modelizacion sin tener que recurrir a la
profundizacion de los célculos.

La modelizacion o modelling es definida por Confrey y Maloney (2007, p. 60) como “El
proceso de enfrentar una situacion indeterminada, problematizarla, produciendo investigacion,
razonamiento, y estructuras matematicas para transformar dicha situacion”. Esencialmente

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2639



La tecnologia digital como herramienta mediadora para la modelizacién e interpretacion de
problemas en contexto: el caso del plano inclinado y la cicloide invertida.

puede describirse como el proceso de llevar una situacion del mundo real a un modelo
matematico que la represente, teniendo en cuenta que este modelo representativo permita
predecir e interpretar la situacion ideal del mundo real, tal y como se muestra en la figura 2 .

Interpretacion inductiva

- — : ]
. Medelizacian
Fendmenc en &l mundo matematicadel

| real | L fendmeano

—'

N,

Interpratacian deductiva

Figura 2. Modelo para la modelizacién matematica de las ciencias. (Lesh, 1997; Cirillo et al., 2016;
Cuevas, Villamizar y Martinez 2017)

Por excelencia el modelo matematico de una situacion fisica es algebraico; sin embargo,
consideramos que, en el aprendizaje, los conceptos ya sean fisicos 0 matematicos presentes en un
fendmeno fisico, pueden manifestarse en diversas representaciones.

Para guiar la actividad en el proceso de modelizacion de la situacion problema,
utilizaremos el modelo Cuvima planteado por Cuevas, Villamizar y Martinez (2017), quienes
incorporan de manera importante el uso de los dispositivos digitales (smartphone, Tablets o
computadoras) como herramientas mediadoras en la experimentacion de un fenémeno fisico y la
obtencion de datos para su modelizacion. EI modelo consta de cuatro marcos, los cuales
aplicaremos para la situacion planteada como se muestra en la Figura 3:

Marco de la realidad en Marco de modelizacion » d Slisi lenl
la Fisica Experimentacion | del dispositivo digital 'nterpretacian Marco de analisis conceptual en la

mediada con el Inductiva Matemitica
. b | dispositivo mdvil Matematica
Fenomeno sobre & — 50 de un software de -

movimiento analisis de video para la
experimentacion y Anélisis del modele matematico
3 obtencidn de datos obtenido con ayuda del dispositivo _
digital.

Interpretacién
inductiva
Fisica
Marco de analisis
conceptual en la Fisica

Analisis sobre conceptos
de |a fisica presentes en
el fendmeno fisico

Interpretacion deductiva T

Figura 3. Adaptacion del modelo Cuvima para la situacion problema propuesta

e El primer marco (Marco de la Realidad en la Fisica), parte de la situacion problema
acerca del fenébmeno de movimiento de dos bolas al rodar libremente por dos superficies
(plano inclinado y cicloide invertida).

e El segundo marco (Marco de modelizacién del Dispositivo Digital), esta conectado al
primero mediante un proceso de experimentacion mediado con la tecnologia digital. En
este marco, el estudiante debe realizar el experimento apoyandose con recursos digitales
para la obtencién de datos del experimento. El dispositivo digital provee para la
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modelizacién del fendmeno experimentado, datos ya sea mediante una imagen, registro
tabular o alguna representacion grafica.

e El tercer marco (Marco de Analisis Conceptual en la Fisica) esta conectado al tercero
mediante el proceso de interpretacion inductiva en la Fisica, el cual consiste en realizar un
analisis (puede ser mediante la discusion grupal entre profesor y estudiantes) sobre los
conceptos fisicos implicitos en las representaciones dadas por el dispositivo digital sobre
el experimento. En este caso se refiere a como se manifiesta la velocidad y sus cambios
sobre el movimiento.

e En el cuarto marco (Marco de Analisis Conceptual en la matematica), se realiza mediante
el proceso de interpretacion inductiva en la matematica, es decir, en la obtencion de un
modelo matematico que represente el fendmeno. En este caso, la tecnologia digital puede
ayudar en la obtencién de este modelo ya se mediante una expresion algebraica, una
representacion geométrica o grafica. EI modelo obtenido que representa el fendmeno
fisico en la realidad debe ser validado mediante la interpretacion deductiva, es decir, usar
el modelo para describir la realidad y conceptos en la fisica. En este caso, los estudiantes
haran uso del modelo matematico para interpretar la situacién problema referente a la
propiedad de la curva cicloide invertida, denominada braquistocrona.

El modelo Cuvima permite guiar las actividades de modelizacion mediante el uso de las
tecnologias digitales y hacer énfasis en los conceptos de la fisica y matematicas presentes en el
fendmeno experimentados, mediante los procesos de interpretacion inductiva y deductiva el cual
debe ser guiado en la actividad por el profesor.

Metodologia

Como instrumento de medicidn se aplicara un test en distintos momentos y una actividad
de modelizacidn, a diez estudiantes de maestria de educacion matematica, de la siguiente
manera:

e Aplicacion del test para recopilar ideas previas (anexo 1) en una sesion de media hora.
Experimentacion con la cicloide invertida, sin uso de la tecnologia digital. Los estudiantes
dejaran rodar dos bolas de las mismas caracteristicas, sobre un plano inclinado y sobre la
cicloide invertida, en una sesion de media hora.

Aplicacion del test, posterior a la experimentacion en una sesion de media hora.
Experimentacion de la situacion problema mediada con el uso de la tecnologia digital. En
este caso haran uso de un software de andlisis de video, en una sesién de hora y media.

Aplicacion del test, posterior a la experimentacion con la tecnologia digital, en una sesion
de una hora.

Los resultados se analizaran teniendo en cuenta qué cambios en los razonamientos de los

estudiantes hay antes de la experimentacion y posterior a ella con y sin uso de la tecnologia

digital.

Resultados
Resultados parciales sobre el pretest (antes de la experimentacion)

Se observaron respuestas variadas. Para 4/10 estudiantes la pelota que rueda sobre la
superficie curva o cicloide invertida llega primero al suelo y con mayor velocidad, porque la
inclinacion hace que acelere més. Luego 4/10, otro grupo de estudiantes consideraron que la
pelota que llega primero y con mayor velocidad, es la que rueda por la superficie recta o plano
inclinado porgue recorre menor distancia que la superficie curva. Finalmente, 2/10 estudiantes
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consideraron que ambas bolas llegan al mismo tiempo y con la misma velocidad, porque las
velocidades a pesar de que cambian, se pueden compensar en algin momento o simplemente
porque parten simultdneamente a una misma altura, y ademas, porque las bolas son iguales.

Resultados posteriores a la experimentacion sin tecnologia digital.

Los estudiantes modificaron las respuestas referidas a que las bolas llegan al mismo tiempo
y con la misma velocidad, y también los que respondieron que llegaba primero la bola sobre la
superficie inclinada. Algunos explicaron que tenia que ver con que la superficie curva le
“imprime” mayor velocidad a la bola, otros no daban argumentos.

Los resultados anteriores evidencian en algunos casos que los estudiantes manifiestan sus
razonamientos con base en la forma de las trayectorias y en ningln caso utilizaron un
razonamiento matematico para dar su explicacion.

Resultados de las actividades con tecnologia digital.

Los estudiantes realizaron la toma de un video sobre el experimento, el cual fue exportado
a un software de analisis de video (Tracker Physics) para capturar los datos de posicion,
velocidad y aceleracion del movimiento de cada bola a lo largo del tiempo. Los datos fueron
llevados a una hoja de Calculo en Geogebra (ver Figura 4).

Figura 4. Modelizacion mediada por la tecnologia digital y representaciones graficas del movimiento de
las bolas.

Los pasos de la modelizacion siguen los marcos del modelo Cuvima (Figura 3) y los
resultados fueron discutidos al final de la actividad entre profesor y estudiantes.

Resultados posteriores a la experimentacion con tecnologia digital

Una vez que realizaron las actividades, se aplicé el test, observando que los estudiantes
modificaron sus respuestas. Pese a que no hubo una respuesta basada en una solucién analitica,
los estudiantes hicieron uso de las representaciones (plano cartesiano, tabla de valores) para
interpretar y dar una solucion a la situacion problema planteada. Se discutié acerca de la
propiedad denominada braquistocrona en la cicloide invertida, a partir de las representaciones de
velocidad y aceleracion obtenidas mediante el uso de los dos paquetes de software.

Discusion de los resultados y conclusiones

La tecnologia digital sirvié como una herramienta de apoyo en la experimentacién como
mediadora para la obtencidn de representaciones de un fendmeno fisico y para la solucion de una
situacion problema en el contexto de la fisica. Sin embargo, la interpretacién de los conceptos
tanto en la matematica y la fisica deben ser orientados mediante una secuencia didactica
implicita en la actividad.
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El modelo Cuvima sirvié como modelo metodolégico para que el profesor pudiera
desarrollar el proceso de modelizacién, asi como la organizacion de los recursos utilizados, es
decir, proponer el momento adecuado para modelizar con la tecnologia digital y posteriormente
discutir e interpretar los resultados obtenidos. Las representaciones graficas que surgen de la
modelizacién del fendmeno experimentado, permitieron que los estudiantes modificaran sus
ideas previas sobre el fenémeno fisico.
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Apéndice A
Anexo 1: situacion problema planteada
Dos pelotas idénticas se deslizan libremente desde una misma altura. Una sobre un plano

inclinado o rampa y la otra sobre una superficie curvilinea como se muestra en la Figura 5.
Ambas superficies son lisas.

Figura 5. Plano inclinado vs cicloide invertida

1. ¢Qué pelota llegara primero al suelo?
Explica tu respuesta:

2. ¢Qué sucede cuando las pelotas llegan al punto mas bajo o a ras de suelo?:

a) Lavelocidad de la pelota de la superficie curva es MAYOR que la de la pelota en la rampa.
b) La velocidad de la pelota de la superficie curva es MENOR que la de la pelota en la rampa.
c) Las velocidades de cada pelota al llegar al suelo son IGUALES.

d) Noseé

Explica tu respuesta. ;Puedes proponer un razonamiento matematico?

Nota: se haréa referencia a la magnitud de la velocidad neta.
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Anexo 2: solucién analitica de Newton sobre la cicloide invertida®

Si se toma un diferencial dS de la media cicloide invertida (ver Figura 6), se puede calcular su
longitud de arco mediante la ec. 1:
A0,0) V=4

b

Figura 6. Media cicloide invertida con sus diferenciales

ds = /1 + (Z—i)z dx (ec. 1)

Sabiendo que la velocidad con la que rueda la bola es:

)
V= " (ec. 2)

Obtenemos que:

dt = % (ec. 3)

Si utilizamos el teorema de la conservacion de la energia mecanica, se obtiene que velocidad es:
V =,/2gy (ec.4). De donde ges la aceleracién de la gravedad.

De modo que al sustituir (1) y (4) en (3), se obtiene que:

dy\?
1+ <a> dx
dt =
V29y
1 a=nR\/1+(%)2
t= \/T_gfo de (ec. )

Resolviendo (5) (se omite todo el procedimiento) se llega a determinar que las ecuaciones
paramétricas de la curva son:

{x =R(6 — Sen(8)) y = —R(1 — Cos(8)) 0<6<m (ec. 6)

Si el angulo que barre la rueda es 8 = m entonces, el tiempo mas corto, en que la bola tarda en
Ilegar del punto A al B es:

t=n\/§ (ec. 7)

! La solucién mostrada esté escrita en término actuales, y no es precisamente la notacion utilizada por
Newton.
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Resumo

Este trabalho tem por objetivo discutir a Modelizacdo Matematica associada a
Resolucdo de Problemas na sala de aula enquanto um caminho para despertar o
interesse, nos alunos, por topicos matematicos ainda desconhecidos. Para tanto,
trazemos um recorte da disciplina Fundamentos de Algebra, ministrada no ano de
2015, no Programa de P6s-Graduacdo em Ensino de Ciéncia e Educacdo Matematica
— PPGECEM da UEPB, por meio do relato de uma das aulas. A modelizagéo
matematica €, atualmente, uma forma de producdo de conhecimento pelos alunos
através de situacBes-problema nos quais eles sdo estimulados a pensar criticamente e
criteriosamente sobre as melhores praticas para a resolucao de questdes, oriundas de
suas proprias inquietacdes ou de provocacdes por parte do professor. Enxergamos a
modelizacdo matematica com uma alternativa metodologica para a sala de aula, em
funcéo das percepcdes dos alunos ao vivenciarem o trabalho com modelos
matematicos e problemas propostos em um momento de aprendizagem.

Palavras-chave: Resolucdo de Problemas, Modelizagdo Matematica, Modelo,
Algebra, Geometria.

Introducéo

Nos Ultimos anos, diversos pesquisadores e estudiosos se debrugcam sobre as melhores
praticas de resolucdo de problemas e de modelizacdo matematica que resultem nesses objetivos
de insercéo do estudante no papel de protagonista da construgdo do préprio conhecimento ao
modelar um problema/situacdo-problema. Trabalhar em sala de aula, a partir de um problema
néo é facil, € uma tarefa desafiadora para os educadores matematicos que buscam estratégias
baseadas em Resolucdo de Problemas como suporte para melhorar sua préatica de ensino,

Comunicacéo XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2646



Resolugdo de Problemas e Modelizagdo Matematica na Sala de Aula

conduzindo a aprendizagem do aluno.

Nesse sentido, consideramos que o ensino de matematica deve acontecer numa atmosfera
de investigagdo orientada para a resolucdo de problemas e a modelizacdo matematica. Os alunos
devem ser desafiados a resolver um problema e devem desejar fazé-lo, a partir de seus
conhecimentos anteriores. Por outro lado, o problema ou um modelo matematico devera exigir
que busquem novas alternativas, novos recursos e novos conhecimentos para obter a solucdo,
caso contrario ndo sera para os alunos um problema ou modelo.

Com relacgdo ao entendimento da Resolucdo de Problemas como metodologia de ensino,
Walle (2001) coloca que é preciso entender que ensinar Matematica através da Resolugéo de
Problemas ndo significa, simplesmente, apresentar um problema, sentar-se e esperar que uma
maégica aconteca. Pelo contrario, pressupfe-se todo um rigor metodoldgico, no qual o professor,
apesar de intermediador entre o conhecimento e o aluno, é responsavel pela criacéo e
manutencdo de um ambiente matematico motivador e estimulante, em que a aula deve
transcorrer. Para se obter isso, toda aula deve compreender trés partes importantes: antes, durante
e depois. Para a primeira parte, o professor deve garantir que os alunos estejam mentalmente
prontos para receber a tarefa e assegurar-se de que todas as expectativas estejam claras. Na
segunda parte, os alunos trabalham e o professor avalia esse trabalho. Na terceira parte, 0
professor aceita a solucao dos alunos sem avalia-las e conduz a discussao, enquanto os alunos
justificam e avaliam seus resultados e métodos. Entdo, o professor formaliza os novos conceitos
e novos conteldos matematicos construidos.

Por essas razdes, o0 ensino de Matemaética atraves da resolucdo de problemas é importante,
pois nos oferece uma experiéncia em profundidade, uma oportunidade de conhecer e delinear as
dificuldades, de ter acesso as capacidades e limitacdes do conhecimento matematico que o0s
estudantes possuem. O ensino através da resolucdo de problemas coloca énfase nos processos de
pensamento, de aprendizagem e trabalha os contetidos matemaéticos, cujo valor ndo se deve
deixar de lado.

Modelizagcdo Matemética na sala de aula

A Matematica é uma ciéncia de padrdo e ordem que pode nos revelar padrdes ocultos que
nos ajudam a compreender 0 mundo ao nosso redor. Hoje, a Matematica, muito mais do que
aritmética e geometria, € uma disciplina diferente que trabalha com dados, medidas e
observacdes da ciéncia, com inferéncia, deducdo e prova e com modelos matematicos de
fendmenos naturais, de comportamento humano e de sistemas sociais. Se a Matematica € uma
ciéncia de padrdo e ordem, as representacdes sao 0s meios pelos quais esses padrdes sao
registrados e analisados (Onuchic & Huanca, 2013).

Segundo Huanca (2014, p. 115), “modelizar ¢ estabelecer um modelo; modelo ¢ o esquema
tedrico que representa um fenomeno”. Assim, entende-se modelizagdo matematica como a
criagdo de modelos que constroem o entendimento conceitual e habilidades para resolucéo de
problemas. A modelizagdo matematica também reflete os principais componentes de
competéncias e habilidades definidos por estudos de investigagdo como a compreensao
conceitual, a resolucéo de problemas, o raciocinio matematico, comunicagdo, conexdes e
representacdo matematica.

A Modelizagdo Matematica, na sala de aula, pode ser um caminho para despertar no aluno
0 interesse por topicos matematicos que ele ainda desconhece. Ao mesmo tempo em que aprende
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a arte de modelar, os alunos utilizam os modelos matematicos para resolver determinadas
situacOes nas areas da Fisica, Quimica, Engenharia, Astronomia, Economia, Biologia, Psicologia
e outros. Nesse sentido, o aprendizado deve contribuir ndo sé para o conhecimento técnico, mas
também “‘para uma cultura mais ampla, desenvolvendo meios para a interpretacao de fatos
naturais, a compreensédo de procedimentos e equipamentos do cotidiano social e profissional,
assim como para a articulacdo de uma visdo do mundo natural e social” (BRASIL, 1999, p. 7).
Dé-se, assim, ao aluno a oportunidade de estudar modelos matematicos através de situacoes-
problema.

Walle (2001), fala do papel dos modelos no desenvolvimento da compreenséo, dizendo
que, com frequéncia, ouve-se que bons professores usam uma abordagem de “por as maos na
massa” para ensinar matematica. Trata-se de materiais manipulativos ou fisicos para modelar
conceitos matematicos que séo, certamente, ferramentas importantes para o ensino e a
aprendizagem da Matematica. Ainda esse autor diz que, na utilizacdo de modelos na sala de aula
podem-se identificar trés aspectos: ajudar a desenvolver novos conceitos ou relagdes; ajudar a
fazer conexdes entre conceitos e simbolos e assegurar a compreensdo dos alunos.

De acordo com Huanca (2014), a Modelizacdo Matematica enfatiza a importancia de saber
modelar problemas, condi¢do necessaria a formagdo do aluno no sentido de que: ela desperta o
interesse pela Matematica, leva a sentir sua beleza; melhora a busca pela construcédo de novos
conceitos matematicos; desenvolve a habilidade em resolver problemas; e estimula a criatividade
nos alunos. Para nos, implementar a Modelizacdo Matematica em sala de aula e fora dela
significa fazer Matematica ao modelar o problema.

Para Sadovsky (2010), a atividade de modelizacdo integra conhecimentos de diferentes
naturezas. Ao abordar um problema é necessario: escolher uma teoria para trata-lo; reconhecer
um modelo; escolher uma relacdo pertinente e encontrar 0s meios para representa-la; realizar
exploracOes e reconhecer nelas algumas regularidades relevantes; utilizar conhecimentos sobre
numeros e algebra que permitam ajustar o uso do modelo; usar propriedades adequadas que
permitam transformar as expressdes e produzir conhecimento novo a respeito. Estes séo aspectos
essenciais no processo de modelizacao.

Lesh e Zawojewski (2007) dizem que, quando envolvido no processo de modelizacao, os
modeladores passam por iteracfes de expressar, testar e rever o modelo de julgamento. Ao fazé-
lo, simultaneamente, eles melhoram o seu modelo e também desenvolvem uma compreensao
mais profunda das restri¢Ges e das limitacdes que ainda existem em cada fase do
desenvolvimento deste, e aprendem a articular (para membros do grupo) os “trade-offs” e 0s
beneficios de um modelo particular. Portanto, um componente muito importante do
desenvolvimento de processos de modelizacdo do individuo € o de aprender a interpretar e,
eventualmente, produzir diferentes pontos de vista, a fim de facilitar o processo de revisdo do
modelo encontrado.

Na Modelizagdo Matematica, o professor pode optar por escolher determinados modelos,
fazendo sua aula mais dindmica juntamente com os alunos de acordo com o nivel em que estéo,
além de obedecer ao programa curricular. E bom que se tenham vérios modelos para que se
possa optar entre eles e ndo por eles. Pois o0 seu aprimoramento ou adaptagédo cabe ao professor e
a seu bom senso.

Olhando sob este prisma, estamos desenvolvendo, no Grupo de Pesquisa em Resolucéo de
Problemas e Educacdo Matematica - GPRPEM da UEPB, uma pesquisa sobre Modelizacao
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Matematica encarada como método de ensino-aprendizagem na sala de aula.

Com relacdo a Resolucdo de Problemas e a Modelizacdo Matematica, podemos perceber
que existem inumeras formas de conceber o ensino da Matematica, cabe ao professor adequa-las
a seu trabalho. Elas constituem duas alternativas bastante ricas dentro de um variado espectro de
possibilidades que se apresentam como alternativas para o ensino-aprendizagem de Matemaética
na sala de aula.

O Estudo da Algebra e da Geometria no Ensino

Quantos professores de matematica se sentiriam acossados pela pergunta: o que é Algebra?
E o que é Geometria? Com certeza, estas perguntas ndo devem possuir respostas simples ou, pelo
menos, ndo uma que se aplique a todos os contextos algébricos ou geométricos.

Usiskin (1995) diz que ndo é facil definir Algebra e reforca o fato de que o conceito desta é
diferente em contextos diversos, ao afirmar que a algebra do ensino primério tem conotacdes
muito diferentes daquela ensinada em cursos superiores. Nesse sentido, a modelizagéo
matematica proporciona uma compreensao melhor de técnicas e métodos de pesquisa em relacdo
a esse estudo.

Sem duvida, a Algebra é um dos temas mais importantes e presentes em, praticamente,
todas as areas da matematica, desde estudos elementares até topicos mais avancados. Ela tem um
papel de extrema importancia na representacdo dos mais variados elementos estudados em
matematica, apesar de estudantes, professores e profissionais de diversas areas fazerem uso desta
com muita frequéncia e da importancia de seu papel no ensino e na aprendizagem, algumas
questdes relativas a Algebra sio deixadas de lado, como: o que a diferencia da Aritmética e da
Geometria? Qual a relacdo existente entre a Algebra da Educacéo Primaria e a Algebra do
Ensino Superior, que nos permite chamar ambas de Algebra?

Segundo Brasil (2017), o ensino da Geometria tem tanta importancia como qualquer
outra parte da Matematica, sdo muitos os obstaculos encontrados para ndo o inserir no ensino,
como também sdo diversas as causas dos erros cometidos, desde o0 ensino primario até as
licenciaturas. Nesse sentido, o contato estabelecido entre os alunos das séries iniciais até o curso
superior em relacdo a Geometria comeca bem cedo, antes mesmo de qualquer tipo de
formalizacdo, eles ainda ndo tém conhecimento dessa relacéo e talvez isso acabe sendo perdido
pelo modo como a formalizacdo é estabelecida com o passar dos anos no ensino formal. Assim, a
tendéncia por diversas vezes é de que os conhecimentos prévios que os alunos possuem acabem
sendo desconsiderados quando entram na sala de aula e isso influencia muito para afastar do
aluno a sua autonomia.

A geometria tem sido menos ensinada nos Gltimos anos do que ha vinte anos. A razdo desse
declinio deve ser buscada ndo na insatisfacdo quanto a seu conteiido, mas antes nas
dificuldades conceituais causadas pelas argumentacGes l0gicas que constituem a esséncia da
geometria. A maioria das dificuldades que se observam nos alunos em sala de aula esta
relacionada com a maneira de organizarem raciocinio e construirem argumentacdes ldgicas a
partir de modelos matematicos (Dreyfus & Hadas, 1994, p. 59).

Nesse sentido, para que acontega uma mudanca no ensino da Geometria que seja
realmente significativa é preciso utilizar a modelizacdo matematica além de um interesse maior
pelo assunto. Também, o professor sempre seréd a pe¢a fundamental para que essa mudanca
aconteca, por isso € preciso uma boa formacéo, boas condicGes de trabalho e métodos adequados
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a sala de aula.

No primeiro semestre de 2015, na disciplina Fundamentos de Algebra do Programa de Pds-
Graduacgdo em Ensino de Ciéncias e Educa¢do Matematica — PPECEM da Universidade Estadual
da Paraiba — UEPB, escolhemos alguns textos sobre Algebra e Modelizacdo Matemética para
leitura e discussdo em sala de aula. O intuito era de aprofundar os conhecimentos tedricos, para
que os estudantes obtivessem um conhecimento e uma preparacdo melhor para que pudessem
levar a Modelizacdo Matemaética para as salas de aula. N&o pretendiamos apenas aplicar tarefas
prontas, mas oportunizar o desafio de aprender a criar modelos.

Neste trabalho, tentamos descrever um episddio de aula vivido pelo primeiro e segundo
autores e pelos estudantes com relagdo ao modelo apresentado. O professor comentou:

— Seria bom procurar saber qual a melhor forma para fazer uma caixa, isto é, a que utilize
um minimo de material para um maximo de aproveitamento. Para isso, 0 primeiro autor entregou
a folha A4 (recortada) na forma quadrada para todos, medindo 20 cm de lado. Conforme o
esquema representado na figura 1.

Dada uma folha de papel, de 20 em por 20 cm, qual deve ser a altura da caixa construida com

ela (quando dobrar) para que seu volume seja maximo?

N

»20cm

"
20em

Figura 1. O modelo da embalagem.

Iniciou-se a discussédo da resolucdo da situacdo-problema. O professor perguntou,
referindo-se ao esquema exposto na figura 1, o seguinte:

- O que é um modelo? Esse modelo esté relacionado com Algebra? Com a Geometria? O
que temos que fazer para construir a caixa?

Nesse momento, o representante de um dos grupos respondeu:

— Primeiro, temos que encontrar a equacdo que determina o volume da caixa em funcéo da
altura: V = area da base x altura.

Um componente de outro grupo complementou, com base na construcdo da figura 2:
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— Como a base é quadrada, entdo a area da base é (20 - 2h)?%. Tomando “h” como sendo a

altura da caixa, fizeram: V = (20 - 2h)2. h. Deduziram que, como 0 < h < 10, ndo ha altura
negativa, nem podemos considerar h > 0, sendo ndo teriamos como fazer uma caixa.

20-2h =?

b 20-2h

-
-

v

-
-

F Y

'“'31

Figura 2. Medidas em funcéo de h.
Entdo, V = V(h) = (400 - 80h + 4h?).h.
Logo, V(h) = 4h3 - 80h? + 400h.

Neste momento, apresentaram na lousa o conceito de pontos criticos de uma funcéo. Para
isso, usaram o célculo diferencial, que estudaram na graduacdo. Mais especificamente, o ponto
de méaximo local e o ponto de minimo local, justificando que a funcdo derivada, nesses casos, era
igual a zero.

Se V(h) = 4h3®- 80h? + 400h., calculando a derivada, escreveram: V’(h) = 12h? —
160h + 400. Como V’(h) =0, logo 12h% — 160h + 400 = 0 e, consequentemente, h; =10 e

h, = 13—0 . Como h esta entre 0 e 10, entdo ele ndo pode ser 10. Portanto, o valor da altura da

. ;- 10 - o -
caixa procurada é igual a 5 fim de obtermos o méximo volume pedido no modelo.
Um dos estudantes perguntou:
. 10 ~ 7
— Como conseguiremos cortar Y de cada canto da folha, se esta conta néo é exata?

O professor respondeu:
— Esta é uma motivacdo para se trabalhar com valores aproximados!

Este foi um modelo matematico, no caso o modelo da caixa, que nos prendeu a atencao e
nos estimulou a fazer a Modelizacdo Matematica. Nele, foram usados conceitos algébricos e
geométricos, embora tenha se descuidado do conceito de medida.

Conclusao

Acreditamos que o trabalho de sala de aula deve acontecer numa atmosfera de investigacédo
orientada em resolucdo de problemas. Os alunos devem ser desafiados a resolver uma situagéo-
problema e desejar fazé-lo. O modelo deve conduzi-los a utilizar seus conhecimentos anteriores
e, por outro lado, devera exigir que se busquem novas alternativas, novos recursos, novos
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conhecimentos para a obtengéo da solugdo. Na tentativa de compreender a complexa agao de
trabalhar em sala de aula, pudemos perceber também como um dos métodos de ensino a
Modelizacdo Matematica. Ela norteia-se por desenvolver o contetdo programatico a partir de um
modelo matematico. O modelo deve ser o ponto de partida para o desenvolvimento dos alunos,
dando oportunidade para que possam refletir sobre 0 modelo proposto e ir em busca do
conhecimento matematico.

Entendemos a modelizagdo como um processo que vai além da ideia generalizada de
construir modelos, para situar-se na nocao de pratica envolvida na resolucéo de problemas por
meio da construgéo, (re)construcao e interpretacdo de modelos. Portanto. a experiéncia de um
modelo matematico, com os alunos envolvidos na disciplina Fundamentos da Algebra, foi
satisfatoria e eles puderam perceber uma nova forma de aprender e de fazer Matematica através
da resolucéo de problemas e de modelos matematicos. Esperamos que nosso trabalho possa
levantar novos questionamentos que ajudem os professores a perceber o valor da Matemaética na
formacdo de um cidadéo critico e reflexivo, necessario para uma sociedade em mudanca.
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Esta investigacion se realiza en el marco de la Maestria en Educacion de la Universidad del
Cauca, linea de Educacion Matemadtica con el objetivo de hacer un aporte a la ensefianza de las
Magnitudes Directamente Proporcionales (MDP) en la educacion basica primaria. Se basa en la
metodologia de la Ingenieria Didéctica y se propone desarrollar dos fases. En la primera
denominada andlisis preliminares, se analizan las dimensiones cognitiva, didactica y
epistemologica y en la segunda propone estructurar un medio en una situacion didactica que
promueva el aprendizaje del objeto de estudio las MDP.

La investigacion en este tema es pertinente, al respecto Obando, Vasco y Arboleda (2014)
afirman que: “Razones, proporciones y proporcionalidad constituyen un campo ampliamente
investigado en los ltimos cincuenta afos. Sin embargo, siguen siendo dificiles de aprender para
algunos estudiantes. Por tanto es necesario hacer mayor investigacion didactica que permita
nuevas comprensiones, y lograr mayores impactos en el sistema educativo”. (p.59). En
consecuencia, en este caso, se formula la pregunta ;Como estructurar un medio en una situacion
didactica para que permita estudiar algunas interacciones entre un sujeto y el medio en la
ensefianza de las magnitudes directamente proporcionales en educacion basica primaria?

Por consiguiente, en la dimension cognitiva se analiza cuéles son las dificultades que han
encontrado los estudiantes para comprender y los profesores al ensefiar este objeto matematico
segun Perry, P, Guacaneme, E y otros (2003) destacan dos. “Uno que tiene en cuenta la relacion
entre las dos medidas de una cantidad y para obtener el valor desconocido recurre a encontrar un
“operador sin dimension” o “escalar”. El otro procedimiento tiene en cuenta la relacion entre
medidas correspondientes de diferentes cantidades y para obtener el valor desconocido recurre a
un “factor funcional” entre las cantidades implicadas” (p.100), ver en la ilustracion 1
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Ilustracién 1. Esquema operador escalar y operador funcional. Perry, P, Guacaneme, E y
otros (2003)

La dimension epistemologica estudia la naturaleza del objeto matematico, en este caso las
MDP, al surgimiento del concepto y referencias sobre la ensefianza del mismo en otra época. Por
ejemplo: si dos magnitudes son tales que al doble o triple, de la cantidad de la primera, le
corresponde el doble o triple de la segunda, entonces se dice que hay una correlacion entre esas
magnitudes; es decir, que si una de las dos magnitudes aumenta, la otra lo hace de la misma
manera y si una disminuye la otra también. Para esta dimension se considera la estructura del
medio como una herramienta de la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) para hacer el estudio
del objeto epistemologico en la educacion matematica, ver ilustracion 2.

S5 actor objetive
54 sujeto que actia

Medic material D(_E’DS 53 s1 53 sujeto del aprendizaje
Situacién objetiva <O €O sz alumno genérico

Sit. de referencia 6 s4 I 51 sujeto universal

Sit. de aprendizaje <+ ()| P2 profesor ensefiando

it ddactica 5 &HE} ps P11 P1 profesor que prepara su clase

5it. metadidactica — B R

observa o actia sobre

Ilustracion 2. Estructura del Medio. Brousseau, G (2007)

La dimension didactica hace referencia a la manera convencional de ensefianza de los
conceptos matematicos, usualmente de forma algoritmica basada en memorizar y una parte
operativa, para esta investigacion las MDP.

Finalmente, para la estructura del medio se asume el planteamiento de Fregona, D y
Baguena, P. (2011) quienes afirman que, la nociéon de medio es particularmente interesante y
productiva desde el punto de vista tedrico, ya que permite abordar diversas cuestiones especificas
sobre la ensefanza y aprendizaje de las matematicas. La teoria es una modelizacion sobre los
procesos de produccion de conocimientos matematicos segun las condiciones creadas por el
docente para que el alumno se encuentre con un conocimiento bien determinado, esto permitira
analizar mas finamente las diferentes relaciones del estudiante, del profesor y las posibles
interacciones con el objeto a estudiar.
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Resumen

La modelacion permite a los estudiantes aprender las matematicas de manera
aplicada en otras areas del conocimiento y mejorar su capacidad para formular,
solucionar e interpretar situaciones reales. La falta de procesos completos de
modelacion, asi como el escaso tiempo dedicado al analisis, interpretacion y
validacion de soluciones, son algunos de los principales problemas en los cursos de
matematicas superiores. Este trabajo tuvo como objetivo analizar la forma en que los
estudiantes de ingenieria construyen modelos de situaciones reales con ecuaciones
diferenciales. Los resultados mostraron que los estudiantes no concedieron la misma
importancia a todas las etapas del proceso de modelacion, y que no consideraron
necesario contrastar sus resultados con datos reales, ni explicar otras posibles
aplicaciones del modelo. Esto conduce a cuestionar la necesidad de otorgar un papel
mas importante a la modelacion matematica y proponer alternativas para mejorar la
practica docente para la formacion de futuros ingenieros.

Palabras clave: Ecuacion diferencial, educacion matematica, educacion superior,
ingenieria, modelacion.

Introduccion

Uno de los objetivos mas importantes de los cursos universitarios de matematicas es que
los estudiantes se apropien de conceptos matematicos para aplicarlos en contextos diferentes del
cual se aprendieron. Cuando la modelacion matematica se presenta mediante problemas
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planteados en un contexto del mundo real, fomenta que los estudiantes formulen preguntas sobre
el contexto y piensen en la utilidad de sus conocimientos matematicos (Santos & Reyes, 2011).
La modelacion propicia que los estudiantes integres las matematicas en otras areas del
conocimiento, logren una mayor comprension de los conceptos matematicos, se interesen por las
aplicaciones de las matematicas, utilicen su creatividad para formular y resolver problemas y
aumenten su capacidad para trabajar en grupo (Godino, Batanero, & Font, 2004). A través del
aprendizaje de la modelacion, los estudiantes pueden comprender cémo se originaron muchos
conceptos y estructuras matematicas, asi como sus aplicaciones fuera de las matematicas (Alsina,
2007).

Al respecto, cabe recordar que uno de los principios rectores para la educacion matematica
establece que un programa de matematicas de excelencia requiere una ensefianza eficaz que
involucre a los estudiantes en un aprendizaje significativo mediante experiencias individuales y
colaborativas que fomenten su habilidad para dar sentido a las ideas y para razonar de una
manera matematica (NCTM, 2015). Sin embargo, en algunos de los programas de las asignaturas
de matematicas en educacion superior, la practica de modelacion matematica se reduce a las
aplicaciones, las cuales no son mas que problemas propuestos en los libros de texto. Es decir, el
papel que tiene la modelacion en los cursos de matematicas para ingenieria, en la mayoria de los
casos, es de caracter tedrico y se basa en modelos preestablecidos que los estudiantes resuelven
como simples ejercicios. Segin Cordoba (2011), el proceso de modelacion se ensefia en las aulas
de manera parcial, evitando confrontar a los alumnos con etapas claves de este proceso. En la
literatura sobre modelacion matematica, se pueden encontrar distintos ciclos o procesos de
modelado, que dependen de diversas orientaciones y enfoques de como se entiende el modelado
y, ademas, en algunos casos, si se utilizan tareas complejas.

Todo lo anterior, conduce a considerar la importancia de mostrar en el aula el proceso de
modelacion matematica con ecuaciones diferenciales no solamente como un ciclo dindmico para
entender ciertos problemas o situaciones, sino como una forma de motivar un proceso de
aprendizaje, en el cual los estudiantes experimenten las matematicas como un medio para
describir, analizar y ampliar la comprension de situaciones de la vida diaria. Por tanto, se
propuso el disefio de una experiencia con estudiantes de ingenieria en un curso de matematicas,
con el propoésito de analizar la forma en que los estudiantes desarrollan un modelo matematico a
partir de una situacion de la vida real. La realizacion de este trabajo puede justificarse al
considerar que la modelacion matematica propicia en el estudiante habilidades tales como la
integracion de la matematica con otras areas del conocimiento, interés por la matematica frente a
su aplicabilidad y estimulo de la creatividad en la formulacion y resolucion de problemas.

Marco teorico

En algunas investigaciones se han estudiado los problemas que enfrentan los estudiantes al
construir el modelo matematico de un fenémeno fisico, sus elementos, la interpretacion de su
solucion, su relacion con una situacion real y las etapas que se deben seguir para construirlos.
Algunos estudios han reportado que los estudiantes presentan dificultades para interpretar
fisicamente los términos de una ecuacion diferencial y traducirlos de una descripcion fisica a una
descripcion matematica (Rowland, 2006, Rowland & Jovanoski, 2004). Estas dificultades
pueden atribuirse a la existencia de vinculos débiles entre las matematicas y los procesos fisicos,
asi como a los tipicos problemas a los que estan acostumbrados los estudiantes en el aula. Al
analizar la forma en que los estudiantes transfieren el conocimiento del uso de las ecuaciones
diferenciales para una situacion de otra disciplina, se ha encontrado que la mayoria de los
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alumnos que resuelven la ecuacion diferencial no intentan analizar la solucién y, que algunos
estudiantes simplemente trazan una grafica de la solucion, sin comentar la evolucion futura del
sistema que se analiza (Crouch & Haines, 2004; Chaachoua & Saglam, 2006). En ese sentido
Klymchuk, Zverkova, Gruenwald y Sauerbier (2008) recomiendan alentar a los estudiantes
escribir detalladamente todos los pasos del proceso de modelacion, incluso para problemas de
aplicaciones simples, ya que esto puede prepararlos para enfrentar problemas de la vida real que
requieren habilidades de modelado avanzado en otros cursos y también en su trabajo futuro.

Sin embargo, es importante sefialar que a pesar de que al resolver problemas clasicos de
modelado los estudiantes realizan diagramas para mejorar la comprension de la situacion y
reconocen la importancia de comprender la situacion fisica y entender qué deben calcular, existe
una falta de comprension de las variables y constantes involucradas en el proceso, asi como de la
relacion entre ellas (Soon, Tirtasanjaya, & Mclnnes, 2011). Algunos estudios mostraron que al
desarrollar proyectos centrados en la investigacion, la aplicacion de conceptos matematicos, su
relacion con el tema, y la construccion de los modelos contribuyen de manera importantes a la
percepcion de los estudiantes sobre la relacion entre las matematicas y la realidad (Jacobini &
Wodewotzki, 2006).

Las investigaciones existentes sobre la ensefianza y el aprendizaje de la modelacion
matematica indican que la construccion de modelos en el aula podria cambiar la percepcion de
los estudiantes sobre las matematicas. Sin embargo al representar una situacion de la vida real
con un modelo matematico los estudiantes encuentran dificultades, ya que la mayoria de los
cursos de matematicas se basan en el estudio de técnicas de solucién donde predomina el
enfoque algoritmico con escasa vinculacion real, por tanto, es necesario promover el desarrollo
de actividades para que los estudiantes utilicen los diversos enfoques de solucion.

Metodologia
Participantes y contexto

La experiencia se llevo a cabo durante dos semestres consecutivos del curso escolar
2016/2017, en el desarrollo de la asignatura ecuaciones diferenciales, que se imparte en el
primero de los 4 afos de la Ingenieria en Sistemas Computacionales (ISC), que ofrece la Escuela
Superior de Computo (ESCOM-IPN), en la Ciudad de México. En el primer semestre (curso A)
participaron en la experiencia 26 estudiantes (8 mujeres, 31%, y 18 hombres, 69%), y en el
segundo semestre (curso B), participaron 27 estudiantes (6 mujeres, 22%, y 21 hombres, 78%).

Desarrollo de la experiencia

Los estudiantes realizaron a cabo un proyecto que consistia en construir, resolver y analizar
el modelo matematico de una situacion real. Para llevar a cabo esta actividad los estudiantes en
ambos cursos se organizaron en pequeios grupos de 5 estudiantes y desarrollaron una serie de
tareas comunicandose a través de un foro virtual. En el disefio del proyecto se consideraron
algunas recomendaciones sobre las ventajas del aprendizaje colaborativo mediado por foros
virtuales (Cheng, Paré¢, Collimore & Joordens, 2011). Las tareas realizadas por cada grupo
trabajo fueron las siguientes:

1. Seleccionar del libro de texto del curso (Zill, 2012), un problema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden que tuviera una aplicacion real.

2. Construir, resolver y analizar el modelo matematico del problema seleccionado.
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3. Disefiar una presentacion electronica para exponer su trabajo en el aula.

4. Valorar el trabajo de otro grupo (curso A) y su propio trabajo (curso B) a través del foro
virtual, indicando las modificaciones que realizarian en términos del proceso de
modelacién matematica adaptado del modelo de Camarena (2009), que se estudid en el
aula (Tabla 1).

Tabla 1
Proceso de modelacion matematica
Etapa Descripcion
1. Identificar variables y leyes por Determinar las variables responsables del cambio en el sistema y
aplicar formular un conjunto de premisas del sistema por describir.
2. Plantear ecuacion Escribir la ecuacion diferencial correspondiente.
3. Establecer condiciones Determinar las condiciones del problema.
4. Resolver ecuacion Aplicar los métodos estudiados para obtener la resolucion general.
5. Aplicar condiciones Aplicar las condiciones para determinar la resolucion particular.
6. Graficar resolucion Expresar la resolucion particular con un grafico.
7. Contestar pregunta original Explicar el resultado en el contexto de la situacion real.
8. Analizar resultado Validar el resultado contrastandolo con datos conocidos.
9. Identificar el modelo Explicar si son posibles otras aplicaciones del sistema.

Recogida de datos y analisis de la informacion

Se tomaron como datos los mensajes de los estudiantes en el foro virtual durante el
desarrollo del proyecto. Estos fueron transcritos y se organizaron en unidades de analisis. Se
considerd como unidad de anélisis (UA) cada idea con significado propio, entendida como una
unidad de pensamiento que expresaba una Unica informacion, extraida de un segmento de la
aportacion.

Para determinar la forma en que los estudiantes construyeron un modelo matematico, se
analiz6 el contenido de las aportaciones de los estudiantes en términos del proceso de
modelacion matematica estudiado en el aula. Se categorizaron en funcion de los aspectos a los
que se referian, tratando de identificar aspectos comunes. Se observé que, en sus aportaciones,
los estudiantes mencionaron aspectos relacionados con el proceso de modelacion matematica y a
otros aspectos que no tenian relacion con éste. Posteriormente se elabord un sistema de
categorias para clasificar las aportaciones de los estudiantes en tres partes, segin los aspectos
relacionados con el disefio, contenido matematico o de otro tipo en cada caso:

- Diserio, referido a aspectos relacionados con el disefio de la presentacion, a los que aluden
como: 1) Efectos visuales (colores, efectos, animaciones y recuadros), 2) Caracteristicas
de texto (formato de las ecuaciones, estilo de las fuentes y errores en la escritura), y 3)
Presentacion de la diapositiva sin especificar elementos.

- Contenido matematico, referido a los aspectos de las etapas del proceso de modelacion
matematica con ecuaciones diferenciales.

- Otros, referido a elementos sin relacion con el disefio o el contenido matematico.

Las aportaciones de los estudiantes se asignaron al sistema de categorias, en cada grupo y en
cada curso.
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Resultados

La distribucion de las unidades de analisis (UA) de las aportaciones en el foro de los
estudiantes en cada grupo de trabajo, y en cada uno de los cursos A y B, en funcion de las
categorias del contenido descritas, se organizaron teniendo en cuenta los aspectos que se
mencionaron y la frecuencia con que se hizo (Tabla 2 y Tabla 3).

Tabla 2

Distribucion de UA de las aportaciones de los grupos de trabajo en el curso A

Grupos curso A

Categorias GIA G2A G3A GéA Gsa  owl
Disefio Efectos visuales 1 2 2 0 1 6(43%)
(D) Caracteristicas de texto 0 3 0 2 0 5(36%)
Presentacion 1 2 0 0 0 3(21%)
Total 2 7 2 2 1 14%(100)
Identificar variables y leyes por aplicar 0 0 1 2 0 3(3%)
Plantear ecuacion 1 0 0 1 3 5(6%)
Establecer condiciones 1 0 0 0 0 1(1%)
Contenido  Resolver ecuacion 5 9 5 7 3 29(33%)
Matematico Aplicar condiciones 4 2 0 0 0 6(7%)
©) Graficar resolucion 6 2 3 7 9 27(30%)
Contestar pregunta original 0 0 1 0 0 1(1%)
Analizar resultado 0 0 0 0 0 0(0%)
Identificar el modelo 5 0 6 5 1 17(19%)
Total 22 13 16 22 16  89(100%)
Otros (O) 3 2 10 6 14 35(100%)
Total 138(100%)
Tabla 3

Distribucion de UA de las aportaciones de los grupos de trabajo en el curso B

Grupos curso B
GIB G2B G3B G4B G5B

Categorias Total

Disefio Efectos visuales 0 1 0 14 6 21(68%)
(D) Caracteristicas de texto 2 0 0 0 3 5(16%)
Presentacién 0 0 0 3 2 5(16%)
Total 2 2 1 2 17 11
Identificar variables y leyes por aplicar 0 0 0 0 5 5(4%)
Plantear ecuacion 0 3 8 3 4 18(15%)
Establecer condiciones 0 4 4 5 1 14(12%)
Contenido  Resolver ecuacion 8 1 2 10 10 31(26%)
Matematico Aplicar condiciones 0 0 0 2 0 2(2%)
(©) Graficar resolucion 10 6 4 0 8 28(24%)
Contestar pregunta original 0 0 0 1 0 1(1%)
Analizar resultado 5 1 2 0 0 8(7%)
Identificar el modelo 0 0 3 2 5 10(9%)
Total 22 23 15 23 23 33
Otros (O) 3 5 7 8 8 10
Total 183(100%)
Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2659



Andalisis de la construccion de modelos matemdticos de estudiantes de ingenieria

Se observa que el total de los porcentajes de UA de las aportaciones en el foro virtual de
los grupos de trabajo, en los cursos A y B, globalmente, fue similar en las categorias Contenido
matematico (C) y Disefio (D) (prueba ji-cuadrado [¥*(2) = 3.31, p > 0.05]; no se considerd la
categoria Otros.

En general se observa que el aspecto que los estudiantes mencionaron en sus aportaciones
con mayor frecuencia fue graficar solucion, y en menor grado contestar pregunta original.

Se observa que los estudiantes del curso B, en sus aportaciones en el foro, al revisar su
propio trabajo mencionaron mas aspectos relacionados con las etapas Establecer ecuacion y
Establecer condiciones que los estudiantes del curso A al revisar el trabajo de otro grupo. Por
otro lado las aportaciones de los estudiantes del curso B tuvieron en cuenta los elementos
relacionados con la etapa Analizar resultado, al contrario que los del curso A, que no los
mencionaron.

Se compararon las frecuencias de los aspectos mencionados en la categoria Contenido
matematico entre los cursos A y B y se observo que existieron diferencias significativas [}*(8) =
27.72, p < 0.001]. Esto no sucedié para la categoria Disefio [y*(2) = 4.68, p > 0.05]. Es decir la
frecuencia de los aspectos mencionados en el foro en relacion al proceso de modelacion
matematica, al evaluar una presentacion inicial, estuvo relacionada con la manera en que los
estudiantes realizaron la revision.

Discusion de resultados

Llama la atencion que la mayoria de los estudiantes, en cada grupo, no concediera
importancia al hecho de identificar las variables involucradas al construir un modelo matematico,
asi como las leyes que gobiernan el sistema fisico. Estos aspectos, que pueden parecer basicos,
pueden evidenciar una dificultad de comprension, lo que corrobora los resultados de algunas
investigaciones (Soon et al., 2011; Klymchuk et al., 2008) cuando analizaron las dificultades que
enfrentan los estudiantes al traducir una situacion cotidiana en un problema matematico y
encontraron una escasa comprension de los estudiantes al identificar las cantidades variables y
constantes del sistema. Por otro lado entre los aspectos que los estudiantes mencionaron con
mayor frecuencia se encuentra graficar solucion, sin embargo, al presentar sus trabajos en el aula
solo mostraron las graficas sin relacion con un andlisis de comportamiento, en ese sentido los
resultados coinciden con los de Chaachoua y Saglam (2006), que encontraron que algunos
estudiantes simplemente trazan una gréfica de la solucion, sin comentar la evolucion futura del
sistema que se analiza.

Al exponer sus trabajos en el aula los estudiantes mostraron que eran conscientes de la
existencia de una gran variedad de fenomenos que podian representarse con ecuaciones
diferenciales. Algunos estudiantes seleccionaron problemas que les resultaban interesantes pero
no consideraron que podria resultar complicado abordarlos, quizas porque se situaban en
contextos donde los alumnos tenian poca experiencia. En este sentido puede parecer que se
asemeja a lo establecido por Jacobini y Wodewotzki (2006) al sefialar que, después de trabajar
con actividades que impliquen modelado, los estudiantes rompen con la idea de que la
matematica es puramente abstracta y encuentran su enfoque practico en la vida cotidiana.

Conclusiones

Los aspectos mencionados por los estudiantes de ingenieria en el foro en relacion con las
etapas del proceso de modelacion matematica fueron considerados de diferente manera. Por
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ejemplo los estudiantes de ambos cursos hicieron escasa referencia a los aspectos que implicaran
la construccion del modelo: identificar variables y leyes por aplicar, plantear ecuacion y
establecer condiciones, a pesar de que fueron tratadas en el aula, al resolver ejemplos de
situaciones de la vida real con el proceso de modelacion matematica. Sin embargo, los aspectos
relacionados con la solucion de la ecuacion diferencial y su interpretacion grafica fueron los que
mas se mencionaron.

En referencia al contenido de las aportaciones de los estudiantes de ingenieria en el foro, al
valorar una presentacion electronica, vario en funcion de la manera en que los estudiantes
desarrollaron el proyecto de modelacion matematica, es decir, en general al valorar su propio
trabajo hicieron referencia a aspectos con diferente frecuencia que al valorar el trabajo de otro
grupo.

El hecho de que se observen diferencias entre la frecuencia de los aspectos mencionados
relacionados con las etapas del proceso de modelacion matemadtica, confirma nuevamente que los
estudiantes de ingenieria comprenden de diferente forma estas etapas. Parece ser que para los
estudiantes, en general, el proceso de modelacion matematica se reduce a la solucion algoritmica
de una ecuacion diferencial como un paso tedrico, apartdndolas de sus campos de aplicacion.

El estudio podria completarse introduciendo un enfoque experimental para analizar la
comprension del proceso de modelacion matematica como, por ejemplo, proponiendo a los
estudiantes una experiencia determinada que les permitiera tomar datos aunque ello pudiera
favorecer la prediccion mas que la comprension. Otra posibilidad podria ser considerar un
ejemplo concreto para todos los estudiantes como podria ser el que pueden experimentar en otras
asignaturas que estan cursando en su carrera.
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Resumo

O objetivo principal deste artigo é exemplificar e discutir posibilidades de conduzir
atividades de Modelagem Matematica na perspectiva da Educacdo Matematica
Critica. Tem como base duas pesquisas, de cunho qualitativo, cujos dados foram
produzidos a partir do desenvolvimento de projetos tematicos de Modelagem
Matematica na Educacdo Basica, em contextos diferenciados. Os aporte tedricos
utilizados referem-se a Modelagem Matematica e a Educacdo Matematica Critica.
Cada um dos projetos € descrito dando destaque para a forma como foram
conduzidos, de acordo com 0s contextos escolares nos quais se inserem. Como
resultados destacamos a possibilidade de desenvolver projetos de Modelagem mesmo
em contextos escolares restritivos, bastando para isso adequar a forma de conduzir as
atividades. Destacamos também a importancia de o professor estar atento as
oportunidades gque se apresentam para trabalhar os contetidos matematicos assim
como de estimular reflexdes e posturas criticas nos estudantes.

Palavras chave: modelagem matematica, educacdo matematica critica, educacéo
bésica, projetos tematicos, posturas criticas.

Introducéo

No Brasil, assim como em outros paises, muito se discute sobre possibilidades de
utilizacdo da Modelagem Matematica em contextos escolares e sobre sua caracteriza¢do na
Educacdo Matemaética. Ha publicagdes a respeito de pesquisas e praticas de Modelagem,
focalizando as maneiras de conduzir as atividades, a atuacéo dos alunos e dos professores nesse
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contexto, revelando diversidade de abordagens e perspectivas para a Modelagem no ambito
educacional.

Neste artigo enfoco o desenvolvimento de atividades de Modelagem na Educacéo Basica,
por meio de projetos tematicos, com temas escolhidos pelos estudantes. Sdo apresentados e
discutidos dois projetos, com caracteristicas diferentes, desenvolvidos em escolas brasileiras.
Ambos fizeram parte de pesquisas, de cunho qualitativo, nas quais a Modelagem foi trabalhada
segundo os pressupostos da Educacdo Matematica Critica. As pesquisas completas que sao aqui
referenciadas podem ser obtidas em Ferreira (2013) e Campos (2015).

O objetivo principal deste artigo é exemplificar e discutir duas formas diferentes de
conduzir atividades de Modelagem a partir de temas, com o enfoque da Educagcdo Matemaética
Critica. Para tanto, apresento inicialmente aspectos de cunho tedrico sobre a Modelagem no
ambito educacional, abordando a perspectiva e a concepgéo de Modelagem considerada,
estabelecendo relagcdes com a Educacdo Matematica Critica e com o desenvolvimento de
projetos. Em seguida descrevo cada um dos projetos, dando destaque para a forma como foram
conduzidos. Apresento também alguns dos resultados obtidos.

Modelagem, Projetos Teméaticos e Educacdo Matematica Critica

Pode-se dizer que a Modelagem Matematica tem sua origem na Matematica Aplicada, com
a utilizacdo de conceitos matematicos para interpretar fenémenos e resolver problemas de outras
areas de conhecimento, que ndo a propria Matematica. Nesse contexto a Modelagem é entendida
como o processo de formulagdo dos modelos matematicos. Ela vem para a Educagdo Matemaética
quando professores e pesquisadores consideram a possibilidade de utiliza-la em aulas como
estratégia para contextualizar, aplicar e ensinar Matematica.

Das reflexdes sobre o uso da Modelagem nas aulas de Matematica e das pesquisas sobre o
tema surgem diferentes concepcdes sobre a Modelagem na Educagcdo Matemaética, que diferem
em alguns pontos, mas, que admitem como caracteristica comum a abordagem de situacdes da
realidade por meio da Matematica. A concepcao adotada nos projetos aqui descritos é a de
Barbosa (2001) que caracteriza a Modelagem Matematica como “um ambiente de aprendizagem
em que os alunos sdo convidados a indagar e/ou investigar, por meio da matematica, situacdes
com referéncia na realidade” (p. 31).

Autores como Bassanezi (2002), Burak (2010) e Franchi (2007), entre outros, defendem
que a Modelagem pode ter como ponto de partida a investigacdo sobre temas de interesse dos
estudantes. Problemas podem ser formulados e resolvidos tendo como referéncia os estudos a
respeito do tema pesquisado:

O desenvolvimento de projetos tematicos usando a Modelagem Matematica pode ser
uma alternativa para educar por meio da Matematica. As investigagdes a respeito de temas
escolhidos pelos estudantes, ou negociados com o professor, podem propiciar reflexdes
acerca dos contextos dos temas. Nos processos de organizar e representar os dados obtidos,
assim como nas problematizacdes e procura de soluces, é possivel abordar conceitos
matematicos relacionados. (Ferreira; Franchi, 2016, p. 2)

Quando nos ambientes de investigacdo das situagdes da realidade a Matematica é
usada para compreender, interpretar, procurar solucdes e se posicionar criticamente frente
aos problemas investigados (Araujo, 2009; Franchi, 2002; Barbosa, 2001) a Modelagem se
enquadra na chamada perspectiva sociocritica (Kaiser & Siriramann, 2006), em
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consonancia com a Educacdo Matematica Critica. Para Araujo (2009) “o propoésito central
dessa perspectiva relaciona-se a objetivos pedagogicos de compreensao critica do mundo”

(p. 57).

Skovsmose (2007) indica que “a educacdo matematica critica esta ligada aos diferentes
papéis possiveis que a educacdo matematica pode e poderia desempenhar, em um contexto
sociopolitico particular” (p.74). Para o autor, a educacgédo tem que ter papel ativo no combate as
disparidades sociais, 0 que ndo é possivel se as pessoas ndo questionam, ndo conhecem e nao
cobram seus direitos, ndo se posicionam diante das situacfes que vivem (Skovsmose, 2005).
Nesse sentido a Educacdo Matematica Critica deve promover a cidadania critica (Skovsmose,
2008).

A participacao dos estudantes em projetos de Modelagem desenvolvidos na perspectiva
sociocritica pode contribuir para a formacéo critica do estudante ¢ despertar “novos olhares,
quer sobre a matematica e os fatos investigados, quer sobre a realidade social que se encontra ao
seu redor” (Jacobini e Wodewotzki, 2006, p. 73).

As maneiras de conduzir atividades de Modelagem com as caracteristicas que destacamos
sdo muitas. A seguir exemplifico duas dessas maneiras, descrevendo projetos desenvolvidos em
contextos diferentes, ambos com temas escolhidos pelos estudantes.

Projeto Um: tema Unico

O projeto, denominado neste artigo como Projeto Um, foi desenvolvido com alunos do
nono ano do ensino fundamental de uma escola privada brasileira. Participaram 16 alunos com
idades entre 14 e 16 anos. Foram encontros semanais, realizados em horario diferente e de forma
independente das aulas regulares da disciplina Matematica, durante trés meses.

A pesquisa, na qual o projeto se insere, foi desenvolvida por Campos (2015) e teve a
seguinte questdo de investigacdo: “Que contribui¢des uma proposta pedagogica orientada pela
Modelagem Matemaética pode trazer para o desenvolvimento de posturas criticas nos
estudantes?”. Buscou identificar as contribuigdes da forma de conducéo das atividades de
Modelagem Matemaética de uma sala de aula democratica e dos didlogos para desenvolvimento
de posturas criticas nos estudantes. Por essa razdo as atividades foram conduzidas de modo a
estimular as manifestacGes e dialogos entre todos os envolvidos no projeto. Sempre que possivel
as decisdes foram compartilhadas, oportunizando as iniciativas dos participantes.

Os estudantes foram convidados a escolher temas que desejassem estudar. Divididos em
trés grupos fizeram uma pesquisa inicial sobre os temas: Serra de Ouro Branco, Copa do Mundo
e Cinema. Apresentaram essas pesquisa aos demais colegas da classe e, ap6s discutirem sobre as
possibilidades de continuidade nos diferentes temas, optaram por abordar um unico tema, a
saber, o tema Copa do Mundo. Vale ressaltar que o assunto despertou interesse pois o Brasil
estava prestes a sediar a Copa de 2014.

Continuando os trabalhos, cada grupo realizou nova pesquisa exploratoria sobre o tema,
escolhendo os assuntos que iriam estudar. Os assuntos foram: manifestagdes populares e
repercussdes da Copa do Mundo de 2014; gastos com a Copa do Mundo de 2014; pontos
positivos e negativos da realizacdo da Copa do Mundo de 2014 no Brasil. Cada grupo sintetizou
suas pesquisas em textos elaborados coletivamente. Houve outra apresentacdo aos colegas e
decidiram aprofundar os estudos no tema “gastos com a Copa”. Durante essa etapa foi possivel
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perceber que os alunos ndo estavam se posicionando criticamente sobre o tema, muitas vezes
apenas reproduzindo opiniBes divulgadas pela midia. Buscando estimular a reflex&o critica foram
selecionadas reportagens com pontos de vista diversos sobre o tema e proposto que 0s
participantes realizassem um estudo sobre elas. As reportagens foram debatidas, nessa
oportunidade de forma mais critica.

Os participantes se interessaram, em seguida, por estudar os gastos com a construcéo dos
estadios. Fizeram um levantamento sobre os gastos de cada estadio, discutindo a pertinéncia da
construcdo de cada um, naquela regido e naquele momento. Procuraram entender também a
origem das verbas destinadas as construcdes e as fontes de financiamento. Para entender as
possibilidades de financiamento entrevistaram um comerciante local que havia obtido um
financiamento de banco publico brasileiro para a sua loja.

Tendo consciéncia sobre 0 montante dos gastos, e estimulados pelo professor, decidiram
avaliar o que poderia ser feito localmente, na cidade em que residiam, com o valor gasto para a
construcédo de dois dos estadios. Identificaram que havia déficit de moradias na cidade e
resolveram avaliar as possibilidades de construcdo de casas populares. Pesquisaram sobre locais
adequados de acordo com as necessidades da populacao, sobre o tipo de residéncia, sobre a
localizagdo da casa no terreno e sobre os custos de construcdo. Para isso fizeram pesquisas na
internet, visitaram uma imobiliaria, um conjunto habitacional e entrevistaram um morador desse
conjunto. Em seguida fizeram a estimativa do nimero de casas que poderiam ser construidas
dentro das condi¢des escolhidas. Concluiram que com os gastos para construgdo de dois dos
estadios poderiam ser construidas 11460 casas populares. Nas figuras 1 e 2 temos anota¢des dos
estudantes sobre essas conclusoes.

Figura 1. Custo da casa. Figura 2. Estimativa do nimero de casas.

Tendo finalizado o projeto, apresentaram os resultados para os demais alunos da escola,
conduzindo um debate sobre o tema. Ao final do estudo foi perceptivel mudancas nas posturas
dos estudantes, sendo questionadores, refletido criticamente sobre as informag6es, buscando
alternativas variadas para resolver problemas e se posicionando criticamente frente as situaces
diversas que estudaram.

Projeto Dois: temas diversos

O projeto, denominado neste artigo de Projeto Dois, foi desenvolvido em duas turmas do
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primeiro ano do ensino médio, de uma escola publica brasileira. Em cada sala havia 35
estudantes, com idades variando entre 14 e 18 anos. Foi desenvolvido em aulas regulares da
disciplina Matematica. Parte da carga horaria foi reservada para o projeto e parte dedicada as
demais atividades do curriculo. Das seis aulas semanais da disciplina, em média duas foram
utilizadas para a Modelagem, durante quatro meses.

A pesquisa na qual o projeto se insere foi desenvolvida por Ferreira (2013) e teve a
seguinte questdo de investigacdo: “Que contribuices uma proposta pedagodgica baseada na
Modelagem Matematica e no uso de Ambientes Informatizados pode trazer para a abordagem
do conceito de Fungdo na perspectiva da Educa¢do Matematica Critica? ”. Havia, portanto, dois
aspectos principais a serem considerados: o desenvolvimento deveria possibilitar reflexes
criticas nos contextos dos temas escolhidos e também possibilitar a abordagem dos contetdos
matematicos relativos ao tema “fungdes”, constante do plano de ensino da disciplina.

Inicialmente os alunos, organizados em grupos, escolheram temas de seu interesse. Cada
grupo fez uma pesquisa exploratdria sobre o tema escolhido, construiu um texto coletivo (em
ambiente virtual colaborativo) e preparou sua apresentacdo para os demais colegas da sala.
Alguns dos temas foram: pontos turisticos da cidade de Ouro Preto (Casa dos Contos), Segunda
Guerra Mundial (holocausto), Musica, Drogas (alcoolismo), Redes Sociais e Desenho Artistico
(mangd). Um grupo de cada sala foi escolhido para apresentar inicialmente seu trabalho. Nessa
etapa ocorreram discussdes ligadas aos temas, cabendo aos grupos se posicionarem criticamente
frente aos questionamentos levantados pelos colegas, defendendo suas opinides com base nas
pesquisas realizadas.

Na etapa seguinte foi trabalhado o conceito de funcéo utilizando os dados apresentados
pelos diferentes grupos a respeito dos temas pesquisados. Foram construidas situacdes nas quais
0s estudantes tinham que organizar os dados em tabelas com duas colunas, estabelecendo
correspondéncias entre elas e avaliando suas caracteristicas. Buscou-se, com isso, construir o
conceito de funcdo, que foi em seguida definido formalmente.

Depois 0s demais grupos apresentaram seus trabalhos, na mesma dindmica anteriormente
descrita, fomentando as discussdes criticas a respeito dos temas. Em seguida foram feitas
interpretacdes dos graficos apresentados pelos grupos e por fim matematizacdes e elaboracgdes de
modelos matematicos, tendo como base os dados dos trabalhos.

A titulo de exemplo trago uma problematizacéo levantada por um dos grupos que visitou
um ponto turistico da cidade, onde havia uma exposi¢do de Moedas Brasileiras. Os estudantes se
interessaram por entender os motivos que levaram o pais a ter realizado tantas trocas de moedas
no passado e descobriram que o motivo foi a grande desvalorizacdo da moeda provocada pela
inflacdo. Muitas das trocas ocorreram dividindo o valor por mil e mudando o nome da moeda.
Trazendo para um contexto da época em que o projeto foi desenvolvido, buscaram fazer uma
previsdo sobre em que momento poderia haver necessidade de trocar a moeda novamente no
Brasil. Desenvolveram estratégias para responder a pergunta, considerando a média de inflagdo
dos altimos dez anos. Inicialmente fizeram calculos ano a ano. Percebendo a regularidade,
propuseram uma férmula e, com uso de calculadoras obtiveram a resposta. Nas anotaces
apresentadas na Figura 3 estdo os calculos feitos por um dos grupos e a estimativa de 119 anos
para uma possivel troca de moedas.
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Figura 3: Estimativa da troca de moedas.

A Matemaética foi utilizada para encontrar uma solugdo para o problema proposto e, com
isso, foi possivel discutir a importancia do controle da inflacdo para a economia do pais e para a
vida dos cidad&os.

Consideracoes Finais

Os dois projetos descritos referem-se a pesquisas relativas a Modelagem Matemaética na
perspectiva da Educacdo Matematica Critica. Foram desenvolvidos de forma a estimular a
reflexdo e a critica dos estudantes sobre os temas abordados.

A forma como cada um foi conduzido foi determinada pelos contextos nos quais estavam
inseridos. O Projeto Dois foi desenvolvido nas aulas de Matematica, em uma condi¢&o bem
restrita, uma vez que havia necessidade de cumprir o planejamento da disciplina, de acordo com
as normas da escola, inclusive com calendario comum estabelecido com os demais professores
das outras salas do mesmo ano. Embora se buscasse flexibilizar o curriculo abrindo espaco para a
Modelagem, era preciso cumprir 0 programa. A estratégia utilizada foi dividir as aulas,
reservando parte delas para a Modelagem. Embora os grupos pudessem trabalhar livremente com
os temas escolhidos, houve o olhar atento do professor para perceber as oportunidades de
abordar o conteldo matematico previsto (no caso, funcdes) a partir dos dados coletados pelos
grupos nos diferentes temas e das matematizacdes feitas buscando responder as questdes
levantadas pelos grupos. Entdo, a partir de certo tempo, ndo houve mais a necessidade de dividir
as aulas entre contetido e Modelagem, as duas coisas se integraram. Cada grupo escolheu um
tema diferente mas tudo foi socializado, de modo que todos conheceram todos os assuntos e
trabalharam com eles.

Ja o Projeto Um foi desenvolvido em horario separado das aulas regulares de Matematica.
Né&o havia preocupacgdo com o contetdo matematico em si. Mas é claro que também foram
aproveitadas as oportunidades de trabalhar a Matematica que apareceu relacionada aos assuntos
estudados. Nesse projeto, embora os grupos tivessem inicialmente escolhido temas diferentes, as
decisdes foram sendo tomadas na direcdo de trabalhar um tema Unico para os trés grupos
formados. O tema foi sendo delimitado ao longo das atividades, procurando focar em algo mais
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especifico. Dessa forma, o tema geral Copa do Mundo foi se transformando em “gastos com a
Copa” e depois, mais especificamente, gastos com os estadios. Vale destacar a oportunidade
percebida pelo professor em trazer o tema geral para uma reflex&o critica local, que de certa
forma transformou o tema Copa no Brasil em Habitacdo na cidade de Ouro Branco. 1sso gerou
um envolvimento ainda maior dos estudantes.

Em ambos os projetos foi perceptivel a mudanca de comportamento dos estudantes que,
no inicio tiveram uma participacédo de certa forma timida, mas, que foram, ao longo do trabalho,
se envolvendo e participando mais, tomando decis@es, expondo suas ideias e expressando
opinides. Por meio da Matematica foi possivel compreender a realidade, encontrar solucbes para
os problemas formulados e refletir de forma critica sobre os contextos estudados. Foi possivel
perceber também o protagonismo dos participantes, ndo apenas nas iniciativas durante os
trabalhos, como também nas alternativas que encontraram e propuseram para modificar os
contextos estudados. Dessa forma foi possivel identificar o potencial das atividades do ponto de
vista pedagdgico, com relacdo as posibilidades de aprendizagem da Matemaética e do
desenvolvimento de posturas criticas nos participantes. Destacamos também os resultados das
pesquisas desenvolvidas no que diz respeito as contribui¢cdes da Modelagem Matematica para a
Educacdo Matematica Critica.
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Resumen

En este trabajo se hace una propuesta de ensefianza para las areas de ciencias
naturales y exactas, con la posibilidad de integrarse con otras areas. Se hace uso de la
geometria para construir un modelo que permita visualizar el recorrido del Sol en
diferentes ciudades en los dias de solsticios y equinoccios, esto con el objetivo de
que el estudiante reconozca su entorno y lo lleve a leer una realidad que a veces
parece lejana. Se desarrolla con estudiantes de grado undécimo de una institucion
privada del municipio de Copacabana (Ant). Se realiza una introduccion a la
actividad, un analisis del modelo y un trabajo conjunto para la construccion de la
maqueta. Al final de este las estudiantes manifiestan agrado por la actividad debido a
que logran encontrarle una finalidad, por ejemplo, a la construccion de rectas
paralelas y perpendiculares al ver su aplicabilidad en situaciones reales.

Palabras clave: Paralelismo, perpendicularidad, latitud, solsticio, equinoccio,
coordenadas, modelo geocéntrico.

Introduccion

En la antigliedad se propusieron varios modelos del universo, pero solo uno surge como
ganador dentro de todos estos, el modelo geocéntrico propuesto por Claudio Ptolomeo,

que con el paso del tiempo es mejorado. Este modelo fue una estructura completa desde
el punto de vista matematico, solo que la sencillez y, las diferencias en los célculos con

las mediciones hechas que se van presentando desde el siglo XV con la creacion de
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instrumentos mas precisos que los anteriores le dan mayor validez a un nuevo modelo, el
heliocéntrico. La estructuracion de un modelo a partir de la matematica le da validez y
seriedad a este, pero en el ambito educativo es necesario un modelo adicional que ayude a
entender o visualizar como se presenta el modelo matematico. Por eso, a traves de la
historia es muy comun encontrar instrumentos educativos (modelos representativos) que
ayudan a entender como se ha llevado a cabo el proceso de creacion y comprension del
conocimiento cientifico.

En los instrumentos que tradicionalmente se han utilizado para ensefiar astronomia y
matematica aplicada, como lo plantean Ten Y Monros, 1985; estan la esfera armilar, el
zbcalo de Ptolomeo, el torquetum, la ballestilla, todos estos con el objetivo de facilitar la
comprension de la boveda celeste.

En este trabajo se propone construir un instrumento que como los anteriores, ayude a la
comprensién de un fenémeno fisico periddico, como lo es el recorrido aparente del sol
alrededor de la Tierra. Para este se recurre al modelo geocéntrico y se hace uso de
conceptos geométricos como paralelismo, perpendicularidad, arco, circunferencia, area,
angulo; reflejando asi la integracion de diversas ciencias, en este caso, geometria y
astronomia en funcién de un solo objetivo.

En el campo educativo, no cabe duda de la importancia del aprendizaje de la geometria
para la comprensién de modelos matematicos que describen un sinnimero de fenémenos
fisicos que se observan en el Universo. Pero es, su tratamiento en la escuela el que
presenta dificultades y al final de un proceso los resultados que evidencian los estudiantes
quizas no son los esperados. Una de las recomendaciones es enfatizar en la construccion
de significados de los contenidos geométricos a través de su utilidad, aqui los estudiantes
deberén pasar de un control empirico a un control por parte del razonamiento,
construyendo asi el saber geométrico. (Gadino, 2007) Es tarea pues del docente,
encontrar situaciones que busquen analogias, y generalizaciones donde se descubran
aplicaciones en distintos contextos, se propende entonces desarrollar segun Hoffer, 1981
(Bomone,Chiappero y Pellegrino, 2007) las habilidades en geometria como son: visuales,
verbales, de dibujo, I6gicas y de aplicacion.

Con base en lo anterior, esta propuesta quiere evidenciar que lo que se ensefia en la
escuela puede tener una permanente aplicacion en la vida real, buscando asi que a medida
gue se comprenden y generalicen los conceptos geométricos los estudiantes podran leer
mejor su entorno.

Teniendo en cuenta los estandares basicos de aprendizaje, este trabajo se alinea con
algunos de ellos en los que la geometria toma importancia para la modelacion de
situaciones fisica. Uno de estos es: “Uso representaciones geométricas para resolver y
formular problemas en las matematicas y en otras disciplinas”, EIl estandar corresponde
al pensamiento espacial y sistemas geométricos para el grado 9.

Objetivo general

Desarrollar una propuesta de ensefianza de los recorridos aparentes del Sol en el grado
undécimo, haciendo uso de conceptos geométricos Yy teniendo como base al modelo
geocéntrico.
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Objetivos especificos

Aplicar los teoremas de paralelismo y perpendicularidad de las rectas para generar planos
paralelos.

Relacionar la latitud de una ciudad con el recorrido del sol, teniendo presente el eje de
rotacion de la tierra.

Construir una maqueta que permita la visualizacion de los recorridos aparentes del Sol en
los dias de solsticio y de equinoccio.

Mostrar la interdisciplinariedad de la actividad propuesta.

Desarrollo de la propuesta

Contextualizacion:
Para el desarrollo de la actividad se elige el grado undécimo del Hogar y Colegio Santa Leoni
Auviat, una Institucion de caracter privada del municipio de Copacabana (Antioquia) que cuenta
con 65 nifias internas, las cuales pertenecen al hogar debido a que poseen bajos recursos
econdémico y sus familias no pueden estar con ellas por cuestiones laborales, porque viven en
veredas alejadas de la Institucion o porque quienes se hacen responsables de ellas no pueden
tenerlas de tiempo completo en sus hogares.

Actividad previa:
Previo a la realizacion de la actividad, se hace un recuento de como se producen las estaciones
del afio y la importancia de los equinoccios y los solsticios para el inicio de estas. Para ello se
hace una lluvia de ideas con los conocimientos de las estudiantes (ellas trabajaron el tema en
octavo) y luego se proyecta un video para dejar claras las ideas fundamentales sobre los
equinoccios y solsticios.
También con el apoyo de un globo terrdqueo, se recuerda cuales son las coordenadas terrestres y
como obtener la latitud y longitud de determinada ciudad, centrandose en la latitud ya que es la
coordenada que se utilizaria en la actividad. Las estudiantes quedan con el compromiso de
consultar de alguna ciudad su latitud, clima y altura con el objetivo de analizar la relacién de
estas variables con la ubicacion de la ciudad y de integrar otras areas del conocimiento en la
actividad.
Finalmente, se recuerda como construir rectas paralelas y perpendiculares con regla y compas,
con el fin de que se puedan realizar construcciones precisas y que las estudiantes apliquen
dichos conceptos en la construccion de modelos reales y encuentren significativo su aprendizaje.

Construccion de la maqueta:
Con la orientacion de quienes desarrollamos esta propuesta y una guia disefiada previamente con
las indicaciones para la construccion del modelo, las estudiantes organizadas en grupos de tres
construyen sus maquetas, teniendo en cuenta ciudades que se encontraban en diferentes latitudes;
esto con el fin de observar las trayectorias del sol en un mismo dia pero en un lugar diferente de
la tierra.
Con el desarrollo de la actividad, las estudiantes logran encontrarle una finalidad a la
construccion de rectas paralelas y perpendiculares debido a que pueden ver su aplicabilidad en
situaciones reales (poder generar planos paralelos para representar los solsticios de verano e
invierno) y en areas del conocimiento que son de su interés (la astronomia).
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Figura 1y 2. Proceso de construccién de la maqueta

Socializacion y conclusiones:
Luego de que las estudiantes terminaran de construir sus modelos, se muestra cémo varia la
duracion del dia en las diferentes ciudades de acuerdo con la latitud a la que se encuentran y se
analiza cébmo ésta se relaciona con el clima de dichos lugares y lo que implica la relatividad
cuando se habla de los equinoccios y solsticios con respecto a los hemisferios terrestres.
Las estudiantes manifiestan asombro al observar sus trabajos debido a que logran comprender
por qué en algunos lugares del mundo (como por ejemplo en Rusia, que lo vieron con la
transmision del mundial 2018) hay luz solar a las 8:00 pm.

Figura 3 y 4. Momento de socializacion

Conclusiones:

La construccion de la maqueta permitié mostrar a las estudiantes una de las aplicaciones reales
que tienen los teoremas de paralelismo y perpendicularidad, aun teniendo en cuenta que la
interpretacion de la construccion era espacial, tomando asi un nuevo sentido el uso de los
conceptos geometricos estudiados en clase.

En el area de ciencias sociales se trabajan las coordenadas geograficas como puntos en la
superficie del planeta desconociendo que estan relacionadas con las coordenadas esféericas y que
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son necesarias para comprender el recorrido aparente del Sol. A través de la maqueta se observa
esta relacion y la interdisciplinariedad para abordar un fenémeno.

Recomendacioén:

Posterior a este trabajo se puede hacer un abordaje matematico que relacione la latitud de una
ciudad y el tiempo de presencia del Sol por encima del horizonte local.
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Resumo

Este artigo ¢ um recorte dos resultados de uma tese de doutorado em que se
investigoucomo ocorre o ensino e a aprendizagem de derivadas no contexto da
Resolugdo de Problemas. A pesquisa ¢ qualitativa e foi desenvolvida por meio da
observag¢ao participante e analise documental, numa turma de 2° ano do Ensino
Meédio integrado ao Técnico. Assumimos a concepgao de resolugcdo de problemas
como um ponto de partida para ensinar Matematica, entendida como um meio
de(re)construir conhecimentos a partir de anteriores e ao longo do processo de
resolucdo de um ou mais problemas.Assim ¢ considerada como uma metodologia de
ensino-aprendizagem-avaliagdo permitindo que o aluno possa construir seu proprio
aprendizado com compreensao e significado. Retratamos alguns episddios ocorridos
durante a realizacdo das atividades e apresentamos recortes que nos permitiram
perceber como a (re)construcdo de conhecimentos ¢ favorecida ao se ensinar
derivadas através da resolucao de problemas.

Palavras chave: Educacdo Matematica, resolucdo de problemas, ensino
profissionalizante,derivadas, (re)construgdo de saberes.

Introducao

Este trabalho apresenta parte dos resultados de uma tese de doutorado desenvolvida com
estudantes do 2° ano do Ensino Médio integrado ao Técnico do Centro Federal de Educagao
Tecnologica de Minas Gerais (CEFET-MG), na qual investigamos como ocorre o0 ensino-
aprendizagem-avaliacdo de derivadas através da Resolugdo de Problemas.

Julgamos adequado,primeiramente,ouvir professores e alunos do curso técnico de
Eletronica sobre a importancia dos contetidos de Célculo na grade curricular e sobre suas
aplicabilidades na area técnica. Nesse sentido, uma das nossas primeiras a¢des de pesquisa foi
conhecer, através de questionarios, o que professores das disciplinas técnicas e alunos do 3° ano
do curso técnico de Eletronica t€m a dizer sobre a utilizagdao dos contetidos de Calculo em
disciplinas da area técnica de Eletronica (Pagani, Allevato, 2014a). Através das vozes desses
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. . 1 . . . , 4.
professores e alunos constatamos que o ensino de derivadas e integrais no Ensino Médio
Técnico de Eletronica do CEFET-MG realmente se fazia necessario e carecia de atengao.

O grupo que participou da pesquisa desenvolvida em sala de aula era composto por 34
alunos que desenvolveram as atividades em duplas. Eram alunos de 16 e 17 anos de idade, que
cursavam as disciplinas técnicas no periodo da manha e as disciplinas do niicleo comum, como a
Matematica, no turno da tarde. Nao havia nesse grupo alunos que estivessem repetindo a série,
de maneira que os conteudos relativos a derivadas eram, até entdo, supostamente desconhecidos
pelos mesmos.

Metodologia da pesquisa

Este trabalho se inserenuma pesquisa de abordagem qualitativa realizada por meio da
observagao participante e da anélise documental.

A pesquisa qualitativa tem como principal objetivo compreender os fendmenos que se
observa, favorecendo o enfoque interpretativo e presumindo que o conhecimento vai se
(re)construindo constantemente nas relagdes estabelecidas entre os sujeitos de pesquisa. Nao se
preocupa com a representatividade numérica dos dados, nem trabalha com instrumentos
estatisticos ou regras. Ao contrario, esse tipo de abordagem enfatiza a descri¢do e a indugdo
(Bogdan; Biklen, 1994).

Na pesquisa que realizamos, a partir da proposi¢ao de problemas (problema gerador) os
alunos eram estimulados a construir conhecimentos sobre derivadas, recorrendo, inicialmente,
aos seus conhecimentos de Matematica. Os alunos trabalharam em grupos (duplas), discutiram
processos de resolu¢do do problema, analisaram as solugdes, sempre estimulados e orientados
pela professora pesquisadora. A professora pesquisadora também pode avaliarcontinuamente o
ensino e a aprendizagem, adequando e reformulando os problemas, quando necessario. Dessa
forma ¢ que entendemos que a investigacao que aqui relatamos se insere na modalidade de
pesquisa participante.Os documentos utilizados para obtencao de informagdes sdo os
manuscritos com os registros das resolucdes dos problemas propostos aos alunos e que foram
entregues a professora pesquisadora.

O ensino e aprendizagem de Calculo

A partir do nosso interesse no ensino e na aprendizagem de Calculo, julgamos conveniente
fazer um levantamento de algumas teses e dissertacdes (Pagani; Allevato, 2014b) que, de alguma
forma, abordassem esse tema, a fim de construirmos um balanco que apontasse os rumos que as
pesquisas estdo seguindo e quais contribui¢des tém trazido em seus textos.

Como era de se esperar, este mapeamento realizado apontou que, apesar de existirem
alguns trabalhos que discutem o Calculo no Ensino Médio, a maior parte das pesquisas discute o
Célculo no ambito do Ensino Superior. Esse mapeamento nos levou a perceber que as
dificuldades existentes no ensino e na aprendizagem de Calculo, evidenciadas pelos altos indices
de reprovacgao nos cursos iniciais, constituem a principal motivagdo para a realizagdo dos
trabalhos analisados.

Observamos, na literatura pesquisada, que o debate sobre o ensino e a aprendizagem de
contetidos e ideias basicas do calculo no ensino médio ainda é bastante limitado. Todavia, ha

1 . . . ~ . .
Quando usamos a palavra derivadas, estamos nos referindo a derivadas de fung¢des reais de uma variavel
real
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consenso quanto ao ensino de ideias e elementos do Célculo no Ensino Médio ser bastante
pertinente nos dias de hoje, uma vez que esses contetidos podem estar ao alcance de alunos desse
nivel de ensino e que o calculo ¢ uma disciplina de relevante importancia no desenvolvimento da
ciéncia e da tecnologia.

Os estudos realizados apontam que as discussdes sobre o ensino e a aprendizagem de
conteudos de Calculo no Ensino Médio ainda carecem de atengdo e reforgaram nossa proposta de
investigar novas metodologias que favoregcam o ensino-aprendizagem de derivadas nesse nivel
de ensino. Vale ressaltar que ndo encontramos na literatura pesquisada trabalhos que investiguem
o ensino de Célculo no contexto do Ensino Médio Técnico. Isso nos levou a crer que hé caréncia
de investigagdes sobre o ensino de Célculo na Educagdo Bésica.

O ensino de Matematica através da Resolucao de Problemas

As investigagdes sobre Resolucao de Problemas surgem com George Polya, na década de
1940 e ressurgem na década de 1970, ap6s o declinio da Matematica Moderna e, no fim desse
periodo, a Resolucao de Problemas emerge na Educacdo Matematicae ¢ caracterizada por
considerar o aluno, no processo de ensino e aprendizagem, um ser ativo, e por primar pela
constru¢ao do conhecimento, e ndo pela simples repeti¢do de técnicas e algoritmos.

A partir da década de 1980, principalmente, foram feitos grandes esforgos no sentido de
desenvolver materiais e curriculos que pudessem favorecer o trabalho com Resolugdo de
Problemas na Matematica. Esses esfor¢os foram e continuam sendo tteis para ajudar os
professores interessados em tornar a Resolugdo de Problemas o foco em suas salas de aulas.
Entretanto, isso ndo foi suficiente para que esse trabalho em sala de aula atingisse o sucesso
desejado, e isso se deve, provavelmente, a pouca ou quase nenhuma concordancia entre as
diferentes formas de se trabalhar com Resolug¢do de Problemas sendo ela o foco da matematica
escolar (Onuchic, 1999; Schroeder e Lester, 1989). Uma das maneiras de distinguir essas
diferentes concepcdes sobre Resolugdo de Problemas, apresentada por Hatfield (1978 apud
Shroeder, Lester, 1989, p. 32) e ratificada por Schroeder e Lester (1989),continua presente no
ambiente de ensino, sendo elas: (1) Ensinar sobre a Resolucao de Problemas,(2) Ensinar
(Matematica) para a Resolucdo de Problemas,(3) Ensinar (Matematica) através da Resolucao de
Problemas.

Assumimosque problema ¢ “tudo aquilo que ndo se sabe fazer mas que se esté interessado
em fazer”(Onuchic; Allevato, 2011, p. 81) e conduzimos o trabalho em sala de aula sob a
perspectivada terceira concepgao, em que a resolucdo de problemas é considerada como um
ponto de partida para ensinar Matematica, entendida como um meio de se obter novos
conhecimentos a partir de anteriores ou ao longo do processo de resolugdo de um ou mais
problemas.

A Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacio de Matematica através da Resoluciao
de Problemas

A Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo através da Resolucao de Problemas ¢
uma perspectiva de ensino que esta apoiada na triade ensino-aprendizagem-avalia¢do e que
utiliza o problema para desenvolver a constru¢do do conhecimento de algum conceito
matematico de forma que o aluno possa construir seu proprio aprendizado com compreensao e
significado.O ensino-aprendizagem de topicos matematicos comega a partir de um problema, que
seja util ao desenvolvimento do contetudo; ou seja, que contenha aspectos fundamentais desse
topico matematico que se quer trabalhar em aula. Encaminhamos as atividades em sala de aula
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segundo essa metodologia, utilizando 9 (nove) etapas apresentadas por Allevato e Onuchic
(2009): 1) Preparagao do problema- Selecionar o problema visando a constru¢do de um novo
conceito, principio ou procedimento. Esse problema serd chamado de problema gerador. 2)
Leitura individual. 3) Leitura em conjunto-Formar grupos (duplas) e solicitar a leitura do
problema. 4) Resolucdo do problema- Os alunos, em seus grupos, buscam resolvé-lo. 5)
Observar e incentivar- O professor observa, analisa o0 comportamento dos alunos e estimula o
trabalho colaborativo. 6) Registro das solugdes na lousa-representantes dos grupos registram na
lousa, suas solugdes. 7) Plenaria-Para essa etapa todos os alunos sdo convidados a discutirem as
diferentes solugdes registradas na lousa pelos colegas. 8) Busca do consenso- Apds serem
sanadas as duvidas e analisadas as resolucdes e solucdes obtidas para o problema, o professor
tenta, com a classe, chegar a um consenso sobre o resultado correto. 9) Formalizagdo do
conteudo-Neste momento, denominado “formaliza¢do”, o professor registra na lousa uma
apresentacao “formal”- organizada e estruturada em linguagem matematica, padronizando os
conceitos, os principios e os procedimentos construidos através da resolu¢ao do problema.

Saberes matematicos e (re)construcao de conhecimentos

As atividades realizadas pelos alunos e as respostas as mesmas registraram episodios que
nos levaram a estruturar a andlise e a discussdo dos dados segundo categorias seguintes, dentre
elas, os saberes matematicos e (re)constru¢do de conhecimentos.Nao discutiremos aqui todas as
atividades realizadas pelos alunos, e sim, recortes das resolucdes entregues por eles. Analisando
os protocolos entregues pelos alunos, esses recortes foram escolhidos por realgarem elementos e
episodios que evidenciam saberes matematicos e estratégias utilizadas pelo grupo de alunos para
construirem o conceito de derivadas e reconstruirem outros.Para realizarmos o trabalho, cujo
objetivo principal era desenvolver o conceito de derivada de uma fung¢do, iniciamos com
problemas que tratavam do conceito de taxa de variagdo média, como a seguir, apresentado na
figura O1:

Um corpo em movimento retilineo inicia seu movimento num instante t=0. A Tabela I
informa sua posi¢do em cada instante t da sua trajetoria:

Tempo (t) em segundos Posicao (s) em metros
0 0
1 1/4=0,25
2 1
3 9/4=2725
4 4
5 25/4=06,25

Tabela I

A partir das informagdes acima, registre na segunda coluna da Tabela II o valor (em

metros) da distdncia percorrida pelo corpo por segundo em cada intervalo de tempo Az :

Tempo ( Az ) em segundos Deslocamento por segundo (em média)

de t=0 a t=1
de t=0at=2
de t=2 a t=5
det=1at=4
de t=0 a t=5

Tabela II
1) Explique como vocé fez para calcular os valores da tabela acima.

2) Analise as respostas acima e interprete-as no contexto do problema.
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Figura 01. Problema 01/atividade 01

Nos protocolos analisados, observamos que todos os alunos entenderam o que foi
solicitado na Tabela II e, desconsiderando os pequenos erros de célculo, realizaram essa parte da
atividade corretamente. Entretanto, ao responderem os itens 1 e 2 deste problema, apresentaram
respostas como as das figuras 2 e 3 a seguir.

1) Explique como vocé fez para calcular os valores da tabela acima?
© celenlo 4Qe *b'bo fnqor'do o wlor o cuslonc.a

O MAaepd el Jullourmlo do volot savcial .
dJ.N‘ d}m JQ / v
ut"uarg-“u _ P voru Ocol oo RoeepD O clodo

2) Analise as respostas acima e interprete-as no contexto do problema.
O wiruwo yor A0 od ottt procunomdo
U

"\JLLOQ« M faans | d“a_ ({Q W (‘ﬁ%

Figura 02

Percebemos nas respostas da figura anterior que a dupla conseguiu descrever corretamente
como resolveu essa parte do problema. Em seguida, relacionou o deslocamento por
segundocalculado a velocidade média do corpo, embora cometendo um pequeno erro ao

representar essa velocidade por ﬂao invés de M
AV At

Outros participantes procederam da mesma maneira para realizarem os calculos,
entretanto, foram além ao responderem o item 2.

1) Explique como vocé fez para calcular os valores da tabela acima?
Dal&ﬂmrh(nxv%éwﬁ‘wa@owm@ W;_.@\ ‘A‘W”M“
pdo Wnge ol muned & Tovepe wricsd .

0".”._ (Dp-0D0
(Te-L0
2) Analise as respostas acima e interprete-as no contexto do problema.
ApD@its Qe O COUR0 00 ln—mao de declocamen®d , powwui Jamo
cduxogop - Ppro wwo rdecdods sers, yundo 0 auwarde oo -
Pacso avloa o lyrr.po:u L

Figura 03

A resposta do item 1, apresentada por essa dupla, também reflete a compreensdo de que o
deslocamento solicitado ¢ dado pela variacdo do deslocamento dividido pela variacdo do tempo
no intervalo dado. Ao responderem o item 2, os integrantes da dupla deixaram claro que
associaram esse deslocamento a velocidade média e perceberam a variaciao da velocidade média,
associando-a a aceleragdo positiva do objeto. O problema permitiu aos alunos perceberem
detalhes das variacdes, variagdes nas variagdes, que ocorreram nessa situagdo relacionada ao
deslocamento de um corpo. Isso indica que o aluno foi mostrando “fragdes” do seu
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conhecimento construido durante o processo de ensino de derivadas através da Resolucao de
Problemas. Percebemos ai momentos em que os alunos tentaram relacionar o contetido
matematico com outros, como os da Fisica, o que sugere que essa associagao ¢ facilitada pela
metodologia de ensino através da Resolucao de Problemas, pois ela permitiu ao aluno se
expressar em cada uma das etapas propostas e utilizadas nesta pesquisa para encaminhar as
atividades em sala de aula. Agora apresentamos outras respostas na figura 04 a seguir:

Desiocamento por Segundo (em

Tempo ( Ar) em segundos média)

de t=0 a t=1 V-] 2 = Mg (.'Zf_m_.!;:

de t=0at=2 1-C /0 -+ Y .~ © -

de t=2 a t=5 i =Afa- L 3Swfo

de t=1 a t=4 @ —Ynsa = L 2 e fo

de t=0 a t=5 AT -/ = ) 2Swn S

Tabela Il

1) wmmummhmmamw .

Callcullovyor, oo wellocido de. wad\O, (devo ton-srio por
'5"".““‘**..: LoV G wociocdd do- ¢ositdd ( PgigtD .ymt?.- - posces
m\o\od,; ik Au A ‘o_d.a-. \maax;aa As  ewnpo.

2) m-mm-wmwmm.

-~

C  devlccoavrenic por S cmundo s

de  -jorvre. P‘oporc.\ow,..{,, Z oo CESwn /4

Figura 04

Esta figura retrata que alguns alunos, na tentativa de encontrarem padrdes nas respostas,
que lhes permitissem estabelecer relagdes com os conteudos apre(e)ndidos no decorrer da
trajetdria escolar, cometeram enganos que nos fizeram retomar conceitos, como o de
proporcionalidade, a fim de sanar as davidas que se apresentavam.

As respostas deste protocolam mostram que a dupla realizou corretamente os calculos do
deslocamento médio; no entanto, ao interpreta-lo no contexto do problema, “percebeu” que entre
algumas linhas da Tabela II havia uma variag¢ao de 0,25. Com isso, acreditaram, erroneamente,
que essa “regularidade” indicava uma relagdo de proporcionalidade. Ao recolhermos as
atividades, convidamos essa dupla para registrar sua resolu¢do na lousa, colocando-a para
reflexdo com os demais alunos, em plendria. Isso proporcionou um debate bastante produtivo
sobre o conceito de proporcionalidade e nos deu a oportunidade de esclarecer aos alunos, ainda
que rapidamente, o que sdo grandezas direta e inversamente proporcionais. Apds sanarmos as
duvidas, destacamos a defini¢ao formal de proporcionalidade.

Desse modo, o momento da plendria nos oportunizou esclarecer duvidas, tanto com relagdo
a conhecimentos prévios quanto com rela¢do ao novo contetdo que estava sendo construido,
além de nos permitir mostrar a necessidade e a relevancia de uma escrita matematicamente
correta. A professora pesquisadora salientou a importancia dos alunos se expressarem, de
questionarem e de ajudarem todo o grupo a chegar a um consenso sobre a resposta correta.
Paraconcluir o trabalho com o Problema 01/Atividade 01, a professora pesquisadora formalizou
a defini¢do de taxa de variagao média de uma fungdo num intervalo dado.

.Além disso, como ja mencionado anteriormente, os alunos também ja tinham
conhecimento sobre velocidade e aceleracdo de um corpo. Observamos que o ensino de
derivadas através da Resolucao de Problemas permitiu que esses alunos identificassem
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conhecimentos anteriores e promovessem relagdes entre a Fisica e a Matematica. Dessa forma,
foram construindo novos conhecimentos, (re)construindo outros e, nesse movimento,
identificaram relagdes entre conteudos de Matematica ou entre conteudos de Matematica e outras
areas do conhecimento.

Retratamos alguns momentos ocorridos durante a realizacao das atividades e apresentamos
recortes que nos permitiram perceber como a (re)constru¢do de conhecimentos ¢ favorecida ao se
ensinarem derivadas através da Resolugao de Problemas.

Consideracoes Finais

Este trabalho teve origem nas inquietagdes a respeito do ensino e da aprendizagem de
derivadas, que surgiram no decorrer da minha trajetoria pessoal e profissional. Como professora
de Matematica do Ensino Médio integrado ao Técnico no CEFET-MG, observei e vivenciei
dificuldades no processo de ensino-aprendizagem desses contetidos durante muitos anos.

Fundamentadas em nossos estudos sobre a Resolucdo de Problemas, em particular sobre a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo através da Resolucao de Problemas,
planejamos as atividades sobre derivadas a serem desenvolvidas em sala de aula. Essa
metodologia considera o problema, aqui chamado de problema gerador, como recurso inicial e
um meio através do qual o aluno vai (re)construir conhecimentos. Inicialmente, foram elaborados
17 problemas geradores que, por vezes, foram reelaborados durante o processo a fim de atender
as demandas de sala de aula.

Ao desenvolvermos as atividades em sala de aula utilizando a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliagdo através da Resolucao de Problemas, buscamos entender que
contribui¢des o uso dessa metodologia traz para o trabalho com derivadas no Ensino Médio
integrado ao Técnico. O desenvolvimento das atividades seguiu as 9 (nove) etapas sugeridas por
Allevato e Onuchic (2009), em cujo processo o professor se apresenta como mediador na
construcao de conhecimentos.

Apesar das dificuldades e desconfiancas iniciais dos alunos, vivenciamos uma experiéncia
muito rica com esse trabalho. Presenciamos os alunos construindo gradativamente seus
conhecimentos sobre derivadas, tendo o problema como ponto de partida para o ensino, para a
aprendizagem e formaliza¢ao do conteudo.

Uma das metas deste trabalho era promover oportunidades aos alunos de construg¢ao de
conhecimento, possibilitando-lhes questionar e entender seus proprios pensamentos. Nesse
sentido, a metodologia utilizada para desenvolver o contetido de derivadas em sala de aula foi de
fundamental importancia, pois, ao utilizar o problema como veiculo para aprendizagem, o aluno
passa a ser protagonista desse processo.

Ap6s o trabalho realizado com os problemas que envolviam célculos, interpretacao
geométrica, reflexdes sobre notacdo e linguagem matematica, a defini¢do de derivada de uma
fung@o num ponto foi recebida com naturalidade pelos alunos, que perceberam a relagdo entre
ela e os aspectos discutidos no decurso das atividades. Isso nos faz acreditar que trilhamos um
percurso que favorece o processo de constru¢do de conhecimentos.
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Resumen

En este articulo reportamos las pruebas y argumentaciones dadas por 15 estudiantes
de bachillerato (16-17 afios de edad) al resolver problemas de congruencia de
triangulos, en ambiente de papel-y-lapiz y tecnoldgico cabri-géomeétre; sin embargo,
aqui sélo son reportadas aquellas en ambiente estatico. Los estudiantes resolvieron
individualmente los problemas y al término de la solucion de cada uno de estos, el
profesor del grupo abrié una discusion plenaria, cuyo objetivo fue que los estudiantes
dieran a conocer la forma en que ellos los habian resuelto. Las pruebas y
argumenatciones dadas por los estudiantes, de los nueve problemas que les fueron
propuestos, coinciden con las reportadas en la literatura de investigacion relacionada
con este tema. Nuestros resultados sugieren que los estudiantes, con frecuencia, en
sus pruebas y argumentaciones se apoyan en evidencias empiricas, intuiciones e
incluso en experiencias personales surgidas de las figuras geométricas que les fueron
proporcionadas en los problemas.

Palabras clave: Prueba, geometria, congruencia, resolucion de problemas.
Introduccion

Desde hace aproximadamente 40 afios, se ha venido discutiendo la pertinencia o no de
incluir el tema de la demostracion en el curriculo de matematicas de los niveles basicos
(secundaria y bachillerato). Es cierto que no todos los temas de matematicas de estos niveles
educativos necesitan de una prueba formal; sin embargo, cuando los estudiantes inician el
estudio de temas de geometria euclidiana ciertos resultados o problemas contenidos en sus libros
de texto, requieren que los estudiantes den argumentos de porqué cierta propiedad geométrica es
vélida. Gran parte de los estudiantes de estos niveles educativos no se interesa en comprender, o
bien en aprender como demostrar ciertas proposiciones de geometria euclidiana, pues para ellos
las propiedades geométricas y algunas proposiciones, dado que son apoyadas en figuras, suelen
ser evidentes.

Marco conceptual

La literatura de investigacion relacionada con la demostracion en matematicas, y en el
ambito educativo es extensa. Por limitaciones de espacio, en este documento s6lo incluimos
algunas referencias bibliogréaficas; cuyo énfasis es la prueba y la argumentacion dadas por los
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estudiantes en los diversos niveles educativos. Por ejemplo, Van Dormolen (1977, citado por
Ibafies & Ortega, 2005, p. 25), se refiere a tres niveles de demostracion, dados por los
estudiantes; tales niveles son: a) nivel cero; caracterizado porque el estudiante se enfoca
Unicamente en objetos concretos, b) nivel uno, se caracteriza porque el estudiante piensa en
objetos como representantes de una clase, c) nivel dos; en este nivel el estudiante es capaz de
generalizar. Bell (1976) propuso tres propoésitos de la demostracion; ellos son: verificacion,
iluminacion y sistematizacion; de Villiers (1993, citado por Ibafies & Ortega, 2005, p. 29)
comenta dos funciones de la demostracion: descubrimiento y comunicacion; por su parte,
Balacheff (1987) menciona dos tipos de demostraciones en que los estudiantes utilizan los
ejemplos: las pragmaticas, basadas en la ostension; en este tipo de prueba, los estudiantes
recurren a la accion y a ejemplos concretos, Y las intelectuales; apoyadas éstas en la formulacion
de las propiedades matematicas puestas en juego y en las relaciones que existen entre ellas. A su
vez, las demostraciones pragmaéticas se subdividen en varios tipos: el empirismo ingenuo, la
experiencia crucial, el ejemplo genérico y la experiencia mental. Sifieriz y Ferraris (2005), Van
Ash (1993, citado por Ibafies & Ortega, 2005, p. 26) y Hanna (1990), entre otros, han contribuido
también al estudio y desarrollo de la prueba, de acuerdo con el tipo de lenguaje y grado de
formalidad utilizados.

Mas alla de los diferentes procesos de argumentacién y prueba utilizados por los
estudiantes para justificar los resultados en geometria, existe la problematica relacionada con los
diversos tipos de interpretacion de una representacion geométrica, en la que el razonamiento y la
visualizacion son aspectos de suma importancia, tal como son discutidos por Camargo, Perry y
Samper (2005) y por Palais (1999). Atendiendo a la problematica antes bosquejada, en esta
investigacion nos planteamos el siguiente objetivo: Explorar la funcion de la tarea en ambiente
de papel-y-lapiz en la demostracién. Es decir, codmo la tarea sugerida por el profesor, motiva y
hace ver la necesidad de probar resultados. En este articulo, pretendemos dar respuesta a la
pregunta: ;Qué tipos de pruebas emergen durante las soluciones dadas por los estudiantes a
problemas geométricos de congruencia de tridngulos?

Metodologia
Descripcion de la poblacién

Este estudio se llevo a cabo con 15 estudiantes (16-17 afios de edad) de segundo afio de
una escuela preparatoria ubicada en la Ciudad de México. Los estudiantes no tenian experiencia
en cémo llevar a cabo demostraciones en geometria. Durante tres sesiones de trabajo (la primera
de una hora y las otras dos de dos horas, cada una de ellas, fueron conducidas por el autor del
presente articulo), los estudiantes resolvieron problemas de geometria euclidiana; que incluyeron
tareas como: reconocimiento de figuras, construcciones geométricas, uso de teoremas y criterios
de congruencia de triangulos, asi como la validacion de sus resultados. Debido a problemas de
espacio, en este articulo s6lo documentamos el trabajo de siete estudiantes; cuyas
demostraciones ejemplifican los diversos tipos de demostraciones reportados en la literatura de
investigacion.

Seleccion y modificacion de los problemas

Del libro Geometria Plana y del Espacio (Wentworth & Smith, 1979), fueron elegidos
nueve problemas de congruencia de triangulos; estos problemas fueron modificados en cuanto a
su redaccion original. Fue llevada a cabo la solucion a priori de los problemas propuestos a los

Comunicacién XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2685



Ejercicio 4

Elementos de prueba en geometria euclidiana en ambiente de papel-y-1apiz: estudio con alumnos de
bachillerato

estudiantes; tales soluciones tienen el objetivo de prever las posibles pruebas y argumentaciones
de los estudiantes.

Implementacion de los problemas y acopio de datos

Se dispuso de 10 a 15 minutos para la resolucion de cada problema (de manera individual),
y de algunos minutos para la discusion grupal; conducida por el investigador. Se cuenta con el
registro de los nueve problemas de la actividad, con sus respectivas respuestas dadas por cada
uno de los estudiantes, usando papel y l&piz, asi como las videograbaciones del trabajo individual
y de la discusion grupal.

En seguida, son mostrados cuatro problemas (la numeracion de estos no significa el orden
en que fueron propuestos) asi como las pruebas y argumentaciones que dieron los estudiantes.

Problema 1: En el cuadrado D ABCD ! (Figura 1), P es punto medio de AB. Prueba que
PC = PD.

\ /|

\ /
N/
\
\/

A P B

Figura 1.Cuadrado y triangulos.
Estudiante A2. Argumentacion deductiva formal.

G
SA = < A= P
PRy ApTe meT ¥ xFB - c@”
AREEERARie tie AEETL PR = £

Figura 2. Uso del Teorema de Pitagoras.

La Figura 2 muestra el uso de las hipétesis del problema: dado que DA = CB y AP = PB,
al utilizar el Teorema de Pitagoras se concluye que PC = PD.

L0 ABCD es cualquier cuadrado cuyos vértices son A, B, C y D.
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Estudiante A4. Explicacion por evidencia.

Figura 3. Argumentacién apoyada en evidencias.

Como se muestra en la Figura 3, el estudiante afirma que los segmentos PC y PD miden
lo mismo, Unicamente por el hecho de que la figura, cuyos vertices son A, B, C y D es un
cuadrado, pero no da argumentacion alguna.

Estudiante A5. Explicacion por dibujo.

1 5
VW @% s Apg -L‘nOwﬁJ FTEC '[qv\ﬁ.u(ﬁ S0
3 gﬁ | Pp— e?\,q(zv) oL ey Cofperden,
uv\ e @\oun W\lﬂ (€ ‘f"e} A (B, |

qpue/% A gindo medto do B

Figura 4. Afirmaciones apoyadas en la figura.

Como se muestra en la Figura 4, el estudiante afirma que PC = PD, porque observa que P
es punto medio de uno de los lados del cuadrado y que se forman triangulos rectangulos, cuyos
lados son lados del cuadrado. Sélo afirma sin argumentar.

Estudiante A11. Prueba por visualizacion.

% sl lyeas g LN cyneligdo
o5 5 g i Engade o duRve N
L)_:," 5 ? e el pnte wredio b F 5 :
¥ s ! I | % i
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s Awra. vad Telte plaac ¢f Qe pax
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e L. ) Ul “.\ (Hipe \.:ILL! Y o]
- k. O ‘3\ & \) “ \ns =epre J l_
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b =
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Figura 5. Argumentos apoyados en la visualizacion de la figura.
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La Figura 5 permite observar que el estudiante se enfoca en los elementos de la
representacion grafica, y construye la recta auxiliar que pasa por P, para obtener cuatro
triangulos congruentes, lo cual le ayuda a concluir que PC = PD.

Problema 2: En la Figura 6, AC = BC y AD = BD. Prueba que £CBD = ADAC.

C
A\/B
0]

Figura 6. Cuadrilatero y triangulos.

Estudiante A2. Argumentacion deductiva coloquial.

L\E:" :)(-\ B i %5 3";‘6.[1_?,‘; /’ ey nat e —Ik;r{ €L c./‘ o % J(E 1L 51
e ] < (E.*.-\i:- *
TC\ Ly -.:-';:\__k.t? = Cen 7 on
A

Figura 7. Argumentos apoyados en la figura dada mediante el uso de lenguaje coloquial no
claro.

De acuerdo con la Figura 7, el estudiante utiliza un lenguaje coloquial para argumentar la
validez de la proposicion a partir de las propiedades de los tridngulos isosceles. Asi mismo,
parece deducir que los angulos de interés son iguales porque los ve como la misma suma de dos
angulos; sin embargo, la manera de escribir sus ideas no es clara.

Estudiante A11. Explicacion coloquial.

n L o
T L e o (R 6 O VT (L MR 2
G‘\‘ ; a2 e oo Ot box O 2 cen £ r
: 1 ‘)JI ; il [ ! .i. 1 t’ L
o " 5 v v Y LADH AL Al
4 VY i e 1By Yecdat  deonee MINE !
n G l.\ o= A\ r\"l“_\l\\‘a_) ¥ ]\ &y SN \en J..\ rh ben O Ayt y
g vy ¥ 1 -\‘. A a Ga ko |I ek W r_.l“:' ‘{& @,}
1 i (o ..|\‘--,-t'_ [ P o L e L N R
. W .
| Ty / e SOl xR0 T
N ws Ty .
B 1
/ 4\ va e d
/ \
/ ’ i} gt
[N qjl i / WAl JL\]I 15 JE= 'o-;’) hoy h \a
’ A T L3P By e gy
/\'h' oo, (Onadntey Any R ] 1-‘-_1
. LAV SRR o
|| Kal's : i T
- X (D= LDAC

Figura 8. Argumentacion apoyada en acciones evidentes.
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De acuerdo con la Figura 8, el estudiante utiliza un lenguaje coloquial para probar la
afirmacion. El traza la recta auxiliar CD que corta a AB en su punto medio de manera
perpendicular, y como 4D = BD, concluye (por el criterio LLL) que A ADC 2 es congruente a

ABDC.

Problema 3: En A ABC equilatero (Figura 9), P y Q son puntos medios de BC y AC,

respectivamente. Prueba que AP = BQ.

C

A B

Figura 9. Triangulos.

Estudiante A10. Explicacion por evidencia.

We  ahiue Wi
Q- ‘ pp o= BR
(::_\1 e 23 ke
@ 'S ¢ Wy bre_dionta ™
-
250
o X
i B

e {Cayn e Yo ;

- A=
Tica gl Elhen e

AR (N I

o

Figura 10. Argumentacién apoyada en evidencias.

De acuerdo con la Figura 10, el estudiante afirma que las medianas tienen la misma
longitud por el solo hecho de que el triangulo es equilatero. No da argumentacion alguna.

Problema 4: En (0 ABCD (Figura 11), el punto medio de AB es M. Con centro en M se
describe el arco QP 3 que corta a AD en Q y a BC en P. Prueba que A MBP es congruente a

A MAQ
D G
T T T
Q P
A ] B

2 A ADC es cualquier triangulo cuyos vértices son A, D'y C.
% QP es cualquier arco de circunferencia con extremos Q y P.
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Figura 11. Cuadrado, triangulos y segmento de arco.
Estudiante A12. Explicacion coloquial.

vodo, tenennos Que A £\ puuro
5 \\.“LQ_L\E,V\CJ-D CEVTIVD ev1 WA L\ﬂlfme‘) U
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Y fenemes un axad

Figura 12. Afirmaciones no evidentes.

En la Figura 12 se observa que para el estudiante, dos tridngulos son congruentes si dos de
los lados de uno son iguales a dos de los lados del otro, y entonces concluye que los tridngulos
rectangulos son iguales, aunque no se refiere al angulo recto.

Estudiante A7. Prueba que explica.

Ar o> 4'
; PO alagilhe Hdrdagazs 1M
"'-—~.’ “_'..S' ) ) I
Mo " 4 'Mf ‘ C(J T (GO =28 _l:) -
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Figura 13. Uso de conceptos geométricos para explicar la prueba.

Como se observa en la Figura 13, el estudiante proporciona una justificacion basada en la
congruencia de triangulos (criterio LAL). Dos lados correspondientes iguales (y el angulo recto,
gue no menciona) le bastan para afirmar que los dos tridngulos rectangulos involucrados son
iguales.

Conclusiones

En general, de la segunda y tercera sesion de trabajo se observa que la mayoria de los
estudiantes justifico los resultados con un lenguaje coloquial y, en ocasiones, los procesos de
argumentacion fueron imprecisos o incompletos; sin embargo, en algunos casos, si utilizaron un
lenguaje simbolico formal con claridad. En general, los estudiantes elaboraron, de manera
aceptable, las demostraciones en las que recurren a la congruencia de tridngulos, o al menos, este
elemento les permiti6 intuir y elaborar un discurso con el que trataron de justificar los resultados.

A la luz de las respuestas de los estudiantes, en esta investigacion, los tipos de prueba que
emergen durante las soluciones a los problemas geométricos de congruencia de triangulos son los
ya mencionados en la literatura de investigacion relacionada con la prueba en matematicas. En
nuestra investigacion, constatamos que existe gran dificultad, por parte de los estudiantes, para
identificar elementos auxiliares que pueden serles utiles para asegurar la veracidad del resultado.
Los estudiantes necesitan desarrollar un razonamiento intuitivo de los objetos geométricos para
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tener acceso, tanto a un mejor entendimiento de la geometria euclidiana como a un razonamiento
deductivo formal para su estudio; para lograr lo anterior, se requiere tomar en cuenta el tipo de
tareas a resolver y la manera en que éstas son guiadas.
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1. PRESENTACION

Esta propuesta investigativa afronta como problematica la dificultad que reflejan los
estudiantes de educacion media de la Institucién Educativa San Pedro de Uraba, para analizar,
comprender, proponer y argumentar modelos matematicos que emergen desde una
transformacion de superficie, la cual, se observa que ellos no relacionan modelos con fenémenos
de su entorno. Por tanto, es oportuno estudiar un proceso de modelacion matematica, buscando
aprovechar el contexto de la institucion, para que a traves del aprovechamiento del reciclaje de
residuos plésticos, se pueda construir bloques ecoldgicos para ubicarlos en una superficie a estilo
placa huella, permitiendo utilizar este contexto para estudiar diferentes modelos matematicos
aplicados a la realidad, construidas por ellos mismo. Esta investigacion se esta realizando con
estudiantes de educacion media de la Institucion Educativa San Pedro de Uraba; la cual se
encuentra ubicada en el casco urbano del municipio de San Pedro de Uraba, departamento de
Antioquia, Colombia. Con esta propuesta y el apoyo del método STEM como estrategia
metodologica, pretendo investigar el estudio de modelos matematicos emergentes desde una
transformacion de superficies con estos residuos plasticos, dandole un sentido practico y real a
las matematicas, transversalizando los diferentes pensamientos, para poder ser competentes
matematicamente.

Otro trabajo investigativo desarrollado por Valle (2013) tras la necesidad de implementar la
utilizacion de botellas plasticas de tipo pet como unidad estructural para la mamposteria liviana,
después de varios analisis fisicos mecanicos, concluye que presenta mejor caracteristica que los
bloques convencionales cuya resistencia a la compresion aumento en 23.63 kg/cm? con respecto
a las unidades estructurales. Estudios de investigacion de este tipo no se ha hecho en
establecimientos educativos, ya que muy poco se implementan trabajos de ingenieria,
especialmente el disefio de bloques ecoldgicos con botellas plésticas recicladas tipo Pet.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En los lineamientos curriculares de matematicas (1998), luego afirmados con los estandares
basicos de matematicas escritos por el MEN (2006), propone en la educacién una
reestructuracion en lo referente a lo tedrico y metodologico, estableciendo elementos que
permitan actualizar el curriculo en las diferentes areas fundamentales de nuestro pais. En estos
elementos se pueden identificar dos aspectos basicos que son: los pensamientos matematicos y el
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desarrollo de procesos de aula, direccionando el aprendizaje de las matematicas en contexto para
los estudiantes, tomando como eje central en dicha contextualizacion las situaciones problemas.

Los modelos matematicos emergentes desde una transformacion de superficies, son formulas,
ecuaciones o inecuaciones que representan una realidad. Las unidades de superficie son
utilizadas en el concepto geomeétrico de area de figuras planas. El plano cartesiano es una
herramienta util al representar geométricamente estas superficies. Nicole (2008) nos dice que:
“El plano cartesiano tiene como finalidad describir la posicion de puntos, los cuales se representa
por sus coordenadas o pares ordenados”, este plano cartesiano es una herramienta necesaria en
diversos campos el cual nos permite el interdisciplinar de las matematicas con otras ciencias del
conocimiento. En los estandares de matematica planteados por el MEN (2006), nos dice que el
estudiante debe “conjeturar y verificar los resultados de aplicar transformaciones a figuras en el
plano para construir disefios” , en este sentido, desde nuestra propuesta de trabajo, transformar
superficies significa modificar cualidades fisicas de una determinada region geografica de la
institucién (garajes bicicletas); este cambio se producird aprovechando el reciclaje de residuos
plasticos como contexto para construir bloques ecolégicos. Los blogues ecolégicos hechos con
botellas plasticas recicladas cumpliran el rol de piedras, la cual sera una propuesta innovadora en
el campo de ingenieria a través del método STEM como estrategia metodolégica. En la
utilizacion de la modelacion matematica como proceso en la ensefianza, se podra estudiar
modelos matematicos emergentes desde una transformacion de superficies en contexto de
residuos plasticos. Con todo este planteamiento hago la siguiente pregunta de Investigacion: ¢De
gué manera emergen modelos matematicos desde una transformacion de superficies en
contexto de residuos plasticos con estudiantes de educacion media?

3. OBJETIVO: Analizar modelos matematicos emergentes desde una transformacion de
superficies en contexto de residuos plasticos con estudiantes de educacion media.

4. APROXIMACION AL MARCO TEORICO

El ciclo de modelacién no es entendido como una ruta secuencial y estatica, sino de un iry
venir a través de los momentos y subprocesos hasta que el estudiante pueda o no construir un
modelo matematico ajustado a la situacion, y éste responda a la solucion del problema. Esto se
produce, debido a que las rutas del proceso de modelacién en los estudiantes son diferentes
(Blum & Borromeo-Ferri, 2009). Es decir, esto depende de los diferentes caminos en la
construccion de un modelo matematico cuando aborda una situacion en el contexto o un
fendmeno de la vida cotidiana (Bossio, 2019, p.44).
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Resumen

En la comunicacion, se presenta una tarea de modelizacidonsobre funcion cuadratica
que forma parte de la secuencia didéctica de un proyecto de investigacion
internacional en ejecucion,cuya finalidad es promoverla articulacion de los dominios
de la Geometria y el analisis por medio de la modelizacion y la tecnologia

digital. Como referenciales tedricos y metodologicos, setomanaspectos del Espacio de
Trabajo Matematico-ETM, ciclo de modelizacion y de la Ingenieria Didactica
respectivamente; se presenta el andlisis apriori de la tareamencionada,puesse esta en
la etapa de construccion y discusion de la secuencia; se resalta en el analisis a priori
la activacion del plano Semidtico-Instrumental[Sem-Ins] y se privilegian los
paradigmas Geometria Natural (GI), Geometria Axiomatica Natural (GII), Analisis
Geométrico/Aritmético (AG) y Analisis Calculatorio (AC), lo que da indicios de la
articulacion de los dominios de la Geometria y del Andlisis.

Palabras clave: modelizacion, tecnologia, funcidon cuadratica, plano [Sem-Ins].

" Proyecto de investigacion “Articulaciéon de dominios matematicos por medio de la modelizacion y la
tecnologia digital en profesores de Matematica” (DGI 575/ PUCP).
* Fondecyt 1171744 Conicyt-Chile.
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Introduccion

La comunicacidénpresenta una tarea sobre funcion cuadratica, que es la adaptacion de una
tarea de la investigacion de Almonacid (2018), y que forma parte de una secuencia didactica
(conjunto de tareas) comopartedel proyecto de investigacion “Articulacion de dominios
matematicos por medio de la modelizacion y la tecnologia digital en profesores de Matematica”
en el que participan investigadores de la Pontificia Universidad Catolica del Pera-PUCP,
Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso-PUCV y del Laboratorio de Didactica de la
Matematica André Revuz- Universidad de Paris Diderot-Paris 7.

En relacion a la nocion de la funcion cuadratica,se debe tomar en cuenta el pensamiento
relacional y covariacional (Ozaltun y Bukova, 2017) y, ademas, la coordinacion de las diferentes
representaciones de la misma. Por otro lado, en cuanto a la necesidad de incorporar ambientes de
representaciones dindmicas, como el GeoGebra, en la ensefianza de las funciones cuadraticas, las
investigaciones de Lima (2016) y también la de Salazar (2015) mencionan que la mediacion del
GeoGebra facilita, por medio de sus representaciones en las ventanas algebraica y grafica de
manera simultanea, la construccion de la nocion de funcidn cuadratica, ademas de favorecer el
analisis y entender la naturaleza variable de la funcién cuadratica (Avila,2011). En relacién a
ello, la investigacion de Lagrange y Minh (2016) muestran que los aspectos relacionales,
variacional y de coordinacion de representaciones mediada por la tecnologia digital en la
ensefianza de la funcion cuadratica pueden ser estudiados vinculando dominios de la
Matematica, como la Geometria y el Andlisis. Por otro lado, Bricefio y Buendia (2015)
mencionan que la modelizacion permite vincular conocimientos matematicos con contextos de la
ciencia.

En ese sentido,los recientes trabajos del enfoque del Espacio de Trabajo Matematico-
ETM (Kuzniak, 2011; Montoya-Delgadillo y Vivier, 2014; Kuzniak, Tanguay y Elia, 2016)abren
perspectivas nuevas para la investigacion y la comprension y articulacion de distintos dominios
matematicos, como se ha evidenciado en los congresos tematicos desarrollados desde el 2009,
porque viabiliza el andlisis de los diferentes niveles de transposicion en la ensefianza de la
Matematica gracias a los diferentes tipos de ETM (referencia, idoneo y personal). Tambiénse
enfatiza la necesidad de una ensefianza que favorezca la articulacion entre la Geometria y los
problemas que surgen del mundo real por medio de tareas de modelizacion y seresalta ademas la
necesidad de articular la Geometria con otros dominios matematicos.

En cuanto al ETM del anélisis, este ha sido objeto de muchas investigaciones que
incluyen el proyecto ECOS-Sud (2014-2016), desarrollado entre el Laboratorio de Didéctica
André Revuz- Universidad de Paris Diderot-Paris 7 y el Instituto de Matematica de la Pontificia
Universidad de Valparaiso PUCV de Chile (Montoya-Delgadillo y Vivier, 2016). Un fendmeno
identificado en ese proyecto de investigacion es la perspectiva puntual-global-local del
tratamiento que se le da a ciertos objetos matematicos. Por otro lado, Kuzniak, Tanguay y Elia
(2016) muestran que existen estudios en los que se investiga la mediacion de la tecnologia digital
en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica en los que se proponen tareas en la que los
cambios de dominios matematicos son fundamentales; sin embargo, no se ha encontrado
evidencias sobre investigaciones que articulen estos dos dominios matematicos mediados por la
modelizacion y la tecnologia digital.

Espacio de Trabajo Matematico-ETM,Modelizacion e Ingenieria Didactica
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En cuanto al marco de los Espacios de Trabajo Matematico (en adelante ETM), permite
caracterizar la manera en que las nociones matematicas adoptan significado en un contexto
detrabajo dado. Segin Kuzniak y Richard (2014), un ETM es un espacio abstracto organizado
para asegurar el trabajo matematico en el contexto educativo y estd basado en la articulacion de
dos planos, uno epistemologico y otro cognitivo. El plano epistemolédgico estad compuesto por
tres componentes o polos a saber: el representamen, que se constituye de los registros de
representacion semiotica; los artefactos, que son elementos materiales o simbdlicos utilizados y
el referencial,que esta constituido por las propiedades, los teoremas, las definiciones. El plano
cognitivo se compone de los procesos de visualizacion, construccion y prueba.

Los planos epistemoldgico y cognitivo se articulan mediante una génesis semidtica, basada
en los registros de representacion semidtica que confiere a los objetos tangibles del ETM un
estatus de objeto matematico operacional; una génesisinstrumental, que permite operacionalizar
los artefactos en el proceso de construccion y una génesis discursiva de la prueba, que da sentido
a las propiedades para dejarlas al servicio del razonamiento matematico. Esta articulacion no
debe ser entendida como la unién individual entre los componentes de los planos epistemoldgico
y cognitivo, sino mas bien como una relacién dindmica de dos o incluso tres génesis. Por ello,
Kuzniak y Richard (2014) identifican tres planos verticales, que son el plano Semidtico-
Instrumental [Sem-Ins], Instrumental-Discursivo [Ins-Dis] y Semiotico-Discursivo [Sem-
Dis].Otro aspecto del ETM que consideramos es la nocidon de paradigma como “el conjunto de
creencias, técnicas y valores que comparte un grupo cientifico” (Kuzniak, Montoya y Vivier,
2016, p. 7) en un contexto educativo.

En relacion al dominio de la Geometria, se introdujeron tres paradigmas: Geometria I
(Geometria natural), en el cual hay una relacion con el mundo real y la fuente de validacion esta
basada en lo tangible; Geometria II (Geometria natural axiomatica), en el cual se pierde la
relacion a la realidad y se trabaja mas bien sobre el modelo geométrico, la fuente de validacion
estan basadas en las reglas axiomaticas y Geometria III (Geometria axiomatica formal), donde se
genera una separacion completa del mundo real y la fuente de validacion estan basadas en la
axiomatica elegida. Ademas, se enfatiza la necesidad de una ensefianza que favorezca la
articulacion entre la Geometria y los problemas que surgen del mundo real por medio de tareas
de modelizacion. En cuanto al dominio del Analisis, especificamente en el paradigma del
Andlisis Matematico estandar, se distinguen los siguientes paradigmas: Analisis
Geométrico/Aritmético (AG), que permite interpretaciones nacidas de la Geometria, del calculo
aritmético o del mundo real. Andlisis Calculatorio (AC), en el que las reglas del célculo son
definidas, mas o menos explicitamente, y se aplican independientemente de la reflexion de la
existencia y naturaleza de los objetos introducidos y, finalmente, Andlisis Real (AR), que es
caracterizado por una mirada global a las caracteristicas de la nocién matematica, con reglas que
dependen de la topologia usada.

Con respecto a la modelizacion, Blum y Borromeo Ferri (2009) explican que el desarrollo
de la habilidad de modelizar moviliza nociones y objetos de los distintos dominios de las
Matematicas. En ese sentido, para la modelizacion de la tarea sobre funcion cuadratica,se toma
en cuenta el ciclo de modelizacion de Blum y Leiss (2007). De acuerdo con este ciclo, la
situacion real debe ser entendida para poder formular el problema (1). Para conseguir un modelo
real, es necesario que previamente sea simplificada y estructurada (2). Por medio de supuestos,
generalizaciones y formalizaciones, se realiza la matematizacion (3). Después, se trabaja
matematicamente (4). Posteriormente,la solucion matematica debe ser interpretada (5). En la

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2696



Articulacion de los dominios de la Geometria y del Analisis por medio de la modelizacion y la
tecnologia digital

situacion inicial, para lograr una solucion real, seguidamente, se valida (6) todo el proceso y se
muestra que la solucion real resuelve el problema y que el modelo es el apropiado o que el
modelo debe ser redisefiado en una nueva circulacion por el ciclo. Por ltimo, el proceso de
solucion debe ser divulgado (7).

En relacion a los aspectos de la Ingenieria Didéctica (ID),Artigue (1995)la refiere como
“un esquema experimental basado en las ‘realizaciones didacticas’ en clase, es decir, sobre la
concepciodn, realizacion, observacion y analisis de secuencias de ensefianza” (p. 36). Las cuatro
fases consideradas en la ID son analisis preliminar (fase 1), concepcion y analisis a priori (fase
2),experimentacion (fase 3), analisis a posteriori y validacion (fase 4), siendo esta interna ya
quees la confrontacion entre el andlisis a priori y a posteriori. Los aspectos de la ID que se
utilizan en la investigacion son coherentes con la construccion, implementacion y valoracion de
las tareas (secuencia didactica) de la investigacion. En ese sentido, en la fase 1 de la ID se realiza
la revision de literatura sobre el objeto de estudio, modelizacion, tecnologia digital y aspectos del
enfoque del Espacio de Trabajo Matematico que cimientan la investigacion. En la fase 2, se
construyen las tareas (secuencia didactica) que deben ser lo suficientemente abiertas para
permitir diferentes interpretaciones y el uso de diferentes ETM y deben poder modelizarse y
resolverse con la mediacion de tecnologia digital, tanto en Geometria como en andlisis. Cabe
resaltar, que se presenta una tarea de modelizacion sobre funcion cuadratica que forma parte de
la secuencia didactica de un proyecto de investigacion en ejecucion, ya que se esta en la etapa de
construccion y discusion de la secuencia. Posteriormente, se debe desarrollar lo que corresponde
a las fases 3 y 4 de la ID,que estan programadas para abril 2019, tanto en la PUCP/Pert como en
la PUCV/Chile. En esta parte es que seaplican las tareas de la secuencia, para identificar si
cumple con el propdsito para la que fue construida. Es bueno destacar que, para realizar el
andlisis a posteriori, se debe organizar los datos recolectados. Para ello, se debe codificar la
informacion de modo que se puedan encontrar, por ejemplo, similitudes, diferencias y/o
conexiones entre ellos con el fin de poder identificar y analizar la articulacion de los
conocimientos matematicos en los dominios de la Geometria y del Analisis.

La tarea de modelizacion

Se presenta la tarea (ver figura 1) y, en base a esa informacion, se estructuran tres etapas
para el desarrollo de la misma, segun el ciclo de modelizacion.

Los estudiantes de un Centro de Musica de una umversidad peruana, con motivo de la
semana de aniversario institucional estan organizando un concierto, de “acceso libre™ al
piblico. En él, participaran solistas ¥ grupos de hasta ocho integrantes, entre cantantes y
NNISICOS.

Para para la presentacion del concierto se cercard un escenanio de forma rectangular (ver
figura abajo); pero, no serd necesario cercar la parte en frente del piiblico. Se sabe que &l
Centro dispone de tarimas, escaleras v cercas para 24 m de perimetro

puiblico

Figura 1. Tarea de modelizacion (Almonacid, 2018)
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Primera etapa: estd orientada a identificar los valores que intervienen, la relacion entre
ellos y la naturaleza del comportamiento del modelo implicito y clasificamos en la etapa 2 del
ciclo de modelizacion. Para ello, se solicita que se abra el archivo GeoGebra
representacion_dinamicol.ggb (ver figura 2) y que se realicen una serie de acciones como
arrastrar el deslizador y utilizar la hoja de calculo para relacionar los valores de los lados, etc.
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Figura 2. representacion_dinamical (Almonacid, 2018)

Se espera, a priori, que a partir de la manipulacion de los artefactos deslizador y
cuadricula se realicen exploraciones y sea posible conjeturar y validar que el valor que esta
variando es el area y ésta lo hace en funcion de la medida de la longitud del segmento AB. Estas
acciones, evidenciarian la activacion del plano [Sem-Ins]. Ademas, se considera que, al utilizar
nociones de longitud de segmento y medida de area, se estaria privilegiando al paradigma de la
Geometria Natural (GI);sin embargo, también se realizan tratamientos aritméticos elementales, lo
que indica que también el paradigma del Analisis Geométrico/ Aritmético (Al) esta siendo
privilegiado.

Segunda etapa: tiene como proposito determinar la expresion matematica que modelice la
medida del area del escenario en funcion de la longitud del segmento AB. Para ello, se debe tener
en cuenta sus representaciones en el registro tabular y grafica. Se clasifica esta etapa en la etapa 3 del
ciclo de modelizacion.A priori, se podrian presentar dos procedimientos diferentes: el
primerotoma en cuenta las representaciones figural y tabular y el segundo las representaciones
tabular y gréafica (ver figura 3) para hallar el modelo matematico solicitado.
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Figura 3. Primer y segundo procedimient(; a priofi (Almonacid, 2018)

Con el primer procedimiento, se espera que se continte activando la genesis semiotica en
el dominio de la Geometria, ya quepor medio de la formula del area de un rectangulo se
reemplacen las longitudes de los lados del rectangulo de la siguiente manera:Area = ABxBC

Area = (x)(24 — 2x)
Area = 24x — 2x?
A(x) = 24x — 2x?
Para finalmente,A(x) = —2x2 + 24x donde x € < 0,12 >
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En base a la percepcion de la Vista Grafica y los valores en la hoja de célculo, el uso de la
formula de medida de area de la region rectangular, la nocion de funcion y los tratamientos
algebraicos realizados,en el sentido del ETM, es posible afirmar que se activa el plano [Sem-Ins]
y que esta en proceso el cambio del dominio de la Geometriaal del andlisis; sin embargo, a
diferencia de la etapa anterior, el paradigma privilegiado es del Analisis Geométrico/Aritmético
(AG).Con el segundo procedimiento, se espera que se consideren algunos datos proporcionados
en la hoja de calculo. Por ejemplo:

x =5,y su correspondiente valor f(4) =70
x = 6,y su correspondiente valor f(4) = 72
Luego, se evaluen los valores en el modelo cuadratico de la siguiente manera:
f(5)=25a+5b+c=70
f(6) =36a+6b+c=72
Mediante tratamientos algebraicos se resuelva el sistema de ecuaciones y se hallen los
valores de los pardmetros de la funcion cuadratica (a = —2, b = 24 y ¢ = 0 ).Posteriormente,
se exprese el modelo matematico: f(x) = —2x% + 24x , donde x € < 0,12 >.

Otro procedimiento (estrategia) es que el estudiante haga interpretaciones desde la grafica
y reconozca la funcién cuadratica, con esto hay un cambio al dominio del analisis (o calculo).En
este sentido, se puede darestrategia 1. identificar el vértice de la parabola y, basados en la
simetria que le entrega la curva (AG) o bien, determinar su vértice V = (-b/2a, f(-b/2a), lo cual lo
clasificamos en el paradigma AC. O la estrategia 2: identificar el méximo usando derivadas en la
funcion f{x) = 24x — 2x?(derivar, igualar a cero, encontrar los puntos criticos y evaluar para
determinar el maximo en este caso). Para el presente caso, clasificamos esta posible respuesta en
el paradigma AC.Sea con cualquiera de los dos procedimientos, se espera, a priori, que se
relacione la medida del segmento BC en funcion del segmento AB, se consideren las
restricciones del segmento AB y que la coordinacidn de estos registros (figural, tabular y/o
grafico) permita construir el modelo matematico del area del escenario rectangular en funcion de
la longitud de uno de sus lados. Al igual que en el procedimiento anterior, con este
procedimiento se evidenciaria también el cambio de dominio de la Geometria al dominio del
Anadlisis. En ese sentido, el paradigma privilegiado, en este, es el del Analisis Calculatorio (AC).

Tercera etapa: se solicita que en la barra de entrada de la vista grafica del GeoGebra se
ingrese la expresion matematica anterior y que se configuren los ejes X e Y, en escala de 1:10, y
se pregunta:Después de hacer un analisis sobre la cantidad maxima de integrantes e
instrumentos que se presentaran en el concierto,se ha concluido que el area del escenario debe
medir 70 m’. Este aiio los encargados de armar el escenario renovardn las cercas de los lados
AB y CD y compraran nuevas cercas. ;Cudles deben ser las dimensiones del escenario si se
busca ahorrar en los costos del concierto?

A priori,una de las posibles estrategias que se espera es que se ingrese la recta constante
y = 70 a la barra de entrada y con la herramienta perpendicular y punto de interseccion, se
identifiquen los puntos de interseccion A(5; 70) y B(7; 70)de la representacion grafica de las
rectas con la funcidn cuadratica, como muestra la figura 4, lo que permite dar respuesta a la
pregunta planteada.
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Figura 4. Tercera etapa a priori (Almonacid, 2018)

A partir de la activacion de la Vista Gréfica, el uso de herramientas graficas, como lo son
puntos y rectas, se puede afirmar que el paradigma priorizado por los estudiantes, en esta
estrategia, es el paradigma del Analisis Aritmético/Geométrico (AG).

Algunas consideraciones

La tarea presentada, en base alos aspectos de la Ingenieria Didactica y al ciclo de
modelizacion,esta organizada en tres etapas. Asi, la primera etapade la tarea esté relacionada a
los procesos de construccion, simplificacion/estructuracion y matematizacion dirigida al
reconocimiento de variables, relacion entre ellas y reconocimiento del comportamiento de la
funcion implicita; la segunda etapa estd compuesta del trabajo matematico para hallar el modelo
matematico y, finalmente, la tercera fase relacionada a la interpretacion y validacion del modelo
matematico encontrado.

En cuanto al andlisis a priori de la tarea, que se realiza con base en el ETM y en el que se
evidencian las fases del ciclo de modelizacion, en la primera etapa se privilegia el paradigma de
la Geometria Natural (GI) y de la Geometria Axiomatica Natural (GII).

En cuanto a la segunda y tercera etapa, se privilegianlos paradigmas del Analisis
Geométrico/Aritmético (AG) y Analisis Calculatorio (AC).

En las tres etapas, se espera activar todo el ETM y sus planos y la articulacion de los
dominios de la Geometria y del andlisis. El problema planteado parte de la etapa 2 del ciclo de
modelizacion, por lo tanto, en la fase de experimentacion de la ID, se espera una discusion en
cuanto a los materiales y cuestiones de la realidad que pongan de manifiesto un problema real y
no sea uno que comienza desde la etapa 2 del ciclo de modelizacion.

En términos del ETM, estos problemas son llamados tareas emblematicas que luego, con
la modificacion a lo real, se pueda enfrentar asi a los estudiantes a un problema de modelizacion
con la tecnologia digital como mediador en la articulacién de dos dominios matematicos.

Agradecimiento: A la Direccion de Gestion de la Investigacion-DGI de la Pontificia
Universidad Catoélica del Peru-PUCP, por el apoyo brindado en el marco del proyecto
“Articulacion de dominios matematicos por medio de la modelizacion y la tecnologia digital en
profesores de Matematica”. ID-575/DGI-PUCP.
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Resumen
Esta propuesta de investigacion busca caracterizar las estrategias heuristicas que
emplean los estudiantes de grado sexto de dos instituciones educativas de la ciudad
de Santiago de Cali, en pruebas estandarizadas, disefiadas bajo el enfoque de
resolucién de problemas que involucran graficos estadisticos, a través de una
investigacion- accion, dado que conocerlas podria fortalecer los procesos educativos,
mas si tiene en cuenta los pardmetros bajo los que se disefian y lo que evalla este
tipo de exdmenes.

Palabras Claves: Situaciones problema, estrategias heuristicas, pruebas
estandarizadas.
Introduccion
Esta investigacion se enmarca en la Educacion Matematica, especialmente en la interpretacion de
gréaficos estadisticos. Dado que, hoy dia la estadistica juega un papel importante en el curriculo
actual, muestra de ello son las pruebas estandarizadas que deben presentar los estudiantes, de
manera que esta exploracion pretende caracterizar las estrategias heuristicas empleadas por
estudiantes de dos instituciones educativas de la ciudad de Cali, en la resolucion de problemas
que involucran graficos estadisticos de pruebas estandarizadas (hacer una tabla, un gréfico,
ensayo Yy error, entre otras). Pues, conocer las estrategias heuristicas podria fortalecer los
procesos de ensefianza y aprendizaje, a través de habilidades propias del educando y su forma de
interactuar con el mundo.
Presentacion del problema
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En 2012 Colombia obtuvo el menor puntaje en el apartado de resolucion de problemas de
las pruebas PISA, los estudiantes solo pueden resolver problemas muy simples en situaciones
conocidas, utilizando el ensayo y el error (Cardenas, 2014). Esto se debe no solo, a la poca
apropiacion de conceptos sino también de sus habilidades para resolver una situacién problema,
es decir, de sus estrategias heuristicas. Teniendo en cuenta que, a muchos estudiantes les resulta
dificil aprender matematica debido a que “(...) no consiguen determinar a qué operacion
aritmética se refiere el enunciado de algun problema (dificultades en la transicion del lenguaje
natural al lenguaje matematico) (...)” Sarmiento (2004, p.108).

En este escenario, es relevante conocer y fortalecer las estrategias heuristicas que emplean
los estudiantes de grado sexto, inicio de la educacion secundaria. Con el &nimo de obtener una
diversidad de estrategias heuristicas, esta investigacion se llevara a cabo en dos instituciones de
la ciudad de Cali, una del sector publico y otra privado aludiendo a que los diferentes contextos
socioecondmicos en los que se desenvuelven los estudiantes puedan influir en el surgimiento de
nuevas estrategias. De menara que, el método a desarrollar serd una investigacién-accion, a
través de una serie de fases que incluirdn andlisis documentales.

Avance del estado del arte

El lenguaje gréfico de los problemas estadisticos desarrollan el razonamiento matematico,
fortalecen las habilidades de comunicacién y gestion de la informacién, ya que los problemas
bien seleccionados segin Santos (2008) “ofrecen oportunidades para que los estudiantes
desarrollen estrategias de solucion informales, altamente contextualizadas” (p.16).

Estrategias de solucion o también llamadas estrategias heuristicas definidas por Santos
(como se citd en Palacios y solarte, 2013) como las “(...) sugerencias generales que ayudan a un
individuo a entender mejor un problema o a avanzar hacia su solucion (...)” (p.36).

Finalmente, la solucién de situaciones problema de tipo estadistico, a partir de estrategias
heuristicas podria amplia el aprendizaje del estudiante en la medida que exploraré sus
habilidades, método que hoy por hoy es un componente y esencial en la educacion.
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Resumen

Desde los estudios pitagoricos sobre los nimeros utilizando configuraciones
que formaban mediante el juego, hasta los hallazgos de nuestro siglo, tienen en
cuenta el juego como una forma distinta de aprendizaje de las matematicas.Esta
propuesta se enfoco en el uso de juegos de estrategia para potenciar el proceso
de comunicacidn en la resolucion de problemas relacionados con el
pensamiento numérico, con este fin, se disefid una unidad didactica buscando
propiciar espacios para el trabajo en equipo a través de socializacion de
estrategias, explicacion de procedimientos, presentacion de justificaciones y
sustentacion de argumentos.Se realizaron siete sesiones que contrastaron las
etapas de resolucion de problemasde Polya y las etapas de desarrollo de
juegosde Guzman. La investigacion se enmarco bajo una metodologia
cualitativa con un enfoque de Investigacion Accion.Los resultados mostraron el
progreso de los estudiantes en cuanto a resolucion de problemas y el
fortalecimiento del proceso comunicativo.

Palabras clave: juegos de estrategia, proceso de comunicacion, pensamiento
numérico, resolucioén de problemas, unidad didactica.

Introduccion

A lo largo del tiempo, se ha considerado el juego como una actividad universal
debido a que no solo los nifios lo practican sino cualquier ser humano sin importar su edad.
El impacto de los juegos en la historia de las matematicas ha sido de gran relevancia debido
a que siempre el componente ludico ha dado lugar a una buena parte de sus creaciones.

El juego y la matematica tienen caracteristicas comunes, por ende, se considera una
estrategia didactica con grandes beneficios para enfrentar al estudiante ante la resolucion
de problemas y superar las dificultades que en ellos se presentan; Guzman (1984) expresa
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“la matematica es en gran parte juego, y el juego puede, en muchas ocasiones, analizarse
mediante instrumentos matematicos” (p. 10). Desde esta perspectiva, las matematicas
escolares deben hacer un transito de la matematica pasiva en el aula cuyo objetivo es la
ejercitacion de contenidos a una matematica activa que promueva el desarrollo de
competencias no solo matematicas sino también cientificas y ciudadanas.

En Colombia, el Ministerio de Educacion nacional ha considerado formar ciudadanos
matematicamente competentes, en este proposito ha expedido documentos como los
lineamientos curriculares y los estdndares basicos de competencia donde aborda la
importancia de ensefiar de manera articulada teniendo en cuenta los procesos generales de
la actividad matematica y el contexto.

En este afan de emprender nuevos retos y de buscar la superacion de dificultades
presentadas por los estudiantes en la pruebas saber de los afios anteriores los cuales indican
debilidad en el proceso de comunicacion y de razonamiento en la resolucion de problemas,
surge el problema de investigacion. Por ello, se propuso el uso de juegos de estrategia para
potenciar el proceso de comunicacion en la resolucion de problemas, enfocado
principalmente en las habilidades de interpretacion, explicacion y justificacion.

Marco de referencia

El juego se ha considerado una estrategia viable para la ensefianza de las matematicas
brindando ambientes propicios para su aprendizaje, lo confirman estudios realizados que
definen el juego, determinan por qué utilizarlos, para qué sirven y como usarlos para que
logren el objetivo.

Se entiende por juegos de estrategia aquellos que, para conseguir su objetivo (lograr
una determinada posicion, dejar al contrincante sin fichas, ser el tltimo en coger un objeto
de un monton...), en cada momento el jugador debe elegir una de las diversas posibilidades
existentes. El conjunto y la combinacion de estas elecciones o tacticas es la estrategia que el
jugador emplea para ganar o no perder. Son un buen recurso para introducir a los
estudiantes en la resolucion de problemas y en los habitos tipicos del pensamiento
matematico.

La resolucion de problemas, tema relevante en materia de ensefanza y aprendizaje,
abarca una serie de aspectos que para lograr el objetivo deben estar intimamente
relacionados. Segun la teoria de Piaget, las personas durante su nifiez presentan tres tipos
diferentes de formas de razonar. De esta manera, la capacidad de resolver problemas en los
estudiantes requiere de una actividad mental y ldgica que esta directamente relacionada con
el grado de madurez fisiologica de cada nifio, asi como, del medio social y cultural en el
que interactia, de las habilidades y destrezas de cada uno, de los conocimientos previos que
tenga acerca de las matematicas, de la comprension lectora que posea, de los miedos y
temores que tenga o que se le generen, de los estimulos, de la metodologia y del ambiente
escolar.

Vigotsky (1987) determinaba que el juego podria ser socializador cuando el nifio
espontdneamente socializara, transmitiera valores y costumbres en su medio social o podria
ser factor de desarrollo cuando permitiera en el nifio conocer, desarrollar pensamiento y
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dominar situaciones. Ademas argumenta que a través del juego se crea un espacio
intermedio entre la realidad objetiva y la imaginaria, lo que permite realizar actividades que
realmente no se podrian llevar a cabo, espacio que denomino “zona potencial de
aprendizaje”.

Para hacer uso de los juegos es importante conocer su funcionalidad ya que de esto
depende obtener los resultados propuestos, Guzmén (1984) propone la manera de
desarrollar un juego orientado a la resolucion de problemas, y argumenta que el juego tiene
cuatro fases de aplicacion. De otra parte, Polya (2004) establece cuatro etapas en la
resolucion de un problema, esta relacion es determinante para conocer el modo de pensar,
razonar y actuar de los estudiantes y de esta forma ayudarlos a corregir sus errores.

La manera en que se procede cuando se quiere encontrar una estrategia ganadora en
un juego es similar al proceso de resolucion de un problema; al respecto Edo, Baeza,
Deulofeu y Badilla (2008) realizan un paralelismo: una primera etapa de comprension
(antes de hacer, trataré de entender), otra de exploracion y planificacion (tramaré una
estrategia), una tercera de ejecucion (miraré si mi estrategia me lleva al final) y una ultima
de revision (sacaré jugo al juego).

No todos los juegos tienen estrategia ganadora pero, descubrir esto, también es
importante, al igual que, entender que este no es el tnico objetivo de los juegos. Todo esto
se consigue en la manera en que se desarrollen las habilidades intelectuales en los
estudiantes. Mientras que mucho del conocimiento que ensefiemos sera obsoleto en unos
afios, las habilidades de pensamiento, una vez se adquieren, permaneceran con los
estudiantes toda su vida.

El propdsito de la investigacion es el fortalecimiento de habilidades propias del
proceso de comunicacion.

En los ultimos afios se ha notado que la funcion de la comunicacién en la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas es cada vez mas importante ya que permite una
verdadera interaccion profesor-conocimiento-estudiante”, es un proceso de
interaccion social que contribuye a solucionar diferentes problemas, situaciones
interpretativas y produccion de discursos argumentativos;esto es, la forma de usar
el lenguaje. (Jiménez y Pineda, 2013, p. 107)

Las distintas formas de expresar y comunicar las preguntas, problemas, conjeturas y
resultados matematicos no son algo extrinseco y adicionado a una actividad
matematica puramente mental, sino que la configuran intrinseca y radicalmente, de
tal manera que la dimension de las formas de expresion y comunicacion es
constitutiva de la comprension de las matematicas. Podria decirse con Raymond
Duval que si no se dispone al menos de dos formas distintas de expresar y
representar un contenido matematico, formas que ¢l llama “registros de
representacion” o “registros semidticos”, no parece posible aprender y comprender
dicho contenido. (Ministerio de Educacion Nacional 1994, p. 9)
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Metodologia

El presente proyecto investigativo se desarrolld desde un enfoque de tipo cualitativo
mediante la descripcion detallada de los fendémenos que rodeaban a los participantes, la
exploracion y profundizacion de sus experiencias, por lo tanto, se ubica en el campo de la
Investigacion Accidn teniendo como referentes a Alberich (2017) y a Elliott (1993).

El proceso de investigacion toma como punto de partida el modelo ciclico de Lewin
(1992) el cual comprende tres momentos: la planificacion, la accidon o intervencion de aula,
por ultimo, la reflexion que comprendio la evaluacion.

Unidad didactica: “Interpreto Jugando...Analizo Resolviendo”

La propuesta didactica puesta en marcha estuvo constituida por una serie de sesiones
que contenian situaciones problema incorporadas en juegos que a través de su exploracion
y realizacion desencadenaron procesos de interpretacion, explicacion, justificacion,
razonamiento, analisis, experimentacion que junto a las discusiones, conjeturas y
argumentaciones permitieron desarrollar actitudes positivas en los nifios hacia las
matematicas.

Aprovechando la imaginacion de los nifios y su gusto por lo misterioso se cred una
historia con personajes fantasticos, dotados de vida y que provenian de la fantasia infantil
que animan al nifio a explorar sus propios caminos, a construir sus reglas y a descubrir la
manera de hacer las cosas a partir de su interpretacion personal, su bagaje y su creatividad.
La manera de como abordar cada situacion, la verbalizacion del proceso de resolucion junto
con argumentaciones del porqué de las afirmaciones es uno de los pilares de la evaluacion
del aprendizaje, de igual manera, la forma de resolver, la estrategia de solucion y el analisis
de cada una, complementan el proceso de evaluacion.

La propuesta plantea una historia cuya funcion es buscar ayuda y enviar una serie de
retos matematicos los cuales tienen que resolver los nifios. La solucion a los enigmas esta al
alcance de todos, ya que se pueden resolver utilizando diversas estrategias, dependiendo de
los conocimientos previos que cada cual tenga. El objetivo no es que un solo nifio lo logre,
sino que a través de la cooperacion todos los equipos puedan llegar a la solucion para asi
poder disfrutar todos juntos el tesoro del Ogro.

La historia inicia con el enojo explosivo del Ogro “Polifemo” en la celebracion del
dia de la santita “Pachamama” patrona del bosque y defensora de la naturaleza, situacion
que tuvo lugar en el castillo encantado del bosque “Las mil y una noche” debido a que
todos sus invitados siempre le ganaban los juegos en los que participaba y tanta fue su ira
que ordeno a todos sus colaboradores que cerraran el castillo inmediatamente y que nadie
podia salir hasta descubrir qué estaba sucediendo; les indico repartir folletos en los
alrededores del castillo informando lo sucedido e invitando a cumplir una serie de tareas
para salir de alli.

La primera de ellas, correspondia a una serie de retos a cambio de ganar indulgencias
para dejarlos libres y para esto requerian de ayuda externa con el fin de resolver las
distintas tareas. Es asi como uno de los folletos llega a manos de una hada madrina (la
profesora), quien le cuenta la situacion a los nifios y €stos muy preocupados por los

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2707



Comunicacion

personajes en cautiverio, empiezan a ayudarlos envidndoles los resultados de los retos a
través de una urna viajera, ubicada en el salon de clase, que seria revisada todas las noches
por el ogro y obtendrian los estudiantes un puntaje especial por sus respuestas.

La segunda tarea consistia en una carrera de observacion, donde los nifios y nifias
debian atravesar por cinco estaciones con el fin de seguir la pista y descubrir un nimero
magico que los llevaria a descifrar un misterio para ayudar al ogro a cumplir un
compromiso adquirido con la santita “Pachamama”.

Logrando de manera exitosa la solucion de los retos y su participacion en la carrera
de observacion, los personajes misteriosos quedarian libres y los nifios, tendrian la
posibilidad de disfrutar de una fiesta de Halloween con todos los gastos pagos por el Ogro,
la fiesta estaria condicionada a una tercera y ultima tarea relacionada con la organizacion de

y
la misma celebracion. Con esta actividad termina la historia, donde ademas los nifios y la
9
profesora conocen finalmente al Ogro “Polifemo” y a los personajes misteriosos.

Tabla 1

Estructura de las sesiones

Numero de

Partes ., Contenido de la sesion
la sesion

Primera parte 1* Sesion Noticia 1: Juego cerrar quinces
“Coleccion de 2% Sesion Noticia 2: Quien coge el ultimo pierde
juegos” 3* Sesion Noticia 3: Mini computador de Papy

4* Sesion Noticia 4: Llegando a cien
Segunda parte . . ,
« & P da La carrera la conforman cinco estaciones y para llegar alli

Carrera de 5* Sesion . . . ,
s cada una tiene una pista diferente que se tendré que resolver.
observacion
Por grupos organizaron una fiesta para cuarenta y dos

Tercera parte 6" Sesion invitados, por lo tanto, cada grupo tuvo una misién que
“La fiesta de cumplir.
Halloween” Los nifios después de realizar cada mision explicaron como lo

7* Sesion hicieron, participaron de la fiesta, recibieron al Ogro y

compartieron todos.

Fuente:autora.

La solucion a los enigmas estaba al alcance de todos, ya que se podian resolver
utilizando diversas estrategias dependiendo de los conocimientos previos que cada cual
tenia. El objetivo no era que un solo nifio lo lograra, sino que a través de la cooperacion
todos los equipos llegaran a la solucion para asi poder disfrutar todos juntos el tesoro del
Ogro.

Resultados

En el diagnoéstico se observd gran disponibilidad para presentar la prueba y utilizar
sus experiencias y pre saberes para resolver el problema,reconocimiento de la necesidad de
seguir una estrategia para solucionar un problema matematico, se les facilit6 mas explicar
el procedimiento pero no justificarlo con propiedad y veracidad, en cuanto al manejo de
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operaciones basicas presentaron dificultad para ejecutarlas y se vio una necesidad enorme
de aprobacion del maestro para realizar continuar generando asi dependencia.

Durante el proceso de intervencion se pudo percibir en los estudiantes que en el
comienzo se les dificulto el interpretar principalmente las reglas de los juegos y por lo
tanto, la creacion de estrategias para resolverlos no fueron efectivas en su totalidad,
respecto al uso de operaciones matematicas en la resolucion de problemas se vio un
progreso siendo mas competitivos y asertivos, mantuvieron una actitud positiva frente al
éxito como al fracaso buscando siempre mejorar, al explicar los procesos y justificar la
eleccion de la estrategia para resolver el problema incrementaron su seguridad frente a la
exposicion de resultados asumiendo con valor la oposicion de argumentos, valoracion de la
lectura atenta de enunciados y la importancia de la interpretacion en el proceso
comunicativo a través de cartas y el desarrollo de las fichas de trabajo.

En la prueba final se logro verificar la superacion en gran medida, de dificultades en
cuanto a resolucion de problemas matematicos, el juego, desperto el interés de los
estudiantes y los mantuvo motivados hacia el aprendizaje, el fortalecimiento de habilidades
comunicativas, el trabajo en equipo y actitud positiva frente a las matematicas y el
mejoramiento de habilidades de pensamiento matematico al utilizar y relacionar los
numeros, las operaciones basicas, los simbolos y las formas de expresion.

Conclusiones

La comparacion entre los resultados de la prueba diagnostica, la prueba final y los
hallazgos obtenidos en la intervencion con la Estrategia Didactica de Juegos de estrategia,
permiten dar respuesta a la pregunta de investigacion: ;Como potenciar en estudiantes de
cuarto grado de primaria, el proceso de comunicacion en la resolucion de problemas a
través de juegos de estrategia? Claramente se evidencia que el fortalecimiento de
habilidades propias del ser humano se consigue mediante el uso de nuevos métodos de
aprendizaje basados en la resolucion de problemas contextualizados y en la aplicacion de
propuestas interesantes para los estudiantes y planeadas acorde a la edad, todo ello dentro
de un marco de pensamiento critico y aprendizaje activo.

De esta forma, se separa de enfoques tradicionales relacionados con la ejercitacion de
los algoritmos y el calculo por si solo. Se potencian dichas habilidades indispensables para
obtener éxito en la resolucion de problemas, a través del uso de gran variedad de
situaciones de aprendizaje donde los estudiantes puedan explorar y participar
independientemente de sus pre saberes encontrando agrado y persistencia al afrontar
situaciones problémicas relacionadas con el uso de las matematicas y donde se fomente el
trabajo en equipo, la organizacion y la toma de decisiones. Al respecto, los resultados
permiten ver que los estudiantes valoraron la lectura atenta de los enunciados para poder
comprender los juegos, identificar las reglas y en la fase de verbalizacion de los resultados
y del proceso de resolucion vieron la importancia de esforzarse para hacerlo de forma
coherente, ordenada y clara.

Momentos como, la forma de comunicarse por escrito con el Ogro a través de cartas y
el desarrollo de las fichas de trabajo son actividades en las que la interpretacion como
habilidad logra un papel muy importante en el proceso comunicativo de los estudiantes. De
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igual manera, se potencian habilidades de pensamiento matematico cuando los nifios
utilizan y relacionan los nimeros, las operaciones basicas, los simbolos y las formas de
expresion y razonamiento matematico para crear estrategias, poner en practica estrategias
ganadoras y resolver los distintos juegos y problemas presentados analizando las distintas
opciones de solucion, aprendiendo de los errores y valorando la posibilidad de mejorar;
estas actividades engrandecen el proceso de razonamiento y resolucion de problemas en los
nifios. Finalmente, se puede concluir que los nifilos mejoraron sus procesos matematicos y
sobre todo su gusto, confianza y persistencia para afrontar situaciones problémicas
relacionadas con el uso de la Matematica.
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Resumen

La vida diaria se encuentra permeada de eventos que tienen estrecha relacion con el
azar y la probabilidad. Sin embargo, a pesar de la presencia tan evidente de esta
ciencia en la cotidianidad, la importancia que se le da en Colombia, atin sigue siendo
minima en comparacion con otros temas matematicos que se enseflan en la escuela.
Por lo tanto, este trabajo se orienta en abordar las dificultades que presentan los
estudiantes durante el proceso de resolucion de problemas probabilisticos, a causa del
sistema de creencias (carga cultural) que influye de manera significativa durante la
toma de decisiones que se presentan en nuestra vida. Para ello se realizo el disefio de
una pruebadiagnoéstica y tres hojas de trabajo en las cuales se propusieron actividades
que giraban en torno a tres disefos realizados en GeoGebra, los cuales simulan
situaciones probabilisticas comunes para los estudiantes.

Palabras clave: Resolucion de Problemas, GeoGebra, probabilidad, sistema de
creencias.

Presentacion

El presente trabajo, hace parte de una investigacion que se encuentra en curso y que tiene
como proposito central, abordar las dificultades que presentan los estudiantes de grado once en el
desarrollo del pensamiento probabilistico, a causa del sistema de creencias. Para ello,se disefid
una prueba diagnoéstica con el fin de determinar el nivel de pensamiento probabilistico que
poseen los estudiantes y posteriormente, de acuerdo a los datos obtenidos, se disefiaron tres
actividades didacticas con sus respectivas hojas de trabajo, haciendo uso del software dindmico
de GeoGebra. Estas actividades deben permitir que el estudiante alcance un nivel de pensamiento
critico en cuanto a conceptos probabilisticos y que se aleje de argumentos que puedan basarse en
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algun sistema de creencias que conducen, con mucha frecuencia, a una prediccion erronea de
diferentes situaciones que se pueden presentar en nuestra vida. Con los disefios que se presentan
en GeoGebra, el estudiante tiene la posibilidad de observar con més claridad cuéles son las
caracteristicas probabilisticas que se presentan al momento de lanzar tres monedas, dejar caer
cierta cantidad de balotas por un circuito o incluso de jugar a la loteria.

Debido a las diferentes caracteristicas con las que cuenta GeoGebra es posible que el
estudiante tenga un papel mas participativo y exploratorio en las diferentes actividades que se
presentan, de modo que pueda por si mismo construir conocimientos probabilisticos que le
ayuden a tomar decisiones, utilizando bases mucho mas sélidas que las de los sistemas de
creencias.

Marco de la investigacion

El marco tedrico que fundamenta la problematica, el disefio de los instrumentos de investigacion
y el analisis de los resultados obtenidos a través de estos instrumentos, abarca cuatro elementos
fundamentales:

El proceso de Resolucion de Problemas

Trabajo de Schoenfeld. De acuerdo con Santos (1992),Schoenfeld sefiala en su propuesta
que en el proceso de resolucion de problemas intervienen las siguientes dimensiones:

Dominio del conocimiento
Estrategias Cognoscitivas
Estrategias Metacognitivas
Sistema de Creencias

Para el desarrollo de esta investigacion, es importante tener en cuenta el sistema de
creencias, el cual segiin Schoenfeld, citado en Santos (1992), hace referencia a las ideas de los
estudiantes sobre las matematicas y como resolver problemas, se considera un aspecto muy
importante dentro de la propuesta de Schoenfeld, debido a que, lo que un estudiante piensa
acerca de las matematicas influye fuertemente en la forma en como resuelve problemas en
matematicas.

Lo anterior, se evidencia en la investigacion llevada a cabo por Sanchez y Benitez (1997),
en la cual, se puede observar que las creencias que tienen los estudiantes sobre el concepto de
probabilidad, influyen considerablemente en el proceso de Resolucion de Problemas. La
investigacion en mencion, es detallada a continuacion.

Los niveles de pensamiento probabilistico

El proyecto realizado por Sanchez y Benitez (1997), tenia como proposito describir
algunas caracteristicas del razonamiento probabilista de estudiantes de distintos niveles de
escolaridad, cuando se enfrentan a problemas de probabilidad, definiendo asi, los siguientes
niveles del pensamiento probabilistico:

o Imprediccion: se ubican aqui, a aquellos estudiantes que consideran que es imposible
predecir resultados en situaciones aleatorias.
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o Deterministico: en este nivel, se ubican los estudiantes que consideran que los resultados
de una situacion, en la cual interviene el azar, depende de causas divinas, fisicas o empiricas.

e Mecanico: aquellos estudiantes que hacen uso de manera incorrecta de algoritmos para
dar respuesta a una situacion propuesta, lo que refleja que es resultado de un
aprendizaje memoristico, carente de significado.

e Pre-rigor: se ubican aqui, aquellos estudiantes que vislumbran algunos resultados de un
evento (no todos), tiene una capacidad mas elevada para argumentar y se ha alejado un poco
del nivel de pensamiento deterministico.

o Rigor: en este nivel se encuentran los estudiantes, que para argumentar hacen uso de
diferentes representaciones para un problema, en otras palabras, pueden argumentar
matematicamente.

El uso de multiples representaciones

De acuerdo con Rivas (2009), la mayoria de profesores de matematicas, tienden a centrar
su atencion y aceptar como Unico medio de representacion, el sistema simbolico algebraico
(considerado el mas formal), y pocas veces se hace explicita la relacion entre las distintas formas
de representacion de los conceptos matematicos, lo que genera que el aprendizaje adquirido por
los estudiantes sea deficiente.

Por lo tanto, se considerd importante dentro de esta investigacion, desarrollar y presentar a
los estudiantes hojas de trabajo y disefos en el software GeoGebra, que conlleven a la utilizacion
y articulacion de los diferentes tipos de representacion semidtica, debido a que como lo
afirma Hitt (2001), en la Resolucion de Problemas, las representaciones son consideradas como
el corazén de las matematicas.

Mediacion Instrumental

De acuerdo con Moreno (2002), existen dos metaforas importantes en la construccion del
conocimiento matematico en la escuela cuando se usan instrumentos de mediacion, y son
definidas de la siguiente manera:

o Lametéfora de las herramientas de amplificacion: se puede pensar aqui en una lupa,
debido a que la herramienta nos permite ver, amplificado, lo que no se veia a simple vista.

o La metafora de las herramientas de re-organizacion cognitiva: sugiere pensar en un
microscopio, debido a que permite ver lo que no era posible sin la herramienta.

Con lo anterior, se puede decir entonces que se habla de herramienta, cuando un estudiante
la usa como auxilio en la realizacion de célculos o graficas dentro de un problema cuya solucion
ya ha encontrado, es decir, solo genera efectos de amplificacion. En este caso, la herramienta no
modifica, sino que complementa el pensamiento del estudiante.

Metodologia

Es importante aclarar, por un lado, que el tipo de estudio es de corte mixto, denominado de
esta forma debido a que las hojas de trabajo aplicadas a los participantes se analizaran desde los
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enfoques cualitativo y cuantitativo, y por otro que el estudio se estructura, de las siguientes fases
tal como se evidencia en la figura 1:

e Disefio
e Validacion
e Uso de la Tecnologia
e Recoleccion
e Analisis
Fases del estudio
Disefio Validacion Uso de la Recoleceion Analisis
I I tecnologia I I

a. Seleccion de !

actividades 0 . o

problemas. a. Revision a. Aplicacién dc o

por parte de las hojas dc a. Cuantitativo
b.Prueba ‘ Y
S expertos. a. Descripcién trabajo [b. Cualitativo
diagnostica, T b 5
o . b. Rediseno del Software b. Aplicacién de
disefio de hojas - i
S con base en a utilizar. ntrevistas

de y trabajo, el pilotaje Clinicas

enlrevislas y

encuestas.

Figura 1.Fases del estudio. (Elaboracion propia).

En la primera fase (disefio) se seleccionaron actividades, estructuradas de acuerdo a los
Estandares Bésicos de Competencias en matematica propuestos por el Ministerio de Educacion
de Colombia (MEN 2006), para el grado once. Dichas actividades debian permitir una adecuada
elaboracion de preguntas que estarian presentes en la prueba diagnostica y para ello se tuvo
en cuenta una serie de criterios expuestos por Benitez (2006). La encuesta se realizd con el fin de
identificar algunas caracteristicas del pensamiento probabilistico que tenian los estudiantes y de
este modo poder clasificarlos teniendo en cuenta los niveles de pensamiento probabilistico
definidos por Sanchez y Benitez (1997), los cuales van desde la imprediccion hasta un
pensamiento riguroso.

La segunda fase consistio en realizar un pilotaje, de la prueba diagnostica y las hojas de
trabajo disefiadas, con el fin de que los disefios fueran revisados por expertos (director de la
investigacion, profesores con conocimiento en la elaboracion de propuestas en tecnologias
digitales y profesores del colegio escogido), y de acuerdo a las sugerencias recibidas, se procedid
a realizar los respectivos ajustes, debido a que se considera que tales orientaciones fueron
significativas dentro de este proceso para alcanzar los objetivos propuestos.
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La tercera fase tenia como proposito presentar a los estudiantes algunas instrucciones sobre
el manejo de GeoGebra con el fin de que pudieran desenvolverse con mayor facilidad en
las actividades propuestas en las hojas de trabajo.

Adicionalmente, siguiendo a Benitez (2006), dentro de esta fase se implementaran las
siguientes acciones:

e Descripcion general del software.
o Taller de manejo de tecnologia.
e Solucidén de problemas.

El tiempo destinado para el desarrollo de cada hoja de trabajo fue de una hora y se
realizo en un aula dotada de los equipos suficientes y el software requerido.

La cuarta fase (recoleccion de la informacion), se llevo a cabo en el colegio Pedro Antonio
Molina sede “Los Vencedores”, durante el segundo semestre del afio en curso, con estudiantes de
grado once, tal como se ha mencionado anteriormente.

Esta fase se considera fundamental, debido a que a partir de esta se analiza y se procesa la
informacion que se obtienen en cada una de las actividades que conforman la propuesta
didactica.

La informacion, fue obtenida de las siguientes fuentes:
o La prueba diagndstica de entrada y salida.
o Las hojas de trabajo.

o Encuestas y entrevistas, seglin sea el caso.

Finalmente, con los datos obtenidos, se espera realizar en el transcurso del mes
de noviembre del afio en curso, el andlisis, cuantitativo y cualitativo, de la informacion obtenida,
y de esta manera, dar respuesta a las preguntas de investigacion que son la guia para la
realizacion de este trabajo, y ademas, se podra evaluar el impacto de las actividades que fueron
propuestas, en el salon de clase, a los estudiantes.

Conclusiones preliminares

De acuerdo a la informacion obtenidahasta el momento, la mayoria de los estudiantes
participantes del estudio, se encuentran ubicados en los niveles de prediccion y deterministico.
Por lo tanto, se espera que con la intervencion docente, la puesta en acto con el software
GeoGebra y las hojas de trabajo, alcancen un nivel superior a estos.

Adicionalmente, se espera que, a través de los instrumentos disefiados, de las respuestas y
los procedimientos, los estudiantes logren construir heuristicas y estrategias de control que les
permitan resolver problemas de probabilidad con argumentaciones matematicas.

Por ultimo, consideremos que de acuerdo con Moreno (2002) es posible que el uso
sostenido de la herramienta desemboque en cambios a nivel de las estrategias de solucion de
problemas y a nivel de la manera misma como se plantea el problema. Por lo tanto, se espera,
que al usar GeoGebra como herramienta de mediacion de la investigacion, el
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pensamiento matematico del estudiante quede afectado positivamente y se generen efectos de
reorganizacion conceptual.
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La Tienda de Matematicas: Estrategia de ayuda entre iguales.
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Resumen

En este reporte se enuncian los principales hallazgos recuperados de la
implementacion de “La Tienda de Matematicas” como estrategia de ayuda entre
iguales, en la que los estudiantes avanzados (vendedores) ofrecen ayudas a sus
comparieros (compradores). Se llevd a cabo en dos escuelas secundarias del estado
de Querétaro, México. En la primera, a nivel grupo, constituyendo el precedente de
la segunda, en la que se establecio a nivel escuela, participando como vendedores
nueve alumnos de los tres grados, siendo el taller de dibujo técnico y el cambio de
turno, el espacio y horario propicios para el desarrollo del proyecto. Se realiz6 un
estudio narrativo mediante un proceso inductivo, en el que se concluy6 que la ayuda
entre iguales es ideal para implicar a los estudiantes en la resolucion de problemas
matematicos.

Palabras clave: Educacién secundaria, ensefianza-aprendizaje, pensamiento
matematico, resolucién de problemas, ayuda entre iguales.

Tema objeto de estudio

En el campo de la Educacion Matemaética la resolucion de problemas es un tema relevante,
tanto para la investigacion como para el disefio e implementacion de estrategias didacticas.
Asimismo, el Sistema Educativo Mexicano (SEM), en sus planes y programas de estudio para la
Educacién Secundaria, ha considerado, desde 1993, la resolucién de problemas como eje rector
de las matematicas y, con el propoésito de situar el objeto de estudio la ayuda entre iguales en la
resolucién de problemas en el contexto actual, se retoman dos ambitos del perfil de egreso,
enunciados en el Modelo Educativo 2018, pensamiento matematico y, colaboracién y trabajo en
equipo, que refieren, respectivamente: “Amplia su conocimiento de técnicas y conceptos
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matematicos para plantear y resolver problemas” y “Reconoce, respeta y aprecia la diversidad de
capacidades y visiones al trabajar de manera colaborativa”.

Al respecto, se llevé a cabo un estudio narrativo con las evidencias de las dos etapas de la
propuesta didactica, para dar respuesta a la pregunta: ¢Cuéles son los principales hallazgos de la
ayuda entre iguales que implican a los alumnos de secundaria en la resolucién de problemas
matematicos?, por lo que se planted el siguiente objetivo: Reconstruir una narrativa con los
principales hallazgos de “La Tienda de Matematicas” como estrategia de ayuda entre iguales en
la resolucion de problemas. En la cual los estudiantes avanzados asumen el rol de vendedores de
ayudas pedagogicas y los alumnos que presentan dudas toman el rol de compradores de dichos
apoyos, utilizando para la compra-venta monedas didacticas.

Para ello se retoman los acontecimientos mas sobresalientes sucedidos durante la
aplicacion del estudio en las escuelas participantes, la “15 de septiembre”, ubicada en la
localidad de Vizarron, Cadereyta, Querétaro; con 9 grupos de 35 alumnos en promedio; en la
cual se implementd por primera vez el proyecto, en su fase salén de clase en un grupo de tercer
grado, durante el ciclo escolar 2004-2005 y, afios mas tarde, en el ciclo 2010-2011, se llevo a
cabo como proyecto de escuela en la secundaria “Las Américas”, con domicilio en la ciudad de
Querétaro, Meéxico. Esta tltima institucién integrada por 36 grupos, 18 en cada turno, con una
poblacidn total aproximada de 1500 alumnos.

Antecedentes y fundamentacion teérica Estado de la cuestion

En este apartado se abordan los antecedentes relacionados con los enunciados generales
que constituyen el objeto de estudio. Con respecto a la resolucion de problemas matematicos,
Polya (1965) propone un procedimiento que consta de cuatro etapas: Comprender el problema,
concebir un plan, ejecucion del plan y vision retrospectiva (p.19). Asimismo, Labarrere (1987),
refiere cuatro momentos: Analisis inicial del problema, determinacién de la via de solucion,
ejecucion de la solucion y control de la solucién realizada (p.37). Por otro lado, Barrantes (2006)
expone los cuatro componentes cognitivos propuestos por Allan Schoenfeld: Los recursos, las
heuristicas, el control y el sistema de creencias; los primeros son los conocimientos que el sujeto
posee relacionados con el problema matematico, las heuristicas son las técnicas y estrategias para
solucionar el problema, el control incluye planificar, estimar y tomar decisiones durante el
proceso de resolucion y, con respecto a las creencias el autor considera que afectan el proceso.

En relacién a la ayuda entre pares, Moliner, Gambaro y Prades (2010) afirman que es un
método de aprendizaje conjunto que se desarrolla en un clima de confianza y genera actitudes
positivas hacia el estudio. Mosca y Santiviago (2012) refieren que en ese vinculo se favorece el
interés por el aprendizaje y la asuncién de compromisos; al respecto Valdebenito y Duran (2013)
destacan el aprendizaje que adquiere el tutor durante la preparacion previa para ayudar a su
compafiero, quien, de acuerdo con Durén y Flores (2014), se implica responsablemente en el
estudio, estableciéndose una relacién asimétrica, es decir, ambos alumnos ensefian y aprenden
(Duréan, Flores, Mosca y Santiviago, 2015) y, lo mas importante es que la diversidad de
capacidades y visiones se convierten en una fuente de aprendizaje. (Flores, Duran y Albarracin,
2017, p. 70).
La clase de matematicas

Retomando la idea de ser matematico para alguien, de Chevallard, Bosch y Gascén (1998),
se disef6 “La Tienda de Matematicas” en un grupo de 3° de la escuela Secundaria General “15
de Septiembre”, durante el tratamiento del tema ecuaciones lineales, correspondiente al Programa
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de estudios 1993; en la cual los dos primeros equipos en resolver correctamente el problema
planteado para la clase, se convierten en vendedores de ayudas pedagdgicas y el resto de los
estudiantes, si lo requieren, son los compradores de explicaciones para la consecucion del
objetivo propuesto en la sesion de trabajo.

La clase se desarrolla en tres momentos, en las actividades de inicio se plantea un problema
y se lleva a cabo un andlisis grupal del texto, a partir de una lluvia de ideas guiada por preguntas
orientadora encaminadas a la comprension de los datos, condiciones y exigencia del problema;
en seguida los estudiantes forman triadas por afinidad. Posteriormente, en las actividades de
desarrollo, los alumnos se dedican a resolver el problema con sus compafieros de equipo,
mientras tanto la docente atiende las ayudas pedagdgicas y, una vez que terminan con éxito una o
dos triadas, los integrantes de esos equipos se ocupan de ofrecer las ayudas, mas conocidas entre
ellos como pistas, solicitadas por los alumnos que prefieren acudir a la tienda para lograr la
resolucion del problema. Por altimo, una vez concluida la compra-venta de ayudas, en las
actividades de cierre, se realiza un analisis grupal de los procesos efectuados con la finalidad de
fortalecer el pensamiento matematico y, en caso de ser pertinente, la docente introduce los
algoritmos convencionales como un procedimiento mas.

Fundamentos conceptuales

La primera consigna que sustenta la creacion de “La Tienda de Matematicas” refiere que hay
una buena razén para aprender y ensefiar matematicas porque en la vida cotidiana uno se puede
ver conducido a hacer de matematico para alguien. (Chevallard, Bosch y Gascon, 1998, p.35), es
decir, no s6lo el matematico o el maestro de matematicas pueden hacer matematicas, sino cualquier
personay en particular los alumnos al ayudar a sus compafieros en la resolucion de problemas. Asi
es como surge la iniciativa de generar estrategias didacticas que impulsen el desarrollo del
pensamiento matematico a partir de la resolucion de problemas, como es el caso de la ayuda entre
iguales, porque los vendedores ensefian y aprenden ayudando a sus compafieros, teniéndoles
paciencia si no saben algo, conversando en un clima de confianza. (Moliner, Gambaro y Prades,
2010).

En base a que la ayuda entre iguales es una estrategia que promueve el aprendizaje
compartido y las relaciones interpersonales, se describe como la vinculacion entre dos personas
que establecen una relacion asimétrica a partir de un objetivo comun, conocido y compartido
(Duran, Flores, Mosca y Santiviago, 2015, p. 32), para este caso, la resolucion de problemas
matematicos. A partir de esta premisa se constituyen los enunciados que sustentan el andlisis del
objeto de estudio, teniendo en cuenta que en la formacion de diadas se genera un aprendizaje
mutuo, en el que se decreta una relacion de ida y vuelta entre vendedor y comprador para lograr
la resolucién compartida, favoreciendo la autoestima y la implicacion responsable en la
actividad; porque, estudiar juntos sugiere saber trabajar en equipo y representa una extraordinaria
oportunidad para las relaciones interpersonales. De este modo, el comprador recibe una atencion
ajustada a su zona de desarrollo proximo, en un clima de confianza, sintiéndose protagonista de
su propio proceso de aprendizaje, derivado de la resolucion del problema matematico.

Aprendizaje mutuo, de acuerdo con Duran y Flores (2014), consiste en “la capacidad de
compartir el conocimiento y las experiencias entre los participantes” (p. 7), en cuanto a que
aprenden de manera reciproca, es decir, se establece una relacion bidireccional que soslaya la
trasmision del conocimiento, puesto que el vendedor de ayudas, aun cuando conoce la solucion
del problema, en el momento de dialogar con su compariero esta en ocasion de aprender, por
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ejemplo diversas formas de ofrecer ayuda, otros conocimientos, mas heuristicos o los mismos
pero desarrollados bajo otra perspectiva, esto es, se percata de algunas relaciones que no habia
detectado en su propia resolucion y, bajo estas condiciones, se siente satisfecho por tener la
facultad de aprender ayudando; por su parte el comprador se visualiza como un aprendiz que
también puede ensefiar y que, por ello, tiene muchas posibilidades de lograr su meta,
implicandose responsablemente en la resolucion del problema. En este sentido, Duran y Flores
(2014) afirman que ejercer el rol de tutor favorece la implicacion, la responsabilidad y la
autoestima, mejorando las habilidades sociales, comunicativas y de ayuda. (p. 8).

Estudiar juntos, representa una excelente oportunidad para aprender a trabajar en equipo,
porque los estudiantes se retinen en diadas para resolver juntos los problemas de matemaéticas, de
forma que, mediante las relaciones interpersonales, surge la empatia y la confianza en si mismo,
credndose compromisos colaborativos. De esta manera, el vendedor ensefia y aprende ayudando
a su compafiero, teniéndole paciencia cuando no sabe algo, generando asi un clima de confianza
(Moliner, Gambaro y Prades, 2010), en el que el comprador recibe una atencion ajustada a su
zona de desarrollo proximo, es decir, mediante la colaboracion logra el nivel superior en el
desarrollo (Dubrovsky, 2005, p. 29), porque la ZDP se define como la distancia entre el nivel de
desarrollo real y el nivel de desarrollo potencial.

Problemas matematicos. Considerando que el principal motivo de la ayuda entre iguales
es la resolucion de problemas matematicos, para efectos del presente estudio “Se denomina
problema a toda situacion en la que hay un planteamiento inicial y una exigencia que obliga a
transformarlo.” (Campistrous, L y Rizo, C., 1996, pp. IX-X). Entonces la situacion exigida tiene
que ser desconocida para la persona que acepta realizar la transformacion. En este caso se incide
en el desarrollo del pensamiento matematico, teniendo en cuenta que “un problema matematico
es aquel que demanda del sujeto una intensa actividad cognoscitiva” (Labarrere, 1987, p. 19),
porque para acceder a la respuesta tiene que pensar, razonar y encontrar los conocimientos y
procedimientos que se espera conducen a la respuesta.

Disefio y metodologia

Este trabajo se inscribe en el enfoque cualitativo, se realiz6 un disefio narrativo el cual,
mediante un proceso inductivo, pretende entender los procesos de la ayuda entre iguales, a partir
de las vivencias de las personas gque las experimentaron (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2014,
p. 487). De este modo se contextualiz6 el momento y el lugar donde ocurrieron las experiencias
didacticas, de forma que se identificaron tres categorias de analisis: aprendizaje mutuo, estudiar
juntos y problemas matematicos; para reconstruir los hechos y entretejerlos en una narrativa
general que enuncia los hallazgos mas sobresalientes de la implementacion de “La Tienda de
Matemaéticas”, en la que se destacan las ventajas que ofrece la ayuda entre iguales como
estrategia para abordar el pensamiento matematico mediante la resolucion de problemas.

La recogida de la informacion se llevo a cabo a partir de la revision de los documentos
archivados, correspondientes al desarrollo de cada una de las etapas; de la primera, el informe de
los resultados vy, de la segunda, el proyecto escrito presentado a las autoridades escolares, las
listas de asistencia de los vendedores, la bitacora de registro de los compradores y el informe de
los resultados; siendo éstos recursos las principales evidencias que facilitan el analisis a
posteriori de la puesta en marcha de la estrategia. Ademas, es importante destacar que se cuenta
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con el antecedente de la autoria, la propia intervencion y, consecuentemente, la observacion
participante.

En relacidn a los participantes, el equipo de vendedores, del proyecto de escuela, se
conformd inicialmente por 9 alumnos de los tres grados y de ambos turnos, seleccionados bajo
los siguientes criterios: participes del entrenamiento para las Olimpiadas de Matematicas,
dispuestos a trabajar en el proyecto e interesados para implicarse en una estrategia de
colaboracion. Por su lado, los compradores fueron alumnos de la escuela, de cualquier grado y
turno, que asistian al taller de dibujo técnico, con la finalidad de solicitar ayuda para resolver sus
problemas de matematicas.

Resultados Los principales hallazgos recuperados
de la primera etapa de “La Tienda de Matematicas”, como estrategia de ayuda entre iguales, en
el salén de clase son, en cuanto al aprendizaje mutuo, gran motivacion por aprender ayudando,
debido a que la mayoria de los alumnos manifiestan interés por asumir el rol de vendedores y
en determinado momento lo consiguen, al respecto la Alumna 1 afirma: “aprendi a esmerarme
en mi trabajo para lograr estar en la tienda”, en este rubro, Duran y Flores (2014) refieren que
quien ejerce el rol de tutor se implica responsablemente y mejora su autoestima (p.7); en
relacion a estudiar juntos, la misma estudiante expresa, “aprendi a trabajar en equipo (...),
compartimos ideas, puntos de vista y aprendimos a respetar ideas y sugerencias’’; por
consiguiente todos los estudiantes del grupo logran terminar, en un ambiente de confianza, la
solucion de los problemas matematicos, porque “es una forma de aprender mejor” (Alumno 2),
a pesar de que “un problema matematico es aquel que demanda del sujeto una intensa actividad
cognoscitiva” (Labarrere, 1987, p. 19) y, en este caso, también es notorio que algunos equipos
persisten en lograr la resolucién sin comprar ayudas, fortaleciendo con su perseverancia el
pensamiento matematico.

También, es importante mencionar que en esta primera experiencia sobresale el Alumno 3,
quien logra ser vendedor en casi la totalidad de las clases, convirtiéndose en el ayudante mas
solicitado, mismo que aprovechando esta coyuntura desarrolla diversas habilidades que le
aseguran el éxito en su labor, porque de acuerdo con Duran y Flores (2014) el rol de tutor
promueve habilidades sociales, comunicativas y de ayuda (p. 8). En suma, “la tiendita consistia
en que la profa nos ponia un problema, lo resolviamos en equipo y el primer equipo que acababa
se ponia en la tiendita a vendernos informacion” (Alumna 4).

En la segunda etapa, el proyecto inicia a peticion de algunos alumnos de la escuela, quienes
participaron en las etapas eliminatorias de la Olimpiada Nacional de Matematicas para Alumnos
de Secundaria (ONMAS) y que manifestaron su deseo por continuar trabajando con los
problemas matematicos, de tal manera que, una vez formalizada la propuesta, ellos mismos se
encargan de hacer la difusidn y la organizacién interna del proyecto. En base al aprendizaje
mutuo, se puede afirmar que los vendedores aprenden ayudando, teniendo en cuenta que es
convincente la mejora en su desempefio durante la resolucién de problemas en clase, como
refiere un vendedor: “me sirvié mucho para reforzar mis conocimientos en las matematicas”
(Alumno de primer grado), con ello se confirma que la ayuda entre iguales es una estrategia de
aprendizaje basada en la formacidn de parejas que establecen una relacion de ida y vuelta
(Duran, Flores, Mosca y Santiviago, 2015, p. 32).
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Otro aspecto sobresaliente relacionado con estudiar juntos consiste en que los vendedores
formulan problemas con anticipacion, dirigidos a los compradores sistematicos, es decir, a los
alumnos que acuden regularmente, “por ejemplo de mi salén éramos seis y pues siempre ibamos”
(Alumna A), en este caso Valdebenito y Duran (2013) sugieren que la preparacion previa de los
tutores facilita el aprendizaje de los tutorados, debido a que ajustan la ayuda a la Zona de
Desarrollo Proximo (ZDP), favoreciendo el transito del nivel de desarrollo real al nivel de
desarrollo potencial (Dubrovsky, 2005).

Por otro lado, es relevante mencionar que algunos estudiantes se incorporan al proyecto
como compradores y posteriormente se convierten en vendedores, puesto que la ayuda entre
iguales fomenta procesos motivacionales y relacionales que inciden positivamente en la
resolucion de problemas. En este sentido, Mosca y Santiviago (2012) afirman que en el vinculo
entre tutor y tutorado se internalizan representaciones y valores que favorecen el interés por el
aprendizaje y la asuncién de compromisos. Lo anterior se ilustra con los comentarios de una
vendedora: “pues cuando empez6 el proyecto yo no estaba dentro porque en realidad no me
gustaban las matematicas (...) fue una experiencia muy bonita porque conoci a mas personas y
aprendi mas (Alumna de 2° grado).

Un hallazgo mas consiste en que la mayoria de los participantes mantienen el interés en la
resolucion de los problemas matematicos, mismos que demandan del alumno ‘“una intensa
actividad cognoscitiva” (Labarrere, 1987, p. 19) porque la situacion exigida es desconocida y la
persona debe querer hacer la transformacién, a partir del planteamiento inicial (Campistrous, L y
Rizo, C., 1996). Asimismo, los vendedores expresan que cada vez les resulta mas facil ayudar a
sus comparfieros, al respecto, Duran y Flores (2014) refieren que el tutor desarrolla diversas
habilidades (p. 8), por lo tanto, “era mas facil porque me ensefiaba gente que iba en mi grupo y
edad (...) y me tuvieron mucha paciencia en todo.” (Alumna B); “podia preguntar con mas
confianza” (Alumna C), porque los vendedores ensefian y aprenden ayudando a los compradores,
teniéndoles paciencia si no saben algo, propiciando un clima de confianza. (Moliner, Gambaro y
Prades, 2010).

Ademas, es importante enfatizar que, una vez familiarizados con la resolucion de
problemas, los vendedores que cursan el primer grado son capaces de ayudar a los compradores
de segundo grado y, por altimo, la trascendencia del proyecto se ve reflejada al final del ciclo
escolar cuando dos vendedoras de segundo, por iniciativa propia, ayudan a sus compafieros de
grado en su preparacién para el examen extraordinario, fortaleciendo en ellos el pensamiento
matematico que los llevé a la acreditacion de la asignatura. Conclusiones

Mediante un proceso inductivo fue posible reconstruir una narrativa general de las vivencias
de los alumnos que participaron en la conformacion de “La Tienda de Matematicas” como
estrategia de ayuda entre iguales.

Los estudiantes ampliaron sus conocimientos de técnicas y conceptos matematicos al
plantear y resolver problemas entre iguales y, al mismo tiempo, aprendieron a respetar la diversidad
de capacidades y visiones al trabajar de manera colaborativa.

De esta forma se puso en evidencia que, “La Tienda de Matematicas”, es una propuesta
centrada en los alumnos, porque con el aprendizaje mutuo, mejoraron su autoestima y se
implicaron responsablemente en la resolucién de problemas matematicos y, al estudiar juntos,
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aprendieron a trabajar en equipo, por consiguiente, la ayuda entre iguales es una estrategia con un
potencial incalculable para el desarrollo del pensamiento matematico.

Por ultimo, cabe resaltar la evolucion de dicha estrategia, creada en el salon de clase
(20042005), transformada en proyecto de escuela (2010-2011) y, sin perder su esencia,
reestructurada en un nuevo proyecto de escuela denominado “Alumnos tutores en la resolucion de
problemas matematicos” (2014-2015), el cual constituye la ponencia presentada en la X1V CIAEM
e integrada en la publicacion Educacién Matemética en las Américas.
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Resumo

O presente trabalho refere-se a um recorte de uma pesquisa de Mestrado concluida
junto ao Programa de P6s-Graduacao em Ensino de Ciéncias e Matematica da
Universidade Cruzeiro do Sul. Tem como objetivo principal compreender como uma
situacdo didatica, apoiada na teoria das situacdes didaticas, pode contribuir para o
ensino de Geometria — Quadrilateros — no Ensino Fundamental 11. A elaboracéo da
situacdo didatica baseou-se em no¢des da Teoria das SituacGes Didaticas, de Guy
Brousseau. Trata-se de uma pesquisa qualitativa, realizada com estudantes do sétimo
ano, na qual foram analisados os dialogos dos alunos, as resolucdes escritas e seus
comportamentos frente a atividade proposta. Considerando o que se mostrou nos dados
da pesquisa, foi possivel verificar que a interacdo dos alunos com as atividades
realizadas estimulou o desenvolvimento do pensamento matematico e geométrico
atraves da resolucdo de problemas que estimularam a utilizacéo das habilidades de
observacao, formulagdo, comunicacdo, argumentacao e validacao.

Palavras chave: Educacdo Matematica, Educacdo Béasica, Ensino de Geometria, Situacdo
Didatica, Quadrilateros.

Introducéo

Como professor de Matematica do Ensino Basico na rede privada de ensino, ha 14 anos, e
vice-diretor de uma escola estadual, hd 10 anos, tenho presenciado a dificuldade dos alunos em
aprender Matematica, sobretudo no que se refere a contelldos geométricos. Seja pelo despreparo
de alguns professores para ensinar tais conteidos, seja pela falta de materiais didaticos
pedagdgicos de apoio ou pela ndo familiaridade de alguns docentes com recursos tecnoldgicos, a
Geometria torna-se de dificil compreensao e, até mesmo, sem significado para muitos estudantes.

Comunicacién XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2726



Classificando os Quadrilateros: uma Situacdo Didatica envolvendo leitura

XV CIAEM Medellin, Colombia, 2019

Diante disso, decidimos trabalhar com esse tema em nossa pesquisa de mestrado
(GABRIEL, 2017). Para isso, debru¢camo-nos em leituras e estudos sobre o processo histérico de
como ocorreu e ainda ocorre o ensino da Geometria no Brasil. Percebemos que, depois de uma
época de abandono que se configurou apds o Movimento da Matematica Moderna, hoje seus
contelidos estdo presentes nas escolas brasileiras e as praticas pedagdgicas para seu ensino estao
recebendo atencdo de professores e pesquisadores. Contudo, concluimos que é um ramo da
Matematica que ainda carece de mais cuidado no que diz respeito a aprendizagem dos alunos, ao
material didatico e a formacao de professores.

Verificamos os apontamentos relativos a Geometria destacados nos documentos brasileiros
de orientagdes curriculares e consideramos as orientagdes atuais acerca das possiveis abordagens
para seu ensino. Segundo PCN (BRASIL, 1998), o estudo da Geometria deve ter como ponto de
partida a analise de figuras através de observacdes, manuseios e construgdes, que permitam
elaborar conjecturas e identificar propriedades, ou seja, 0 documento recomenda estimular o
aluno a observar, perceber semelhancas e diferencas e identificar regularidades.

Por isso, elegemos o conteudo Quadrilateros para criar uma sequéncia didatica, pois, dentre
as inimeras figuras geomeétricas, os quadrilateros possuem propriedades envolvendo os seus
elementos (lados, angulos, diagonais, area, perimetro, etc.) que, quando trabalhados
adequadamente, permitem os alunos raciocinar indutiva e dedutivamente, formulando e testando
conjecturas e generalizacOes, desenvolvendo, assim, 0 pensamento geometrico. Notamos,
portanto, que o estudo com os Quadrilateros vai ao encontro das recomendacgdes dos PCN
(BRASIL,1998).

Outro motivo que nos impulsionou para o trabalho com Quadrilateros foi o fato de
encontrarmos nos objetivos indicados na Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL,
2017) sobre o ensino de Geometria, um especifico relativo a esse contetido: “Identificar
caracteristicas dos quadrilateros, classifica-los em relacdo a lados e a angulos e reconhecer a
inclusdo de classes entre eles” (BRASIL, 2017, p. 259).

Ao adotarmos, como objeto de investigacdo, analisar as contribui¢cdes de uma sequéncia
didatica para o ensino e aprendizagem do conteddo Quadrilateros, buscamos aporte teérico na
Teoria das Situacfes Didaticas, de Guy Brosseau (2008), para elaboracdo das atividades que
comporiam a sequéncia. Algumas dessas atividades serdo relatadas na presente comunicacao.

A Teoria das Situag6es Didaticas

Brousseau (2008) expbe como ideia basica, em sua Teoria das Situa¢bes Didaticas,
aproximar o trabalho do aluno do modo como é produzida a atividade cientifica verdadeira, ou
seja, o aluno se torna um pesquisador, testando conjecturas; formulando hipéteses; provando
resultados; construindo modelos, conceitos e teorias, e socializando os resultados diante da
resolugéo de um problema. Ainda segundo o autor, o aluno deve ser sempre estimulado a
esforcar-se para superar seus limites e, com esforgo proprio, construir novos conhecimentos. Para
isso, sugere que o estudante passe por cinco etapas diante da resolu¢do de um problema: ¢ Etapa
de devolucéo: ato pelo qual o professor cede ao aluno uma parte da responsabilidade pela
aprendizagem.
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. Etapa de acdo: € aquela na qual o aluno, que se encontra ativamente empenhado na
procura da solucao de problema, realiza determinadas acdes mais imediatas. Caracteriza-se pelo
predominio do aspecto experimental e operacional.

. Etapa de formulagdo: o aluno ja utiliza na solucéo do problema estudado, alguns modelos
ou esquemas teoricos explicitos, além de mostrar um evidente trabalho com informagdes tedricas
de uma forma bem mais elaborada.

. Etapa de validacdo: os alunos tentam convencer os interlocutores da veracidade das
afirmaces que fizeram, utilizando uma linguagem matematica apropriada (demonstracdes).

. Etapa de institucionalizacéo: o professor retoma parte da responsabilidade cedida aos
alunos e institucionaliza o saber construido, estabelecendo um carater mais objetivo e universal
para 0 conhecimento.

Assim, ao elaborarmos a sequéncia didatica proposta neste trabalho, selecionamos e criamos
atividades que oferecessem aos estudantes a oportunidade de vivenciar as cinco etapas sugeridas
por Brousseau (2008) na resolucdo de um problema.

Entretanto, é necessario observar que essas etapas ndo tém um inicio e um fim especificamente
delimitado, mas se entrelagam fortemente durante o seu desenvolvimento. O reconhecimento das
etapas, por parte do professor, € fundamental para o éxito, tanto na elaboragéo, quanto na
aplicacdo de uma situacdo didatica, pois desse reconhecimento depende o grau de mediacéo do
docente.

Metodologia de Pesquisa

Para que pudéssemaos coletar informaces sobre as potencialidades da atividade que
aplicamos em contribuir para o ensino e aprendizagem sobre os Quadrilateros, realizamos uma
pesquisa de natureza qualitativa, na qual foram analisados os dialogos dos alunos, as resolucdes
escritas e seus comportamentos frente a atividade. Escolhemos atuar diretamente no ambiente de
investigacdo — uma sala de aula regular do 7° ano do ensino fundamental, com 33 alunos de uma
escola publica do interior do estado de Sdo Paulo, durante o segundo semestre letivo do ano de
2016 —, envolvendo-nos com a situacdo por meio de uma pesquisa naturalista ou de campo, que,
de acordo com Fiorentini e Lorenzato (2009, p. 106) “[...] é aquela modalidade de investigacao
na qual a coleta de dados € realizada diretamente no local em que o problema ou fenémeno
acontece [...]”. A aplicagdo da atividade foi conduzida pelo proprio pesquisador, que assumiu as
aulas de Matematica durante esse periodo.

As atividades desenvolvidas com os estudantes da pesquisa foram realizadas em aulas
duplas, ora individualmente, ora com grupos de trés estudantes. Os grupos foram formados de
forma aleatoria e se mantiveram os mesmos do inicio ao fim da pesquisa.

O registro das informagdes fez-se por meio de fotos, gravacoes de audio entre os didlogos
ocorridos nas aulas, anotacdes (diario de campo) e documentos elaborados pelos alunos
(resolugdes escritas que os alunos fizeram para as atividades que compdem a sequéncia didatica).
A observacéo cuidadosa das aulas foi fundamental para que pudéssemos ter maior seguranca na
coleta dos dados, no intuito de ndo deixarmos passar despercebidas informagdes relevantes para a
pesquisa.
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A anélise e a interpretacdo dos dados iniciaram-se juntamente com a coleta e foram
tomando forma a medida que eram redigidas as anotacdes. Para interpretarmos os dados das
atividades desenvolvidas, foram analisadas as anotacGes das observacdes do diario de campo, as
fotos e audios dos alunos durante as aulas e, principalmente, o material produzido por eles ao
realizarem os registros das resolucdes das atividades propostas.

Através dos resultados obtidos por meio dos registros e da analise documental,
confrontamos as informagdes obtidas com a posicao dos autores que deram sustentacdo tedrica
para o desenvolvimento da pesquisa.

As Atividades

As atividades que apresentaremos a seguir nos remetem as ideias de Freitas (2008).
Segundo ele, cabe ao professor criar situagdes para que o aluno se aproprie dos conhecimentos,
valorizando o que ele ja sabe e envolvendo-o na construcdo do saber matematico. Utilizando esse
pensamento como referéncia, decidimos criar uma historia de aventura que cativasse o aluno com
uma leitura de seu interesse, que fosse agradavel e que estivesse de acordo com sua faixa etéria,
despertando, assim, a criatividade dos estudantes e abrindo portas para o incrivel universo ludico.
A histdria criada serviu como alicerce para o desenvolvimento de todas as demais atividades da
sequéncia didatica, incluindo as descritas neste trabalho.

A Historia: O reino dos Quadrilateros

H& muito tempo, quando os humanos nem pensavam em existir, 0 mundo era dominado
por estranhas criaturas: os poligonos. Tinham poderes méagicos, falavam, movimentavam-se e
pensavam.

A luta pelo dominio do planeta era constante entre essas figuras geométricas e, para evitar
grandes guerras, eles se dividiam em reinos. Havia o reino dos triangulos, o dos quadrilateros, o
dos pentagonos, o dos hexagonos... Mas, frequentemente, aconteciam golpes, através dos quais
uns tentavam invadir o reino dos outros em busca do dominio supremo.

Na tentativa de evitar esses golpes e manter a tranquilidade, os quadrilateros construiram
uma grande muralha em torno de seu reino, com apenas uma passagem de acesso, onde um
quadrilatero, com fortes poderes, exercia funcéo de guarda.

Qualquer um que ousasse chegar perto da passagem, ja de longe escutava os gritos do
guarda que assim dizia:

-E um quadrilatero? Tem certeza de que tem quatro lados? Se n&o tiver, afaste-se, pois algo
ruim pode lhe acontecer.

Assim era resolvido o problema das invasdes no reino dos quadrilateros. Contudo, dentro
do préprio reino, havia subdivisdes. E, como o centro das terras era um lugar fértil e muito
bonito, todos queriam & habitar, porém era impossivel, ja que 0 espago era notoriamente
pequeno.

Assim, mais uma vez fortes e poderosos se beneficiavam, ficando com as melhores terras e,
com o medo de perderem esse prestigio, novas muralhas eram levantadas e novos guardas foram
designados para manter a hierarquia no reino.
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A forca e o poder dos poligonos de quatro lados eram medidos de acordo com algumas de

suas caracteristicas: lados paralelos Ihes davam um poder, angulos retos outros, lados
congruentes outros. Existia, portanto, desde quadrilateros sem poderes até outros que
acumulavam varios.

A politica no reino dos quadrilateros funcionava assim: na muralha mais externa ficava um
guarda que s6 deixava entrar poligonos com quatro lados. Perguntava e verificava se o poligono
realmente tinha quatro lados. Havendo a confirmacdo, dava-lhe um colar com a identificacéo de
quadrilatero.

Na segunda muralha, interna & primeira, a porta de entrada para terras um pouco mais
férteis era vigiada por guardas que faziam uma restricdo a mais para quem quisesse entrar.
Perguntavam aos quadrilateros se tinham pelo menos um par de lados paralelos e, se tivessem,
recebiam um outro colar com identificacdo de trapézios. Desse modo, nessas terras, entravam os
trapézios mais simples (com apenas um par de lados paralelos) e também os paralelogramos, 0s
retangulos, os losangos e 0s quadrados, que também podiam ser considerados trapézios, ja que
possuiam a caracteristica exigida pelo guarda.

Para adentrar a area cercada pela terceira muralha, o guarda exigia dois pares de lados
paralelos. Os que conseguiam entrar recebiam um colar com a identificagéo de paralelogramos.
Entravam os paralelogramos mais simples (com dois pares de lados paralelos) e também os
retangulos, losangos e quadrados, todos acumulando trés colares, visto que podiam ser
considerados quadrilateros, trapézios e paralelogramos.

A quarta e a quinta muralha se entrelacavam na regido mais rica do reino. A entrega do
colar pelo guarda da quarta muralha s6 acontecia com a condi¢do de que os paralelogramos que
I& quisessem entrar tivessem todos os angulos retos. J& o da quinta muralha, se o paralelogramo
tivesse todos os lados iguais.

Na regido central (entrelace das quarta e quinta muralhas) também havia guardas e estes
ndo exigiam uma nova caracteristica para liberar a entrada, mas que os pretendentes tivessem
todas as caracteristicas e colares entregues pelos cinco guardas anteriores.

Uns quadrilateros podiam andar por todo o reino, visto que colecionavam todos os colares e
tinham todos os poderes; outros somente em algumas regides (pois possuiam apenas alguns
colares) e outros em uma unica regiao.

Durante milhares de anos, os quadrilateros organizaram-se assim até que, um dia, um pentagono
irregular conseguiu esconder seu menor lado, passou-se por quadrilatero, entrando no reino e
destruindo todos os quadrilateros e deixando apenas essa lenda como lembranca do reino.

Comunicacién XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2730



Classificando os Quadrilateros: uma Situacdo Didatica envolvendo leitura

Atividade 1

{

2

Quadrilitera — possw Trapézio — possui pelo
qualro lados menos um par de lados paralelos.

Conhecendo essa histdria, vocé pode ajudar os quadrilateros abaixo que perderam seus colares.
Vamos considera-los numerados conforme a seguir:

(

4

Paralelograme — possu Retangulo — possm os quatio
pelo menos dois pares de lados angulos retos.
€3 )
Losango - possti 08 Quadrado - possui as
quatro lades 1muas. caracteristicas de todos os outros

Agora distribua-os de acordo com as caracteristicas de cada quadrilatero, inserindo o
namero correspondente a cada colar nas circunferéncias que estdo abaixo de cada quadrilatero a
sequir:

Quadro 01. Atividade 1. Fonte: Gabriel (2017).

Gostariamos de ressaltar que a abordagem utilizada na sequéncia didatica para classificar
os quadrilateros, de acordo com suas propriedades, foi realizada atraves de uma perspectiva
hierarquica, onde se considera a classificagdo de um conjunto de conceitos de modo que 0s mais
particulares sdo, muitas vezes, subconjuntos dos mais gerais (BONGIOVANNI, 2004). Assim, 0
objetivo da atividade, realizada individualmente apés a leitura da historia, era apresentar essa
classificagdo. Durante o Ensino Fundamental I, os alunos se deparam, em geral, apenas com a
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classificacdo de Euclides, partitiva e excludente, em que cada quadrilatero é distinto um do outro,
ndo podendo, por exemplo, um quadrado ser considerado como paralelogramo ou retangulo ou
losango. A atividade foi realizada pelos alunos sem dificuldade: dos trinta e um alunos presentes,
apenas dois cometeram algum tipo de erro durante a distribui¢do dos colares que classificavam
0s quadrilateros.

Depois de lerem a historia e realizarem a atividade anterior, 0s alunos ja possuiam a nogéo
de que um mesmo quadrilatero poderia ser classificado de maneiras diferentes. Era necessario,
agora, compreenderem como era feita essa classificacdo. Os PCN (BRASIL, 1998) sugerem a
realizacdo de atividades de observacdo, manipulacéo, representacao e construcdo de figuras de
modo que os alunos possam fazer conjecturas e identificar propriedades. Entdo, para que essa
compreensdo fosse realizada com sucesso, seguimos as indicacdes dos PCN e, novamente,
fundamentados na teoria das Situagdes Didaticas, de Guy Brousseau, formulamos as proximas
atividades de nossa sequéncia didatica. Segundo Brousseau (1996), o aluno deve ter um papel
ativo diante de uma situacao didatica programada pelo professor, vivenciando momentos de
investigacdo em sala de aula.

Atividade 2

A pedido do senhor de todos os poligonos, os quadrilateros tiveram de enviar a planta para
mostrar como estava dividido seu reino. Dois quadrilateros ficaram responsaveis por essa tarefa,
mas até agora nao entregaram: um disse ndo saber fazer e o outro esta quase terminando. Ajude o
quadrilatero que disse ndo saber desenhar seu reino.

Quadro 02. Atividade 2. Fonte: Gabriel (2017).

Durante a realizacdo da atividade, na qual precisavam desenhar o reino dos quadrilateros,
percebemos que a maioria dos estudantes utilizava uma folha de rascunho para levantar hipéteses
de como seria esse reino - desenhavam, apagavam e desenhavam novamente. Nessa fase
experimental e operacional, achamos interessante o fato de que, para desenharem o reino,
deixavam o texto com a historia e a atividade de distribuicdo dos colares sobre a carteira.
Desenhavam progressivamente conforme realizavam a releitura do texto e consultavam a
atividade anterior.

Depois de muitas tentativas, observamos que os alunos chegaram a um desenho final que,
cuidadosamente, foi passado a limpo na folha que continha o enunciado da atividade. Dentre 0s
desenhos que entregaram, percebemos que nove deles ndo condiziam com a historia contada.

Assim, passadas as etapas de acdo e formulacdo (atividades 1 e 2), os alunos precisavam
validar, debatendo com seus colegas, a veracidade de seus pensamentos. Para isso, demos inicio
a atividade 3.

Atividade 3

Para verificar se seu desenho esté correto, relina-se com seu grupo, recorte alguns
quadrilateros e distribua-os pelas regides do reino. Se achar necessario, refaca o desenho.

Quadro 03. Atividade 3. Fonte: Gabriel (2017).

Pedimos para que se sentassem em grupo. N&o falamos o que estava certo ou errado em
cada ilustracdo, apenas pedimos para que recortassem alguns quadrilateros e tentassem
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encaixalos em seus desenhos. O grupo todo tentava distribuir os quadrilateros no desenho
individual de cada membro.

Durante a realizacdo da atividade pelos alunos em nenhum momento falavamos qual era a
ilustracdo correta; apenas estimuldvamos os alunos com perguntas do tipo “Por que vocé acha
que o seu desenho esta correto? Por que vocé acha que o desenho de seu colega esta errado?
Vocé consegue mostrar onde esta o erro no desenho de seu colega?” Assim, eles mesmos, através
de esforgos proprios, chegaram a um consenso de qual era a forma correta de desenhar o reino
dos quadrilateros. Segundo Brousseau (2008), nessa situa¢do os alunos organizam enunciados
em demonstragdes, constroem teorias e tanto aprendem a convencer os demais alunos como a se
deixarem convencer. O aluno ndo s6 comunica uma informagéo, como também precisa afirmar
que o que diz é verdadeiro dentro de um sistema determinado.

Para termos ciéncia da decisédo tomada pelo grupo a respeito de qual desenho estava
correto, solicitamos aos alunos, embora ndo estivesse previsto na atividade, que elegessem um
desenho do grupo para ser enviado ao senhor de todos o0s poligonos como a planta do reino dos
quadrilateros e entregasse ao seu professor.

Conforme a atividade era finalizada, os alunos novamente nos chamavam em suas
carteiras, mas agora para explicarem o porqué da escolha de um desenho em detrimento a outro.
Percebemos que alguns alunos conseguiram convencer seus colegas e que o0s alunos convencidos
aceitaram a argumentacdo, mudando de opinido e aceitando entregar o trabalho do colega para
representar o grupo. Finalizamos, assim, a fase de validacdo dessa situacéo didatica.

Consideracoes Finais

Analisando os apontamentos e descobertas revelados pelos alunos em seus dialogos e
registros, entendemos que a abordagem do contetdo matematico — Quadrilateros — através de
atividades didaticas, apoiada na Teoria das Situac6es Didaticas, contribuiu para o ensino de
Geometria. As atividades proporcionaram aos alunos refletir, simular processos e realizar
tentativas ao se depararem com um problema, formulando, testando e reformulando hipoteses
para resolvé-lo. Também oportunizaram a realizacéo de elaboracgdo de justificativas para
validarem seus raciocinios. Durante o processo de validacdo vivenciado pelos estudantes,
desenvolveram habilidades de argumentacdo e comunicacdo matematica, aprimorando, assim,
seu vocabulario matematico e compartilhando diferentes estratégias de resolucao de um
problema. Percebemos, ainda, que a troca de experiéncias proporcionada pelo trabalho em
grupos auxiliou os adolescentes a desenvolverem atitudes de colaboragdo mutua, socializagédo e
interacdo, aumentando a autoconfianca, a autonomia e fortalecendo o pensamento critico de cada
membro do grupo.
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Resumen

Esta investigacion tiene como propdsito favorecer el acercamiento al algebra en
estudiantes de grado 8° de la Educacion Bésica colombiana a través de la Resolucion
de Problemas aritméticos haciendo uso del concepto de ecuacion. Para lo anterior, se
realiza el disefio y puesta en acto de una propuesta de aula que integra aspectos
didacticos, curriculares y matematicos. La propuesta consta de dos situaciones, cada
una con cuatro problemas y una serie de tareas, que permiten guiar a los estudiantes
en el proceso de resolucion para caracterizar sus tipos de razonamiento y
desempeiios. La estrategia metodologica es de tipo cualitativa, ya que permite la
recoleccion de informacion basada en la observacion de los comportamientos,
caracteristicas y respuestas de los estudiantes frente a las situaciones propuestas, para
la posterior interpretacion de los resultados.

Palabras clave: Resolucion de Problemas, ecuacion, pensamiento aritmético,
pensamiento algebraico, didéctica.
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Planteamiento del problema

Las investigaciones realizadas en los ultimos afios en el campo de la Educacion
Matematica (Freudenthal, 1983; Gallardo y Rojano, 1988; Brousseau, 1989; Kieran, 1992;
Rojano, 1994; Bednarz, Kieran y Lee, 1996; Puig, 1998; Socas, 2007; Socas 2011; Castro 2012)
dan cuenta de las dificultades que se presentan en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas en la escuela. Las dificultades presentes en los estudiantes parecen manifestarse en
la falta de comprension y funcionalidad de ese conocimiento, lo cual se evidencia por medio de
errores conceptuales y procedimentales, que no permiten que los estudiantes analicen fendmenos
matematicos, interpreten resultados, solucionen problemas relacionados con la vida diaria, de las
otras ciencias y de las matematicas mismas, entre otros.

Particularmente, en la ensefianza y aprendizaje del algebra, estas dificultades son
categorizadas por Castro (1994), en dificultades intrinsecas al objeto (epistemologico),
dificultades inherentes al propio sujeto (ontoldgico) y dificultades en las técnicas de ensefianza
(didactico). Las dificultades intrinsecas al objeto se deben en gran medida a la naturaleza misma
del algebra, es decir, a su lenguaje formal, que se dota de simbolos y reglas (sintaxis), lo cual
genera en los estudiantes errores de tipo procedimental y conceptual, como por ejemplo, errores
al resolver problemas algebraicos (convertir los enunciados del lenguaje natural al lenguaje
formal), errores con el uso de paréntesis, concebir los valores de las incognitas solamente como
nimeros u objetos, errores al considerar el signo igual como se hacia en aritmética, es decir,
tener la nocion que a la izquierda del signo igual se encuentra una operacion mientras que a su
derecha se encuentra el resultado (como 2 + 7 = 9 pero 2x + 7y # 96 9xy), en lugar de verlo
como un signo de equivalencia entre dos polinomios. Las dificultades inherentes al sujeto se
enmarcan en la complejidad que supone la abstraccion y la generalizacion de los conceptos
algebraicos y las dificultades presentes en las técnicas de ensefianza se deben a la forma
tradicional de ensefiar de los docentes.

Por lo anterior, se presenta la Resolucion de Problemas como una alternativa para la
aproximacion al dlgebra, expuesta por Bednarz, Kieran y Lee (1996), que permite diferenciar y
caracterizar los problemas de tipo algebraico (transformar cantidades y encontrar relaciones entre
cantidades) y de tipo aritmético (buscar cantidades conocidas y desconocidas), es decir, que
existe un puente significativo, puesto que los problemas aritméticos abordados desde lo
algebraico, podrian influenciar un transito de la aritmética al algebra mas flexible, ya que
analizar un problema desde los dos dominios, permite identificar nuevas caracteristicas en la
estructura algebraica. Por lo tanto, se plantea la siguiente pregunta de investigacion:

¢;Como favorecer el acercamiento al algebra escolar en estudiantes de grado 8° de la
Educacion Basica de una Institucion particular de la ciudad de Santiago de Cali, a través de la
resolucion de problemas aritméticos haciendo uso del concepto de ecuacion?

Marco de referencia conceptual

La fundamentacion de los referentes conceptuales se hace desde las perspectivas didactica,
curricular y matematica, que permiten sustentar la problematica planteada, el disefio de la
propuesta de aula y analisis de los resultados obtenidos de su implementacion, en estudiantes de
grado 8° de la Educacion Basica Secundaria. En la primera perspectiva se sitlian las dificultades
que se presentan en el transito de la aritmética al algebra, al tener como eje central la resolucion
de problemas desde un enfoque metodologico para el desarrollo de la propuesta de aula. La
segunda se aborda desde los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y los
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Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006). En la tercera perspectiva se
referencian algunos conceptos matematicos que emergen en el disefio de la propuesta de aula,
donde el foco principal es la ecuacion de primer grado con una incognita.

En la primera perspectiva se organizan dos aspectos fundamentales, el primero son las
dificultades presentes en el transito de la aritmética al dlgebra mencionadas anteriormente, en el
segundo se precisan elementos de la resolucion de problemas abordados en Bednarz y Janvier
(1996), quee procura esclarecer las condiciones de la evolucion del razonamiento algebraico en
un contexto de resolucion de problemas, al ser esta una de las perspectivas mas significativas
desde la historia y ensefianza del algebra. Ademas, permite analizar los problemas planteados a
los estudiantes, de tal forma que se gradie su complejidad y asi observar un progreso, teniendo
en cuenta los procedimientos disponibles que poseen los estudiantes para manipular y llegar a la
solucion de dichos problemas. Por otra parte, proporciona parte de la caracterizacion del tipo de
problemas que se pretenden abordar en la propuesta de aula, es decir, permite observar la
estructura de los problemas propuestos, con el objetivo de construir problemas con contextos
reales. Ademas, la metodologia cualitativa de entrevista semi-estructurada utilizada permite
analizar el tipo de pensamiento que desarrollan los estudiantes al resolver problemas.

En la segunda perspectiva los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998)
aportan elementos claves para el desarrollo y consolidacion de la propuesta de aula, puesto que
hacen énfasis en desarrollar pensamiento matematico en los estudiantes e invitan a cuestionarse
el para qué ensefiar y no qué ensefar. Particularmente, en los Procesos Generales, Conocimientos
Basicos y Contextos se centra la atencion en la resolucion y planteamientos de problemas, el
pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos, y los contextos de la vida diaria
respectivamente.

En adicion, los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006)
proponen una estructura desde una coherencia vertical y horizontal de las competencias que se
pretenden desarrollar en los estudiantes, categorizadas por grados de escolaridad, es decir, 1° a
3°,de4°a5° de 6°a7° de 8°a9° de 10°a 11°y por tipo de pensamiento matematico. Para
fines de este trabajo se tendran en cuenta la coherencia vertical y horizontal del pensamiento
variacional y sistemas algebraicos y analiticos de grado octavo a noveno, relacionados con el
proceso de resolucion de problemas en un contexto real.

Por ultimo, en la tercera perspectiva se presentan conceptos netamente matematicos acerca
de los polinomios y las ecuaciones, que son de vital importancia en la construccion de la
propuesta de aula, y el enfoque esperado desde la resolucion de problemas en el transito de la
aritmética al algebra, pretende hacer que los estudiantes aborden estos conceptos.

En conclusion, para el disefio de la propuesta de aula se resaltan y sintetizan aspectos
relevantes desde las tres perspectivas planteadas anteriormente puesto que permite articular y
relacionar cada una de estas perspectivas para la consolidacion de la propuesta basada en la
resolucion de problemas. La figura 1 evidencia lo anterior asi:
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Figura 1. Diagrama de la relacion entre las perspectivas diddctica, matematica y curricular.

Metodologia

Las estrategias metodologicas que se utilizan son de tipo cualitativas, ya que permiten la
recoleccion de informacion basada en la observacion de los comportamientos, caracteristicas y
respuestas de los estudiantes frente a las situaciones propuestas, para la posterior interpretacion
de los resultados. Particularmente, se centra la atencion en el estudio de casos y la entrevista
clinica semi-estructurada. La primera, es una estrategia de investigacion que permite describir y
caracterizar situaciones, conocimientos, acciones, sin hacer juicios, ademas tiene la
intencionalidad de obtener informacioén, resultados tedricos y practicos, con el fin de analizar las
experiencias de los estudiantes. La segunda estrategia de investigacion se complementa con la
primera, debido a que permite reunir opiniones e ideas espontaneas y reales de los estudiantes
con el fin de analizar los procesos de razonamiento que poseen, por medio de preguntas
estructuradas con la flexibilidad de cambiarlas con base en las respuestas de los entrevistados
(Camargo, 2018). El trabajo se desarrolla en cuatro fases que son, documentar la problematica,
articulacion del marco de referencia conceptual y disefio experimental, implementacion y anélisis
de los resultados y conclusiones y recomendaciones didacticas.

Sobre la experimentacion

La propuesta de aula se conforma por dos situaciones, cada una con cuatro problemas, dos
problemas con composiciéon homogénea de dos relaciones aditivas, un problema con
composicion homogénea de dos relaciones multiplicativas y el Gltimo problema con composicién
no homogénea de dos relaciones, con diferentes vinculos entre las relaciones en cada situacion.
La situacion 1 tiene como dominio numérico el conjunto de los numeros naturales y la situacion
2 tiene como dominio numérico el conjunto de los niimeros racionales positivos. En adicion,
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cada problema contiene una serie de tareas que tienen como proposito direccionar al estudiante
en el proceso de resolucion para caracterizar sus tipos de razonamiento y desempenos.

Para la construccion de la propuesta de aula se establece un analisis preliminar que
determina los criterios de andlisis para el transito de problemas aritméticos a algebraicos que son:
el dominio numeérico, la naturaleza de los datos (conocidos o desconocidos), el contexto, la
estructura de las relaciones involucradas, la complejidad relativa de los problemas con respecto
a las relaciones involucradas y las estrategias espontaneas de los estudiantes. Ademas, se
caracterizan los problemas en problemas de reparticion desigual y se clasifican por factores de
complejidad en cuanto a la naturaleza de las relaciones: Composicion homogénea de dos
relaciones aditivas, composicion homogénea de dos relaciones multiplicativas y composicion no
homogénea de dos relaciones.

Por otra parte, se seleccionaron 30 estudiantes de grado 8° de la Institucion Educativa
Técnico Industrial 20 de Julio, de la ciudad de Santiago de Cali, Colombia, para la
implementacion de la propuesta de aula. Las edades de los estudiantes oscilan entre los 13 y 15
afios, pertenecientes a un nivel socioecondémico medio. Los estudiantes tienen conocimientos
basicos en aritmética que les permite resolver los problemas planteados en la propuesta de aula.
Cabe resaltar que los estudiantes no han tenido un acercamiento al algebra simbdlica.

Un ejemplo del contenido de las situaciones es:

SITUACION 1: FIESTA DE LOS NINOS Y PROBLEMAS ARITMETICOS.

En el mes de octubre, en muchos paises se realizan actividades dedicadas a los nifios y nifias.
Entre esas actividades estan: compartir dulces y colocarse el disfraz de su personaje favorito. La
Institucion Educativa Técnico Industrial 20 de Julio no es la excepcion. Por ello, los profesores
de primaria realizan actividades acordes a esta fecha. Particularmente, la profesora Mayerleny
acompafia a sus estudiantes de grado tercero, cuarto y quinto de primaria disfrazados a pedir
dulces por todos los salones.

Ayuda a la profesora a resolver las situaciones que se le presentaron.

Problema 1: Grupos de estudiantes y problema con composicion homogénea de dos relaciones
aditivas.

La profesora Mayerleny necesita saber cuantos estudiantes asistieron al colegio en los grados 3°,
4°y 5° antes de comenzar la actividad de pedir dulces por todos los salones. Si se sabe que en los
tres grados asistieron 90 estudiantes, y el grado 3° tiene 16 estudiantes mas que el grado 5°, y el
grado 4° tiene 10 estudiantes mas que el grado 3°. ;Cudntos estudiantes asistieron en cada grado?

Tareas

Indica como se conforma la cantidad total de estudiantes.

1. a. De acuerdo con el problema, indica si los datos involucrados permiten calcular la cantidad
de estudiantes de cada grado o si por el contrario hacen falta datos.
b. Explica tu respuesta.

2. Si Carolina, estudiante de grado 4° afirma que la cantidad de estudiantes de grado 5°es de 20
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estudiantes.

a. Escribe la validez de esta esta afirmacion.

b. Explica tu respuesta.

Indica cuél de los grados tiene el mayor nimero de estudiantes.
Escribe de qué dato depende el nimero de estudiantes de 3°.
Escribe de qué dato depende el numero de estudiantes de 4°.
Indica cuéntos estudiantes asistieron en los grados 3°, 4° y 5°.

NN kW

Problema 2: Recogiendo dulces y problema con composicion homogénea de dos relaciones
aditivas.

Los grados 3°, 4° y 5° recogieron 300 dulces. Los estudiantes de grado 3° recogieron 80 dulces
mas que los estudiantes de grado 4°, y los estudiantes de grado 5° recogieron 50 dulces mas que
los estudiantes de grado tercero. ;Cuantos dulces recogié cada grado?

Tareas

1. Daniel estudiante de grado 4°, afirma que los grados 3°, 4° y 5° tienen la misma cantidad de dulces,
es decir 100 dulces para cada grado.

a. Escribe si esta afirmacion es verdadera o falsa.

b. Explica tu respuesta.

Segun el problema los estudiantes de grado 3° recogieron 80 dulces mas que los estudiantes de
grado 4°. De acuerdo a la afirmacion anterior los estudiantes de grado 4° recogieron 100 dulces.
Explica esta situacion.

3. Escribe como se calcula el total de dulces recogidos de acuerdo a lo que recogio6 cada grupo.

4. Como obtienes la cantidad de dulces de los estudiantes de grado 3°
5
6

N

Como obtienes la cantidad de dulces de los estudiantes de grado 5°
Si x representa la cantidad de dulces de los estudiantes de grado 4° completa la siguiente tabla.

Lenguaje natural Lenguaje algebraico

Cantidad de dulces de grado 4° X

Cantidad de dulces de grado 3°

Cantidad de dulces de grado 5°

Cantidad de dulces entre los tres grados

Cantidad total de dulces en los tres grados es
300

7. (Cuantos dulces recogi6 cada grado?
Discusion de resultados

En el analisis preliminar se puede evidenciar que los estudiantes desarrollan estrategias,
modelos y convicciones para resolver problemas, los cuales se ven reflejados cuando ellos se
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enfrentan a problemas algebraicos. Las concepciones desarrolladas en aritmética son el punto en
el cual surgen nuevas soluciones, que pueden ser consideradas como obstaculos o como
principios en la construccion del conocimiento, debido a que por una parte los estudiantes tienen
arraigado una forma o estrategia para resolver problemas, lo cual puede presentar una resistencia
para una evolucion del pensamiento aritmético al algebraico o por el contrario pueden ayudar al
estudiante a identificar estrategias mas efectivas, para reconstruir los conocimientos previos de
tal forma que se propicie un acercamiento al pensamiento algebraico.

Se espera que en el momento de la presentacion de la comunicacion se tengan resultados
mas contundentes y precisos con relacion a los resultados puesto que la propuesta esta en
desarrollo.
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Resumen

Los obstaculos conceptuales y operatorios que presentan los alumnos de sexto afio
de primaria para realizar tareas en las que intervenga la adicion, sustraccion, asi
como la multiplicacion y la division de numeros fraccionarios, son centrales en el
presente trabajo de investigacion. Las tareas presentadas son ejemplificadas por
medio del algoritmo candnico y el algoritmo gréfico, para dar una idea de como
resolver cada una de ellas, sin embargo, los alumnos presentan una serie de
dificultades en ambos algoritmos, no obstante, los errores que cometen los alumnos
son mas claramente verificados al realizar el algoritmo grafico, el cual nos da la
oportunidad de tener més indicios de como enfrentar dichas dificultades tanto
conceptuales como operatorias y alcanzar el aprendizaje significativo de la mayoria
de los alumnos de sexto grado de primaria, lo cual es fundamental para el proceso de
investigacion al que sirve de preambulo este articulo.

Palabras clave: Numeros fraccionarios, algoritmo canonico, algoritmo grafico,
obstaculos conceptuales y operatorios, aprendizaje.

Introduccion

El anélisis de las estrategias y las dificultades que los alumnos de sexto grado de primaria
enfrentan para resolver problemas en los que es necesario aplicar la multiplicacion y la division
de nimeros fraccionarios son fundamentales para explicar como en Educacion Basica, el
conocimiento de los nimeros fraccionarios o racionales suele considerarse como una dificil
problematica; sin embargo, como se explicard mas adelante la multiplicacion de fracciones y en
especial la division de fracciones es una de las operaciones con nlimeros racionales mas
mecénica y menos comprendida por los alumnos tanto de la escuela primaria como de la escuela
secundaria (Tirosh, 2000, Cengiz, 2011).

'Algoritmo grafico, definido por Kieren (1983) como aquel algoritmo que se realiza por medio de figuras
geométricas o expresiones graficas.
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En consecuencia, los resultados obtenidos por los alumnos son muy bajos como se
demuestra en la prueba Planea aplicada a alumnos de sexto grado de primaria y la prueba Sisat
aplicada a alumnos de la Escuela secundaria®.

El tratamiento que se da a estos nimeros en las escuelas de México es muy importante, ya
que abarca una gran cantidad de tareas en el libro de texto para el alumno de sexto grado
denominado Desafios Matemadaticos (SEP, 2017), en total se registraron 21 lecciones de un total
de 85, es decir, el tema de fracciones abarcd casi un 25 % del total de lecciones.

La problematica planteada no se presenta como algo trivial que se resolvera sélo con el
conocimiento de los nimeros naturales, y sin tener conciencia de que el tratamiento de los
numeros racionales debiera considerarse independientemente de dichos nimeros naturales.

Marco tedrico

El aprendizaje de las fracciones como lo senalan diversos autores son de una complejidad,
como lo senala Kieren (1983) “la construccion del nimero racional es mas amplia que la de los
nameros naturales”.

La ensefianza de las fracciones en México se inicia en la escuela primaria, se presta
especial atencion en los primeros afos a la suma y resta de nimeros fraccionarios, y en losdos
ultimos afios la multiplicacion y divisidn, entonces surge naturalmente una pregunta: ;por qué
los alumnos que ingresan a la escuela secundaria no tienen un conocimiento sélido en cuanto a
las cuatro operaciones basicas con el uso de numeros fraccionarios?

La suma y la resta de nimeros fraccionarios se presentan en la escuela primaria como un
referente similar al de los nimeros naturales, ya que las 2 cantidades similares involucradas e
identificados como sumandos produciran una tercera cantidad similar (Swartz, 1989), del mismo
modo las cantidades similares involucradas en la resta produciran una tercera cantidad similar
(Swartz et. al. 1989)

La multiplicacion y especialmente la division de fracciones se presentan en la escuela
primaria y en la escuela secundaria como las operaciones de mayor dificultad en cuanto a su
aprendizaje se refiere, y los maestros tienen que recurrir a multiples estrategias de enseflanza
para que los estudiantes adquieran este aprendizaje; aunque cabe decir que algunos estudiantes se
conforman con aprender algunos tipos de algoritmos que los lleve al resultado, pero que
lamentablemente no entiendan los significados conceptuales de dicha operacion.

Algunas propuestas de como resolver los algoritmos los encontramos incluso en redes
sociales, las cuales poco aportan al aprendizaje de los estudiantes y si los confunden con respecto
a lo que aprenden en la escuela.

Entre las dificultades mas sobresalientes de la multiplicacion y division de fracciones se
observa que los nimeros fraccionarios al parecer operan de manera contraria a los nimeros
naturales, es decir, al realizar la multiplicacion de nimeros naturales partimos de la idea de que
las cantidades multiplicadas inicialmente dardn como resultado un ntimero mayor (Swartz, 1989,
Vergnaud, 1983), mientras que si las cantidades multiplicadas son nimeros fraccionarios
entonces el resultado final serd menor que las cantidades iniciales; en cambio al realizar la
division de nameros naturales, el cociente de dichos nimeros dara una cantidad menor,

? Plan Nacional para la Evaluacién de los aprendizajes (Planea),y Sistema de alerta temprana (Sisat), son
evaluaciones aplicadas a los alumnos de sexto de primaria y secundaria en México.
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mientras que en la divisién de niumeros racionales el cociente serd mayor, por lo que los
estudiantes dudan de cualquiera de estos resultados, ya que no se apegan a lo aprendido en
cuanto a los nameros naturales”.

Otra dificultad en el aprendizaje de los nimeros racionales se refiere a la relacion que
existe entre la situacion problematica y la operacion apropiada para resolverla (Jensen, 2015,
Fishbein, 1985) ya que pensamos que no so6lo es importante llegar al resultado correcto, sino
tener la certeza de que el alumno utiliz6 la o las operaciones adecuadas para llegar al resultado
final, pues no es recomendable confiar solo en la intuicion de los estudiantes ante este tipo de
dificultades.

En cuanto a los campos conceptuales enunciados por Vergnaud como “un conjunto de
situaciones, cuyo dominio requiere el dominio de varios conceptos de diferentes naturalezas”,
podemos decir que el campo conceptual utilizado en este trabajo solo se referird a los
conocimientos que tengan que ver con las expresiones graficas (Kieren, 1985), y todas aquellas
ideasque los alumnos tengan en cuanto a representar graficamente las situaciones problematicas
que tiene que ver con los nlimeros fraccionarios.

En este trabajo se pretende rastrear los conocimientos mas primitivos de los nifios en
cuanto a las operaciones bésicas en las que se involucra el uso de los nimeros fraccionarios.

Teoremas en accion

El teorema en accion® es fundamental en este trabajo de investigacion ya que a través de él
pretendemos analizar las dificultades que tiene los estudiantes para resolver una situacion
problematica, pero que en muchas ocasiones no las pueden expresar verbalmente, solo realizan
las operaciones que consideran necesarias para resolver el problema, pero no se detienen a
analizar cudl o cudles caminos siguieron para obtener la respuesta.

A través de los teoremas en accion se pretende valorar cada una de las estrategias intuitivas
utilizadas por los estudiantes para transformar el conocimiento intuitivo en conocimiento
explicito, asi como conocer que tanto saben o no saben nuestros alumnos, para ayudarlos en la
consolidacion de su conocimiento.

La intencion de este trabajo de investigacion es dar a los alumnos las herramientas
necesarias para que conozcan como funciona la suma y resta de fracciones a través del
“algoritmo grafico” (Kieren, et. al. 1985), para que de manera autdbnoma puedan intuir también
por qué funciona la multiplicacion y la division en los nimeros fraccionarios.

Metodologia
Muestra

Se aplicd un cuestionario a 33 alumnos de sexto grado de una escuela primaria ubicada en
la periferia de la capital del Estado de Puebla, la institucion fue seleccionada porque es una de las
que mejor desempefio ha tenido en la prueba Enlace y Planea de los tltimos afios, por otra parte,
la maestra titular del grupo muestra una gran disposicion para el trabajo de los nameros
fraccionarios.

* Teoremas en accion definidos por Vergnaud como las relaciones matematicas que los estudiantes toman
en cuenta cuando eligen una operacion o una secuencia de operaciones para resolver un problema.
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Tareas

Las tareas asignadas a los alumnos fueran las mismas, y se disefiaron en el marco de la
presente investigacion, el tiempo para realizarlas fue libre y cada alumno entregé su trabajo
cuando habia terminado, se pidi6 a todos los alumnos que contestaran sin presion alguna y
anotaran todas sus operaciones,y aunque algunas de ellas las consideraran como incorrectas las
dejaran plasmadas en el cuestionario, s6lo con una pequeia nota que ellos consideraran
pertinente.

Se presentd como primera y segunda tarea la suma y resta de fracciones, para conocer
hasta qué punto tienen los alumnos un conocimiento s6lido en cuanto a lo conceptual y lo
operatorio, y saber si cuentan con los conocimientos necesarios para realizar la multiplicacion y
division de numeros fraccionarios.

En las cuatro primeras tareas propuestas se presentan el ejemplo de como resolverla, en la
ultima tarea se pide que de manera libre se resuelva con los propios medios de los alumnos,
enseguida se pide alos alumnos resuelvan otra tarea similar a la presentada. Se solicit6 a cada
uno de los alumnos utilizara la figura del rectangulo para resolver cada tarea y/o en su caso
manejard cualquier otro procedimiento.

El anélisis de cada item se realizé tomando como base lo propuesto por Vergnaud, como
teorema en accion para analizar cada una de las estrategias utilizadas por los alumnos, y de este
modo tratar de definir su conocimiento en cuanto a la suma, resta, multiplicacion y division de
numeros fraccionarios a través del algoritmo grafico, propuesto en este trabajo de investigacion.

El cuestionario consta de 5 reactivos, los cuales se presentan a continuacion:

Reactivo 1. Presenta una suma de fracciones.

1,1 .
La suma de 2t3 puede ser representada de la siguiente forma:

+

<=
4 W=
<« oln

2,2 - . .
(Puedes representar la suma de T3 de manera similar al ejemplo anterior?

Figura 1.Reactivo 1.

Esta tarea ha sido incluida en el cuestionario porque tiene el proposito de indagar que tanto
saben los alumnos en cuanto a la suma de fracciones, utilizando los dos algoritmos presentados.

Respuestas correctas:

Estrategia 1, preservacion del todo. Tres alumnos realizan la suma de fracciones de manera
correcta, ademas realizan la suma de fracciones con Algoritmo Grafico como se muestra en la
figura 2.

* Algoritmo canénico, definido como la operaciéon matematica de mayor uso y realizada de manera
universal.
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Se observa que estos alumnos tienen un concepto solido en lo que se refiere a la suma de
fracciones tanto en el algoritmo canénico® como en el “algoritmo grafico” (Kieren, et. al. 1985).

2 2 _ 6410 _ 16 _ 1 2 2 _ 1
R T s t 3 = 1
v v v ‘ ; ¢
!
Figura 2. Preservacion del todo. Figura 3. Conservacion de figuras
independientes.

Estrategia 2, conservacion de figuras independientes. Seis alumnos realizan la operacion de
manera correcta. El resultado del algoritmo grafico también es correcto, sin embargo, las dos
figuras que representan los sumandos estan representados de manera independiente como si se
tratara de dos figuras ajenas, que no podrian ser sumadas, tanto por su tamafio diferente, como
por su equidivision. Figura 3.

2 2 16 1 Pt T s it s T
i 5 i 3 8
- &+ - = = = —
5 3 15 15
Figura 4. Algoritmo candnico. Figura 5. Constancia de numeros naturales

Estrategia 3, algoritmo candnico. Catorce alumnos realizan el algoritmo de manera correcta
(fig. 4), sin tomar en cuenta el ejemplo y la indicacion propuesta en el cuestionario, algunos
intentan realizar el algoritmo grafico, pero ninguno lo realiza correctamente.

Realizan de manera libre el algoritmo gréafico, pero no logran obtener la respuesta que
obtuvieron en la operacion, intentan de diversas maneras obtener el mismo resultado tanto en el
algoritmo canodnico como en el algoritmo grafico, sin lograrlo.

Respuestas incorrectas:

Estrategia 1, constancia de nimeros naturales. Seis alumnosresuelven la tarea como si se
tratara de nimeros naturales, realizan la particion de cada una de las figuras de manera correcta,
pero no pueden operar ambas cantidades fraccionarias, trazan cada figuracomo ajena e
independiente y ajustan los resultados, como se muestra en la figura 5.

Estrategia 2, libre. Cuatro alumnos representan los nimeros fraccionarios de manera libre y
al parecer en relacion directa a los nimeros naturales, trazan figuras para realizar el algoritmo
grafico también de manera libre, se nota que tiene un conocimiento limitado en cuanto a los
numeros fraccionarios, pero funcional acerca de los numeros naturales.

El presente item obtuvo un total de 23 respuestas correctas y 10 incorrectas, lo cual
muestra un manejo aceptable en cuanto a la suma de fracciones, los alumnos que contestaron
incorrectamente muestran un anclaje persistente enfocado al manejo de los numeros naturales.

Reactivo 2. Presenta una resta de fracciones.

Esta tarea ha sido incluida en el cuestionario porque tiene el propodsito de indagar que tanto
saben los alumnos en cuanto a la resta de fracciones, utilizando los dos algoritmos presentados.
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11 ..
Laresta de ~-= puede ser representada de la siguiente forma:

R
B H

;Puedes representar la resta de

1y - . .
-3 de manera similar al ejemplo anterior?

Figura 6. Resta de fracciones.
Respuestas correctas:

Estrategia 1, preservacion del todo. Tres alumnos realizan el algoritmo de manera correcta,
también realizan correctamente el algoritmo grafico con figuras rectangulares, como se muestra
en la figura 7.

3 1 = 4.5 3 .1t - s
4 3 T o1z 12 4 3 12
ooy | , ’
Figura 7. Preservacion del todo Figura 8. Conservacion de figuras independientes.

Estrategia 2, conservacion de figuras independientes. Ocho alumnos realizan la operacion
de manera correcta, también realizan correctamente el resultado del algoritmo grafico, pero los
sumandos estan representados de manera independiente como si se tratara de dos figuras
independientes, que no podrian ser restadas tanto por su diferente tamafio como por su
equidivision, como se presenta en la figura 8.

Estrategia 3, algoritmo candnico. Cuatro alumnos realizan la operacion de manera correcta
con el algoritmo canonico, pero no realizan el algoritmo grafico a través de las figuras propuestas
en la tarea.

Respuestas incorrectas:

Estrategia 1, constancia de nimeros naturales. Ocho alumnos tratan de realizar la
operacion con el algoritmo canonico, pero tienen un conocimiento muy limitado de como
realizar la operacion y por lo tanto las respuestas son muy variadas e incorrectas, también
intentan realizar el algoritmo grafico y trazan de manera correcta tanto el minuendo como el
sustraendo con figuras que estan representadas de manera independiente como si se tratara de
dos figuras ajenas, que no podrian ser restadas, se observa un manejo fijo hacia los ntimeros
naturales.

Estrategia 2, libre. Diez alumnos solo realizan el algoritmo canonico, pero de manera
incorrecta, no realizan algin intento por resolver a través del algoritmo grafico, al parecer tienen
un conocimiento limitado de como operar los nimeros racionales.

El presente reactivo obtuvo un total de 15 respuestas correctas y 18 incorrectas, lo cual
muestra una clara diferencia en cuanto al reactivo anterior y muestra un manejo incorrecto tanto
en lo conceptual como en lo operatorio.
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Reactivo 3. Multiplicacion de fracciones.

Ll érea ce una recamara o5 de 4 metros de large por J metros de anche, (Cwal €5 el drea wtal
[hf i.d fBl?(.lﬂ:di';'lq ]—UfLI} djl’ﬂ Jue parit Uhlcﬂ(’[ :l ﬂ.fi‘il IJE Ii‘u J'[’-l(il]ld[d litllﬂ Bl Llhi C'I ‘LLT'{LZ Ld Hlfd ‘de dL_ ]:‘le"
por la medida de ancho, es dacir, 4 metros muitiplicadas por 3 metros, ¥ la repressntaria asi:

X

3
B
Resultade: 12 m’ Bﬂ
Zm

il 1 :
;Puedes repreasniar ¢l drea de - mewo X 3 metro?

4N

3m

Figura 9. Multiplicacién de fracciones. Figura 10.Conservacion de figuras independientes.

Respuestas correctas:

Estrategia 1, conservacion de figuras independientes. Siete alumnos realizan la operacion
con algoritmo canoénico de manera correcta, y también el algoritmo grafico es correcto, aunque
siguen manteniendo a cada una de las figuras como independientes y ajustando las figuras que
representa a cada numero fraccionario con el resultado correcto, como se muestra en la figura 10.

Estrategia 2, algoritmo candnico. Diecisiete alumnos realizan la operacion de manera
correcta y luego registran el mismo resultado en una figura rectangular de 8 partes, no realizan el
algoritmo grafico solo trazan la figura rectangular de ocho partes para anotar el resultado.

Respuestas incorrectas:

Estrategia 1, libre. Nueve alumnos realizan diferentes operaciones de manera libre e
incorrecta, algunos intentan realizar el algoritmo grafico, pero también lo realizan de manera
erronea, al parecer no tiene claro como realizar la operacion de multiplicacion de fracciones. El
presente reactivo obtuvo un total de 24 respuestas correctas y 9 incorrectas, lo cual muestra
nuevamente un manejo aceptable en cuanto la multiplicacion de fracciones.

Reactivo 4. Division de fracciones. Reactivo 5 Division de fracciones.

Una figura rectangular tiene las siguientes CHATG AMMiEes COMPTATON : de una pisra de
. 3 . z

medidas. lada = m vy de area tiene = m y X
e 4 3 showolale v lo comprrlicron cn parics iguales.

1

E
Tm m?

R

»

Tl es awnedida del otro lado de s Gzora?

5

Sué parte le toco a cadae amigo? Fo

Figura 11.

Figura 12.

Unicamente el alumno Cristian contesto correctamente las dos tareas propuestas, realiz6 la
operacion de division de fracciones de manera adecuada, todos los demés alumnos contestaron

de manera libre e incorrecta.

Conclusiones

La suma de nimeros fraccionarios representd un poco dificultad, ya que 23 alumnos de
los 33 contestaron correctamente, sin embargo, la resta de fracciones representd una mayor
dificultad ya s6lo 15 de los 33 alumnos contestd correctamente, en cuanto a la multiplicacion de
fracciones el porcentaje de alumnos nuevamente se increment6 ya que 24 de los 33 alumnos
contesto correctamente, incluso supero el numero de estudiantes con respecto a la suma de
fracciones, pero la division de fracciones representd una mayor dificultad, pues solamente un

alumno contestd correctamente cada una de las dos tareas propuestas.
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La intencion de trabajar con expresiones graficas como se muestra en las cuatro primeras
tareas es dar mayor importancia al algoritmo grafico, el cudl ademas nos permite saber hasta qué
nivel se encuentra el conocimiento de los alumnos de sexto grado de primaria en cuanto a los
numeros fraccionarios, y tratar de que los demas alumnos accedan a este conocimiento por este
medio.

La division de fracciones se presenta como el mayor reto por aprender en la escuela
primaria, en este trabajo de investigacion solamente se presentan el modelo partitivo y el inverso
del producto de medidas, como dos ejemplos muy claros para ser aprendidos en la escuela
primaria, y que seran abordados posteriormente en el proceso de investigacion.
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Resumen

La modelacion matematica puede ser entendida como una forma de solucionar
problemas no matematicos mediante la matematica. Cuando ese proceso es usado en
contextos pedagdgicos, toma otras dimensionalidades que van mas alla de la
matematica aplicada. En este trabajo presentamos un andlisis del proceso de
constitucion de practicas matematicaen contextos Pedagdgicos de Proyectos de
Modelacion -PPM-, que por la manera como son constituidas, pueden ser entendidas
con el significado de objetos e/o de instrumentos y por esa via, de modelos
matematicos. Ejemplificamos el procesomediante la produccion de un grupo de
alumnos de un curso de matematica para Biologia de la universidad
UNESP/SP/Brasil, a quienes se les propuso como tarea desarrollar un proyecto de
modelacion en una tematica del propio interés. Concluimos que las practicas
matematicas se constituyen por la coordinacionde variaciones espacio-temporales de
las cantidades escogidas como pertinentes, con formas generales de correlacion entre
esas mismas cantidades.

Palabras clave:modelacion matematica, teoria de la actividad, produccién de
conocimiento matematico, ensefianza y aprendizaje de matematica.

A manera de Introduccion

De acuerdo con tradiciones filos6ficas racionalistas, la teoria yla practica se encuentran
categéricamente separadas, cada uno con sus propias caracteristicas e identidades. De un lado, la
teoria en forma de ideas, conceptos, creencias, hipdtesis, conjeturas e imaginarios, cuya
existencia ideal permite describir realidades posibles pasadas por apropiacion y futuras por
creacion. Pero, de otro, la practica caracterizada por acciones reales ejecutadas sobre objetos
materiales (que existen independiente de la conciencia humana), a partir de la propia corporeidad
extendida por instrumentos. Bajo esa perspectiva, teoria y practica, ademas de diferentes, se
presentan con caracter opuesto negandose mutuamente y, de cierta forma, caracterizandose con
grados de importancia de acuerdo con intereses particulares.
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Otra manera de plantear a relacion entre teoria y practica esa partir de perspectivas mas
contemporaneasde corte antropoldgico y socio-cultural. En estos casos, separarcategoéricamente
la teoria de la practica se torna insostenible. De acuerdo con estas posturas, aunque se puedan
crear discursos que las categoricen con naturaleza diferente, en realidad son dos mundos que
secondicionan y se co-determinanmutuamente. Teoria y practica conviven dialécticamente en
unidad, haciendo quela practica, de un lado, pierda su caracter ingenuopor el enriquecimiento y
la concretud de los constructos tedricos, y la teoria, de otro, su caracter de especulativa mediante
criterios de verdad que solamente la practica puede ofrecerle.

Tal indisolubilidad puede percibirse principalmente en las mas variadas actividades
humana. Para Leontiev(1978, 1979), las actividades humanas se caracterizan por ser unidades
moleculares, no aditivas, de acciones materiales y de reflexiones mentales de sujetos corpéreos
en que converge tanto a capacidad de idealizar (teorizar) mediante anticipaciones y
proyecciones, como acciones corporeas externas (practicas). En esas condiciones las actividades
humanas se tornan materialmente objetivas siempre que la realidad sea pensada, idealizada y
proyectada tedricamente, produciendo no solamente nuevas acciones practicas y realidades
materiales innovadoras, sino también creando condiciones de desarrollo para los sujetos que las
realizan. Visto asi, las acciones practicas, ademas de ser puntos de partida para la construccion
de teorias son su fin, en la medida que los avances tedricos dependen de los procesos
transformadores del mundo material.Para transformar el pensamiento y producir nuevos
conocimientos es necesario generar nuevos sistemas de practicas en los sujetos.

De ese modo, las acciones practicas de los sujetos no pueden verse inicamente como
simples imitaciones o repeticiones mecanicas de tradiciones sociales. Son formas de los seres
humanos controlan y transformar el mundo natural y social en que viven para satisfacer sus
propias necesidades. Pero también son formas de resistencia; de exposicion, de formaciony
transformacionde sus creencias, sensibilidades, percepciones, idearios, conocimientos y
comprensiones en un aqui (espacial) y un ahora (temporal). Por esa razén, aunque las acciones y
operaciones sean desarrolladas principalmente por individuos, en realidad las practicas son
sociales, condicionadas por diferentes tipos de instituciones. Las practicas, por tanto,son
acciones proyectadas y realizadas por sujetos, medianteel uso de instrumentos culturales
materiales y simbolicos, orientadas a transformar a naturaleza material y social con el proposito
de satisfacer sus mas diversas necesidades.

Las practicas matematicas como un tipo particular de practica social.

En términos generales, la matematica puede ser considerada como un area de investigacion
historicamente consolidada y delimitada.Una manera de interpretar eso es que la matematica,
como sucede con cualquier conocimiento, se constituye mediante un conjunto de acciones que
indica una forma especifica de pensar y actuar legitimadas culturalmente y por eso cambiantesen
el tiempo y en el espacio.Llamaremos a este tipo de practica de “practica matematica”. Que el
término matematica esté adjetivando al de practica, indica que las acciones encarnan una forma
particular en que los sujetos organizan suas y reflexiones, de la misma manera como lo seria una
practica adjetivada de politica, religiosa o econdomica. Pero, por otro lado, se refiere a que es
posible diferenciar cada una de ellas como maneras de controlar el medio social y material en
que se vive. Para (Obando, Arboleda, & Vasco, 2014) las practicas matematicas se refieren

“...a cierta forma de accion de losindividuos, en sus relaciones entre si, y con
el medio, a través de los procesos deobjetivacion tanto de la cantidad y la
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forma -por ejemplo, medir, contar, comprar,vender, intercambiar, construir,
fabricar, estimar, describir, localizar-, como de la variacion de una u otra -
movimiento, cambio, comparacion, transformacion, y otras-..."”

De ahi queal comprender a la mateméatica como una préctica social particular, no solo
gana autonomia e identidad, sino también el caracter de instrumento que auxilia el
desarrollo y consolidacion de otros tipos de practicas culturalmente diferenciadas.

La practica de modelacion: un contexto para la constitucion de practicas matematicas.

Académicos preocupados con la enseflanza y el aprendizaje de la matematica han
ponderado el potencial del proceso de modelacion mateméatica como un camino didactico y/o
pedagogico para el desarrollo de contenidos curriculares y de formas de racionamiento
matematico. (Bassanezi, 2002; Blum, Galbraith, Henn, &Niss, 2007; Meyer, Caldeira,
&Malheiros, 2011). Una de las tendencias del uso de este proceso es verlo como “una forma de
estudiar el mundo real con el universo de la matematica” (Meyer et al., 2011) que, con
propositos didacticos/pedagogicos, se traduce en presentar diferentes problemas a los
estudiantes, para que los resuelvan aplicando el conocimiento matematico aprendido en el aula
de clase.

Esta forma de entender la modelacion matematica en contextos escolares, resalta la idea de
que los problemas que serdn modelados conllevan consigo una carga intencional, previamente
establecida por el profesor, para que de alguna forma emerjan ciertos contenidos conceptuales
y/o procedimentales previamente establecidos en el curriculo de matematica. De acuerdo con
Borba (2009); Borba& Villarreal (2005), un trabajo en aula de clase asi, estd mas proxima de
una perspectiva de resolucion de problemas que de modelacion. Interpretando estos autores, uno
de los valores didacticos, pedagogicos y cognitivos mas importantes que el proceso de
modelacion matematica deberia ofrecer a contextos escolares, tiene que ver con la posibilidad de
entenderlo como un espacio para la produccion de conocimiento en general, y matematico en
particular. La propuesta, es dar la oportunidad a los alumnos para que sean los protagonistas, no
unicamente en la resolucion de los problemas propuestos por el profesor, sino también en la
formulacion de los mismos, seglin sus propios intereses.

Para alcanzar tal propoésito, proponen asemejar el proceso de modelacion con un trabajo
por proyectos, que denominan “Proyectos Pedagdgicos de Modelacion —-PPM-", en donde los
alumnos son convidados a: 1- escoger un tema de intereses colectivo; 2- plantear alguna
situacion problemadtica al interior del tema escogido y 3- construir argumentos para intentar
resolver los problemas planteados y/o preguntas formuladas. La principal intencion es crear un
espacio pedagdgico para el desarrollo de acciones analogas a las ejecutadas por investigadores
cuando realizan sus respectivas investigaciones; o sea, escoger un campo de estudio de interés,
delimitarlo por medio del planteamiento de cuestionamientos y/o definicién de problematicas,
para finalmente buscar respuestas y/o soluciones.

En medio de este proceso se pueden crean condiciones de potencialidad para constituir
practicas matematicas. Constitucion que puede tornarse necesario, posible, deseable y/o
importante de acuerdo con las caracteristicas de cada proyecto. Esto significa que, en el contexto
de los PPM, constituir practicas matematicas puede ser entendido en el mismo sentido que
autores como Bassanezi (2002) consideran como modelacion matematica, en términos de la
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aplicacion de la matematica a problemas del cotidiano.
Dispersion de semillas por zoocoria: un ejemplo de PPM

Los participantes de la investigacion fueron alumnos de un curso de matematica aplicada
para Biologos en formacion de la universidad Paulista “JulioMesquitaFilho” (UNESP), sede Rio
Claro del estado de San Pablo, Brasil. Al inicio del curso los alumnos fueron invitados por el
profesor a formar grupos entre cuatro y seis alumnos para desarrollar un PPM. Como producto
final del semestre, debian entregar un texto escrito sintesis del proceso de investigacion, producir
un video relacionado con la tematica y realizar una presentacion oral para el resto de los
compaiieros de clase. Uno de los proyectos desarrollados fue titulado “Dispersion de semillas por
Zoocoria”

Aunque el proceso de desarrollo de los PPM consta de tres grandes momentos intimamente
conectados como ya explicado: 1- eleccion del tema; 2- planteamiento de la situacion problema y
3- resolucion, aqui nos concentraremos en algunos andlisis del tercer momento, pues si bien es
cierto que las practicas matematicas se van constituyendo paulatinamente en cada etapa hasta
constituirse como parte importante del proyecto, es en el momento de construccion de los
argumentos para dar solucion al problema que las acciones orientadas a tal fin se hicieron mas
visibles.

Una vez fue escogida la tematica, los alumnos formularon como pregunta
problematizadora la siguiente: {Como aplicar los estudios sobre estrategias de dispersion de
semillas por animales en la restauracion de un area degradada? En entrevista con los alumnos,
mencionaron que el interés por esta pregunta provenia de un trabajo previo enque una de las
alunas habia participado. Cuestion que también llam¢ la atencion a una colega que también
habiatrabajado recogiendoinformacion en una empresa de Sdo Paulo/Brasil que realizaba
investigaciones practicas de recuperacion forestal. Formulada la pregunta problematizadora el
PPM fue desarrollado en torno de dos conceptosestructurantes: estrategia y eficiencia en la
dispersion de semillas por animales.

Siguiendo las ideas de Magurran(1988), texto recomendado por una investigadora del area
con que los alumnos habian tenido clase en la universidad, los alumnos comentaron que el
concepto de “estrategia” es definido como los métodos usado por las plantaspara atraer os
animales dispersores y la “eficiencia” como la creacioén de condiciones para que el dispersor
pueda efectuar la dispersion y la semilla logre su germinacion y desarrollo. En ambos casos,
enfatizan los alumnos, se esta hablando de condiciones naturales de interaccion mutua entre
plantas y animales como un proceso de equilibrio ecoldgico, donde las plantas producen
alimentos y los animales, al consumirlos, se encargan de diseminar las semillas.

Desde un punto de vista matematico, los alumnos propones quela estrategia y la eficiencia
deben ser comprendidas comocantidadespotencialesde germinacion a partir de la interrelacion
entre diferentes especies de animales y plantas, cuyas posibles formas de interaccion responden a
variables aleatorias. En palabras de Magurran (1988),es necesario medir la riqueza o abundancia
relativa de cada especie de animaly planta con que interactiiacuya medida se da por la cantidad y
la regularidad con que ciertos animales se aproxima a ciertas plantas. En otras palabras, es
necesario contar el nimero de especies en un espacio muestral; construir modelos de patrones de
distribucion; y, crear indices de proporcion de especies en grupos determinados.Bésicamente,
afirmaron los alumnos, se trata deun cuantitativo de remocion de semillasy de indice de
importancia relativa, indicadopor elporcentaje de alimento consumido por cada animal.
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Para ejemplificar el proceso, los alumnos presentaron un ejercicio con aves.Los datos
usados hacian parte de uno de los proyectos en el que de la alumna habia participado. En
entrevista explicaron que la técnica utilizada consiste en ir al campo que se estabaqueriendo
restaurar por un periodo de tiempo determinado (minimamente 10 horas a la semana) y realizar
un proceso de conteo de las aves que llegan e interactuan,categorizadas por especies, familias y
géneros.Ademas de clasificarel tipo de plantasy determina si el ave consume o no los frutos.

Esa informacion, afirmaron,era colocadaen las siguientes ecuaciones obteniendo asi el
calculo final del cuantitativo de remocion de semillas y el indice de importancia de la planta.

CR=1In [(g) . (%) . (%)] yl =) CZEi, donde V= numero de visitas del ave; T=tiempo (10

horas); N=numero de frutos manipulados, [= numero de frutos ingeridos; E; =numero total de
especies que se alimentan de los frutos de la planta i; S = numero total de la especie de las
plantas de la muestra y C;indicador de si el ave consume o no el fruto de la planta i, con valor
uno si lo consume o cero si no lo hace.

Discusion sobre la constitucion de practicas matematicas en PPM.

Para diferentes investigadores la intima relacion entre las diferentes formas de
conocimiento y los procesos de modelacion es indiscutible, pues razonar basado en modelos y
sus formas asociadas constituye uno de los nucleos epistemoldgicos de comprension y
transformacion de sistemas cientificos y sociales (Jurdak, 2016; Lehrer&Schauble, 2007;
Williams &Goos, 2013). Para Lehrer&Schauble (2007), por ejemplo, las raices de la modelacion
se encuentran en el concepto de analogia, considerando que, en su nivel més basico, un modelo
es una analogia, donde un conjunto familiar de objetos y relaciones pueden sustituir, por
analogia, otro conjunto tal vez de menor familiaridad con el objetivo de ganar nuevas
comprensiones, otras formas de tratamiento y, por esa via, nuevos procesos de
conceptualizacion.

Una manera de interpretar esa idea es considerar los modelos como medios o instrumentos
de observacion, de entendimiento, de manipulacion y por veces de control entre diferentes
sistemas. Es en ese sentido, que la modelacién matematica puede ser analizado en una doble via
y no apenas en una como acostumbra hacerse.De un lado, como una manera de representar, por
medio de conceptos y relaciones matematicas, una situacion no matematica, como explica
Bassanezi (2002). Y de otro lado, en términos del camino inverso: un sistema no matematico
asumiendo el papel de modelo para un sistema matematico, como proponen Urquhart (2008) y
Williams y Goos(2013). En ambos casos los objetos, relaciones y problemas de un sistema no
solo representan y pueden ser representado andlogamente por el otro sistema, mas también
permite formas de accion relacionadas con el sistema modelado.

En ese sentido, puede decirse que el sistema modelo y el modelado se constituyen
mutuamente y se co-determinan dialégicamente, pues modificaciones en uno de ellospuede
implicar ajustes en el otro. Dependiendo del interés de los sujetos involucrados se define cual es
el sistema modelado y cual el modelo. Generalmente tal decision depende del tipo de problema
que se desee y/o se requiera resolver. Esta manera de entender la modelacion flexibiliza los
analisis relacionados con procesos de produccion de conocimiento y de creacion de diferentes
niveles de verdad y confianza mediante la resolucion de algunas contradicciones dialécticas que
se generan, no solo por la convergencia de diferentes campos teéricos, sino también por el
encuentro de aspectos empiricos emergentes de la experiencia, con conceptos tedricos
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provenientes de practicas académicas cientificas.

En los PPM no es diferente. Como fue brevemente presentado, el proposito de responder a
la pregunta: ;Como aplicar los estudios sobre estrategias de dispersion de semillas por animales
en la restauracion de un area degradada? q llevé al grupo de alumnos a apropiarse de un conjunto
de concepto tedricos y usarlos en la comprension, produccion y transformacion de su experiencia
empirica de conteos multivariados y la dispersion de semillas en particular. En ese proceso los
conceptos cientificos de la ecologia, de la estadistica y la matematica jugaron un papel de
particular importancia provisionando a la experiencia empirica con lenguajes formales y
poniendo a un lado la intuicion cotidiana del asunto, para enriquecerla con las reglas de
tratamiento propias de los sistemas tedricos (en este caso estadistico y matematico). En este caso
en particular, las técnicas estadisticas y los conceptos matematicos representados en las
ecuaciones de cuantitativo de remocion de semillas y de indice de importancia fueron escogidas
como modelos matematicos del fenomeno empirico.

Las practicas matematicas asi constituidas, como modelos matematicos,se
tornanpaulatinamente y de manera simultdnea en instrumentos y objetos, pues mientras que
forman parte de los argumentos construidos para intentar dar solucion a la situacion problematica
formulada, se van objetivando. Tal interpretacion permite comprender que, las practicas
matematicas asi constituidas cristalizan una permanente tension entre contrarios de los cuales se
pueden destacar: niveles de generalizacion-particularizacion, procesos de covariacion-
correlacion, caracter de aleatoriedad-determinismo entre las cantidades de magnitud pertinentes a
la situacion estudiada.

Estas tensiones fueron apreciadas durante todo el proceso de desarrollo del proyecto de
modelacion mediante las diferentes formas de enunciacion discursivas tanto verbales como
escritas de los sujetos involucrados. Un ejemplo puede ser apreciado en el momento que los
alumnos explicaron, en el trabajo escrito y en la presentacion del proyecto para los colegas, las
técnicas de recoleccion de informacion mediante el conteo empirico del numero de aves que
llegan al area de intervencion, la clasificacion en especies, familias y géneros y la interaccion
con las diferentes plantas y frutos, pero principalmente de como todo ese proceso se simplificaba
a partir de introducir los resultados en los ordenadores previamente programados con los
modelos matematicos representados en las ecuaciones de cuantitativo de remocion y de indice de
importancia.

Se puede percibir que la explicacion conceptual usando las ecuaciones (para los alumnos
formulas) en términos ecologicos y bioldgicos (modelo ecologico y biologico) apelan a una
relacion de covariacion entre magnitudes discretas (nimero de aves y plantas) que interactian
aleatoriamente y cuyo proceso de cuantificacion implica pensar las relaciones entre ellas de
forma multivariado (modelo estadistico). Mientras queapelando a la férmula (modelo
matematico), hay un intento de retirar la temporalidad,la espacialidad y la naturaleza aleatoria
del fendmeno con el propdsito de programar un ordenador y producir nuevos conocimientos por
simulacion(Levy, 1997).

A manera de conclusion

Una primera conclusion que queremos destacar es que las practicas matematicas (modelos
matematicos) constituidas en el contexto de este PPM son fruto de la coordinacion de procesos
de variacion espacio-temporales de las cantidades escogidas como pertinentes, con formas
generales de correlacion entre esas mismas cantidades y en las que, para el caso aqui presentado,
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el procedimiento de comparacion por cociente entre cantidades jugd un papel fundamental en
dicha coordinacion. Un importante aspecto del razonamiento proporcional.Relacionado con este
aspecto, destacamos es que las relaciones proporcionales que permitio resolver algunas de las
tensiones entre opuestos en conflicto antes mencionadas, en particular la coordinacion entre la
covariacion y la correlacion de variables, requiri6 de la interaccion entre sujetos con diferentes
niveles de experiencia con la situacion, la estadistica y la matematica.

Por esa razon, ya que los PPM son desarrollados en contextos educativos, resaltamos como
segunda conclusion que el acompanamiento durante todo el semestre a los alumnos fue
fundamental. Apoyados en las ideas de la teoria de la actividad (Engestrom, 1987; Leontiev,
1978) y del constructo tedrico Seres-humanos-con-medios (Borba& Villarreal, 2005),usamos la
nocion de acto instructivo, para este proceso. Los actos instructivos fueron entendidos como
acciones intencionadas, realizadas por actores humano (generalmente representado por el
profesor y otros expertos en el tema) para orientar a los actores menos experimentados
(generalmente representado por los alumnos) mediante el uso de artefactos culturales materiales
y simbdlicos, generandose un espacio colectivo,en sala de aula, de produccion y reproduccion de
conocimiento relativo a los conceptos que estan en juego. Eso sin importar que tales conceptos
formaran parte, en ese instante del contenido conceptual preestablecido en el curriculo de la
materia, invitando al profesor a romper protocolos rigidos comunes en contextos escolares.
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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo descrever o desenvolvimento do primeiro ano
do projeto intitulado LEM na escola, realizado na Escola Estadual Governador
Walfredo Gurgel, localizada na cidade de Natal-RN, no Brasil. O trabalho busca
ainda, explicitar a continuidade das acdes realizadas na institui¢ao de ensino,
iniciando-se a partir das acdes de integrantes do Programa Institucional de Bolsas de
Iniciag¢do a Docéncia — PIBID, seguindo para a implementagdo de projetos de
extensdo, iniciagdo cientifica junior e ensino, de maneira organica, favorecendo desta
forma o estreitamento das relagdes entre a Universidade Federal do Rio Grande do
Norte e essa determinada escola, dos quais, juntos, podem desenvolver além do
raciocinio ldgico-matematico, o senso critico dos alunos, tornando-os protagonistas
de sua propria aprendizagem e de seu papel como cidadao.

1Apoio: Departamento de Matematica da Universidade Federal do Rio Grande do Norte —- DMAT/UFRN,
Pro-Reitoria de Extensdo da Universidade Federal do Rio Grande do Norte — PROEX/UFRN e Fundagao
de Apoio a Pesquisa do Rio Grande do Norte — FAPERN.
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Palavras - chave:Educacdo, Matemadtica, Raciocinio 16gico-matematico, Laboratorio
de Ensino de Matematica.

Introducio

Como parte das atividades propostas, os bolsistas do subprojeto de Matematica do
Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia — PIBID, para o primeiro semestre do
ano de dois mil e dezessete, foi formulada uma iniciativa de trabalho que tornasse possivel
experimentacdes orientadas ao favorecimento de processos de pensamento matematico, para
dessa forma incentivar uma maior interagdo social e coletividade entre os alunos da Escola
Estadual Governador Walfredo Gurgel, localizada na cidade de Natal — RN, no Brasil.

Norteados por esse proposito e em didlogo com a administragdo da escola, tornou-se
possivel reativar o espago que originalmente tinha sido projetado para que funcionasse como
Laboratério de Ensino de Matematica — LEM, mas que devido a problemas relacionados com
processos burocraticos, se encontrava subutilizado. Com isso, os esfor¢os passaram a ser
conduzidos a tornar o LEM da escola um ambiente favoravel para essas investigagdes € um
ponto de encontro agradavel que os alunos possam utilizar para desenvolver atividades ludicas e
académicas como, estudar, compartilhar experiéncias, manipular materiais ou socializar, de
maneira geral.

Devido a disponibilidade favoravel de utilizagdo do LEM, a equipe vem idealizando,
estruturando e executando alguns subprojetos que fossem atrativos e de facil aceitacao pelos
alunos, alguns deles sdo: o Clube de Matematica e o Xadrez na Escola.

O Xadrez na Escola, foi idealizado para ser executado em trés fases: A primeira
direcionada ao aprendizado dos alunos em relagdo as nogdes basicas do jogo, contribuindo para
um maior interesse pelo xadrez e por seus desafios. Para a segunda fase, a ideia seria moldar um
conjunto de situacdes que pudesse estabelecer relacdes entre o xadrez e o contexto matematico
da resolugdo de problemas, por meio de oficinas praticas e experimentos relacionados a forma
como os alunos resolvem os desafios propostos nas mais diferentes situagdes e jogadas. Por fim,
para a terceira fase, o proposito seria explorar mais efetivamente as possiveis conexdes entre o
raciocinio l6gico-matematico e os desafios inerentes ao jogo de xadrez e, com isso, criar
possibilidades para o desenvolvimento do pensamento lo6gico através da resolugdo de problemas
matematicos e ndo matematicos.

O Clube de Matematica, por sua vez, teve sua execugdo possibilitada um pouco depois do
Xadrez na escola, em um momento que os alunos da institui¢do de ensino ja estavam um tanto
quanto mais habituados ao ambiente proposto no LEM. Para esta vertente do projeto, vem sendo
idealizadas oficinas, onde os professores podem encontrar as relagdes de situagdes cotidianas
com a matematica, e a partir disso, realizaram aulas ludicas, buscando sempre incentivar a
participagdo ativa dos alunos durante as oficinas, proporcionando aos alunos uma autonomia em
desenvolver ideias e buscar de forma dindmica a aquisi¢cdo de novos conhecimentos e
curiosidade.

Ao final do primeiro ano de realiza¢ao do projeto, devido aos rumores que as Bolsas de
Iniciacdo a Docéncia seriam descontinuadas, os bolsistas do PIBID, até entdo, sob a orientagao
do supervisor do subprojeto na escola, selecionaram dentre os estudantes, monitores voluntarios
para que continuassem o trabalho iniciado no LEM. Simultaneamente, foi aberto pela Pro-
reitoria de Exten¢do da Universidade Federal do Rio Grande do Norte — PROEX/UFRN um
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edital para projetos relacionados a educagdo. Nesse momento surgiu o projeto “LEM na escola”
liderado pelo professor (primeiro autor) do Departamento de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Norte - DMAT/UFRN, um professor da escola e os licenciandos
(demais autores) numa tentativa de manter os alunos e os professores da escola na dindmica até o
momento conseguida e potenciar as mudangas positivas que estavam acontecendo.

No primeiro semestre do ano dois mil e dezoito, a Fundagao de Apoio a Pesquisa do RN —
FAPERN abriu um edital oferecendo bolsas para alunos de escola publica a partir do Programa
Institucional de Bolsas de Iniciacdo Cientifica Junior — PIBIC Jr. Para esse edital, inscrevemos
um projeto intitulado O Laboratério de Ensino de Matematica: Ambiente de Formacao
Cientifico-Matematica dos Estudantes do Ensino Médio. Depois de uma série de etapas o
projeto foi aprovado, possibilitando a continuidade das atividades e a vinculagdo de novos
integrantes, dentre eles, sete alunos de ensino médio da propria escola e outros licenciandos
voluntarios do departamento.

Atualmente, o projeto se encontra em seu segundo ano de execucdo. O que anteriormente
se iniciou como uma tentativa de aproveitamento de uma sala, tornou-se uma iniciativa que
engloba, simultaneamente propostas de ensino, extensao e pesquisa cientifica. Voltando-se
principalmente para jovens da periferia da cidade, projetando para os mesmos, perspectivas
diferenciadas de futuro em conjunto com as universidades publicas.

O raciocinio logico-matematico: proposito norteador

Desde o inicio das intervencdes do projeto, o interesse por criar um espacgo para o
desenvolvimento do raciocinio logico-matematico tem sido um dos principais objetivos a serem
alcangados, pois de acordo com os documentos base curriculares da educacdo matematica
brasileira, esse ¢ um dos propdsitos da matematica escolar na medida que pode auxiliar em
diversas situagdes problema encontradas diariamente.

Dentre as competéncias especificas para a Matematica, a Base Nacional Comum Curricular
— BNCC afirma que: “Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de
solu¢do e comunicagdo de resultados de problemas, de modo a favorecer a construgdo e o
desenvolvimento do raciocinio matematico” (BRASIL, 2017, p. 530). Por isso, alguns autores
consideram que desenvolver o raciocinio l6gico-matematico como um objeto orientado de
aprendizagem possui valor pedagdgico significativo.

A partir do que afirmam Vila e Callejo (2006), a relagdo entre as situagdes-problema e o
raciocinio matematico torna-se consideravel pedagogicamente na medida em que,

[...] um problema ndo ¢ simplesmente uma tarefa matematica, mas uma ferramenta
para pensar matematicamente, um meio para criar um ambiente de aprendizagem que
forma sujeitos autdnomos, criticos e propositivos, capazes de se perguntar pelos
fatos, pelas interpretagdes e explicagdes, de ter seu proprio critério estando, ao
mesmo tempo, abertos aos de outras pessoas.

(Vila & Callejo, 2006, p. 10).

Conforme estes autores, na medida em que os individuos enfrentam diversas situagdes-
problema, os mesmos podem desenvolver formas de raciocinio logico-matematico que,
posteriormente, serao usadas como instrumentos na resolugdo de novas situagdes, oportunizando
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um aprendizado progressivo e, assim, tornando possivel considerar que tanto as situagdes quanto
os raciocinios tornam-se meios e fins simultaneamente.

O uso do Laboratério de Ensino de Matemadtica tornou-se fundamental para tais
finalidades, uma vez que o LEM, de acordo com Santos, Santos & Santos Junior (2017), “[...] se
configura como uma alternativa significativa para a abordagem de conteudos, auxilio na
resolugdo de problemas e, principalmente, na constru¢do de conhecimentos matematicos o que
corrobora as atuais ideias sobre a utilizacdo do LEM”. (Santos et al., 2017, p. 11)

Nos ambitos de pesquisa em Educa¢do Matematica, o Laboratdrio de Ensino de
Matematica ser pensado como um suporte pedagogico ¢ de fundamental importancia para a
formagdo de professores. Como afirma Khidir, Rodrigues & Silva (2012):

O Laboratério de Educacdo Matemadtica tem como objetivos: intervir na formagao didatica
do licenciando; potencializar estudos sobre a formacao do professor e suas implicagdes no
processo de ensino e aprendizagem; produzir e utilizar material didatico-pedagogico para o
desenvolvimento de atividades para o ensino e a aprendizagem da Matematica; possibilitar
vivéncia de praticas de ensino de Matematica, tendo como parametro a estruturacao didatica
do processo de ensino e seus elementos constitutivos; e proporcionar situagdes onde
licenciandos compreendam conceitos matematicos ¢ suas metodologias de ensino. (Khidir et
al, 2012, p. 3)

Nessa perspectiva, torna-se possivel observar esses apontamentos e analisar quais seriam
as ideias que poderiam ser aproveitadas a partir desta metodologia, para contribuir de maneira
efetiva para a formagdo do jovem cidaddo. A partir do momento que os alunos deixam de ser
meros receptores das informagdes fornecidas pelo professor, para tornarem-se, ativos nos
processos de ensino e aprendizagem, passam a ter uma maior familiaridade com os contetdos
matematicos, com seu ambiente escolar e, principalmente, com seu processo de formagao
enquanto cidaddo critico e consciente de seu lugar em sociedade, sendo esta uma das principais
intencionalidades implicitas do projeto O Laboratoério de Ensino de Matematica: Ambiente
de Formacio Cientifico-Matematica dos Estudantes do Ensino Médio,do ponto de vista de
iniciacdo cientifica junior.

Diante dessas concepgdes, a equipe responsavel pelo projeto na escola decidiu abordar a
resolugdo de problemas como um instrumento pedagdgico, auxiliando o desenvolvimento de
processos inerentes ao raciocinio l6gico-matematico de um grupo de alunos da instituicao de
ensino, através do Xadrez na escola e do Clube de matematica. Para isso, foram idealizadas e
estruturadas diversas intervengdes que poderiam proporcionar os resultados esperados.

O Xadrez na escola, baseia-se nas perspectivas de Neto (2008) do qual considera o jogo
uma alternativa significativa para o desenvolvimento de habilidades relevantes ao contexto
escolar, principalmente, a respeito das possibilidades para as conexdes necessarias a formulacao
do pensamento matematico. Assim,

[...] jogar xadrez passa pela condi¢do de saber dominar as regras do jogo, saber
Matematica passa por uma condigdo andloga. Entdo, quais sdo as regras mais
fundamentais para aprender Matemadtica? As atitudes de alunos e professores de
como participar das aulas de Matematica podem ajudar a construir algumas delas
para melhorar o aprendizado. Esse aspecto geral do jogo, de servir como modelo de
um tipo especifico de conhecimento, pode auxiliar professores e alunos a refletirem
sobre as formas de aquisi¢dao do conhecimento matemadatico. Uma reflexdo
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importante para melhorar o significado do que se aprende e para que se aprende.
(NETO, 2008, p 51)

Fundamentados nesses autores, a equipe buscou proporcionar situacdes orientadas a
incorporar tanto o jogo de xadrez, bem como alicercar os processos de iniciagdo cientifica dos
alunos, tentando adaptar isso ao cotidiano escolar, mediante a realizagdo de diversas
intervengoes, tanto através do Clube de Matematica, como a partir do PIBIC — JR e o Xadrez na
escola.

Processos metodologicos

Ao longo do primeiro ano de projeto, houveram muitas intervencdes direcionadas a
aumentar o interesse dos alunos pelo uso do Laboratdrio de Ensino de Matematica e, mais
diretamente, pelo jogo de xadrez. Dentre elas, destacaram-se duas atividades devido suas
particularidades e contribui¢des para com os propositos do projeto.

A primeira atividade a ser mencionada foi o I Campeonato de Xadrez — EEGWG, que
contemplou todas as turmas da escola, com alunos desde o sexto ano do Ensino Fundamental até
a terceira série do Ensino Médio. Esse campeonato foi elaborado de acordo com os propositos do
projeto, através da tentativa de incentivar o interesse dos alunos pela Matematica, a partir do
xadrez e, além disso, contribuir para que ocorresse uma maior intera¢do social alicer¢ada no
respeito aos colegas, como um dos valores éticos de convivéncia.

O periodo de preparagdo para o campeonato ocorreu diariamente durante o intervalo das
aulas e, deste entdo, o LEM fica aberto todos os dias nesse periodo da manha e alguns dias a
tarde, sob a monitoria de pelo menos um dos alunos vinculados ao Programa de Inicia¢ao
cientifica Junior, para que a comunidade escolar seja acolhida e possa realizar qualquer
atividade. H4 também a disponibilidade dos monitores responsaveis caso os professores — nao
necessariamente os de Matematica — desejem realizar alguma atividade no laboratorio.

A segunda atividade foi relacionada a partidas de exibi¢do de um jogo de Xadrez Humano
Tematico durante a Mostra Cultural da escola. O Xadrez Humano Tematico ¢ caracterizado por
utilizar pessoas no lugar das pegas convencionais, divididos em dois exércitos de dezesseis pecas
— nesse caso pessoas — formando um tabuleiro usual. Para facilitar o processo de execu¢do, assim
como em um campo de batalha simbolizada pelo xadrez, os reis comandam as demais pegas.

Para que as exibi¢des acontecessem da melhor forma possivel o apoio da escola com
relacdo ao projeto como um todo tornou-se fundamental. A dire¢do permitiu que fosse pintado
no patio da escola, de forma permanente, um tabuleiro de sessenta e quatro metros quadrados.

O interesse dos alunos pelo Xadrez Humano Temaético foi tdo positivo e apreciado pela
escola, que a mesma no ano de dois mil e dezoito, inscreveu a atividade como um projeto
artistico de carater teatral na I Mostra de Projetos de Cultura e Arte das Escolas da Rede Estadual
de Ensino do Rio Grande do Norte. O tema escolhido pelos alunos dessa vez foi uma releitura da
invasdo de Lampido a Cidade de Mossord. Nesta exibi¢do, os estudantes encenaram o conflito
entre os cangaceiros liderados por Lampido (Rei preto) e a resisténcia da cidade liderada pelo
prefeito Rodolfo Fernandes (Rei Branco), em cima do tabuleiro de xadrez, onde o combate seria
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. 2 . ~
representado como um jogo de xadrez”, atuando dessa forma como uma intervencao
interdisciplinar, incentivando as mais diversas competéncias escolares.

Nesse mesmo ano, foram notdrias que as intervengdes do ano anterior entraram para o
calendario escolar, o II campeonato de Xadrez - EEGWG superou a quantidade de inscritos de
sua primeira edi¢do e o Xadrez Humano foi novamente uma das principais atragcdes da mostra
cientifica escolar.

Além das responsabilidades assumidas pelos alunos relacionados a iniciacao cientifica ja
citados durante todo o texto, aconteceram intervengdes pontuais, buscando desenvolver o
pensamento critico. Para isso foi realizado um estudo dirigido do livro O que é cientifico? de
Rubem Alves, onde os mesmos tiveram que preparar apresentacdes simulando comunicagdes
orais. Os alunos ainda realizaram oficinas no LEM relacionadas a artes, por inciativa propria,
evidenciando ainda mais a proposta inicial de protagonismo do aluno.

No que tange o Clube de Matematica, foi realizada uma oficina de criptografia, em duas
etapas, a primeira da qual os alunos ambientaram-se com o tema, através do filme O jogo da
imitacao(2014)e na segunda etapa foram apresentados a historia da criptografia, aprendendo
como alguns de seus métodos funcionam e sendo incentivados a resolver alguns problemas
matematicos relacionados ao tema. Os alunos participantes dessa oficina foram os monitores do
Laboratério de Ensino de Matematica da escola, e a perspectiva € que posteriormente eles
apliquem esta mesma oficina para algumas turmas na institui¢cao de ensino.

A equipe organizadora estd iniciando a segunda fase do subprojeto Xadrez na Escola,
referente ao uso do jogo de xadrez como uma ferramenta pedagdgica que possibilita a constru¢do
de processos de raciocinio 16gico-matematico e, com isso, promovendo melhorias no
desempenho dos estudantes tanto na disciplina de Matematica, como também referente aos
processos de desenvolvimento social, através das relagdes interpessoais criadas pelos
participantes do projeto no LEM da escola.

O Clube de Matemadtica continuara aplicando oficinas com os mais diversos temas
matematicos, contando com a participacdo tanto com os monitores quanto dos demais alunos da
escola. Ja o subprojeto O Laboratério de Ensino de Matematica: Ambiente de Formacgao
Cientifico-Matematica dos Estudantes do Ensino Médio, continuard participando ativamente dos
eventos escolares e aprofundara ainda mais a participagcdo em eventos cientificos.

Reflexoes conclusivas

A confianga proporcionada pelas intervengdes estruturadas e executadas através dos
subprojetos relacionados ao Laboratério de Ensino de Matematica da instituicdo, vem se
tornando cada vez mais consistente, contribuindo para o LEM ser, atualmente, o tnico
laboratdrio a ser gerenciado apenas por alunos, sob a orientagdo da equipe idealizadora do LEM
na escola, demonstrando a aceitagdo das intervengdes realizadas no laboratdrio por parte da
direcdo e dos estudantes, que compreenderam a relevancia da utilizagdo de formas alternativas de
abordagens pedagogicas.

2 . . ~ . . ~ ’ o~

Para maiores informagdes a respeito da invasdo de Mossord pelo bando de Lampido, os autores
recomendam a leitura do artigo de Falcao (2018) onde o historiador além de explicar como foi o ataque
dos cangaceiros, explana toda uma problematizacdo acerca do papel da midia da época nesse processo.

Comunicagao XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2764



LEM na escola: O primeiro ano de um projeto de Ensino, Extensdo e Pesquisa

O I Campeonato de Xadrez —- EEGWGeaexibicdo de partidas de Xadrez Humano
Tematico, contribuiram de forma pertinente para o aumento na quantidade de alunos
participantes do projeto, uma vez que o LEM vem se tornando cada vez mais frequentado. Além
de ter contribuido para a escolha de monitores, o campeonato também incentivou o respeito € a
cooperagdo dos estudantes e ainda gerou uma parceria inesperada, mas bastante gratificante com
o professor de Educagdo Fisica do turno da tarde, conseguindo romper as fronteiras existentes
entre os turnos, mostrando que o LEM pode contribuir com o corpo escolar e potencializar a
interdisciplinaridade.No caso do Xadrez Humano Temaético, além das oportunidades e
premiagdes ja mencionadas anteriormente, a atividade gerou nos alunos uma relacao de
companheirismo, amizade e confianga, uma vez que se intitularam a familia do xadrez.

No Clube de Matematica foi possivel perceber um interesse dos alunos em conhecer uma
perspectiva que antes nao tinham inferido, visto que as aplica¢cdes da matematica muitas vezes
ndo eram tao evidentes, ja que € insolito a busca na percepc¢ao de agcdes da mesma no cotidiano.

O Laboratorio de Ensino de Matematica: Ambiente de Formagao Cientifico-Matematica
dos Estudantes do Ensino Médio, por sua vez, contribui para a formacao critica dos alunos,
possibilitando que os mesmos assumam uma postura de protagonismo dentro e fora da escola.

A equipe responsavel acredita, de maneira geral, que a proposta de consolidar a cultura
associada ao Laboratério de Ensino de Matematica vem sendo avaliada de bem sucedida,
mediante os seguintes fatores: a quantidade de alunos envolvidos no projeto; o crescente niimero
de inscritos no campeonato; o aumento progressivo dos participantes no LEM; os resultados
obtidos pela exposi¢ao do Xadrez Humano Tematico, dentro e fora da escola; e, por fim, a
positividade com que a dire¢cdo e a comunidade escolar se posicionaram em relacao as
intervengoes direcionadas aos projetos estruturados no laboratoério.

Portanto, o projeto segue construindo processos que possam favorecer a formacao do
jovem cidadao, capaz de usar as formas de raciocinio l6gico-matematico para solucionar
situacdes-problema que emergem de seu cotidiano, incentivando a criticidade e o protagonismo
social.
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Resumen

En este trabajo se describe una experiencia desarrollada con profesores y futuros
profesores de matematica en un taller en el que se emplea la modelizacion
matematica como abordaje pedagogico para generar un entorno de produccion de
definiciones geométricas.

Los participantes en el taller, luego de desarrollar diversas actividades que los
conducen a establecer definiciones para un grupo de poliedros, son invitados a relatar
la experiencia transitada y, posteriormente, a interpretar estos relatos en términos de
un proceso de modelizacion matematica.

En esta comunicacion se estudian estos relatos y sus respectivas interpretaciones con
el objeto de conocer los sentidos atribuidos por los docentes a la experiencia. En
general, los docentes y futuros docentes interpretan el proceso de construccion y
analisis de definiciones en términos de un proceso de modelizacién matematica.
Palabras clave: Modelizacidon matematica, Sentido, Definiciones, Poliedros,
Profesores en matematica, Futuros profesores.

Introduccion

Diversos autores en el ambito de educacidn matematica realzan las potencialidades o
ventajas didacticas de la puesta en juego de propuestas de ensefianza en las que se emplea la
modelizaciéon matematica (MM) como abordaje pedagdgico (Bassanezi y Biembengut, 1997 y
Villarreal, Esteley y Smith, 2018). Asi mismo se destaca la necesidad de reflexionar en torno a la
preparacion de profesores y a la formacion continua de profesores en desempefio (Even y Ball,
2009). En particular, Biembengut y Hein (2004) sefialan que los profesores muy raramente
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reciben orientacion acerca de como utilizar la modelacion matematica como método de
ensenanza de las matematicas en la educacion formal de grado.

En el contexto internacional se han desarrollado diversas investigaciones en las que se
trabaja la MM vy la formacion inicial y continua de profesores (Maass, y Engeln, 2018; Robutti,
Cusi, Clark-Wilson, Jaworski, Chapman, Esteley, Goos, Isoda, y Joubert, 2016). Particularmente
en Argentina se pueden mencionar trabajos en la misma linea, como, por ejemplo, Esteley (2014)
y Villarreal et al. (2018).

Para contribuir con aportes para la formacion docente, en el marco de la Reunion
Pampeana de Educacion Matematica (REPEM) realizada en 2018 en Argentina se disefia y lleva
adelante un taller para docentes y futuros docentes en matematica. El taller tenia como objetivos
“construir definiciones de ciertos objetos geométricos tridimensionales a partir de un trabajo
relacionado con los procesos de modelizacion matematica y [...] analizar el propio proceso de
modelizacion matematica llevado a cabo durante la construccion de definiciones” (Autores et al,
afio, p.). En las condiciones del taller no solo se analiza la produccién matemadtica sino que
también emerge como conocimiento didactico el empleo del proceso de MM pensado como
herramienta pedagogica para la construccion de definiciones matematicas (en este caso
particular, geométricas).

En la primera parte del taller se trabajé en torno a la construccion de definiciones a partir
de la realizacion de actividades que permitieron involucrar a los asistentes en los subprocesos
del proceso de MM, en el sentido de Esteley (2014), mientras que en la segunda se reflexiond
acerca del proceso vivido. En esta tlltima, los participantes realizaron relatos escritos que daban
cuenta de la experiencia llevada a cabo por ellos y un analisis de dichos relatos a partir del
esquema del proceso de MM propuesto por Esteley (2014).

En esta comunicacion se presenta un analisis de los relatos realizados en el ultimo
encuentro por los profesores y futuros profesores en matematica que participaron del taller.
Estos relatos, realizados en torno a la experiencia de construir definiciones de figuras
geométricas tridimensionales, se estudian con el objeto de conocer los sentidos que le
atribuyeron los docentes y futuros docentes a la experiencia. En particular, se estudia si
interpretan las actividades desarrolladas a partir de los subprocesos que intervienen en el proceso
de MM y coémo lo expresan.

Aportes tedricos

Bassanezi y Biembengut (1997) proponen una reflexion acerca del potencial del empleo
del proceso de modelizacion matematica para ensefiar matematica. Este proceso comprende una
serie de procedimientos que comienzan con la eleccion del tema seguida de una investigacion
para recoger datos (mediante busqueda bibliografica, entrevistas, experimentos, entre otros).
Continuta con la elaboracion del problema y la seleccion de las variables esenciales que éste
involucra mediante un proceso de abstraccion. Se sistematizan los conceptos que se van a utilizar
para el modelo matematico y se valida luego el modelo. Si es satisfactorio, se puede utilizar para
actuar sobre la realidad. Si el modelo no es adecuado, se reinicia el proceso.

Esteley (2014, p.54) retoma aportes de Bassanezi (2002) para elaborar una
esquematizacion del proceso de MM. Este ultimo es de naturaleza matematica y fuente de
inspiracion para pensar la modelizacion matematica como abordaje pedagogico.
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Figura 1. Esquema del proceso de modelizacion matematica (Esteley, 2014).

En este trabajo interesa retomar este proceso para el estudio de fendémenos intra-
matematicos (Sadovsky, 2005), en particular, la construccion de definiciones de figuras
tridimensionales. Esta perspectiva tiene puntos de encuentro con la posicion de Freudenthal
(1983), que sostiene que las ideas y estructuras matematicas han sido creadas para organizar
fendémenos matematicos y/o del mundo real, puntualizando, “Por medio de las figuras
geométricas, como triangulo, paralelogramo, rombo o cuadrado, uno tiene éxito organizando el
mundo de los fendémenos de los contornos” (p.28). En términos similares, se considera que las
figuras poliédricas permiten organizar los fendmenos de los objetos tridimensionales que
guardan ciertas caracteristicas (por ejemplo, resultan de la yuxtaposicién de poligonos planos
respetando determinadas condiciones).

Sanchez Méarmol y Pérez Beato (1961) afirman que “definir un concepto representado por
una palabra o simbolo, quiere decir, expresar su significado mediante otras palabras o simbolos
cuyo valor se conozca” (p.3). Por su parte, Borel (1962) sostiene que una de las caracteristicas de
una definicion es que dos personas diferentes, al interpretarla, piensen en el mismo objeto. En
este trabajo, se considera que la elaboracion de definiciones, y en particular, de definiciones
vinculadas con figuras poliédricas, brindan una oportunidad para llevar a cabo los
procedimientos involucrados en un proceso de MM de naturaleza intra-matematico: la
exploracion para obtener datos (identificacion de regularidades), la abstraccion de caracteristicas
relevantes, la formulacién de un modelo (la definicion) que dé cuenta del concepto y que
caracterice univocamente un conjunto determinado de objetos, la utilizacion de ese concepto
para hacer referencia a un universo determinado de objetos (en este caso, poliedros cuyas caras
son poligonos regulares).

Se adopta la nociéon de modelo matematico, la propuesta en Biembengut y Hein (2004).
“Un modelo matematico de un fendmeno o situacioén problema es un conjunto de simbolos y
relaciones matematicas que representa, de alguna manera, el fendmeno en cuestion” (p.106). En
el taller las definiciones emergentes son consideradas un conjunto de relaciones matematicas que
permiten caracterizar el universo de poliedros trabajados.

La elaboracion de definiciones interpretada como un proceso de MM brinda la posibilidad
de involucrar a los participantes en una experiencia de formacion cuyo objeto de ensefianza lo
constituye este mismo proceso. Los relatos solicitados, a los profesores y futuros profesores,
sobre las actividades llevadas a cabo por ellos en el marco del taller, les permite organizar sus
experiencias de interaccion en torno a la situacion planteada (Da Ponte, Segurado y Olivera,
2003) y dar cuenta de sus interpretaciones sobre el proceso de MM llevado a cabo.

Larrosa (2005) sostiene que las palabras “producen sentido, crean realidad, y, a veces,
funcionan como potentes mecanismos de subjetivacion” (p. 166). Este autor afirma que las
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palabras usadas para nombrar lo que se hace, se piensa, se percibe o se siente dan cuenta del
sentido otorgado a “lo que somos y a lo que nos pasa” (p. 167). Es asi como las palabras
utilizadas en los relatos de los docentes y sus posteriores interpretaciones dan indicios de los
sentidos atribuidos al proceso de MM transitado durante la experiencia.

Modalidad de trabajo

El taller se organizo en tres encuentros de dos horas cada uno durante tres dias
consecutivos en el marco de la REPEM. Los participantes trabajaron en cinco grupos de cuatro
o cinco integrantes que se mantienen constituidos del mismo modo durante toda la experiencia.

En el primer encuentro se presentan doce figuras poliédricas que se forman con poligonos
regulares, ocho representaciones tridimensionales planas de poliedros y cuatro iméagenes de la
vida real que se pueden asociar con poliedros. Se exhiben también representaciones en materiales
manipulativos de todas las figuras tridimensionales. Se solicita a los participantes: “determinar
familias de poliedros no dicotomicas con el universo dado de figuras tridimensionales cuyas
caras son poligonos regulares y establecer una definicion para cada familia que no contenga
afirmaciones negativas” (Autores et al, afio, p.). Luego de este momento se realiza un debate
colectivo en el que cada grupo expone su produccion y se discuten aportes de Winicki-Landman
y Leikin (2000) respecto a los principios logicos que se deben cumplir al definir un concepto
matemaético y a la relacién que se presenta entre definiciones, equivalentes', consecuentes” y en
competencia’.

En el segundo encuentro se trabaja con las figuras poliédricas nuevamente y con libros de
texto de nivel secundario, libros de geometria e internet. Se solicita que analicen definiciones que
se encuentran en los dispositivos mencionados y estudien la equivalencia entre dichas
definiciones y las realizadas en el primer encuentro. Posteriormente se pide “revisar las
definiciones establecidas para cada familia. Enunciar una definicién que resulte del analisis
realizado” (Autores et al, afo, p.). Se realiza un debate colectivo en el que cada grupo explicita el
trabajo llevado a cabo y se discuten los aportes tedricos de Winicki-Landman y Leikin (2000) y
de Borel (1962) en torno a la equivalencia entre definiciones.

En el tercer encuentro se presenta en primera instancia la consigna a y una vez resuelta la
misma la b:

Tabla 1

Consigna presentada en el tercer encuentro, tomada de Cruz et al (2018, p 46.)

a) Escribir un relato acerca de los diferentes momentos transitados para lograr la construccion
de las definiciones que caracterizan a cada familia de poliedros.
b) Analizar y comparar el relato con el esquema de modelizacion de Esteley (2014).

Se entreg6 a cada asistente un folio que contenia el esquema de la Figura 1 con una breve
caracterizacion de cada subproceso (experimentacion, abstraccion, resolucion, validacion,
modificacion y aplicacion) del proceso de modelizacion mencionado.

! Dos definicién son equivalentes si y solo si el conjunto de objetos sobre el que se discute es el mismo para ambas.
* Dos definiciones son consecuentes cuando un conjunto de objetos es subconjunto propio del otro, razon por la cual
el conjunto de condiciones que definen a estos conceptos se relacionan por una inclusion propia en sentido opuesto.
? Dos definiciones son definiciones en competencia cuando no son consecuentes y los conjuntos de objetos se
intersecan pero no son iguales. Hay condiciones o propiedades que comparten y otras que los diferencian.
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El solicitar un relato que dé cuenta del proceso vivido se fundamenta en la posibilidad de
reflexionar en torno a la experiencia, lo cual puede permitir conocer el sentido atribuido por los
profesores y futuros profesores a lo realizado en el marco del taller. Al respecto Villarreal y
Esteley (2017) afirman que “la experiencia vivida produce sentido pero, al mismo tiempo, las
palabras escogidas para relatarla reconfiguran esa experiencia vivida ofreciendo la posibilidad de
formacion del sujeto de la experiencia” (p. 26). Cabe destacar que los participantes manifestaron
su consentimiento para que sus relatos sean empleados para el analisis de la experiencia.

Una mirada sobre los relatos de los profesores y futuros profesores

En la reflexion realizada en torno a los relatos de los participantes se identifican las
producciones como Grupo 1 (G1), Grupo 2 (G2), Grupo (G3), Grupo (G4) y Grupo (GS5). Las
respuestas de los docentes y futuros docentes sobre los distintos momentos transitados durante
los dos primeros encuentros (consigna a) versan sobre algunas cuestiones comunes que se
describen a continuacion.

En primer lugar los relatos de cuatro grupos hacen referencia a la observacion y a la
busqueda de regularidades para identificar los rasgos que permitan caracterizar las figuras. Por
ejemplo, “G1: En un primer momento se intento buscar regularidades”, “G2: 1° Momento: Para
poder agrupar los poliedros comenzamos a analizar que caracteristicas compartian [...]”, “G3:
1° Observar los poliedros, 2° caracterizarlos” 'y “G5: Observacion de los poliedros. Encontrar
caract. en comun”. Estas descripciones son compatibles con los subprocesos de experimentacion
y abstraccion (Esteley, 2014), dado que suponen la obtencion de datos experimentales o
empiricos que ayudan a la formulacion de definiciones y se comienzan a identificar y vincular
las variables seleccionadas.

En segundo lugar, en los relatos se menciona el resultado de la exploracion anterior, en
términos de una breve descripcion de la clasificacion realizada a partir del uso de vocabulario
geométrico. Esto se interpreta como el subproceso de resolucion (Esteley, 2014). Por ejemplo el
Grupo 3 afirma que clasifican las figuras en “Poliedros que al menos una de sus caras en un
triangulo y poliedros que al menos una de sus caras es un cuadrildtero”. Cabe destacar que esta
caracterizacion se considera como un primer modelo (definicién) elaborado por este grupo.

En tercer lugar se destacan las instancias de trabajo en grupos pequefios (de interpretacion),
asi como de socializacion durante el trabajo colectivo. Por ejemplo “GI: En una segunda
instancia analizamos las definiciones creadas por cada grupo. Constatamos si algunas de ellas
eran equivalentes 0 si podian enriquecer nuestra primera construccion de definicion [...]
Tuvimos que establecer acuerdos dentro del grupo y repensar la consigna”. Estos relatos son
compatibles con el subproceso de validacion (Esteley, 2014), en el sentido que el trabajo
colectivo contribuyd en la aceptacion o modificacion del modelo.

En cuarto lugar cabe destacar que en todos los relatos se mencionan consideraciones
respecto a la tarea de comparar definiciones para determinar si entraban en alguna de las
categorias presentadas (equivalentes, consecuentes o en competencia). Por ejemplo: “G4: En
formato papel recibimos las respuestas de la clase anterior y la analizamos en (buscamos
ejemplos) funcion de los tipos de definicion (equivalentes, consecuentes y en competencia)”.
Estas descripciones también se asocian con el subproceso de validacion.

En quinto lugar los cinco grupos expresan consideraciones respecto a la biisqueda en libros
de texto y/o internet de las definiciones. A modo de ejemplo se exponen dos producciones “G2:
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No encontramos definiciones equivalentes en libros de texto ni en internet”’ y “G4: Analizamos
libros de texto...Buscamos definiciones”. Estos relatos también se relacionan con el subproceso
de validacion, dado que se ofrece nuevamente la oportunidad de comparar la definicion
elaborada con las halladas.

Finalmente en todos los casos se hace referencia a las decisiones asumidas por el grupo
pequeiio respecto de sostener las definiciones inicialmente elaboradas o bien de modificar como
consecuencia de compararlas con las halladas en los libros o con las que presentaron los otros
grupos, por ejemplo, “G3: Buscamos definiciones en libros de texto, tratando de relacionarlas
con las nuestras, lo cual nos sirvio para volver a revisarlas, lo cual fue reforzado en la puesta en
comun”. Estas descripciones se identifican con el subproceso de modificacion (Esteley, 2014)
que permiti6 a los participantes decidir sostener o modificar las definiciones elaboradas.

Con respecto al analisis y comparacion del relato realizado con el esquema de
modelizacion, en general los profesores y futuros profesores lograron identificar y caracterizar
los momentos transitados segun los distintos subprocesos propuestos por Esteley (2014). Cabe
senalar que el Grupo 2 no menciona estrictamente en su descripcion los subprocesos, por lo que
al final del analisis se realizan consideraciones en torno a este relato. Los otros cuatro grupos
realizaron su andlisis en torno a los mismos como se describe a continuacion.

Los cuatro grupos reconocen en su trabajo haber transitado por el subproceso de
experimentacion. Tres de ellos en el primer momento, durante la tarea de observar y manipular
los poliedros, “G3: Observar los cuerpos en fotocopias y manipular los cuerpos concretos”. A su
vez, el primer grupo considera que “/a experimentacion, la abstraccion y la resolucion no fueron
etapas separadas”. En esta afirmacion, los participantes parecen poner en evidencia una fuerte
interconexion entre estos subprocesos asumiendo un desarrollo no lineal del trabajo matematico.

Asimismo, los cuatro grupos hacen referencia al subproceso de abstraccion. Lo identifican
con buscar caracteristicas (G3: Cuando comentamos las caracteristicas que ibamos notando en
comun para cada familia), elaborar definiciones (G4: Hacer la definicion) y enumerar rasgos o
propiedades geométricas (G5: Poliedros regulares y no regulares).

Los cuatro aluden a la validacion. Dos (Grupo 3 y Grupo 4) mencionan los momentos de
puesta en comun como instancias de validacion de su propia produccion. El Grupo 1 menciona
que validan al “verificar que los poliedros que componian la primera familia cumplian las
caracteristicas que se explicitaban en la definicion”. Se menciona también el trabajo con los
libros de texto o internet para validar la produccion, (G5: Buscamos def. en libros, int.[internet],
etc. Comparamos con las elaboradas en el grupo) asi como el andlisis de las relaciones entre
definiciones (Grupo 3).

Dos grupos sefialan el subproceso de modificacién como consecuencia de la comparacion
de las definiciones con las halladas en libros de texto (G1, G5) y otro de la puesta en comun
(G4). Por ejemplo, el Grupo 5 describe “Modificamos, identificamos la def. otorgada por los
libros de textos y reformulamos la def. original, respaldo por el libro de texto”. El Grupo 3 no
menciona el subproceso modificacion.

Los cuatro grupos mencionan el subproceso de aplicacion, dos para indicar que no es
posible identificarlo en el relato realizado (G1 y G3). En particular el Grupo 3 afirma: “usar la
definicion fuera del contexto de la actividad [...] No entra en nuestro relato”. Sin embargo este
Grupo en la consigna a expresa: “en cada vértice de un prisma de cualquier base, concurren tres
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aristas” y afirma que se trata de un ejemplo de “caracteristicas que a veces pasan
desapercibidas”. En este sentido se considera que emerge una propiedad geométrica en el trabajo
realizado, lo cual podria concebirse como una aplicacion. El Grupo 4 manifiesta duda frente a
este subproceso “;Lograr y organizar las definiciones para las familias de poliedros?” y el
Grupo 5 menciona el respaldo de la definicion elaborada con lo hallado en los libros de texto.

Unicamente en dos relatos se expresan consideraciones respecto al subproceso de
resolucion. El Grupo 1 hace referencia al mismo al sefialar que experimentacion, abstraccion y
resolucion se desarrollan interrelacionadas. Por otra parte el Grupo 3 reconoce este subproceso al
realizar la escritura de la definicion, en sinergia con la interpretacion realizada anteriormente por
las autoras de este trabajo.

El Grupo 2 en su narracion emplea otros términos que se mencionan en el esquema.
Explicitan “a) Tema: nos presentan los poliedros. b) Extraccion de caracteristicas de los
poliedros. c) Crear definiciones segun las familias. d) Planteamos las definiciones con las
caracteristicas elegidas.” En este sentido se aprecia que logran discriminar que el tema de
trabajo es “Poliedros” y las consideraciones realizadas posteriormente parecen asociarse a
abstraccion y resolucion a pesar de que no lo explicitan. Posteriormente afirman “No pudimos
validar ni modificar por ello las definiciones quedaron como estaban”, esta Ultima afirmacion
puede deberse a que no encuentran en libros de textos e internet definiciones equivalentes a las
propias. Finalmente expresan “Se puede analizar que las definiciones no solo podian agruparse
los poliedros con los que trabajamos sino que se extienden a cualquiera”, lo cual parece hacer
referencia a la aplicacion.

Reflexiones finales

En los relatos que dan cuenta de lo realizado durante las tareas de elaboracion y estudio de
definiciones (consigna a) los participantes del taller incluyen descripciones que permiten
vincular la experiencia vivida con los diferentes subprocesos que componen el proceso de MM.
Es decir, las reflexiones acerca de la experiencia vivida posibilitaron otorgar sentido a lo
realizado en instancias de produccion de definiciones geométricas en términos de los diversos
componentes de los procesos de MM.

En relacion con las interpretaciones de los profesores y futuros profesores del relato a
partir del esquema y de la caracterizacion del proceso de MM planteados por Esteley (2014), se
evidencian en todos los casos una cercania entre lo destacado por los participantes y lo propuesto
por la autora, por lo que se logra cumplir con los objetivos del taller. Es de destacar que en los
relatos de los sujetos se aprecia el desarrollo no lineal de los subprocesos del proceso de MM, tal
como lo plantea Esteley (2014). Ademdas emergen y se discuten posibles modos de validacion,
como ser, el empleo de libros de textos, los momentos de trabajo colectivo en el aula de
matematica, entre otros; también se pone de manifiesto la influencia de la validacién en la
decision acerca de la aceptacion o modificacion del modelo. Llama la atencidn, no obstante, que
un solo grupo asume la elaboracion de la definicion en términos del subproceso de resolucion, es
decir, que reconoce en la definicion el modelo construido. Este aspecto amerita un anélisis mas
profundo que trasciende este trabajo. Poder avanzar sobre este aspecto podria ofrecer
informacion sobre el sentido de las definiciones en el marco de un trabajo matematico.

Se considera que la modelizacion matematica como estrategia pedagdgica resultd una
estrategia adecuada para reflexionar en torno a la elaboracion de definiciones en matematica.
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Asimismo, se han encontrado evidencias de que los sentidos atribuidos por los profesores y
futuros profesores a la experiencia son compatibles con un proceso de MM.
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Resumen

El estudio presenta un andlisis reflexivo sobre la ensefianza de la Fisica I, en el
Centro de Estudios Cientificos y Tecnologico No. 11 (CECyT No.11) “Wilfrido
Massieu” del Instituto Politécnico Nacional (IPN), incluyendo los componentes de la
Reforma Integral de Educacion Media Superior y el Nuevo Modelo Educativo IPN,
documentos que constituyen el marco educativo e institucional, para el trabajo se
considerd la adecuacion del alineamiento constructivo y la integracion de TIC para
lograr un aprendizaje profundo en los alumnos en Fisica I; el desarrollo de esta
experiencia; considera la exploracion del problema y posibles soluciones, en este
caso las actividades de aprendizaje, objetivo curricular y las tareas de evaluacion, se
explora y realizan experimentos, asi como el anélisis de los movimientos con el
software Tracker, el avance de los aprendizajes alcanzados de acuerdo con los
niveles de comprension, finalmente se considera realizar posibles modificaciones que
permitan la mejora.

Palabras clave: Modelacion, Tecnologias de la Informacién y Comunicacion (TIC),
Alineamiento constructivo, Tracker, Aprendizaje profundo.

La ensefianza de la Fisica en Nivel Medio Superior

La Fisica hace énfasis en la formacion y desarrollo de habilidades de razonamiento critico
y pensamiento cientifico, busqueda de informacidn, de trabajo en grupo y de resolucién de
problemas, tedricos y experimentales.

Su enfoque tedrico-experimental permite abordar situaciones problematicas que se le
presentan al alumno, en las cuales establece planteamientos, realiza transformaciones
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elementales de tal manera que reflexiona sobre los fendmenos naturales facilitando los
procedimientos empiricos, deductivos e inductivos tanto para la aplicacion de las leyes y
principios de la Fisica, asi como la solucion de problemas relacionados con las teméticas.

En el aprendizaje de las ciencias es necesario profundizar en sus estructuras cognitivas para
enriquecer y fomentar el aprendizaje profundo en los alumnos, a partir de la toma de conciencia
y reconocimiento de las relaciones entre los modelos interpretativos que les proporciona la
ciencia y sus propias concepciones alternativas.

En este trabajo, las actividades de aprendizaje son conjuntadas en la ensefianza y la
integracion de las TIC (en este caso el software Tracker).

La implementacion del alineamiento constructivo, consistio en la adecuacion del plan'y
programa de estudios de la unidad de aprendizaje: Fisica I, para después elaborar las actividades
de ensefianza aprendizaje (AEA), con la integracion del instrumento de mediacién Tracker,
software que permite el estudio de variables fisicas, graficos y tabulaciones de una manera
interactiva; para observar los niveles de comprension alcanzados por los alumnos, elaboracion de
instrumentos mediante los cuales se registraran mediciones de la sesion expositiva y
experimental, y de esta manera obtener resultados de evaluacion y determinacion del aprendizaje
obtenido por los alumnos.

El enfoque profundo que menciona Biggs (2010), el que integra una transformacion de la
buena ensefianza adecuandola a conseguir que la mayoria de los alumnos utilicen los procesos de
comprension del nivel cognitivo superior.

Biggs (2010) argumenta

Un buen sistema de ensefianza alinea el método y la evaluacion de la ensefianza con las actividades
de aprendizaje establecidas en los objetivos, de manera que todos los aspectos de este sistema estan
de acuerdo en apoyar el adecuado aprendizaje del estudiante. Este sistema se denomina alineamiento
constructivo, basado en los dos principios del constructivismo: aprendizaje y alineamiento en la
ensefianza. (p. 29)

Considerando lo anterior, se tomo en cuenta una de las problematicas a la que nos
enfrentamos en el CECyT 11, en la ensefianza de la Fisica que es la tendencia de los alumnos
hacia la memorizacion de las formulas para resolver un problema, que apunta a la parte tedrica,
también otra situacion es el descuido de la parte practica, la que es fundamental, para que el
alumno mediante procesos experimentales logré comprender en qué momento aplicar una
ecuacion y entienda el fendmeno que ocurre.

Antes de iniciar con la implementacion del cambio, se dara una breve explicacion de la
fundamentacion propia de la unidad de aprendizaje, uno de los temas de mecéanica clasica, tema
central que se adecua al alineamiento constructivo. El plan y programa de estudios proponiendo
una actividad de inicio para identificar todos los conocimientos previos gue tiene el alumno y
cémo lo relaciona con otras unidades de aprendizaje (Biggs, 2010).

Una vez que el alumno soluciona el problema en papel, se propone que realice una
actividad que debe inventar como una forma de aprendizaje en la Fisica y posteriormente ese
experimento se lleva a cabo en el patio escolar para después analizarlo con la herramienta
Tracker para el andlisis de los movimientos en el plano.

La actividad que se propuso a los alumnos una situacién inicial sobre movimiento,

Modalidad: Comunicacién XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2776



Modelacion con Tracker para el aprendizaje de movimientos en el plano

mediante la lectura e identificacion de las variables del problema, para después, de manera
gréfica representar la solucion.

La tarea inicial consiste en resolver un problema relacionado con el movimiento que
realiza un personaje al que se nombré Ronning, donde los alumnos sefialaron mediante el trazo
de una grafica, las trayectorias que recorrié dicho personaje, ademas de expresar el tipo de
movimiento que realiz6 de acuerdo a los temas vistos en la clase, correspondiente a cinematica.

Se aplico el aprendizaje activo con el siguiente enunciado de propuesta de problema
“Ronning”, en adelante nos referiremos a “problema de Ronning”.

| S Pt e st et T s o

Figura 1. Solucién grafica al problema de “Ronning”
Elaboracion propia

En la Figura 1 se encuentra el tipo de solucion al problema presentado en forma textual, los
estudiantes tienen que interactuar con la situacion descrita, tomar decisiones sobre las variables,
los ejes y los trazos que configurar la grafica solicitada. En el texto de la actividad se les pide
descargar el Tracker, simular el movimiento descrito en el problema y tomar un video para
analizar la situacion por medio de las graficas y el analisis de los datos que se obtienen del
Tracker. En el siguiente apartado se describe la tarea que hacen los estudiantes al reproducir el
proceso de modelacion con Tracker a partir de una situacion que ellos inventan.

Construccién del conocimiento: actividad de los alumnos

El avance de los alumnos se identifica por medio de las tareas del problema inventado por
ellos mismos, donde describen la situacion para darle una solucion a través de los conocimientos
previos y de la integracion de conceptos de movimiento que incluye también la experiencia de
solucidn a la actividad inicial y en esa medida el alumno es mas reflexivo y sofisticado en su
aprendizaje.
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Actividad del equipo 3 (conformado por 4 alumnos y 1 alumna). Problema de tiro
parabolico

Se lanza una pelota de tenis de una altura de dos metros, la cual hace una trayectoria
parabolica. Verifique la parte experimental usando el programa de Tracker para conocer la
trayectoria y tiempos. (Como puede observarse los alumnos cambiaron un poco la redaccion,
porque su fin era verificar qué sucedia con Tracker).
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Figura 2. Trayectoria del lanzamiento de la pelota de tenis, analizado con Tracker
Fuente: Elaboracion propia

Como puede observarse en la Figura 2, hay un rebote de la pelota tenis que es lo que
podemos observar en la parte final de la grafica y efectivamente, se comprobd con cronémetro en
mano que, tardo 4 segundos en hacer la trayectoria. Mientras que Tracker hace una medicién de

tiempo mas precisa. En la tabla 1, se observa las conclusiones de comparacion que el equipo de
trabajo realiza después del analisis realizado.

Tabla 1. Comparacion de la solucidn en Tracker y papel de la tarea inicial, equipo 3.

Solucion del problema en papel Solucion del problema en Tracker
La tarea inicial nos sirve como referente Consideramos que el analisis en Tracker es
para saber la trayectoria del movil. El muy preciso, nos facilit6 mucho utilizar el
software Tracker es un excelente software, porque permite observar los
programa que permite observar los minimos detalles de movimiento que realiza el
detalles minimos del experimento. objeto en cuestion.

Fuente: Elaboracion propia

Se observa que los alumnos, no s6lo se quedan con el analisis del movimiento uniforme
acelerado, sino que ademas realizan el analisis de otros movimientos en el plano, constatando lo
que se ve en clase de manera tedrica. Las evidencias antes mostradas son concluyentes para
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indicar que los alumnos ya no se encuentran en un nivel de aprendizaje superficial, han avanzado
a niveles cognitivos superiores, en las conclusiones muestran argumentos fundamentados en la
teoria con el conocimiento alcanzado.

Experimento de “Cohete Hidraulico

Posteriormente a los problemas inventados los alumnos realizaron el experimento de
“Cohete Hidraulico”, el cual consiste en realizar un cohete hidraulico y grabar la trayectoria del
cohete para analizarlo mediante el software de Tracker.

En los experimentos se puede observar los siguientes tipos de movimientos: caida libre,
tiro vertical y tiro horizontal, tiro parabodlico, este ultimo como la combinacion de los anteriores.

Se muestran los experimentos que realizamos para el comparativo.

Hotulla it X

Botclla seleccwnado { fiar ba masa en bs barrs de bevamuentas, shafl-click 1o re-mark hughlgh

Figura 3. Primer lanzamiento del cohete hidraulico
Botella a ¥4 litro de capacidad de agua
Fuente: Elaboracion propia

Analisis
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R El cohete siguié una trayectoria parabdlica que sale del
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Figura 4. Anélisis de la
trayectoria
Fuente: Elaboracion propia

Evaluacion por medio de items
Finalmente, se realizd una evaluacion por items para verificar el avance del aprendizaje de
los alumnos. A manera de ejemplo tomamos uno de los items trabajados.

ITEM 2

Observe la figura, la cual permitira que analice y conteste cada uno de las
preguntas propuestas en los incisos.

Seccion | Seccion |l Seccion Il

ADkm/h 80 km/h 0 km/h
At=2s At=3s ,

Figura 5. Velocidad y direccidn de un objeto

Fuente: Hewitt, P. G., & Lira, J. A. F. (2004). Fisica conceptual (Vol. 6).
Addison Wesley.

a) ¢En qué seccidn o secciones de la figura se muestra un cambio de
velocidad?
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b) ¢En qué seccidn o secciones de la figura se muestra un cambio de
direccion?

c) Observe la seccion 1 de la figura y establezca, ¢ qué es aceleracion?
d) En la dltima seccion de la figura, ¢la velocidad del cuerpo 1 es

igual que la velocidad del cuerpo 2?

En la figura 6, se muestra la gréafica de los resultados obtenidos en el item 2,
de acuerdo con los niveles de la taxonomia SOLO propuestos para la
evaluacion de tema.

4 N
14
12
10
8

M Alumnos
6
4
2
0
d
\_ %

Figura 6. Gréfica de resultados obtenidos del item 2
Fuente: Elaboracion propia

De acuerdo con los resultados del item aplicado, el 80% que corresponde a 12 alumnos
contestan de manera correcta el inciso @), el cual se encuentra en el nivel uniestructural,
relacionando todos los conceptos de manera inmediata, este nivel esta caracterizado porque los
alumnos por simple inspeccion de la imagen, observan el cambio de velocidad en la seccién | y
.

En el caso de la respuesta al inciso ®), solo 86.6% que corresponde a 13 alumnos
responden de manera correcta, considerando que en la seccién Il se observa el cambio de
direccion.

En el inciso (©), el 66.66% que corresponde a 10 alumnos, responden de manera correcta,
considerando que la aceleracion es la variacidn de la velocidad de un movil en cada unidad de
tiempo, mientras que los otros 5 alumnos s6lo escriben que es un cambio de velocidad, sin tomar
en cuenta el tiempo.

En el inciso @), el 86.6% que corresponde a 13 alumnos, responden de manera correcta,
analizando y deduciendo que el cuerpo 1 tiene mayor velocidad que el cuerpo 2. Mientras que
otros alumnos responden que el cuerpo 2 tiene mayor velocidad que el cuerpo 1, esto es
incorrecto.
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Conclusiones

En este trabajo se integraron problemas y situaciones, donde los alumnos realizaron un
analisis profundo y sefialaron en dichas situaciones qué ecuaciones debian ocupar, sin llegar a la
memorizacién, algunos alumnos consideran de mayor importancia el s6lo memorizar las
ecuaciones para utilizarlas para la resolucion de problemas, por lo cual, un ajuste de manera mas
detallada que se trabajara en un segundo momento, es permitir que el alumno entienda los
problemas que analiza, de manera mas profunda, permitiran recordar las ecuaciones de
movimiento, sin la necesidad de memorizarlas.

Una vez que se ha experimentado el cambio y analizar los ajustes finos que se requieren, se
deberé aplicar nuevamente, siempre tomando en cuenta la reflexion inicial, volviendo al primer
paso, aunque ya con el conocimiento afadido de lo ocurrido.

Se logro:

Destacaron las destrezas de los alumnos en el uso de Tracker.

El trabajo colaborativo, al compartir las experiencias del uso de la herramienta

tecnoldgica entre los alumnos.

v' Fomento de la actitud critica y reflexiva en el alumno, a través del uso de
herramientas (en este caso Tracker).

v Investigacién auténoma por parte del alumno para el aprendizaje y mejora continua
de la herramienta tecnoldgica (uso del Tracker).

v La mayoria de los alumnos cuenta con los recursos tecnolégicos que permitieron

que desarrollaran su trabajo en Tracker.

v
v
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Resumen

Se ilustran potencialidades de lo narrativo para lograr la inmersion estudiantil en una
situacion experimentalcomo parte de practicas de modelacion en el estudio de un
fenémeno, en aulas de matematicas de educacion secundaria. La modelacion se
orienta a que los estudiantes constituyan dipolos modélicos articulando dos
entidades: desde la operatividad de una de estas intervienen en la otra. Articulan una
tabla de datos o una figura o una expresion algebraica con elfenémeno de elasticidad
del resorte por ejemplo. Se analizan elaboraciones estudiantiles y se reportan
evidencias de su inmersion en la situacién experimental que se narra.En un marco de
investigacion-accion se suscribe la investigacion de disefio.

Palabras clave: modelacion, narrativa, figuracion.

Introduccion

En nuestro pais, como en otros de la region, se reclama por un cambio en las
metodologias de ensefianza en un marco de reformas estructurales, para ofrecer a los jovenes la
posibilidad de desarrollar las habilidades del siglo XXI, sefialando como una de ellas a la
modelacioén (Ministerio de Educacion de Chile, 2012) junto con abordar y resolver situaciones
problematicas concurrentes con la capacidad para involucrarse en procesos en los que participan
dos 0 mas personas (habilidad medida por PISA 2015).Intentando explicar este tipo de resultados
desde un punto de vista de politica educacional, se afirma que el pais no cuenta con una
infraestructura adecuada para el desarrollo de las habilidades de modelar en el marco del trabajo
en equipo, mas alla de la intencionalidad que ponga el profesorado en ello.

La perspectiva de modelacion y experimentacion que se suscribe se orienta a quitar
fuerza a ingentes requerimientos de infraestructura como son los laboratorios de
experimentacion. Las evidencias muestran que es posible ofrecer a los estudiantes oportunidades
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de vivenciar practicas de modelacion con experimentacion, desde la colaboracion y también en
contextos de vulnerabilidad. Mas especificamente se presentan evidencias de inmersion en
experimentacion discursiva provenientes de producciones estudiantiles, cuando los estudiantes
vivencian un disefio de ensefianza con base en modelacion. Tal disefio intenciona el
desplazamiento del trabajo estudiantil desde uno individual y competitivo a uno colaborativo y
en equipos, configurandose habilidades concurrentes (Contreras, C., 2014). El disefio aborda la
modelacion de un fendmeno a partir de la experimentacion discursiva, la que se configura por
una narracion literal que describe el suceso experimental y una tabla con datos provenientes del
experimento.

Marco referencial

Interesa estudiar la modelacion como parte de los procesos de aprendizajes matematicos.
El acto de modelar se entiende como una practica recurrente de diversas comunidades, que
articula dos entidades con la intencion de intervenir en una, lo modelado, a partir de la otra, el
modelo. Desde esta perspectiva, no existen modelos y sus matematicas, independientes de quien
modela y de la comunidad que le da cabida. Se suscribe una mirada socioepistemolodgica de
modelacion (Arrieta y Diaz, 2015). En la perspectiva de estos autores interesa que los estudiantes
establezcan dipolos modélicos mediante la articulacion de dos entidades desde la operatividad de
una de ellas, para intervenir en la otra. Por ejemplo, articular una tabla de datos o una figura o
una expresion algebraica con el fendmeno de elasticidad del resorte o la caida de los graves. Tal
articulacion constituye, para la vivencia del estudiante que modela, una nueva entidad, el dipolo
modélico (op. cit. p. 35).

La inmersion estudiantil en experimentacion discursiva se estudia con base en
producciones de los estudiantes, las que tienen un cardcter narrativo y provienen de vivenciar un
disefio de ensefianza con base en modelacion.

Se suscribe para los conocimientos matematicos lo que plantea Candela (1999) cuando
concibe al conocimiento cientifico como una construccion social sujeta a procesos discursivos
especificos, que incluyen tanto las versiones sobre ciertos temas como la organizacion del
discurso, las maneras de hablar, de argumentar, de analizar, de observar, de construir con
palabras (y figuras) procesos y resultados de la experiencia, de validar un conocimiento y de
establecer una verdad. Y a que lo matematico se inventa como herramienta para organizar
fendomenos del mundo fisico, social y mental (Freudenthal, 1991) para atender aprendizajes de
matematicas creadas para gestionar el cambio en tanto se predicen y controlan estados futuros
(Cantoral, 2004).

Entre los trabajos sobre la naturaleza del conocimiento narrativo mas sugerentes de las
ultimas décadas, se cuentan los estudios, desde una mirada filosofica, de Johnson (1987) sobre el
lenguaje y el conocimiento corporalmente encarnado; el trabajo de Lakoff'y Johnson (1980)
sobre la metéafora y el texto “Wheremathematics comes from” de Nufiez y Lakoff (2001) sobre la
naturaleza encarnada del conocimiento matematico. Estos trabajos, entre otros, ilustran un
contexto signado por importantes desarrollos en el campo del lenguaje y las neurociencias.

Para Connelly y Clandinin (1995) somos organismos contadores de historias, los relatos
nos descubren que la experiencia misma tiene un referente que esta hecho de relatos. KieranEgan
(1998) y James Wertsh (1991) difunden la importancia de lo narrativo en pedagogia y didéctica,
en el mundo de habla hispana. Egan insiste en revalorizar el papel de los relatos en educacion.
Comparte con Bruner (1988) que la narracion posibilita captar y pensar el mundo y la propia
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experiencia, siendo un medio eficaz que ayuda a recordar y que a la vez proporciona un ambiente
cémodo y acogedor para la fantasia y la imaginacion. Para Wertsch se trata de una herramienta
central para comprender la forma en que los estudiantes se representan un nimero muy
importante de contenidos escolares, sus epistemes (Diaz, 2005).

Una narracion nos trae a la mano un “evento especial” en el devenir de los procesos de
entendimiento del estudiantado. Lo narrado no se reduce a las expresiones literales puesto que
una figura, al decir de Carrasco, Diaz y Buendia (2014) también constituye una narracion, la que
en el caso de este estudio, apoya a la narracion literal para configurar el experimento narrado. En
efecto, se identifican en ella propdsitos comunicativos que se expresan a través de una estructura
argumental, unas herramientas que concurren a configurarla y metaforas de base que entran en
juego.

Abordamos los andlisis de las producciones estudiantiles recogidas en la investigacion,
incorporando estos elementos a una sensibilidad tedrica con soporteen el programa del
Pensamiento y Lenguaje Variacional (Cantoral, 2004).

Metodologia

Este estudio se desarrolla bajo el paradigma metodoldgico de investigacion de disefio y
experimentacion, el que se inscribe en un marco de investigacion-accion (Molina, 2006). Se
experimenta con base en un disefio de modelacion validado internamente (Arrieta, 2003).

En el ambito de la educacion matematica la modelacion se trabaja desde distintas
perspectivas. En la vision socioepistemologica de Arrieta y Diaz (2015) no hay modelacion sin
interaccion con el fendmeno que se intenta modelar, por lo que la primera fase de la modelacion
es la experimentacion en sentido amplio. Cada modalidad de la experimentacion, sea esta
presencial, discursiva o virtual, trae consigo caracteristicas propias que imprimen su huella en la
forma de modelar.En la experimentacion discursiva los estudiantes se enfrentan a una narracion
constituida por un relato literal, una figura y una tabla de datos.

En las primeras aplicaciones del disefio se incluia la figura. En un aula inclusiva que
incorpora de modo intencional estudiantes tanto con dificultades especificas de aprendizaje
como con necesidades educativas de caracter permanente, uno de los equipos comunic6 con
figuras sus desarrollos, interviniendo cada vez la figura inicial del resorte. Esta situacion ilustra
el poder comunicativo de la figuracion (Carrasco, Diaz, Buendia, 2014).

Asi, para favorecer la inmersion de cada estudiante en la experimentacion discursiva, se
les solicita que elaboren una figura que exprese la situacion experimental, la que se les comunica
mediante una narracion literal y una tabla de datos obtenidos de la experimentacion.Se refuerza
la inmersion de los estudiantes en esta modelacion discursiva, solicitdindoles que describan en sus
propias palabras el experimento y que reconozcan en la tabla, valores tomados de la situacion.Se
espera que los estudiantes reconozcan a la tabla como una herramienta que registra datos que
varian juntos o que covarian. Cierra aqui la primera fase del disefio, esto es, la modelacion
discursiva.

Se reportan desarrollos de las tres actividades correspondientes a la experimentacion
discursiva: 1. Dibujar o hacer una figura de la situacion narrada; 2. Describir con sus palabras el
experimento; y, 3. Informar la covariacion correspondiente con un dato numérico que registra la
tabla.
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El estudio considero seis grupos de cuatro estudiantes, cuatro grupos de tres estudiantes y
cuatro grupos de dos estudiantes, provenientes de dos establecimientos de educacion secundaria
de la region de Valparaiso, Chile.

Resultados y analisis

Analizamos a continuaciéon evidencias de inmersion de estudiantes, provenientes de la
experimentacion con la situacion experimental de la elasticidad de un resorte

Caso 1.

La figuracion recupera la situacion experimental de modo exhaustivo desde la narrativa
literal y la tabla. Su estructura de comic explicita un momento inicial, uno intermedio y el final
de la experiencia, evidenciando su transcurrir en un tiempo. La figura inicial muestra un soporte
que sustenta al resorte, del que cuelga un portapesas vacio. A éste se fija una aguja de arrastre
que indica un punto en la primera parte de una regla graduada adyacente. Los anillos del resorte
estan comprimidos. Una flecha guia la vision a la figura siguiente, la que deja implicito al
soporte. La escena final muestra los anillos del resorte difuminado distendidos, seis pesas en el
portapesas y debajo de éste en paréntesis, la cantidad de 120 gramos, una flecha ennegrecida
indica hacia la posicion de 225 mm., en linea y a la derecha de la regla graduada. Una escena
intermedia se comunica por medio de una flecha tenue para la aguja de arrastre unida a un globo.
En este se lee la cantidad de 60 gramos, evocando al portapesas con tres pesas. La aguja indica
una posicion en la regla graduada que, ademads, en linea con ella y a su derecha, registra la
cantidad correspondiente de 135 mm.

£
Q(E)
u
4
¥

Herramientas. Resorte comprimido y portapesas
vacio que supera en dimensiones al resorte. Resorte
distendido difuminado y con detalle portapesas con
seis pesas; dos tipos de flechas, tres para indicar la
posicion del portapesas y la cuarta para dirigir la
vista a las dos escenas que siguen, unas mas
ennegrecidas que otras, para sefalar el paso del
tiempo entre las escenas. Dos reglas graduadas, la
segunda afnade las elongaciones de la tabla. Un globo
que informa una segunda escena: la elongacion
correspondiente a tres pesas.

& b Argumentos. Se estructura la figuracion con dos
vﬂ , I figuras y tres escenas, mostrando el dinamismo de la

- situacion experimental (fendmeno y numerizacion)
FIGURA 1. Elasticidad del Resorte lograr}do una descripcion figural completa del
Equipo A experimento.

Metaforas de base. Dos figuras, una inicial en vista
general y la segunda en zoom, con tres escenas y foco en el desplazamiento del portapesas y los valores
que indica la flechita, segun se agregan o quitan pesas.

Caso 2.
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|' Herramientas. Un portapesas en la continuidad imaginada de la figura.
=) La figura se asemeja a una antigua pesa de resortes que fuera de uso

' frecuente en ferias de antafio. Un rectdngulo vertical central porta una
flechita mévil ennegrecida que sefiala en direccion a una regla graduada
con cantidades que crecen de 20 en 20 desde la base hacia arriba.

f 4
i Eﬂ 1 Argumentos. Se estructura una figura rectangular en el centro. Sobre y
| t‘[ { bajo ella se observan segmentos del resorte, sindicandolo como esencial
' ? para determinar pesos en el rango de 20 a 220 grs. La flechita subiria
S conforme se le afiaden pesas, a contrapelo de la elasticidad del resorte.
e Algln engranaje interno estaria revirtiendo el movimiento de

—

FIGURA 2. Elasticidad del Resorte. ~ deslizamiento de la flechita. .

Equipo B Metaforas de base. El artefacto mecanico como foco
de la figura. Este invisibiliza al fendmeno de elasticidad
del resorte que se pretende modelar.

Desde un extremo de un soporte cuelga un resorte que sostiene un portapesas con seis pesas. Se
completa la figura anteponiendo a la parte central del resorte una barra vertical con una flecha en su
centro que sefiala 120 gramos en una regla graduada con pesos desde o a 220 gramos, plasmando el
momento en que la balanza tiene seis pesas. El dibujo opaca la relacion de esos pesos con elongaciones
correspondientes en el resorte, las que, presentes en la tabla, omite en la figura.

Caso 3.
Herramientas. Se figuran cosas que enuncia la
/ \ narracion literal: soporte universal del que
T — J s cuelggn un resorte y de este un portapesas,
s E Flechita para indicar cantidades de pesos del
;:_’ : portapesas y una regla graduada. No aFienden a
(= £ las acciones que se narran y que constituyen a
{ B esas cosas en herramientas de la
@_‘b 4 experlmentaglén: obtencion de datos y tabla en
i la que se registran.
- Argumentos. El equipo recupera una situacion
e R Lo [ previa a la experimentacion, informando
e LEETY A insumos de esta.

FIGURA 3. Elasticidad del Resorte. Equipo C Metaforas de base. Una disposicion de objetos
como evocacion de un momento potencial de
experimentacion.
Se dibuja un resorte sujeto a un soporte universal, un portapesas colgando del resorte conectado a
su vez con una flechita que indica a una regla graduada. La figura muestra seis pesas de 20
gramos, las mas cercanas de mayor tamafo y las que se alejan del observador mas pequenas.

En la segunda actividad, los estudiantes que hicieron la Fig. 1, describen la situacion en
sus palabras,

Como se puede observar en el dibujo al colocar pesas en el portapesas éste va
bajando hasta alcanzar 225 mms (6 pesas); y si vamos quitando pesas el portapesas
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sube 30 mms por cada pesa que se quite y esto es gracias a la elongacion que
adquiere por las pesas y la contraccion al quitarlas (las pesas).

La textualidad da cuenta desu inmersion en unaaccion experimental en 56 palabras,
sintetizando articuladamente las 67 palabras y la tabla de la experimentacion narrada original.
Relacionan a cada ubicacién con un ntimero de pesas, expresando los valores con sus unidades
de medida, en tanto se trata de cantidades de magnitudes. Dan forma a una narrativa literal que
interpreta el fenomeno: unas propiedades fisicas de elongacion y contraccion que no adjudican a
alguna entidad del arreglo experimental y que se manifiestan de un modo reversible segun se
ponen o quitan pesas del portapesas. Un resorte evanescente en el dibujo y ausente en su
literalidad, concurre con un deslizamiento cognitivo que acaba por constituir a la cantidad de
pesas en factor causal de subidas y bajadas del portapesas. Su “ley fisica” seria algo como “el
portapesas va bajando seglin se van poniendo pesas y se contrae al quitarlas. El portapesas sube
30 mm por cada pesa que se quite”.

Sigue la descripcion de quienes hicieron la figura 2,

Este es un objeto que permite medir el peso en gramos de cualquier cosa que le
pongan encima. Usted pone un objeto en el portapesas, el peso del objeto hace que el
resorte que estd conectado con el indicador se estire, mostrando asi el peso.

El grupo se desplaza de la situacion experimental propuesta, focalizando en el
instrumento de medida de pesos que subyace al arreglo experimental. Su “ley fisica”podria
expresar que “el objeto en el portapesas estira al resorte y el indicador conectado a este resorte,
muestra una cantidad de peso en una regla graduada”. Los estudiantes significan con su ley, una
covariacion “cualitativa” de peso y estiramiento del resorte.

La descripcion asociada con la figura 3 sefiala de modo laconico “Vamos a decir que la
ubicacion del portapesa depende del peso”. Sintetizan la situacion experimental con una
dependencia de la ubicacion del portapesas respecto de cada peso. El resorte jugaria un rol de
fondo o de contexto en su interpretacion de la situacion experimental.

Conforme al proposito de la tercera actividad, a saber, que los estudiantes articulen la
narracion literal con la tabla de datos, un grupo responde por la posicion de la flechita cuando el
portapesas tiene 60 grs.: “Estaria en los 135 mms de la regla, ya que lo dice la tabla”. Aluden
tanto a su figuracion de la situacion como a la tabla de datos, articulando nuevamente narracion
literal y tabla de datos. Otro grupo interpreta la narracion literal articulada con la tabla,dando
forma en su respuesta a su ley de covariacion “cualitativa” de peso y ubicacion de la flechita
(estiramiento del resorte),

Quedaria en 135 mms, cuando el portapesas estd vacio y se le coloca peso, este se
empieza a estirar y asi se puede determinar el peso del objeto y la ubicacion de la
flechita.

El tercer grupo, alusar la frase “Su ubicacion sera de 135 mms” muestra la articulacion
literal-tabular. Explicita su consulta a la tabla y afiade que verifican la informacion, aunque sin
detallar como lo habrian hecho, “nos dirigimos a la tabla “verificamos que la informacion estaba
correcta”.

Conclusiones
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El andlisis de los desarrollos estudiantiles pone en evidencia las potencialidades de la
experimentacion discursiva: las actividades y su secuencia conducen a que los estudiantes
vivencien un ambiente experimental con altos grados de inmersion, verosimilitud e interaccion
con el fendmeno y su numerizacion. Desde la perspectiva de Candela (1999) los estudiantes han
desarrollado una actividad cientifica que les abri6 a la elaboracién de unos procesos discursivos
especificos, que incluyeron sus interpretaciones sobre ciertas situaciones, sus maneras de hablar,
de argumentar, de analizar, de observar, de construir con palabras (y figuras) procesos en una
primera fase de inmersion en experimentos narrados.

Asi la modelacion discursiva se constituye en una alternativa para aulas de matematicas,
que suelen carecer de la implementacion propia a un laboratorio para realizar experimentos
empiricos. En el marco de actividades de modelacion solicitadas por los curriculos de nuestro
pais y de la region, los experimentos discursivos se constituyen en una herramienta didactica
pertinente para poner en escena practicas socioescolares(Diaz, 2012) de experimentacioén
discursiva en aulas de matematicas.
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Resumen.

Se expone una forma para la organizacion de distintos métodos y estrategias
utilizables para afrontar la resolucion de problemas relacionados con propiedades
métricas de las figuras geométricas. Se relacionan con el aprendizaje conceptos
aritméticos, geométricos y algebraicos insertos en los programas escolares. En
particular se trabajan maneras de obtener el area de una clase particular de triangulos,
simultdneamente rectangulos e isdsceles. La diversidad de métodos presentada
obedece a las respuestas que resultaron de la aplicacion a dos muestras, una de
profesores y otra de estudiantes del nivel escolar medio, participantes en un trabajo
de investigacion sobre el tema. En el presente documento no se exponen los
resultados observados, solamente la parte tedrica de la conceptualizacion
matematica.

Palabras clave: resolucion de problemas, isometria, composicion de
transformaciones, producto escalar, producto vectorial.

Introduccion

El escrito se compone de dos partes. La primera, la que se presenta en este texto, contiene los
elementos conceptuales matematicos, basicos, requeridos para afrontar y resolver el problema
que se plantea. En este mismo apartado se describe y se desarrolla una exploracion en la que se
usan diversos métodos y algunas estrategias posibles para la busqueda del area. Se expone una
variedad de métodos que muestra una organizacion de las diferentes formas posibles de
enfrentarse a la busqueda y al desarrollo de los procedimientos que encauzan la llegada a los
ultimos resultados.
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El problema planteado consiste en determinar el 4rea de un triangulo que vértices se posicionan
en las intersecciones de las rectas que conforman una rejilla, o malla. En otro contexto, se puede
decir que las coordenadas de los vértices del tridngulo en cuestidon se expresan con nlimeros
enteros. El problema consiste en utilizar “todos los métodos posibles” para encontrar el area del
tridngulo y, con detalle, escribir cada forma de afrontar y llegar al resultado que se pretende
obtener. Finalmente, en la busqueda del area en estudio se considera una generalizacion
relacionada con tridngulos que sus vértices son puntos cualesquiera del plano cartesiano.

Los métodos seguidos para obtener el area del triangulo se organizan en tres formas,
caracterizadas por los niveles conceptuales involucrados en los distintos modos de abordar la
resolucion:

a. Una via para dar seguimiento a la resolucion del problema basada en las propiedades de
invariancia del area por transformaciones rigidas, las isometrias.

b. Métodos que se apoyan en el célculo de las longitudes de los elementos lineales del triangulo,
medidas de lados, alturas, radios de las circunferencias inscrita y circunscrita al tridngulo.

c. Métodos que, ademas de apoyarse en las medidas de los elementos lineales del triangulo, se
basan en las medidas de sus dngulos y en el uso de relaciones y formulas trigonométricas.

La segunda parte del escrito describe los elementos teoricos y metodologicos involucrados en una
investigacion sobre el tema, realizada con muestras de profesores y alumnos de niveles
preuniversitarios. También contiene el analisis e interpretacion de la informacion recabada en la
investigacion y las conclusiones de la indagacion.

Debido a su extension no se expone en este documento la fase experimental de la investigacion.
El desarrollo, el andlisis y las conclusiones, se dejan para otro escrito. En la primera parte se
exponen unicamente los elementos conceptuales matematicos necesarios y los diferentes métodos
para abordar el problema.

El problema
El lado del cuadrado ABCD tiene por medida cuatro unidades. Se . .
divide en dieciséis cuadraditos de una unidad de area. Por diferentes /
métodos, encontrar el area del triangulo EFC, Figura 1. S
Se espera que los participantes en la investigacion orienten sus ¥
respuestas siguiendo algunos de los métodos y estrategias que A B
enseguida se exponen. Figura I

1. La resolucion del problema por el primer método

Se hace uso del método de transformaciones geométricas para afrontar el problema de encontrar
el 4rea del tridngulo EFC de la Figura 1. Con movimientos preestablecidos, transformaciones
rigidas, los pequenos poligonos obtenidos con particiones, ubicados en el interior del triangulo
EFC, se cambian de posicion y se colocan en lugares diferentes. Estos movimientos permiten
transformar conformaciones en otros objetos geométricos equivalentes, de una misma area, que
pueden ser mas simples, conducentes a determinar las areas de las primeras figuras (Boltianski,
V. G, 1981, pp. 2-38).
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Se trazan el cuadrado ABCD vy el tridngulo EFC, Figura 2. Realizar las n ¢
siguientes tareas escribiendo los calculos necesarios en las preguntas que =) > el
los requieran. Ademas, escribir las razones que justifiquen los pasos del el ¢ [ o/
desarrollo que conduce a las respuestas. 21 P
(Cuadles son los valores de las areas de cada uno de los poligonos incluidos u R [
. 9 A B
en el cuadrado ABCD, Figura 21 Figura 2
(Qué conjuntos diferentes de poligonos congruentes existen
en la Figura 3?7 Ayuda: N
a. {Cudles son los tridngulos congruentes con el tridngulo 1 . P n ";-’ 7 le
ERM, A(l)? d 15 le s U B/V K
b. (Cudles son los tridngulos congruentes con el tridngulo pledlr ] 2]
1] Wl
PRE, A(2)? o P e Y 2
c. {Cudles son los trapecios rectangulos congruentes con el X > ¥ S "
. r (')
trapecio rectangulo GMRS, D(4)’. Figura 3
d. Encontrar otros conjuntos de poligonos congruentes en la
Figura 3.

A partir de la Figura 3, encontrar composiciones de transformaciones que cambien el triangulo
ERM, A(1), al triangulo PRE, A(2), al trapecio rectangulo GMRS, [\(4), al trapecio rectangulo
EAHP, [X(17), al trapecio rectangulo QSRP, [3(3) y a de los cuadrados DLOX, [J(11) y
XOGY, [O(12) en otras figuras que les corresponden. .

1.1. ;En qué consiste la resolucion del problema por el primer método?

El sustento del primer método de resolucion esta en la invariancia por isometrias de las
dimensiones de una figura geométrica, en especifico, su area. Se hace uso del método de estas
transformaciones para afrontar la resolucion del problema de encontrar el area del triangulo EFC
de la Figura 4. Las transformaciones isométricas, como son la traslacion, la rotacion y la
reflexion, conservan la forma y las dimensiones de las figuras geométricas; es decir,
corresponden a movimientos rigidos que preservan la relacion de congruencia de los objetos
geométricos. Esta situacion permite cambiar de posicion las figuras para crear nuevas formas de
areas equivalentes (Turégano Moratalla, P., pp. 28-32).

1.1.1. Utilizando equivalencia de areas de poligonos, la propiedad aditiva del area de figuras en el
plano y transformaciones que conservan area, encontrar y sumar las areas del interior del
triangulo EFC, en los incisos de la Figura 5.

D c D c D c
£S5 - > 5
E 1 ; E = b S
3 i 3
A B A B A B
(a) (b) (0)
Figura 5
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1.1.2.En los incisos de la Figura 6, con el uso de la equivalencia de areas de poligonos, de la
propiedad aditiva del area de figuras en el plano y con el método de transformaciones
isométricas, sin aplicar formulas para areas, determinar las areas de cada una de las
regiones que conforman el poligono correspondiente al complemento relativo de triangulo
EFC, respecto al cuadrado ABCD. Luego, sumarlas para obtener el area de ese
complemento. Después, obtener el area del tridngulo EFC con la diferencia del area de
cuadrado ABCD menos el area del complemento.

n €

Figura 6

1.1.3. En los incisos de la Figura 7, con el uso de la et ]
equivalencia de areas de poligonos, de la 7 3? /
propiedad aditiva del area de figuras en el / / 9
plano y por medio de rotaciones o ~
reflexiones, explicar la forma en que se (a) )
transforma el tridangulo EFC en otros
poligonos equivalentes, sin aplicar formulas
para areas, determinar el area del tridngulo Figura 7
EFC.

2. La resolucion del problema por el segundo método

En esta parte se hace uso de calculos mediante el empleo de formulas. En vez de reconstruir en
las figuras los elementos lineales del tridangulo EFC, lados o alturas, se calculan o se miden. Con
base en estas medidas se utilizan formulas para calcular el area donde intervienen las longitudes
de los lados y de las alturas del tridngulo.

El sustento del segundo método de resolucion se encuentra en el empleo de isometrias. Se
emplean el método de estas transformaciones y formulas que conducen a la obtencion del area del
triangulo EFC. En la busqueda de estos elementos geométricos se emplea el teorema de
Pitagoras.

2.1.0btener las areas de los poligonos incluidos en el triangulo EFC de cada inciso de la Figura
8. Calcular longitudes de los segmentos de recta correspondientes a bases y alturas requeridos
para aplicar formulas. Luego, sumarlas para obtener el area del triangulo EFC.
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=7 11

(e)

o

Figura 8

2.2.En los incisos de la Figura 9 calcular longitudes de lados, alturas u otros segmentos
necesarios y determinar las areas de cada una de las regiones que conforman la figura del
complemento relativo de tridangulo EFC respecto al cuadrado ABCD. Luego, sumarlas para
obtener el area de ese complemento. Después, obtener el area del tridngulo EFC con la
diferencia del area de cuadrado ABCD menos el area del complemento.

11} [ n C
,/;. fz;
- < | M :
£ 'H}:{ i I A
A B B A B
(a) (b) (0)
Figura 9

2.3.En los incisos de la Figura 10 calcular longitudes de lados, alturas u otros segmentos
necesarios y determinar las areas de cada una de las regiones que conforman algtin poligono
que incluya al tridangulo EFC. Después, a partir del area de este nuevo poligono obtener el
area del triangulo EFC examinando la parte proporcional del area del triangulo respecto a la
del poligono. En la Figura 10 se muestran varias formas de obtener poligonos que conduzcan
a diversas formas de tener el area del triangulo EFC. Encontrar otras transformaciones para

llegar a formulas semejantes.

a. Area(AEFC) =

Area(OJFCE)

2

LB

/

1

(©)

K

b. Area(AEFC) = Area(CJEFGK).

(d)

Figura 10

2.4.Se utilizan féormulas para calcular el area donde intervienen las longitudes de los lados y de
las alturas del tridngulo, obtenidas con el empleo del teorema de Pitagoras. En lo que sigue
solo se establecen las formulas para el céalculo del area del triangulo EFC.
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a. El angulo EFC es recto. El area es igual a la medida de la base
EF por la mitad de la medida de FC, la altura del triangulo EFC.

" /

. EF)(FC
drea(AEFC) = EREO) a1, 3 = A
Figura 11
— D, C
b. El érea es igual a la medida de la base CE por la mitad de la o
medida de FG, la altura del triangulo EFC. g /
] CE)(FG r
Area(AEFC) = (CE)FG) Figura 12. A |
Figura 12
I D C
c. Eltridangulo EFC es isosceles. La altura FG también es bisectriz
del angulo EFC, Figura 12. El area se calcula con la formula /
) E
. CE ™
Area( AEFC) = CE - \/(EF)Z — % P i
Figura 13
d. Area(AEFC) =\/s(s —EF)(s — FC)(s — CE), donde s = EF-FFZﬂ, figura 13.
(EF)(FC)(CE) /. La circunferencia de centro L y radio LG =r

e. Area(AEFC) = TAGF) Figura 14. |  est4 inscrita en un tridngulo EFC, Figura 15.

s = w Area(AEFC) = rs.

C

G

{ : y / \ Lk HMS\ I‘\»/

i

F
Figura 14 Figura 15
g. Se obtiene el area de un tridngulo con la formula de Pick. Las _
coordenadas de los vértices del triangulo EFC son niimeros &
enteros, segun se ilustra en la Figura 16.
« I es el nimero de puntos sobre los segmentos de recta interiores /
de la reticula del triangulo EFC y E &
« B es el nimero de puntos que estan en los segmentos del
contorno del tridngulo EFC entonces, el 4rea se obtiene con la Fi v
) B igura 16
formula Area(AEFC) =1 + 5~ 1
En la Figura 16, se tiene I =3 y B = 4; de donde, Area(AEFC) = 5.
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3. La resolucion del problema por el tercer método

Se obtiene el area del tridangulo EFC con recursos de trigonometria. Ademas de ser necesarios las
medidas de los segmentos de rectas caracteristicos de un triangulo, en este apartado se requiere
calcular las medidas de los angulos en funcion de las medidas de los lados. Es aqui donde se
precisa del empleo de las relaciones trigonométrias. Para calcular el area del triangulo se dispone
de varias formulas trigonométricas. Enseguida se utilizan algunos conceptos tigonométricos para
obtener por varias formas el area del triangulo EFC.

3.1;En qué consiste la resolucion del problema por el tercer método?

El tercer método de resolucion se fundamenta en el empleo de distintos conceptos, relaciones y
ciertas formulas de trigonometria. Las longitudes de los lados del tridangulo se encuentran usando
el teorema de Pitagoras y con estos valores se tienen las relaciones trigonométricas que
involucran los dngulos del triangulo. Estos valores se sustituyen en formulas especificas que
conllevan a obtener el 4rea buscada.

3.1.1. Con las siguientes formulas generales se obtiene el area de un triangulo, Figuras 18 y
19.
a?-sen(B)-sen(C)
2-sen(B + C)
R

Area(AABC)=3a b sen(C), Area(AABC) =

¢ A h A
5 . 2 2
Figura 18 Figura 19 Figura 20
3.1.2. Para un triangulo isdsceles se tiene que ZACB = 2BACYy a = ¢, Figura 20. El area del
' , a’-sen(2A)
triangulo ABC se calcula con las formulas. Area(AABC) = -

4. La resolucion del problema por el cuarto método

En el cuarto método se extiende el espacio de accion al plano completo, no sélo en rejillas
equivalentes a usar coordenadas expresadas con numeros naturales o enteros. El caso es mas
general. Se requiere el uso de niameros reales. Este cuarto método de resolucion participa del
empleo de un sistema de coordenadas cartesianas, conceptos de geometria analitica, operaciones
con vectores y sus propiedades.

4.1 ;En qué consiste la resolucion del problema por el cuarto método?

La base fundamental del cuarto método de resolucion esta, en primer lugar, en el empleo de
distintos conceptos y ciertas formulas de geometria analitica. Se utiliza la férmula
correspondiente a un determinante de tercer orden para expresar el area de un triangulo. En
segundo lugar, se encuentra vectorialmente la misma area por dos vias. En la primera se
aprovecha la ventaja de que la definicion de producto escalar de dos vectores lleva directamente
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al calculo del area del triangulo. En la segunda, se tiene una oportunidad semejante, el area
buscada se establece con el uso directo de la magnitud del producto vectorial de dos vectores.

4.1.1. Desarrollar el procedimiento requerido para obtener la formula para y
encontrar el 4rea de un tridangulo de los siguientes vértices, Figura 21: | ¢
xp x 1 " /
. 1 =
E=(x, ), F=(x,,,), C=(x;, y;). Area(AEFC) = 5 X, X 1 I
X3 X3 1 0 ] x
Figura 21

4.1.2. Desarrollar el proceso para obtener que el area de un tridngulo. I

Es igual a la mitad del valor absoluto del producto escalar de -
los vectores Eﬁl) y CF, Figura 22. pleit™ & [
Area(/AEFC) = 5 |ﬁ-‘) . ﬁf| -
1 o g
=5 102 = %) (3 = x1) + (v2 = y1) 3 = y1)l. Figura 22

4.1.3. Desarrollar el proceso para obtener que el area de un
triangulo. Es igual a la mitad de la magnitud del producto
vectorial de dos vectores de punto inicial comtn
determinados por dos lados de un tridngulo de los siguientes
vértices, Figura 23:

E=(x, 5,0, F=(x,, 0, C=(x3 5 0)-

EF = (x2 —x1,¥2 — ¥1,0), ﬁf = (x3 — X3,¥3 — ¥2,0).

Figura 23

Area(AEFC) = 5 [EF X EC| = 5|x, —x; y,—y; 0]

Xz3—Xz Yy3—Y2 0

Palabras finales

La ensenanza del calculo del area de tridngulos presentada en los libros de texto en el nivel
medio se focaliza mediante una formula. La consecuencia es una insuficiente, reducida e
insignificante conceptualizacion del area, reportada por varios investigadores. Nuestra idea es
que el trabajo, apoyandose en una diversidad de métodos, pueda compensar esta carencia. En
el analisis de los comportamientos y de las respuestas resultantes de las propuestas de
exploraciones matematicas, expuestas en este primer texto, se podra ver si se cumple esta
expectativa.
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Resumen

En la presente comunicacion, presentamos el resultado de una revision critica de la
literatura realizada en el marco de la Maestria en Educacion, de la Universidad de
Antioquia, el proyecto de maestria tiene como objetivo caracterizar la Actividad
Matematica de los estudiantes de Educacion Primaria que participan en procesos de
Modelacion Matematica. La revision la realizamos especificamente del término
Actividad Matematica mediante el software atlas.ti y tuvo como objetivo reconocer
las comprensiones que la literatura reporta con respecto al término Actividad
Matematica. La literatura reportd tres acepciones de este término; como las tareas
matematicas que se asignan al estudiante, como /o que hace un matematico y como
las acciones que realiza un sujeto cuando estudia matematicas. Lo anterior sugiere
comprensiones heterogéneas del término y de sus implicaciones en el aula.

Palabras clave: Educacion Matematica, Actividad Matematica, revision de literatura,
acciones, tareas.

Introduccion

La preocupacion por la formacion matematica de los estudiantes en diferentes grados de
escolaridad ha hecho propicio el desarrollo de investigaciones y lineas de trabajo al interior de la
Educacion Matematica. De manera particular, el término Actividad Matematica ha sido
ampliamente utilizado en Educacién Matematica, tanto en aspectos ligados a las matematicas
escolares como a la filosofia de las matematicas. Investigaciones adelantadas con relacion a la
Actividad Matematica proponen diferentes acepciones de esta, segtn sea la corriente tedrica a la
cual respondan, esto sugiere comprensiones heterogéneas del término y diversas implicaciones
para el aula. Por lo anterior, propusimos indagar ;Cudles son las acepciones que la literatura
reporta con respecto al término Actividad Matemadtica y en qué marcos estan ubicados?
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A continuacidn, presentamos el método utilizado en la revision de la literatura, los
resultados que encontramos y las conclusiones a las que nos llevé dichos resultados. Finalmente
presentamos las referencias bibliograficas que utilizamos.

Método

Para dar respuesta a la pregunta que orient6 este estudio realizamos una revision critica de
la literatura (Jesson y Lacey, 2006). Este tipo de estudios es de caracter descriptivo, perceptivo y
analitico, que busca una comparacion entre textos, para asi llegar a aquellos planteamientos que
aun requieren ser profundizados e investigados. Para la busqueda de los textos utilizamos las
palabras clave “mathematical activity” o “Actividad Matematica”, en las bases de datos'
Springer, Scopus, ERIC, SciELO y el motor de busqueda Google Académico. En esta busqueda
encontramos 102 documentos que estudiamos a partir de sus titulos, resimenes y palabras clave.
Los criterios de seleccion giraron en torno a la relacion de los textos con el término Actividad
Matematica en los estudiantes, ademas tuvimos en cuenta el afio de publicacion (desde 1992
hasta 2018) y el proposito del documento. Con lo anterior determinamos 15 textos para su
andlisis. El analisis, la comparacion y la organizacion de los textos la realizamos con la ayuda del
software atlas.ti’.

A partir de las lo que pretendiamos que los textos develaran, se genero la tabla 1 que
presentamos a continuacion.

Tabla 1
Orientaciones para el andlisis
Pregunta orientadora de  Preguntas especificas para Codigos software atlas.ti
la revision de la la revision de la literatura
literatura
-“Definicion AM”’: se refiere a
(Como se define la los apartados donde se
¢Cudles son las Actividad Matematica? encuentra una definicion

comprensiones que los

) explicita del término Actividad
autores manifiestan con

Joes Matemadtica
respecto al término . ;
. . e (Cuadles son las teorias,

Actividad Matematica y « ,

, p referentes y marcos en los -“Teoria”: se refiere a las
en qué marcos estdn 1 describe | , ,
ubicados? cuales se describe la teorias en las cuales estan

Actividad Matematica? enmarcados los autores y la

(Qué aspectos de la teoria
caracterizan la Actividad
Matematica?

investigacion como tal.

Fuente: las autoras.

La primera columna de la tabla corresponde a la pregunta global que orient6 la revision de
la literatura. La segunda columna hace referencia a las preguntas especificas para develar
aquellas comprensiones del término Actividad Matemadtica. Y la tercera columna muestra los

'Para el uso de las bases de datos mencionadas se cuenta con acceso por parte de la Universidad
de Antioquia, a la cual pertenecemos las autoras.

? Para el uso del Software se tiene la licencia por parte del grupo de investigacion, al cual
pertenecemos las autoras.
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términos utilizados en el Software para la codificacion de los textos. Es importante aclarar que
dichos cédigos surgieron a priori con el fin de categorizar apartados de los textos que dieran
cuenta de lo que reporta la literatura con respecto a lo que se entiende por Actividad Matematica
y las corrientes epistemologicas en la cual los autores leidos estdn enmarcados.

Para el andlisis de los datos partimos de un proceso de sistematizacion, el cual entendemos
como el proceso de compilar y codificar los textos seleccionados, acorde con las preguntas

mencionadas en la tabla 1, para ser analizados y generar conclusiones de lo propuesto (Jesson y
Lacey, 20006).

En el software atlas.ti utilizamos codigos que permitieron clasificar la informacion
(“Definicion AM” y “Teoria” ); luego de la lectura de los textos y su codificacion, empleamos
las herramientas informe y red que posee el programa para evidenciar las relaciones,
confrontaciones y diferencia entre las ideas encontradas.

Para el andlisis critico y comprensivo de los textos leidos y su respectiva categorizacion,
generamos relaciones entre lo que plantean los autores en el texto y nuestras percepciones y
comprensiones respecto a la Actividad Matematica. Finalmente, realizamos la discusion que
tomo como base las ideas de los textos y nuestras ideas y las preguntas realizadas en la tabla 1,
con relacion al término Actividad Matematica (Jesson y Lacey, 2006).

Resultados
Comprensiones de Actividad Matematica

La literatura reporta tres acepciones del término Actividad Matematica, puede verse como
las tareas matematicas que se asignan al estudiante, como lo que hace un matemdtico, o como las
acciones o procesos que lleva a cabo un sujeto que estudia matematicas al enfrentarse a una
tarea.

Cuando se entiende la Actividad Matematica como las tareas matematicas que se asignan
al estudiante, se refiere al uso de la palabra con respecto a una situacion especifica que el docente
pone en el aula para el desarrollo de un tema o para repasar dicha tematica (Blanco, 2010; Haris
y Ilma, 2011; Cordellas, 2016). En esta vision de Actividad Matematica no se centra la atencion
en el estudiante, ni en el docente sino en como con la herramienta (Actividad Matematica) se
promueve o evalua el conocimiento y su desarrollo. Cortadellas (2016) plantea una
diferenciacion entre tareas de memorizacion, de procedimientos sin conexion, de procedimientos
con conexion y de lo que ¢l denomina hacer matematicas. En este sentido la autora reconoce
algunas caracteristicas que se deben proponer en el aula cuando el estudiante hace matematicas
como la aproximacion a la tarea, la exploracion y aplicacion de los conceptos inmersos en la
tarea, el analisis de la actividad (tarea) y de las posibles soluciones, aspectos emocionales
inmersos en el proceso.

La Actividad Matematica entendida como “lo que hace un matematico” se refiere a
aquellas cuestiones en las que estan inmersas las practicas profesionales de los matematicos. Esta
visién empieza a relacionar las acciones de los sujetos con el conocimiento matematico. Su
interés esta en describir a qué tipo de Actividad Matematica estan enfrentados los matematicos,
orientado al descubrimiento del conocimiento, la explicacion, la justificacion y la comprension
del conocimiento puesto en practica (Giaquinto, 2005).

La acepcion que se refiere a lo que hace un sujeto que estudia matemadticas, autores como
Chevallard (1999); Bosch, Chevallard y Gascon (1997), afirman que la Actividad Matematica,
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tiene que ver con aquellas acciones que llevan a cabo los estudiantes de matematicas al
enfrentarse a una tarea. La literatura reporta que dichas acciones se refieren a procesos de
comunicacion, analisis, comparacion, comprension y reflexion que realizan los estudiantes al
proponerles una tarea; que en la mayoria de los casos retoma aspectos presentes en su vida
cotidiana. Al participar en dicha tarea, los estudiantes utilizan la descripcion, la clasificacion, la
definicion y la demostracion como principales componentes de la Actividad Matematica
(Barquero, Bosch, y Gascon, 2014; Bosch, Garcia, Gascon, y Ruiz, 2006; Espinoza, Barbé, y
Galvez, 2011; Godino, Gonzato, y Wilhelmi, 2014; Ponte, 2004; Wernet y Nurnberger-Haag,
2015).

Continuado con la acepcion de lo que hace un sujeto que estudia matematicas, Obando
(2015) reconoce que la Actividad Matematica esta estructurada y dicha estructuracion se
visibiliza en las practicas matematicas. De igual forma plantea la importancia de la historia en el
estudio de la Actividad Matematica, ya que, esto permite comprender la concepcion de las
matematicas en la cultura, analizada a lo largo del tiempo, y asi determinar las tareas que
propone el docente, las cuales propiciaran dichas practicas matematicas mediadas por técnicas,
formas de discursividad y objetos/conceptos, que finalmente configuran la Actividad Matematica
del estudiante.

Las tres acepciones encontradas del término Actividad Matematica muestran que, a pesar
de que los textos analizados no tienen el mismo enfoque epistemoldgico sus ideas de Actividad
Matematica giran en torno a aquellas cuestiones que tienen que ver con el hacer matematicas, ya
sea de un matematico, de un profesor o de los estudiantes. A continuacion, presentaremos
aquellas perspectivas tedricas en las que se enmarcan los autores mencionados con el fin de
determinar su influencia o no en las acepciones que tienen.

Perspectivas tedricas con respecto a la Actividad Matematica

En los documentos revisados reconocemos algunas teorias en las que se enfocaban los
autores. Entre dichas teorias se encontraron la heuristica, la antropolédgica de lo didactico, la
filosofia de las matematicas y la teoria de la actividad.

En la heuristica, se propone la creacion de medios o estrategias que permitan facilitar la
busqueda de soluciones a problematicas propuestas en diversas tareas. De igual manera, esta
teoria se preocupa por comprender qué preguntas o tareas se le deben plantear a los estudiantes
en el area de matematicas (Cortadellas, 2016), y aunque no lo hacen de manera explicita, se
puede deducir que estas reflexiones se enfocan en propiciar espacios para la Actividad
Matematica, en los cuales el estudiante proponga, argumente y cuestione asuntos propios de su
cotidianidad.

La teoria antropologica esta relacionada con las situaciones didacticas de Brousseau y se
centra en las actividades humanas y en consecuencia en lo antropolédgico (Bosch, Garcia, Gascon
y Ruiz, 2006). La teoria antropoldgica de lo didactico ha sido desarrollada principalmente por
Chevallard, quien en sus textos la define como aquella que sitiia la Actividad Matematica. El
autor dice que toda actividad humana puede describirse mediante un modelo dado a partir de lo
que ¢l denomina la praxeologia. Este tltimo concepto se vincula con las tareas que el docente

utiliza para generar Actividad Matematica por parte de los estudiantes en el aula (Bosch et al.,
2000).
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La filosofia de las matematicas es la teoria en la que se enmarca Giaquinto (2005), quien
habla de lo que hace un matematico, segun el autor dicha teoria se ha ocupado de manera
principal de la teoria de las matematicas, y ha centrado su atencion en los teoremas, objetos y
demostraciones como tal; sin embargo, el autor también reconoce el interés de la teoria por
estudiar las practicas matematicas entre los filosofos. En esta teoria priman aquellas cuestiones
como la ontologia, la epistemologia y los métodos matematicos, que dejan caracterizar las
actuaciones de los matematicos.

La ultima teoria identificada es la teoria de la actividad, la cual es comprendida por
Obando (2015) a partir de la perspectiva historico cultural en la Educacion Matematica. En dicha
teoria el sujeto y sus acciones son la base de la actividad. De igual manera en esta teoria priman
los objetos, los conceptos, y la cultura; es decir, aquellos aspectos propios del contexto en el que
se desarrolla la actividad.

Conclusiones

La revision de la literatura nos permitio identificar tres acepciones, como las tareas
matematicas que se asignan al estudiante, como /o que hace un matematico, o como las acciones
o procesos que lleva a cabo un sujeto que estudia matematicas al enfrentarse a una tarea. En las
tres acepciones identificamos que las tareas son una fuente de mediacion con respecto a las
matematicas y que es a partir de ellas que se ve lo que hace un matematico, un profesor o lo que
hace un sujeto que estudia matematicas. De igual manera nos mostré que estas comprensiones
son heterogéneas cuando las vemos en torno a la Educacion Matematica; es decir, comprensiones
variadas generan diferentes énfasis en el aprendizaje de las matematicas, y en los procesos que se
involucran en este, porque dependen de su postura epistemologica.

La Actividad Matematica en la mayoria de los textos, va dirigida hacia las concepciones y
actuaciones de los estudiantes cuando se enfrentan a situaciones en contextos cercanos a su
cotidianidad, donde los estudiantes toman posturas y plantean ideas para llegar a una solucion.
En este proceso sus acciones van dirigidas a generar conjeturas, a discutirlas y a tomar decisiones
apoyados en sus pensamientos y en lo aprendido con respecto a las matematicas.

Finalmente, resaltamos que la comprension de lo que es Actividad Matematica va a
depender del ambiente configurado por la corriente epistemoldgica en la cual se posicionen los
investigadores, docentes e incluso, de alguna manera, los estudiantes. De manera particular en
esta revision reportamos la Actividad Matematica como las tareas matematicas que se asignan al
estudiante, como /o que hace un matematico, o como las acciones o procesos que lleva a cabo un
sujeto que estudia matematicas al enfrentarse a una tarea. Esta comprension llevara consigo una
configuracion directa de los elementos mencionados en parrafos anteriores como lo es la
comunicacion, las tareas y el papel de estudiantes y los docentes.
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Resumo

Com objetivo de investigar maneiras de utilizar jogos associados a resolucdo de problemascomo
estratégia de ensino da Matematica e suas contribui¢des no processo de ensino aprendizagem de
alunos do 6° ano do Ensino Fundamental, foi realizadaessa pesquisa de abordagem qualitativa,
com utilizac¢do de entrevista e observagdo para coleta de dados. Pode-se identificar queo uso de
jogos como estratégia de ensino ¢ feito de forma esporadica pelo professor, mesmo percebendo
que os alunos se sentem mais motivados a participar das aulas quando se faz uso deste recurso,
mostrando necessidade de uma mudancga na cultura pedagogica e na identidade profissional do
educador. Conclui-se que essa estratégia contribui para aprendizagem significativa, pois o aluno
passa a construir relagdes entre o jogo e o conteudo.

Palavras-chave: metodologia de ensino, jogos,resolucdo de problemas, didatica da
matematica,aprendizagem significativa.

Introduciao

No exercicio da nossa fun¢do de docente em Matemadtica, constatamos que esta disciplina
muitas vezes € vista com complexidade pelos alunos, o que exige do professor certa
maleabilidade na escolha dos métodos aplicados no planejamento e desenvolvimento de suas
aulas, e assim possibilitar que o estudo e aprendizagem de Matematica seja mais motivante e
atrativo aos alunos.Uma provavel origem para o desinteresse dos alunos na aprendizagem, nas
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aulas de Matematica, pode ser destacada pelo seguinte trecho: “[...] isso pode ser atribuido ao
exagero no treino de algoritmos regras desvinculadas de situagdes reais [...]” (Dante, 1998, p.13).
J& o trabalho de Cunha e Silva (2012), aponta que o ensino da Matematica vem sendo trabalhado
O ensino da Matematica no ensino fundamental ¢ composto por duas fases. A primeira
compreende aos anos iniciais, € tem como mediador, na maioria dos casos, o professor pedagogo
que nao tem formacao especifica na area. A segunda compreende os anosinsistentemente de
forma mecanica e, por consequéncia, desestimulante.

Entendemos que ¢ essencial que as aulas de Matematica devam se desenvolver por meio
de estratégias que cativem o aluno, despertem o desejo de aprender e participar da sua
aprendizagem, assumindo a responsabilidade sobre isso. Desse modo, acreditamos que uma
forma de proporcionar resultados positivos € a participagdo dos alunos em jogos nas aulas de
Matematica, aliada a Resolugao de Problemas que deve ser mais conhecida, utilizada e
disseminada. Vale salientar que quando trabalhamos com Resoluc¢do de Problemas, o papel do
professor muda de comunicador de conhecimento para o de observador, organizador, consultor,
mediador, interventor, controlador e incentivador da aprendizagem (ONUCHIC, 2005).

Ao eleger como tema desta pesquisa uma investigacao a respeito das possiveis
contribui¢des do uso de jogos aliados a resolucao de problemas no ensino da Matematica para
alunos do 6° ano no Ensino Fundamental, com os resultados obtidos espera-se contribuir para
uma aprendizagem participativa e cativante de conteudos de matematica.

O grupo de alunos pesquisado estava em fase de transi¢do, ensino fundamental I, onde
normalmente tem apenas um professor para ministrar todas as disciplinas, e se insere num
contexto, onde passa a ter diferentes professores para cada disciplina, e acaba distanciando-se do
ludico, por estar em contato com grupos de diferentes faixas etarias. Nesta conjuntura, sugere-se
que o professor crie situagdes para motivar os alunos a aprenderem uma disciplina que pode se
mostrar mais complexa do que até eles entdo conheciam.A busca por respostas a este cenario de
ensino se mostra relevante por trazer aspectos que possam incentivar e sustentar a aplicagao de
jogos como metodologia de ensino no contexto escolar.

Referencial Teorico
Ensino da Matematicano Ensino Fundamental

finais, e € mediada por professores com formacgao especifica na area, os quais esperam
receber alunos ja alfabetizados em Matematica, ou seja, que dominem principios basicos
relacionados ao sistema de numeracao, as quatro operagdes fundamentais, as figuras
geométricas, nocoes de grandezas e medidas, anélises simplificadas de graficos e tabelas, entre
outros.

Assim, esta disciplina adquiri grande importancia nos anos iniciais, por desenvolver na
crianga o pensamento logico e servir como base para as demais séries e anos de ensino (Alves,
2016).Nesse sentido, podemos considerar a Matematica no ensino fundamental como um
alicerce para os demais anos. Dai a importancia de professores com uma formacao adequada,
capazes de oportunizar aos seus alunos a motivagao que desperte neles habilidades e interesse
pela disciplina. Entretanto, o que se vé ¢ uma pratica de ensino da Matematica que, muitas vezes,
nao estad direcionada a construcao do conhecimento matematico com significado, e que, ao
contrario, tende a ser apresentada como algo disciplinador e excludente, realidade que parece
permanecer ao longo da educacgdo bésica.Uma possibilidade que veremos a seguir esta
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relacionada ao ensino da Matematica mediado por jogos aliado a resolugdo de problemas.
Ensino da Matematica mediado por jogos aliado a resolu¢do de problemas

Observa-se,que “a Matematica vem sendo insistentemente trabalhada de modo abstrato,
onde as formulas e regras vém sendo aplicadas de maneira puramente mecanica e, portanto,
totalmente desestimulante” (Cunha; Silva, 2012, p.3).Cabe aqui ressaltar que na dindmica de
ensino-aprendizagem o aluno aprende ndo somente por meio daquilo que o professor planeja
ensinar. E importante que o professor tenha a sensibilidade de inserir em seu planejamento
situagdes em que seja permitida a troca de experiéncias.

Miranda (2016, p.11), aborda o conceito de Aprendizagem Significativa, onde “novos
conhecimentos devem articular-se com os conhecimentos prévios do estudante”, e completa
sugerindo que ¢ urgente a necessidade de um trabalho pedagdgico mais criativo. Logo, faz-se
importante que as aulas da disciplina de Matemadtica sejam planejadas para garantir autonomia de
pensamento, € que mostrem aos alunos que, além das regras referentes as operagdes realizadas e
dos conceitos apresentados existe sim uma aplica¢do pratica.Cumprindo assim com a fungdo da
escola que, conforme Machado (2011, p.14) ¢ “propiciaro acesso aos conhecimentos
matematicos, assegurando aos alunos o desenvolvimento individual e a sua integra¢ao na
sociedade, em que a capacidade de resolver problemas com criatividade passa a ser condi¢ao
indispensavel”.

Se o professor ndo trabalha a disciplina como constituinte de valor, aos poucos o aluno
deixa de percebé-la como tal, e assim ela deixa de contribuir de fato para a formacao dos alunos.
Groenwald; Timm (2000) apontam trés aspectos que justificam a incorporagdo de jogos nas
aulas, “sdo estes: o carater ludico, o desenvolvimento de técnicas intelectuais e a formagao de
relagdes sociais”, o que para estes “permite que o aluno faga da aprendizagem um processo
interessante e até divertido”. Assim, sugere-se que os docentes utilizem métodos de
planejamento em conjunto com os alunos, para que estes se interessem pelas atividades que serao
desenvolvidas e consigam inserir estas em sua realidade escolar e social.

Tipos de jogos

O entendimento do termo “jogos” aqui considerado, ¢ o mesmo apontado por Flemming
(2004, p.4): jogos sao“as atividades relacionadas com o ensino, de natureza recreativa, usadas
em sala de aula para obten¢do de um maior rendimento no processo ensino-aprendizagem de um
contetido especifico ou para o desenvolvimento de competéncias e habilidades especificas”.

Flemming (2004), apresenta uma classificacdo dos jogos conforme seus objetivos,
agrupando-os de acordo com: (1) aprimoramento de atitudes; (2) introdugao e fixagao de
contetdos; (3) motivagdo e desenvolvimento de habitos. Alves (2007), por sua vez, apresenta
uma classificag@o de jogos em dois grupos: (1) descandeadores de nova aprendizagem; e (2) de
fixacdo/aplicagdo de um conceito ja desenvolvido. E propde uma metodologia para orientar a
escolha e utilizagdo de jogos no ensino da Matematica, ilustrada na figura 1.

Figura 1
Fluxo de escolha de jogos no planejamento didatico
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Fonte: Flemming. 2004

Sugere-se a utilizagdo do fluxo apresentado na figura 1 por parte do professor, para o
planejamento de situagdes de aprendizagem, considerando o perfil dos alunos envolvidos, e
fazendo as adaptacdes necessarias a realidade na qual estes estdo inseridos.Assim, considerando
que a inser¢ao de jogos no processo de ensinoreflete as concepcdes do professor e as
classificagdes para estes descritas por Flemming (2004) e Alves (2007), opta-se pela utilizagdo
dos chamados jogos de fixacdo no que tange esta pesquisa, por dar suporte a fixagao e
construcdo de conceitos.

Metodologia

Foi realizada uma pesquisa de abordagem qualitativa, que conforme Gerhardt; Silveira
(2009), ndo enfatiza a representatividade numérica, e sim o aprofundamento de questdes
relacionadas a um determinado grupo, neste caso alunos e professores de Matematica do local
pesquisado, e o significado de suas agdes e relagdes diante do objeto da pesquisa.

O objetivo foi investigar de que maneira a utilizacdo de jogos de fixacgao aliados a
resolucdo de problemas, como estratégia de ensino de Matemadtica, contribui no processo de
ensino aprendizagem de alunos no 6° ano do Ensino fundamental II, de uma escola do municipio
de Anapolis-GO. Participaram da pesquisa 10 (dez) alunos do 6° ano e 01 (um) professor de
Matematica do local de amostra.

Para coleta de dados foram utilizados os seguintes instrumentos: (1) a aplicagdo de
entrevistas estruturadas, por ter uma relagdo de perguntas, seguindo os estudos de Gil (2008), e
(2) a observacao dos alunos e professores participantes da pesquisa, que, segundo Liidke e André
(1986), permite um contato mais estreito do pesquisador com o objeto da pesquisa e (3)
aplicacdo dos jogos.Posteriormente, prosseguiu-se com a relagdo de analises e inferéncias quanto
a realidade identificada, buscando a compreensao da existéncia ou ndo de beneficios no processo
de ensino-aprendizagem, e ainda a opinido dos professores regentes em relagao a tais atividades,
descrevendo os resultados encontrados na forma de relatério de pesquisa.

Apresentacio e analise dos dados

Os dados foram coletados a partir da observa¢do de uma professora de Matematica de
uma escola situada no municipio de Anapolis-GO, e de um grupo com dez (10) alunos da turma
de 6° ano do qual a professora é regente. A partir da entrevista inicial, feita com a professora regente,
no que diz respeito ao planejamento e as estratégias de ensino utilizadas, foi identificado que:
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“O planejamento é feito semanalmente, observando o plano anual estabelecido no inicio do
ano letivo [e que] as estratégias de ensino utilizadas sdo o uso do livro didatico, resolugdo
dirigida de exercicios, confecgdo de cartazes, levantamento e apresenta¢do de dados em
grdficos, construgoes utilizando materiais reciclados, aula expositiva e
dialogada”.(Professora regente, 2018).

Apesar de ndo andlise sobre o planejamento anual de ensino, pode-se inferir que o
método de ensino por ela aplicado tem uma tendéncia pouco voltada para a investigacao,
reflexdo e tomada de descisdes, que podem ser alcangadas pelo uso de jogos.

Nessa mesma entrevista inicial, a professora aponta, que:“O comportamento dos alunos é
considerado satisfatorio, apesar de em alguns momentos eles mostrarem-se um pouco inquietos ou
apaticos aos exercicios apresentados. Eles interagem mais comigo (professora) e entre si, quando a aula
tem recursos diferenciados”.

Pode-se observar que na perspectiva profissional da professora regente, seu modo de
ensino aprendizagem esta correto e alcancando resultados satisfatorios. Entretanto, ndo ¢
identificado inicialmente uma preocupacao da professora observada em inserir seus alunos em
situacdes de trocas de experiéncia constante, nem a articulacdo da estratégia de ensino com o
conhecimento prévio dos alunos, indo em desencontro com a “aprendizagem significativa” citada
por Miranda (2016, p.11).

Quanto ao uso de jogos, a professora regente fez o seguinte apontamento inicial:

“Eu uso muito pouco os jogos em sala de aula, opto mais pelas construgoes ou confecgoes
de materiais em casa, mas julgo como importante e valido para a dindmica de sala de aula,
pois mostram-se mais proximos a realidade dos alunos. Entdo sim, eu vejo alguma mudanca
no comportamento e, também, na aprendizagem quando consigo trazer jogos para a sala de
aula. E quando o fago, exploro o maximo possivel e recorro a ele durante as demais aulas
relacionadas ao conteudo abordado pelo jogo”.(Professora regente, 2018).

Nota-se que, em poucas ocasides, a professora utiliza de jogos como metodologia de
ensino de Matematica. Além disso, a partir da entrevista e das observagdes iniciais, pode-se dizer
que os jogos como estratégia de ensino contribuem por tornar as aulas mais dindmicas, e
atrativas aos alunos. Isto porque ¢ capaz de conduzi-los a interagir de fato com o objeto de
ensino e assim produzir resultados, ou seja, conhecimentos.

O uso dos jogos de fixacao, conforme as classificagdes Flemming (2004) e Alves (2007),
funcionam no contexto escolar como a porta inicial para a aprendizagem de um determinado
contetido, e permitem também sua utilizagdo como um recurso continuo ao qual se possa recorrer
enquanto se aplica um determinado contetido. Ainda durante o periodo de observagdo, foram
feitas algumas sugestdes para a professora regente, no sentido de utilizar jogos de fixagdo. Os
jogos escolhidosforam: “Corrida dos 9007, indicado para a fixagdo de contetidos de multiplos,
divisores e tabuada da multiplicagdo (Vide figura 2) e “A. S. M. D. - Adi¢do, Subtragao,
Multiplica¢do e Divisdo”, indicado para fixacdo das quatro operagdes matematicas
fundamentais” (Vide figura 3).

Figura 2Figura 3
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Fonte: autora. 2018 Fonte: autora. 2018

Dentre os alunos observados, a maioria esta entre os que ndo apresentam interesse pelas
atividades de Matematica ou apresentam as vezes em determinadas situagdes. Estes apresentam
melhor participagdo quando as atividades envolvem jogos, sendo esta preferida por todos, ndao
havendo dentre eles quem nao prefira este tipo de recurso.Confirmando que a disciplina aplicada
sem a utilizagdo de recursos que incentivem o aluno a interagir faz da Matematica algo abstrado,
mecanico e desestimulante (Cunha; Silva, 2012).

Ap6s a utilizacdo de jogos de fixagcdo como estratégia de ensino, foi realizada nova
entrevista com a professora regente, com o intuito de identificar se houve alguma mudanga na
perspectiva de ensino. Na perspectiva da professora regente: “Através dos jogos matemdticos as
turmas apresentam excelentes resultados, pois tém como objetivo estimular a sua criatividade de
investigar e descobrir as relagoes entre os elementos do jogo e os conceitos matematicos a serem
estudados”.

Para a professora, a exploragao dos jogos como recurso tornou a aula mais “atraente” aos
alunos, e incluiu no processo de aprendizagem a pratica de questionamentos sobre a dindmica do
jogo e sobre os contetidos por eles explorados.Nesse ponto vemos a importancia do professor se
sentir a vontade para inserir esses recursos em seu planejamento, incluindo em seu método de
ensino o chamado “trabalho pedagdgico criativo” e a aprendizagem criativa” (Miranda, 2016).

Quanto ao comportamento dos alunos, a professora registra que ocorrem mudancas
significativas, justificadas pelo fato de que os mesmos tém espirito curioso e investigador, além
disso, gostam de sair da rotina de livros e cadernos. Em sua avaliacdo sobre o comportamento ¢ a
motivagdo dos alunos frente ao uso de jogos matematicos, fez os seguintes apontamentos:

“Vejo que, por meio de atividades com jogos os estudantes com dificuldade de
aprendizagem mudam a imagem negativa do ato de ndo entender determinado conteudo
matemadtico. E os jogos permitem experiéncias desafiadoras que lhes garantam que aprender
Matemdtica é muito interessante, pois estd no nosso cotidiano (eles contam experiéncias
vividas no dia-a-dia)”.

(Professora regente, 2018).

Para ela, o processo de inclusdo de jogos aliados a resolugdo de problemas, de forma
geral, apresentou melhorias, tanto de aprendizagem de contetidos quanto de comportamento, pois
incentiva a obediéncia de regras e a resolucao de atividades com mais seguranca e habilidades.

Assim, pode-se dizer que a aprendizagem significativa ocorreu junto com a mudanga de
comportamento dos alunos, que passaram a desenvolver suas habilidades e comportamentos em
relacdo a disciplina de Matematica e, também, em relacdo ao compartilhamento de ideias entre
professor e alunos. Essa mudanca foi percebida pela professora, ao apontar que:
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“Dentre tantas coisas, o jogo favorece o estudante a resgatar o prazer em aprender
(melhora a criatividade, senso critico, participagdo, entre outros). Tem como desvantagem,
quando os jogos sdo mal utilizados, os estudantes jogam, brincando e se sentem motivados
pelo jogo, sem saber qual o objetivo estd em sala de aula, jogando por jogar. O jogo por si
50 ndo tem proposito”. (Professora regente, 2018).

Ficou compreendido que o uso de jogos com propdsito ¢ facilitador do trabalho
pedagogico desenvolvido pela escola e pelo professor, e pode sim desenvolver noaluno
caracteristicas relacionadas a criatividade e a integracdo na sociedade (Machado, 2011), bem
como o crescimento pessoal relacionado a aspectos operacionais e cognitivos.

Conclusoes

Com as observagoes realizadas em ambiente escolar, de alunos do 6° ano do Ensino
Fundamental, em conjunto com a professora regente, pode-se identificar que: 1) a utilizacao de
jogos de fixacdo aliados a resolucdo de problemas, no ensino da Matematica, ¢ feita de forma
esporadica, mesmo apresentando resultados satisfatorio quando aplicados, enquadrando-se no
que pode ser dito como recurso diferenciado de ensino; 2) ¢ necessario um processo de
aculturacdo dos professores para que a utilizacao de estratégias de ensino diferenciadas, como ¢
o caso dos jogos, sejam incluidas na rotina escolar com maior regularidade e frequéncia; e 3) que
o uso de jogos de fixagdo contribuiu sim para a aprendizagem de conceitos matematicos no
grupo de alunos observados, visto que eles melhoraram a forma de ver e enxergar a disciplina de
Matematica sob um ponto de vista diferente, onde esta pode ser aplicada em situagdes
corriqueiras, as quais muita vezes eles nem percebiam ter influéncia da disciplina, como num
simples jogo de tabuleiro.

Assim, foi possivel identificar por meio desta pesquisa que a aprendizagem significativa
ocorre com o0 uso de jogos, por propiciar aos alunos momentos de interacdo e troca de
experiéncias entre si e com o professor. Essa intera¢do ¢ que trard os resultados na aprendizagem
pois posiciona o aluno como figura central no processo, permtindo o desenvolvimento dele como
individuo e como parte integrante de um grupo, ou seja, individual e coletivo.

Prospectivas

Essa investigacdo revelou a importancia de repensarmos a pratica pedagogica no processo
ensino- aprendizagem de Matemaética que, ainda hoje, valoriza decorar férmulas, mudando para
uma Matematica pratica, como a professora regente relatou. Sugere-se a avaliacdo dessa
estratégia de ensino em outros anos, com a finalidade de compreender se a inser¢do de jogos,
como recursos diferenciados apresenta resultados a longo prazo e com alunos mais proximos do
final do ciclo da educagao basica.

Por fim, salientamos a necessidade de novas investigagdes a respeito dos beneficios das
atividades com uso jogos em todo ensino basico e a respeito da influéncia da mediacao do
professor por meio dessa metodologia nas estratégias matematicas dos estudantes.
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Resumen

Este taller promueve un trabajo independiente que permitird a los/las docentes
participantes involucrarse en un ciclo de modelamiento desde dos puntos de vista. El
primero, a través de un trabajo con problemas de modelado matematico para que
pongan a prueba sus habilidades, destrezas, conocimientos matematicos, procesos de
comunicacion y argumentacion en los diferentes momentos del ciclo de modelado; y
el segundo, analizar como ese proceso modelacion puede implementarse en el aula.
Se privilegiara un trabajo colaborativo mediante la interaccion grupal con las
diferentes situaciones que le permitan acercarse a los conceptos y procesos desde una
perspectiva contextualizada, que puedan relacionar y valorar desde sus propias
realidades, el rol de la modelacion para describir diferentes fendmenos de la realidad.

Palabras clave: Competencias matematicas, modelizacion, ciclo de modelamiento,
desarrollo profesional profesores.

Introduccion

La modelizacion de situaciones ha sido ampliamente investigada, mostrando que cuando es
incorporada en el aula, permite el desarrollo de capacidades de alto nivel, necesarias para
enfrentar un mundo cada vez mas matematizado (Keitel, 1993; Aravena & Caamaiio, 2007;
Gomez, 2007). Sin embargo, Blomhoj & Carreira (2009) nos sefalan que la modelizacion en la
formacion de profesores tanto de primaria como de secundaria sigue siendo una cuestion
pendiente. Lo anterior es complejo, pues dentro de las competencias matematicas que han
generado consenso a nivel internacional, se destacan como esenciales preparar a los profesores
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en la formulacion de problemas que involucren procesos de modelacion, la utilizacion del
lenguaje matematico, la comunicacion y argumentacion matematica y la capacidad de analizar y
construir modelos matematicos en diferentes contextos (Niss & Hejgaard, 2011).

Esta tension entre desarrollo de competencias y formacion de profesores es senalada por
Kauertz y sus colaboradores, quienes indican que la relacion entre el desarrollo de las
competencias y la enseflanza es todavia vaga, y las evaluaciones no proporcionan informacion
del proceso de desarrollo de las competencias, sino que sefialan las metas que deberian haberse
logrado, proporcionando informacion que es ttil para el disefio de politicas publicas en
educacion, pero no para orientar procesos de ensefianza (Kauertz, Newmann, & Hearting, 2012).

Justificacion tedrica del taller

Respecto a la modelizacion, existen autores que la sitian como la base de la actividad
matematica; debido principalmente a que en las tareas de modelizacion de situaciones se da un
especial énfasis al proceso seguido por los estudiantes en dichas tareas, esto es, a procesos
mediante las cuales realiza “la adecuacion a los propios actos de conocimiento y no al contenido
de los propios actos” (Gémez, 2007, p. 32), dando asi mas importancia a los procesos cognitivos
que a los modelos obtenidos (Aravena, Caamano y Giménez, 2008; Blomhgj, 2004); ello se
puede ver reflejado en el marco tedrico de PISA 2015 (OECD, 2016) en que se describe cada una
de las siete competencias matematicas segun el ciclo de modelizacion.

En este sentido, planteamos que modelar un fendmeno observado o utilizar un modelo para
comprender o resolver alguna situacion, contribuye a una mejor formacion de los alumnos en
cualquier fase de escolaridad, fomenta el desarrollo de habilidades que ayuda a una mejor
comprension de conceptos matematicos para su aplicabilidad y saber integrar la matematica a
otras areas del saber (Biembengut, 2016). Desde el punto de vista del aprendizaje, si el modelaje
se torna parte del centro de la actividad matematica escolar, el estudiante en situaciones de su
interés, aumentara su comprension en el uso de datos, estimulara el uso de su capacidad
matematica, desarrollard la comprension de formulas algebraicas y la habilidad argumentativa,
criticando y defendiendo los modelos creados al contrastar sus resultados con los de situaciones
de la vida real (Saeki, Ujiie & Kuroki, 2007, citado en Biembengut, 2016: 102). En los primeros
afios de ensefianza primaria, la modelizacion se asocia a cuando los nifios generan y desarrollan
sus ideas y procesos matematicos propios, para formar sistemas de relaciones que son
generalizables y reutilizables (English, 2006).

Seglin Maal3 (2006) para modelizar un problema real hay que moverse entre la realidad y la
matematica. El proceso de modelacién comienza en el mundo real; simplificando, estructurando
e idealizando este problema se obtiene un modelo real. La matematizacion del modelo real
conduce a un modelo matematico. Trabajando dentro de las matematicas se obtiene una solucion
matematica; la cual tiene que ser primero interpretada para obtener una solucion interpretada y
luego validada. Si la solucién o el proceso elegido no resulta ser adecuado a la realidad, los pasos
o0 quizas incluso la totalidad del proceso de modelizacion necesita ser revisado. En la figura 1 se
ilustra la propuesta de Maal} (2006) que se inicia con la simplificacion del problema real, en
donde la situacion real puede manipularse de manera de obtener un modelo real, haciendo
supuestos de diversas hipdtesis, fragmentando el problema o bien se suponen despreciables
ciertas variables. Utilizacion de sistemas de representacion, esquemas, dibujos, reconocimiento
de las variables que intervienen, identificacion de las condiciones iniciales. Se busca alguna
similitud con algo conocido del mundo matematico, lo cual es muy importante para poder
enfrentar el proceso de matematizacion. (Goémez, 2007; Aravena, 2016). Esto nos permite
obtener un modelo matematico inicial, que la autora denomina modelo real.
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Matematizar Modelo

Simplificar B matemético

Trabajar en las
matemdticas

Problema del
mundo real

‘\Vu lidar
Interpretacién

Solucién
de la solucién Interpretar matemdtica
REALIDAD MATEMATICAS

Figura 1. Procesos de modelacion matematica (Maal3, 2006)

La entrada al mundo matematico se denomina Matematizacion. Este se genera mediante la
traduccion donde se sustituyen las palabras por simbolos y expresiones matematicas (ecuacion,
funciones, etc.). Aqui se consigue una formulacion matematica del problema y de manera natural
se obtienen un problema en términos matematicos. Esto es, el significado de matematizacion es
la descripcion de relaciones matematicas que interpretan el proceso. En el proceso de
matematizacion se aplican los métodos matematicos tales como propiedades, algoritmos que
resuelven el problema en términos matematico, hasta obtener una solucion matematica del
problema (Gémez, 2007; Niss, 2013), lo que se denomina la formulacion del modelo.

La interpretacion de la solucion es la salida del mundo matematico, lo que se requiere es
analizar si el modelo formulado es el adecuado, es saber si da respuesta al problema real. Si es un
buen ajuste para los datos del problema, ver margenes de errores, reestudiar los resultados
numeéricos obtenidos en términos del problema propuesto. Interpretar es saber si hay diversas
soluciones, cual es la mas adecuada al problema (Aravena, 2016).

Luego se entra a la etapa de validacion, donde se requiere evaluar el modelo con nuevos
datos del domino o proyectar nuevos datos, esto es, justificar la validez del modelo, si satisface
las condiciones iniciales.

Finalmente se estudia el analisis y proyeccion del modelo, lo que no esta descrito
explicitamente en el esquema de Maal3 (2006), pero que requiere ser analizado en todo proceso
de modelacion matematica (Gomez, 2007; Aravena, 2016). Aqui se analiza las fortalezas y
limitaciones del modelo, esto es, el modelo presenta limitaciones que estan relacionadas con las
decisiones iniciales, cuando se fragmento6 o con las condiciones iniciales del objeto real como
deformaciones por el medio ambiente, etc. Hay que tener presente, que el modelo es adecuado, si
las condiciones se mantienen, pues si cambian las condiciones, como por ejemplo en el problema
de la temperatura, el modelo no sirve. O que no es posible generalizar para otras situaciones.

Las fortalezas estan relacionadas con la posibilidad de generalizar el modelo para
situaciones similares. Por ello, la generalizacion es un paso importante en todo proceso de
modelacién, pues lo que se busca es tratar de modelar una situacion real para poder luego buscar
una generalizacidon que permita contar con una expresion algebraica o analitica (cuando se habla
de analitica es de todo el proceso) que nos lleve a su utilizacion en situaciones similares
(Aravena, 2016). Asi nos evitamos que para cada situaciéon muy similar tengamos que iniciar
todo el proceso de modelamiento, lo cual no seria eficiente. Asi la generalizacion permite contar
con un modelo que nos sirve para diversas situaciones muy similares unas de otras.
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Propuesta del Taller

Situacion para modelar: “Cuidemos el Medio Ambiente” (Aravena y Caamafio, 2007).
En 1896 el cientifico sueco Svante Arrhenius fue el primero en predecir el efecto invernadero
como resultado de las emisiones de didxido de carbono en el aire por parte de los paises
industrializados. La quema de combustibles fosiles continuia produciendo 5,4 mil millones de
toneladas de carbono al afio, las cuales son absorbidas por la atmdsfera y por los océanos. En
1990 el Grupo Internacional sobre el Cambio de Clima (GICC) pronosticod que, de continuar la
tendencia actual, aumentara la temperatura promedio global de la Tierra. La tabla 1 muestra los
datos del aumento de la temperatura global pronosticada en grados Celsius.

Tabla 1

Aumento de la temperatura global pronosticada en grados Celsius

Afo Temperatura
1980 0.0
2000 0.42
2020 0.84
2040 1.26
2060 1.68
2080 2.10

A partir de la informacion, responda las siguientes preguntas: (1) Determina un modelo de
manera que concuerde con los datos y representa graficamente; (2) Tomando tu expresion
general (o modelo) explica el significado de los coeficientes de la funcion; (3) Predice la
temperatura estimada para los anos: 2030 y 2085

Analisis del Taller

El analisis comienza con la parte de simplificacion del problema real, el cual se muestra en
la figura 2.

Datos: Afios; Aumento de temperatura en Condiciones iniciales:
grados Celsius
Utiliza sistemas de representacion: Tabla de Despreciar la temperatura
datos y graficos i Afios Temperatura antes de 1980. Considerar el
2,50 en °C afle 1980 como el afio t= 0.
g 2,00 0 1980 0.0 Incremento de la temperatura
2 20 | 2000 0.42 constante (0.42° C) cada 20
£ L4 40 | 2020 0.84 afios.
5 L0 60 | 2040 1.26
S 0350 80 | 2060 1.68
= 000 100 | 2080 2.10
0 20 40 60 80 100

Figura 2. Simplificacion del problema real

Posteriormente, empieza la Matematizacion en donde se identifican las relaciones
matematicas. En la situacion de este taller, el modelo matematico inicial se relaciona con la
funcion lineal o afin y por tanto se produce un cambio de representacion, pasando del algebraico
al geométrico o del geométrico al algebraico, lo anterior se puede observar en la figura 3
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(A) Modelo Matematica (B) Proceso de Matematizacién
Inicial
El incremento de la T® es directamente proporcional con
Relaciona la situacion con la | el incremento de los afios

funcién afin f(x) = mx + b

También se puede

v la ecuacion corresponde a; Incremento | Afios | Temperatura | Incremento en
i encontrar la

y=mx+bhb en afos (i) en °C (T) °C (d) : 5

B 0 0.0 Z rcgulmdyad
Utiliza cambios de 20 20 0.42 0.42-0=042 E =k
fssatiEita, dal 20 40 |o84 0.84-0.42= 0.42
algebraico al geométrico o ;g gg i:g 122?22_ g:i sabiendo que
e 20 100 [2.10 2.10-1.68= 0.42 xEhyel
Identifican las ecuaciones o ; ; Entonees el modelo
relaciones de acuerdo con ¢l | € caleula la pendiente de la recta: SO

y;—y, 210-042 1.68

contexto del problema. m= = = —=0021 T(t) =0.021-t

x,—x,  100-20 = 80
Utilizacion de propiedades, . .
algoritmos y aplicabilidad de | Como la ecuacién de la recta tiene la forma
teoremas y =0.021x

Figura 3. Matematizacion

A partir de lo anterior se establece la FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO FINAL
(en términos numéricos). Como la grafica de la recta pasa por el origen (0,0) se tiene que b = 0, asi la
ecuacion de la recta es T(t) = 0.021 - t. Posteriormente, ver figura 4, se inicia la VALIDACION, en la
cual se dan las etapas: Verificacion y validacion con datos numéricos; Generalizacion del modelo.

Verificacion y validacion Generalizacion del modelo. Matematizando:
con datos numéricos Sereemplaza d =y, —y, it =12, —x,
) = ) Sea la variable dependiente V que
Verificacién Se consideran g d
dos puntos de la grafica. se corresponde con el aumen_to dela T ( A) =_.4A
temperatura °C (T). Y la variable L
L . ) _ YValidacion v verificacién
Pl: (20, 0.42) independiente X que se Validacidn del modelo general
Py= (100, 2.10) corresponde con los afios (1). d=0.42
: Entonces tenemos que el aumento t= 20 entonces,
Se tomara el punto t= 60. de T en funcién del afio queda de la d 042 _
& siguiente forma £t 20 0.021
uego, T(ty=mt C :
omo el modelo tiene la forma
y=0.021-60 T(A)=m-4 =
y=1.26 ¥ — W TA)=1"4 T(A)=0.021-4
: T(A) = —- A : .
X3 =X Verificacién
Luego, Se considerard un tiempo de 60 afios (A),
d=y,—¥n luego de 1980.
t=2%,—x Entonces,
e T(A)=0021-60 T(4)=1.26

Figura 4. Verificacion y validacion con datos numéricos. Generalizacion del modelo.

Luego, en la figura 5 se mostrara un analisis y proyeccion de las limitaciones y fortalezas del
modelo
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Fortalezas:

de afios.

El modelo puede ser
diferentes intervalos de tiempo, y diferentes
incrementos de temperatura,

Por ejemplo: el aumento de la temperatura
en el nicleo del sol en los Gltimos millones

utilizado para

Limitaciones del modelo

No es aplicable para calcular
temperaturas antes del afio 1980.
No es aplicable si ¢l aumento de
la temperatura no s constante.

Comunicacién matematica.
Dar respuesta al problema real.
El modelo generalizado sirve
para encontrar la temperatura en
afios posteriores a 1980.

Figura 5. Verificacion y Validacion con datos numéricos. Generalizacion del modelo

Habiendo finalizado el proceso, es importante analizar las posibles dificultades y mencionar
algunas soluciones (ver tabla 2) cunado se esta desarrollando esta actividad matematica con los

estudiantes.
Tabla 2

Posibles dificultades y soluciones al implementar el problema en el aula

Posibles dificultades y obstaculos

Posibles Soluciones

No relacionan los datos de la tabla con una

proporcion directa.

directa es de la forma k = .

Hay que recordar que la constante de una proporcion

¥

No reconocer la ecuacion de la recta.

Ubicar los valores de la tabla como puntos en el plano

cartesiano, y unirlos mediante una recta.

No saber escribir la forma general de la

ecuacion de la recta.

recta.

Apoyar en recordar forma general de la ecuacion de la

No saber encontrar la pendiente en una

ecuacion de la recta.

Relacionar la pendiente de la recta con la constante de
proporcionalidad (k).

No relacionar el coeficiente de posicion con
el punto que pasa por el origen.

Los alumnos discutan en grupos cual es la diferencia
de una funcién afin y una funcion lineal.

Por ultimo, mostramos un plan de clases, con lineamientos generales para la gestion del
modelamiento de la situacion presentada en el aula (ver tabla 3)

Tabla 3
Lineamientos para una implementacion en el aula
Tiempo Rol del estudiante Rol del profesor
Comprender 15 e Leer el problema y organizar los datos e Introducir el problema a la clase.
el problema Minutos e Utiliza informacion para e Observar, guiar y atender a los
complementar tabla que presenta la grupos de trabajo para aclarar
situacion. dudas sin entregar soluciones.
e Reconocer y nombrar las variables
involucradas.
Desarrollar 40 e Graficar la informacion de la tabla. e Responder consultas de los
una Minutos e Relacionar la grafica con la ecuacion estudiantes.
so,luC}én por de la recta. e Acercar a los estudiantes a utilizar
S1 MISMOS. e Describir el modelo inicial. los conceptos de: pendiente,
e Matematizar y completar un modelo de ~ constante de proporcionalidad y
acuerdo con el problema. coeficiente de posicion.
e Modelo final.
Discusion 20 e Analizan el o los modelos propuestos. e Observar y orientar el trabajo de
grupal del ~ Minutos e Se discute el modelo final que da los estudiantes complementando
respuesta al problema.
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ciclo de e Validacion y verificaciéon del modelo los conceptos con lenguaje
modelacion. final. matematico y notacion.
o Atener sus dudas y fomentar sus
ideas sin entregar soluciones.

Conclusion 20 e Presentan soluciones y extrapolan los e Escuchar y criticar
Minutos resultados obtenidos al problema y su constructivamente las ideas, dudas

contexto. y comentarios de los estudiantes.

e Generan conclusiones y o Complementar las respuestas de
generalizaciones a partir del problema. los estudiantes, fomentar las

e Proyectan posibles generalizaciones y diferentes lineas de pensamiento y
ap]icaciones, valorar los distintos modelos

e Argumentan matematicamente sus propuestos.

procesos y resultados

Reflexiones finales del taller

Este taller hace que los profesores participantes vivan una tarea de modelizacion con una
interpretacion renovada de lo que es el “aprendizaje significativo” en una perspectiva de cambio
constante. La ensefianza de un objeto matematico debe ser contextual, debe contemplar su aspecto
informativo, de elementos de otras ciencias, su aspecto formativo, centrado en el desarrollo del
pensamiento, el fomento del espiritu critico y la préactica del razonamiento 16gico, todo ello basado en la
resolucion de problemas (Aravena, Caamafio & Giménez, 2008). Esto se complementa con la necesidad
de crear contextos adecuados para ensefiar a matematizar, como forma de dar significatividad al proceso
de hacer matematica. En efecto, existe consenso en que el aprendizaje y la ensefianza, deben partir de
contextos que revistan interés y que tengan pertinencia en el mundo real. Sin embargo, usualmente los
contextos se utilizan después de haber ensefiando a los alumnos las matematicas formales. Otro aspecto
que esperamos que los profesores vivan con este taller, es una experiencia de aprendizaje cooperativo,
que se reconoce como un medio potente para abordar problemas matematicos, flexible de hacer fluir los
mecanismos individuales de construccion del conocimiento matematico de los estudiantes, ademas es un
buen productor o reproductor de argumentos matematicos, permitiendo generar mecanismos de
integracion del conocimiento, evitando la descontextualizacion y posibilitando la vinculacion con otras
areas, en que se reconoce, ademas, que todo conocimiento se construye en estrecha relacion con los
contextos en los que se usa, y que, no es posible separar los aspectos cognitivos, emocionales y sociales
presentes en el contexto en que se actia.
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Resumo

A presente comunicagdo consiste em um mapeamento das pesquisas envolvendo a
tematica Resolucdo de Problemas que foram apresentadas na Conferéncia
Interamericana de Educacdo Matematica (CIAEM), nas edicGes de 2011 e 2015. O
corpus de pesquisa deste trabalho teve como fonte de coleta de dados os anais da
referida Conferéncia, disponibilizados nos sites dos eventos. Procurou-se evidenciar
a forma como a CIAEM foi se constituindo como um evento importante de discussao
para a Educacdo Matematica nas Américas. De modo especial, buscou-se abordar
caracteristicas marcantes dos trabalhos que envolveram a Resolucédo de Problemas
como temaética central, tendo em vista a variedade de tematicas que constituem a
Conferéncia. Os resultados da pesquisa demonstram, de um modo geral, que 0s
trabalhos apresentam convergéncias com a Resolucéo de Problemas como
metodologia de ensino e campo de discussdes tedricas em favor da aprendizagem dos
estudantes.

Palavras chave: Ensino de Matematica, Resolucdo de Problemas, Pesquisa em Educacéo
Matemética, SituacGes-Problema, Ambientes de Aprendizagem.

Introducéo

Esta comunicagdo tem por objetivo apresentar um mapeamento dos trabalhos/pesquisas,
relacionados & tematica Resolugdo de Problemas - RP* apresentados nas duas Gltimas edi¢Ges da
Conferéncia Interamericana de Educagdo Matematica - CIAEM, nos anos de 2011, no Brasil, e
2015, no México.

! Optamos neste trabalho por utilizar a sigla “RP” para designar Resolugdo de Problemas.
XV CIAEM-IACME, Colombia, 2019.
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De acordo com o Comité Interamericano de Educacdo Matematica, a CIAEM é o primeiro
grupo regional criado na Comisséo Internacional de Instrucdo Matematica - ICMI, tendo sua
primeira edicdo realizada na Colémbia em 1961. Diversos paises sediaram a conferéncia desde
sua primeira edicdo até a ultima, em 2015 no México. A referida Conferéncia vem sendo
realizada a cada quatro anos e, até o presente momento, ja houve catorze edi¢cdes, nos anos de
1961, 1966, 1972, 1975, 1979, 1985, 1987, 1991, 1995, 1999, 2003, 2007, 2011 e 2015. Na
ultima edicdo, em 2015, foram apresentados mais de quinhentos trabalhos, com a participacao de
aproximadamente mil profissionais da area de ensino, envolvendo 23 paises.

A CIAEM configura-se como uma importante Conferéncia para a area de Ensino da
Matematica, em nivel internacional, pois € um evento interamericano, concentrando a maior
parte das edi¢cGes em paises da América do Sul, com uma tradigdo de trabalho académico de
matematicos e educadores de grande experiéncia, como Marshall Stone, Luis Santald, Ubiratan
D'Ambrosio, entre muitos outros. Tal importancia, verifica-se, também gquando direcionamos o
olhar para o quantitativo de participantes nas ultimas edi¢Ges, em relacdo as demais, conforme se
observa na tabela 1.

Tabela 1
Quantidade de participantes em edi¢6es da CIAEM
Edicdes da CIAEM Pais - Sede Participantes

1961 Coldmbia 48
1966 Peru 84
1972 Argentina 209
1975 Venezuela 281
1979 Brasil 569
1985 México 180
1987 Republica Dominicana 316
1991 Estados Unidos 141
1995 Chile 1.080
1999 Uruguai 600
2003 Brasil 600
2007 México 800
2011 Brasil 1.800
2015 México 1.000

Fonte: construgéo dos autores

Podemos verificar um aumento significativo de participantes nas edigdes de 1995 e 2011,
realizadas, respectivamente, no Chile e no Brasil, assim como percebemos uma maior ocorréncia
da Conferéncia em paises da América do Sul, tendo o Brasil e 0 México sediado mais de uma vez
0 evento, com trés edi¢cdes em cada um. O proximo encontro da CIAEM serd realizado pela
segunda vez na Coldmbia, no més de maio do ano de 2019.

O presente texto configura-se como um mapeamento, retratando o estado do conhecimento,
uma vez que se refere a um locus especifico e restrito de investigacao acerca da tematica
Resolucéo de Problemas em eventos cientificos, de acordo com Romanowski e Ens (2006). Para
realizar 0 mapeamento proposto nesta pesquisa, analisamos as Comunicacdes Cientificas das
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edicBes de 2011 e 2015 relacionadas & tematica Resolugéo de Problemas, apresentadas no grupo
de trabalho direcionado a essa tematica especifica e nos demais grupos voltados a outras
tematicas, mas que também abordaram a RP. Utilizamos como fonte de consulta para sele¢éo dos
trabalhos mapeados os titulos e os resumos dos artigos. Em alguns casos foi necessaria a consulta
ao trabalho na sua totalidade.

Nesse sentido, o trabalho em questdo apresenta, inicialmente, nesta indroducado, o contexto
histdrico de constituicéo e evolucdo da CIAEM, que foi se configurando como um importante
evento da area de Educacdo Matematica nas Ameéricas. Na parte metodologica sao abordados 0s
Focos Tematicos selecionados para mapeamento dos trabalhos, suas tendéncias e as
convergéncias e divergéncias na RP. Por fim, trazemos as consideracgdes finais e as referéncias.

Metodologia

A presente pesquisa configura-se como estado de conhecimento, cujo objetivo € relatar
analises dos trabalhos que foram apresentados nas edi¢cGes da CIAEM de 2011 e 2015,
relacionadas a tematica Resolucdo de Problemas nos formatos de Comunicagéo Cientifica.

As analises foram organizadas em focos e subfocos tematicos, de acordo com os
referenciais tedricos de Fiorentini (2002), conforme relacionados na Tabela 2. Fiorentini (2002)
destaca que séo diversas as formas de organizagdo ou categorizacdo de trabalhos: pela
metodologia da pesquisa utilizada, pelo referencial teodrico, pelos objetivos de investigacdo ou
pelos paradigmas epistemoldgicos da pesquisa. A op¢do utilizada neste artigo é por focos
tematicos, indo ao encontro das contribuicdes do trabalho de mapeamento realizado por
Fiorentini (2002, p. 4), que destaca:

[...] essa forma de organizacdo exige que se identifique, para cada trabalho, o foco principal da
investigacao. Esse processo ndo é simples ou direto, pois acontece de forma indutiva e, as vezes,
dedutiva, exigindo ajustes individuais (para cada estudo) e grupais (envolvendo um conjunto de
estudos). A vantagem é que as categorias construidas emergem do material sob analise e ndo da
literatura propriamente dita, embora, neste processo, o dialogo com a literatura e outras formas de
classificacdo seja conveniente e necessario.

Na proxima secdo, sdo apresentados os focos tematicos que identificamos nos trabalhos
analisados nas Conferéncias de 2011 e 2015, acompanhados de alguns dados.

Alguns Resultados

Tendéncias dos trabalhos

Conforme ja explicitado, a organizacdo dos trabalhos esta direcionada em focos teméticos a
partir dos pressupostos teéricos de Fiorentini (2002). Organizar trabalhos tematicamente néo é
uma tarefa facil, mas permite-nos identificar e comparar os diferentes olhares e resultados
produzidos pelos trabalhos, independente das opgdes tedricas e metodoldgicas dos autores.

As contribuiges teoricas de Kilpatrick (1996), ao destacar critérios para julgar/avaliar
pesquisas em Educacdo Matematica também foram importantes na delimitagdo dos focos e
subfocos tematicos deste trabalho, principalmente em se tratando dos critérios de: Relevancia e
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pertinéncia em relacdo a: Educacgéo e a Educacdo Matematica; Coeréncia tedrico-metodologica;
ContribuicGes ao processo de pesquisa e ao campo teorico e pratico da Educacdo Matematica.
Identificamos neste mapeamento 30 trabalhos na edi¢cdo da CIAEM de 2011 e 23 trabalhos
em 2015 relacionados a tematica RP, totalizando 53 trabalhos, organizados na Tabela 2 em Focos
e Subfocos Tematicos. Na organizacédo, foram identificados sete focos tematicos e dez subfocos.
Alguns trabalhos apresentam relacdo com mais de um foco; porém, nesse caso, foi dada
prioridade a tematica de maior abrangéncia no trabalho.
Tendo em vista a quantidade de trabalhos categorizados, optamos por relacionar somente as
autorias dos trabalhos organizados nos focos e subfocos tematicos e ndo os titulos das pesquisas,
conforme apresentado.

Tabela 2
Categorizacéo dos trabalhos
FOCO SUBFOCO Autores CIAEM
TEMATICO 2011 | 2015
A RP como estratégia de ensino para o Silva/Spinillo (2011)
desenvolvimento de  conteudos/conceitos Santos/Camargo (2011) 02 | 02
Estudos com a matematicos Rozal et al (2015)
RP nos Anos _ _ _ Polg/Rlvera (2015)
Iniciais do Estratégias/habilidades na RP com diferentes Henriques et al. (2011)
Ensino recursos e ambientes de aprendizagem Justo et al. (2015) 01 | o1
Fundamental Leitura, interpretacdo e producdo de problemas Lautert/Ferreira (2011) 02 -
matematicos Coutinho (2011)
A RP como estratégia de ensino para o Justo/Echeveste (2011)
desenvolvimento de  conteudos/conceitos 01 -
matematicos
Estratégias/habilidades na RP com diferentes Coelho et al. (2011)
Estudos com a : .
recursos e ambientes de aprendizagem Grando/Hubner (2011) 02 | o1
RP nos Anos x
Finais do Assuncdo et al. (2015)
Ensino A metodologia de Ensino-Aprendizagem de Morais/Onuchic (2011) 01 -
Fundamental Matemética através da RP
A RP numa dimensdo contextual de Almeida/Fiorentini(2011) 01 -
aprendizagem (producdo de narrativas e
letramento matemaético)
A RP como estratégia de ensino para o Orfao (2011)
desenvolvimento de  conteldos/conceitos Rodrigues et al. (2015) 01 | o1
matematicos
Registros de representacdo semiotica na RPs Rodrigues/Carrido (2011) 01 -
Estudos com a .
- Paiva et al. (2011)
RP no Ensino x
. Gusméo et al. (2011)
Médio Pacheco/Roazzi (2011
Estratégias/habilidades na RP com diferentes acheco _oa22|( ) 03 | 05
recursos e ambientes de aprendizagem S_ouza/SHya (2015)
Meira/Medeiros (2015)
Braga/Sa (2015)
Bravo et al. (2015)
Zamorano (2015)
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Estratégias/habilidades na RP com diferentes Toso et al. (2011)
recursos e ambientes de aprendizagem Martinez et al. (2011) 05 -
Estudos com a (Engenharia Didatica) Matassa et al. (2011)
RP no Ensino Pita et al. (2011)
Superior Mendoza/Delgado (2011)
A RP numa dimensdo contextual de Enriquez/Efremov (2015)
aprendizagem (producdo de narrativas e - 01
letramento matematico)
Estudos com a| Analises de contelldos matematicos a partir de Chaves/Neves (2015) - 01
RP em livros livros didaticos
didaticos
FOCO SUBFOCO Autores CIAEM
TEMATICO 201 | 2015
Estratégias/habilidades na RP com diferentes Cavalcante/Rego (2011) 01 | 02
recursos e ambientes de aprendizagem Arenas/Rico (2015)
Velandia/Leal (2015)
A metodologia de Ensino-Aprendizagem- - 01
Avaliacdo através da RP Costa/Allevato (2015)
A RP como estratégia de ensino para o Matos et al. (2015)
Estudos com a | yecenyolvimento de contelidos/conceitos e Dias/Alves (2015) 03 | 02
RP sobre 0 teorias matematicas Castiblanco/Vargas (2011)
professor de
Matematica: . Z_amorano (2011)
formagao Pinilla/Vanegas (2011)
inicial e Klein/Pereira (2011)
continuada Concepcdes/conhecimentos docente sobre a Lima/Manrique (2011)
RP e Identificacgho de tipos de Proenca/Pirola (2011) 04 | 05
problemas/exercicios matematicos Mendoza et al. (2011)
Vale/Barbosa (2015)
Oliveira/Passos (2015)
Barbosa/Vale (2015)
Raiva et al. (2015)
Marquez/Robelo (2015)
Analises das possibilidades e dificuldades no Azeredo et al. (2011)
processo de elaboragdo de problemas 01 -
matematicos
Estudos com a | A RP como estratégia de ensino para o Meneghetti et al. (2011)
RP no campo da | desenvolvimento de contetidos/conceitos e 01 -
Educagdo teorias matematicas
ndo formal Estratégias/habilidades na RP com diferentes Costa et al. (2015) - ] o1
recursos e ambientes de aprendizagem

Fonte: construgdo dos autores

Percebemos que o foco tematico “Estudos com a RP sobre o Professor de Matematica:
formacao inicial e continuada” possui a maior quantidade de trabalhos, perfazendo um total de
35% dos trabalhos analisados. Em seguida, temos “Estudos com a RP no Ensino Médio”, com 11
trabalhos, e “Anos Iniciais do Ensino Fundamental”, com 8 trabalhos. No geral, percebemos um
equilibrio na concentracdo dos trabalhos entre a Educacéo Béasica e o Ensino Superior, quando

direcionamos o olhar para o foco tematico da formacao inicial e continuada de professores. Neste
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foco a maior parte dos trabalhos volta-se a formacdo inicial de professores, mas eles séo frutos de
pesquisas realizadas na Educacao Baésica.

Em relag&o aos subfocos teméticos, a maior parte dos trabalhos est4 organizada no subfoco
“Estratégias/habilidades na RP com diferentes recursos e ambientes de aprendizagem”,
concentrando aproximadamente 50% dos trabalhos analisados. Os trabalhos organizados neste
subfoco envolvem pesquisas relacionadas a Resolucéo de Problemas como metodologia de
ensino com diferentes recursos e ambientes de aprendizagem, desde jogos, materiais concretos e
atividades ladicas a ambientes praticos e recursos relacionados a tecnologia da informacéo e
comunicagédo, como softwares e jogos digitais. Outro subfoco que concentrou uma quantidade
significativa de trabalhos foi “A RP como estratégia de ensino para o desenvolvimento de
conteudos/conceitos e teorias matematicas”, que envolveu pesquisas com foco central no
desenvolvimento e na investigacdo de contetdos matematicos especificos, de acordo com a etapa
de escolarizacéo.

E importante destacar também que o subfoco “Concepgdes/conhecimentos docente
sobre a RP e Identificacdo de tipos de problemas/exercicios matematicos” esteve relacionado
somente ao foco temaético da formacdo inicial e continuada de professores, porém concentrou 9
trabalhos, representando 16% dos trabalhos analisados. As pesquisas deste subfoco estéo
relacionadas aos conhecimentos e as concepgdes que os professores e futuros professores
possuem acerca de aspectos da RP envolvendo diferentes métodos de pesquisa, tais como
entrevistas, aplicacdo de questionarios, grupos focais, observacdes de aulas, dentre outras. A
Tabela 3, relacionada a seguir, apresenta um resumo da quantidade dos trabalhos organizados nos
focos temaéticos.

Tabela 3
Distribuicéo dos trabalhos nos focos tematicos

FOCOS TEMATICOS QUANTIDADE PERCENTUAL
Estudos com a RP nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental 08 15,0
Estudos com a RP nos Anos Finais do Ensino Fundamental 07 13,0
Estudos com a RP no Ensino Médio 11 20,3
Estudos com a RP no Ensino Superior 06 111
Estudos com a RP em livros didaticos 01 1,8
Estudos com a RP sobre o professor de Matematica: formacgado 19 35,1
inicial e continuada
Estudos com a RP no campo da Educacéo ndo formal 02 3,7

Fonte: construgéo dos autores

Considerando a quantidade de trabalhos selecionados neste cenario de mapeamento,
propomos uma discussdo mais contextualizada, envolvendo os sete focos tematicos, e ndo
necessariamente uma abordagem especifica de cada trabalho. Alguns subfocos tematicos se
repetem entre os focos tematicos, o que demonstra convergéncias com 0s métodos e 0s objetos de
estudo das pesquisas. Tais convergéncias facilitaram o agrupamento e a organizacdo dos
trabalhos, e contribuiram para um olhar mais critico no julgamento dos trabalhos, indo ao
encontro dos critérios de analise de Kilpatrick (1996), citados anteriormente.

De um modo geral, quase todos os trabalhos sdo de natureza empirica e envolvem
pesquisas em ambientes formais de aprendizagem. Em relagcdo ao primeiro foco temaético,
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direcionado aos anos Anos Iniciais do ensino fundamental, percebemos uma predominancia
maior de trabalhos em relacao ao subfoco “A RP como estratégia de ensino para o
desenvolvimento de contetidos/conceitos matematicos”. Cabe ressaltar neste foco teméatico que o
trabalho de Justo et al. (2015) investigou também a formacdo de professores que atuavam no
ensino fundamental, porém o foco maior foi a aprendizagem matematica com problemas
envolvendo alunos em uma escola pablica no sul do Brasil.

No foco tematico Anos Finais do ensino fundamental, hd uma convergéncia de trabalhos
que investigaram a RP como estratégia de ensino com diferentes recursos e ambientes de
aprendizagem. E importante destacar que o trabalho de Assunc&o et al. (2015) utilizou
situagdesproblema em uma avaliagdo diagnostica como estrategia para verificar os
conhecimentos prévios dos alunos e ndo abordou procesos de RP.

O foco tematico com a RP no Ensino Médio foi o segundo maior em quantidade de
trabalhos com destaque para pesquisas relacionadas a estratégias/habilidades na RP com
diferentes recursos e ambientes de aprendizagem. Ainda neste foco tematico, ressalta-se que o
trabalho de Rodrigues et al. (2015) esteve relacionado a dois subfocos, pois investigou o ensino
de funcdo quadratica por meio da RP com o uso do Geogebra.

De grande relevancia também é o foco temético relacionado aos estudos envolvendo a RP
sobre o professor de Matematica: formacdo inicial e continuada, que concentrou a maior parte de
todos os trabalhos analisados. Marquez e Robelo (2015) apresentaram resultados interessantes,
mostrando que os professores fazem confusdo entre exercicio e problema, apontando para uma
mecanizacao no desenvolvimento de habilidades do pensamento matematico. Ainda neste foco
tematico, a pesquisa de Costa e Allevato (2015) mostra que é possivel estabelecer conexdes entre
duas sub areas da Matematica, de forma integrada, por meio da metodologia de
ensinoaprendizagem-avaliacdo através da RP. O trabalho mostra a importancia para que futuros
professores vivenciem a RP como metodologia de ensino e percebam a possibilidade do trabalho
integrado com os contetidos matematicos.

Considerac0es Finais

O presente mapeamento possibilitou-nos ampliar os olhares para a Resolugédo de Problemas
como metodologia de ensino, que pode favorecer a aprendizagem de contelldos matematicos. De
um modo geral, a maior parte dos trabalhos apresenta caracteristicas que convergem com tal
metodologia, demonstrando possibilidades reais de utiliza-la na Educagdo Bésica, no Ensino
Superior e até em ambientes de Educacdo ndo formal.

A Conferéncia Interamericana de Educacdo Matematica - CIAEM constituiu-se como um
grande evento na area de ensino de Matematica nas Américas, dada a quantidade de trabalhos
apresentados em suas Ultimas edi¢des. Vale ressaltar que, no no caso especifico de trabalhos
envolvendo a Resolucdo de Problemas, mesmo em uma edigéo sediada fora do Brasil, 0 maior
numero de trabalhos apresentados foi brasileiro.

A Conferéncia de 2011 teve uma apresentacao bem maior de trabalhos brasileiros do que o
evento de 2015. Tanto em 2011 quanto em 2015, a maior parte dos textos esteve relacionada a
formacéo inicial e continuada de professores, considerando que a maior abrangéncia foi
direcionada a Educacgéo Basica. Nao identificamos trabalhos que envolvessem a RP na educacao
infantil nos dois eventos analisados.

Ao direcionarmos o olhar para os subfocos tematicos, € importante considerar a
predominancia dos trabalhos relacionados a “Estratégias/habilidades na RP com diferentes
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recursos e ambientes de aprendizagem”, o que demonstra convergéncia com a RP como recurso
metodoldgico em favor do processo de aprendizagem de contetidos matematicos, indo ao
encontro das orientagdes dos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997), quando
destaca que o ponto de partida de uma atividade matematica ndo deve ser a definigdo dos
conteudos, mas a resolucéo de problemas que possa levar a construcao desse contetdo.

De certa forma, apresenta convergéncia também com a Base Nacional Comum Curricular —
BNCC (BRASIL, 2017), quando percebemos que a BNCC faz referéncia a RP como recurso para
a aprendizagem de conteidos matematicos, sendo objeto e estratégia para a aprendizagem ao
longo do ensino fundamental.

Neste contexto, esperamos que 0 presente mapeamento se constitua em uma fonte de
consulta a trabalhos que possam interessar a pesquisadores, professores e estudantes envolvidos
com a tematica de Resolucao de Problemas, tendo em vista 0 cenario que aqui apresentamos de
pesquisas desenvolvidas entre os diversos paises das Ameéricas.
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Resumen

Este trabajo describe los resultados obtenidos al implementar actividades que
favorecen el desarrollo de la capacidad metacognitiva, en estudiantes de educacion
primaria, por medio de la solucion de problemas matematicos con texto. Teniendo
lugar en la Escuela Primaria Rafael Ramirez Castafieda, Querétaro, Méx., con una
poblacién de 40 alumnos de tercer grado, de los cuales se estudiaron seis casos. Se
realizd una investigacidn-accion, bajo la metodologia cualitativa, teniendo como eje
el método inductivo. La estrategia “cuadernillo de secretos matemdaticos”,
desarrollada en seis sesiones de trabajo, permitio que los estudiantes analizaran el
texto, eligieran los datos funcionales, construyeran una via de solucién, explicaran
sus decisiones y seleccionaran aquellas palabras secretas que resultaron pieza clave
de su solucion. Concluyendo que los alumnos requieren trabajar bajo una secuencia
general que los lleve a la reflexion y que existen conocimientos esenciales que deben
ser activados antes de colocarlos frente a un problema.

Palabras clave: Educacion primaria, capacidad metacognitiva, problemas matematicos, solucion
de problemas, construir via de solucidn, explicar procedimiento de solucion, secretos
matematicos, secuencia general. Tema objeto de estudio

En la educacion primaria, que forma parte de la Educacion béasica del Sistema Educativo
Mexicano (SEM) y con fundamento en el Plan de estudios 2011, durante el ciclo escolar
20172018, se dio marcha al proyecto de investigacion “Desarrollo de la metacognicion a través
de la solucion de problemas matematicos”, con el propoésito de dar respuesta a la pregunta:
¢Como desarrollar la capacidad metacognitiva, en estudiantes de 3er grado de primaria, por
medio de la solucion de problemas matematicos con texto?, lo que llevé al planteamiento del
siguiente
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objetivo: Desarrollar la capacidad metacognitiva, por medio de la solucion de problemas
matematicos con texto.

De acuerdo al plan y programa de estudios, referente al Modelo Educativo (2018), se busca
que los estudiantes utilicen el pensamiento matematico al formular explicaciones, aplicar
métodos, poner en practica algoritmos (...) afrontar la resolucion de un problema hasta entonces
desconocido para ellos. Ademas, se busca que comprendan la necesidad de justificar y argumentar
sus planteamientos y la importancia de identificar patrones y relaciones como medio para
encontrar la solucion a un problema (...) se interesen, se involucren y persistan en encontrar la
resolucion a los problemas (p.213).

Dado el diagnostico inicial, en el cual los alumnos reflejan habilidad para el calculo mental
mas no para solucionar problemas matematicos y explicar su procedimiento, se presenta la
necesidad de propiciar los espacios necesarios para el constante anélisis y reflexion por parte de
los alumnos durante todas las clases de matematicas del ciclo escolar, formalizando el proceso
con la estrategia del “cuadernillo de secretos matematicos” desarrollado en seis sesiones
consecutivas, donde se solicit6 a los estudiantes leer los problemas planteados, seleccionar los
datos explicitos e implicitos, analizar las preguntas de cada uno, idear un plan de solucién,
explicar las decisiones tomadas durante el proceso e identificar aquellas palabras “secretas” 0
clave que les permitieron a ellos construir su via de solucion.

De esta manera, el presente estudio da una muestra de los resultados obtenidos en la
Escuela Primaria Rafael Ramirez Castafieda, turno vespertino, ubicada en la ciudad de Santiago
de Querétaro, Qro. México. La institucion esta integrada por siete grupos, donde se distribuyen
238 estudiantes. De manera general, los resultados del diagnostico intuitivo, arrojados por el
Sistema de Alerta Temprana (SisAT), que consiste en una prueba para evaluar la habilidad en
calculo mental por parte de los alumnos, se observé que el 75% del grupo respondieron
acertadamente, sin embargo y a manera de contraste, no demostraron haber reflexionado en
problemas matematicos planteados durante otra prueba.

Al respecto se estudia una muestra intencional, de 6 alumnos de tercer grado,
seleccionados bajo los criterios presentes: De acuerdo al diagndstico instrumental se eligen dos
alumnos con nivel alto de explicacion del procedimiento, dos mas con un nivel intermedio de
explicacion del procedimiento y finalmente dos de un nivel bajo de explicacion del
procedimiento. Los primeros explicaron paso a paso el procedimiento y detallaron la razén por la
que tomaron ciertas decisiones, los segundos lo hicieron de manera breve y general, omitiendo
detalles, los Gltimos Gnicamente indicaron el tipo de operacion que utilizaron, sin indicar la razén
de su aplicacion, o bien no explicaron nada.

Fundamentacion teérica

Fundamentos conceptuales

Con base en los resultados contrastantes obtenidos del diagnostico, donde més del 50% de
los estudiantes tienen resultados favorables en calculo mental pero que al solucionar un problema
planteado muestran dificultad y dificilmente explican su procedimiento, surge la iniciativa por
realizar un trabajo de investigacion para indagar cuales son aquellos elementos favorables para
desarrollar en los nifios su capacidad metacognitiva, surgiendo el cuestionamiento: ¢qué tan
importante es el desarrollo de la metacognicion en el ambito educativo?, bien, un primer
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acercamiento a esta respuesta es que éste hecho permite que los estudiantes se mantengan alertas
de si mismos, que se conciban como solucionadores de problemas para que puedan monitorearse
y controlar sus procesos mentales. La ensefianza de las habilidades metacognitivas puede
significar un gran avance en el logro de los aprendizajes, para ello, "es importante dar la
posibilidad a los alumnos de exponer y escuchar la descripcion del proceso con el que se llegé al
aprendizaje, al descubrimiento del principio o del hallazgo de la solucion (Klinger, 1999 citado en
Correa Z. & Fancy C. 2002, p. 60).

Por consiguiente, es importante que los problemas matematicos sean disefiados de acuerdo
a la realidad de los estudiantes, a su nivel cognitivo y con el objetivo de ser analizado, de acuerdo
con Labarrere (1987), un problema matematico consiste en demandar del sujeto una intensa
actividad cognoscitiva, ya que no se tiene acceso a la respuesta con solo utilizar la memoria, lo
que obliga a pensar, razonar y encontrar aquellos conocimientos necesarios que conducen a
construir una respuesta.

De esta manera, mediante el trabajo con el cuadernillo de secretos matematicos, se hacen
planteamientos asociados al contexto de los educandos, motivandolos a la solucion de problemas
matematicos, para Labarrere (1987) la solucion de un problema es visto como un proceso de
pensamiento, siendo indispensable permitir la interaccion del alumno con el problema. Es
necesario brindar a los alumnos una base, por lo cual se considera a Polya (1965) quien plantea
cuatro fases para solucionar un problema: comprender el problema, concebir un plan, ejecutar el
plan y examinar la solucion obtenida.

Capacidad metacognitiva. EI termino metacognicion fue acufiado en 1980 por John Flavell,
quien la asumié como el mas alto nivel de actividad mental, que controla los otros niveles
inferiores, en otras palabras, se identifica con el conocimiento de la actividad cognitiva y el control
que se ejerce sobre ella. Asi mismo afirma que involucra dos procesos, el primero es el
conocimiento metacognitivo, que se refiere al conocimiento que tiene la persona sobre sus propios
recursos cognitivos, de lo que se le exige en una situacion especifica y las estrategias necesarias
para actuar con efectividad, en otras palabras, se trata de un “saber qué”, de ahi la necesidad por
motivar y cuestionar constantemente a los alumnos sobre sus procesos de solucion. En el otro
extremo tenemos al control cognitivo, el cual hace referencia a la habilidad para manipular o
controlar los recursos y las estrategias cognitivas con el fin de asegurar la solucién exitosa a un
problema, por lo que implica planear, monitorear, revisar y evaluar, todo ello nos lleva al “saber
cémo” (Correa Z.& Fancy C. 2002, p. 59)

Al respecto, Hugo Barrantes (2006) realiza un trabajo basado en las investigaciones de Alan
Schoenfeld (1985), quien a su vez considera como antecedentes las ideas de Polya (1965). El punto
es que para trabajar con la resolucion de problemas se deben tomar en cuenta diversos factores o
dimensiones, mismos que se presentan a continuacion: 1) Recursos, aquellos conocimientos
previos que poseen los estudiantes de manera estructurada, resultando importante para el profesor
saber cudles son las herramientas con las que cuenta el aprendiz antes de enfrentarlo a la solucién
de un problema; 2) Heuristicas, estas son las estrategias que pueden ser usadas para resolver un
determinado problema; 3) Control, hace referencia a la capacidad para controlar el trabajo, se
debe desarrollar la habilidad para monitorear y evaluar su propio proceso, esta dimensién
involucra cinco acciones (entendimiento, creacién de un disefio, monitoreo del proceso, puesta en
accion del disefio y revisar el proceso de solucion); 4) Sistema de creencias, relacionado a las
nociones previas sobre las matematicas, mismas que pueden representar un obstaculo si éstas son
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falsas, pues las creencias afectaran la manera en que el alumno se comporte a la hora de enfrentarse
a un problema matematico.

Problemas matematicos con texto. En la tercera categoria, se encuentran los problemas
matematicos, para comenzar tomaremos como referente a Labarrere (1987) , para quien un
problema, bajo el sentido psicoldgico del término, se comprende como toda situacion que no
puede ser resuelta a partir de la aplicacion mecanica de conocimientos, es decir, operando
simplemente con la memoria; todo problema implica para el que lo resuelve, la necesidad de
realizar un esfuerzo cognoscitivo. (p.19)

Existe una gran variedad de problemas, sin embargo, este documento refiere el uso de dos
en especifico, el primero es el problema matematico con texto, en él se describe cierto hecho de la
vida real, empleando un lenguaje comun o cotidiano, donde se dan determinados valores de la
magnitud que representa la cantidad expuesta, su formulacion se acompafia de algunas
indicaciones o referencias verbales. Este tipo de problemas “desempefian un importante papel en
la adquisicion de conocimientos y en el desarrollo de habilidades y habitos, y del pensamiento del
alumno”. En los problemas con texto, la operacion no estd indicada, por lo que es necesario hallarla
en el proceso de solucién (Labarrere, 1987, pp. 19-20). El segundo es el problema de
razonamiento, y como su nombre lo indica, estos problemas no pueden resolverse sin una dosis
alta de razonamiento, esto es, de analisis l6gico, de elaboracion de hipotesis e inferencias, y por el
hecho de exigir una alta dosis de trabajo mental, este tipo de problemas tiene gran relevancia e
impacto en la formacion del pensamiento y en la asimilacion de los conocimientos matematicos.
(Labarrere, 1987, p. 28).

Solucion de problemas matematicos. Para comprender esta categoria, es indispensable
hacer en primera instancia un paréntesis para diferenciar los términos, solucion y resolucion de
problemas, mientras que el primero se refiere al proceso, donde se realizan determinadas
transformaciones (operaciones) matematicas sobre el problema, conduciendo o no a la respuesta
correcta, la resolucién por su parte es cuando el alumno determina o logra tener la respuesta
correcta, sin dar la mayor relevancia al proceso de solucion (Labarrere, 1987, p. 31). Por lo tanto,
para Labarrere (1987) la solucion de un problema es visto como un proceso de pensamiento, donde
es punto clave la interaccion del alumno con el problema, en el cual éste produce transformaciones
no sélo en el plano material externo, sino también en el plano mental interno, todo ello manifestado
en forma de nuevos conocimientos o reafirmacién de los ya adquiridos, en el desarrollo de
determinadas habilidades. Por ejemplo en el caso del cuadernillo de secretos matematicos, los
estudiantes buscan solucionar los problemas planteados, al analizar, seleccionar elementos clave
y construir una via de solucion para, finalmente, argumentar su procedimiento de inicio a fin,
poniendo énfasis en la razon de su toma de decisiones.

De acuerdo con Polya (1965) existen cuatro fases para solucionar un problema, de las
cuales se retoman las tres primera, mismas que tienen relacion con ver claramente lo que se pide,
captar las relaciones existentes entre los diversos elementos, identificar lo que liga a la incognita
con los datos para poder trazar un plan, posteriormente ponerlo en ejecucion y finalmente volver
atras, cuando se encuentre la solucion para revisarla y discutirla; a continuacion de describen con
mayor detalle cada una de ella:
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1. Comprender el problema: éste debe ser planteado de manera interesante, ni facil ni dificil,
y promover que el alumno desee resolverlo. Una vez planteado, los educandos deben
poder separar las principales partes del problema, que son: la incégnita, los datos y
la condicion, dando nombre a estos elementos. Para finalizar esta fase, debe preguntarse
¢Son suficientes los datos para resolver la incégnita? (p.29). En lo personal, se considera
que el alumno debe tener conocimientos previos sobre los algoritmos que utilizara en su
solucion, esto genera una mayor comprension del problema.

2. Concebir un plan: Se tiene un plan cuando se sabe al menos grosso modo que calculos,
razonamientos o construcciones se han de efectuar para determinar la incognita. Lo
esencial en la solucion de un problema es el concebir la idea de un plan, por su parte las
preguntas y sugerencias que el docente haga deben tener por objeto provocar “ideas
brillantes” que permitan al alumnado hacer uso de su bagaje de informacion previa y
aplicarla en la situacion planteada. (p. 30).

3. Ejecutar el plan: Si el alumno ha concebido realmente un plan podra ejecutarlo
individualmente paso a paso, siempre y cuando €l mismo haya trabajado en el plan, aunque
un tanto ayudado, y si ha concebido la idea final con satisfaccion; sin embargo, existe un
peligro de que el estudiante olvide el plan, lo que ocurre facilmente si lo ha recibido
completamente del exterior y lo ha aceptado por venir de su maestro. (p. 33). Es
importante considerar que, si el alumno no se involucra en la construccion de su plan de
accion ante un problema, pasara que serd meramente un ejecutor de pasos indicados y no
existira un razonamiento del mismo.

Disefio y metodologia

El presente documento esta inscrito en el paradigma cualitativo, en éste enfoque se incluyen
una variedad de concepciones, visiones, técnicas y estudios no cuantitativos, Hernandez (2010, p.
17). Su desarrollo es posible gracias al estudio de casos, el cual permite elegir intencionalmente a
los alumnos més representativos de los tres grupos analizados durante la investigacion. Teniendo
como estrategia implementada la investigacion-accién, su beneficio principal es que ésta permite
analizar las acciones humanas y las situaciones sociales experimentadas (Elliot, 2000, p. 4). Es
posible hacer una conexion entre las categorias tedricas surgidas de la revision bibliogréafica y las
categorias empiricas encontradas mediante el analisis e interpretacion de los hallazgos emergentes.

La recogida de informacion se obtuvo a partir de la revision de los cuadernillos de los
estudiantes, que como ya se menciono con anterioridad fueron llamados cuadernillos de secretos
matematicos, donde los alumnos analizaron, seleccionaron elementos relevantes, construyeron una
via de solucion, sefialaron los secretos encontrados (claves) y explicaron su toma de decisiones,
durante el procedimiento ejecutado. Del mismo modo, se trabajé mediante la observacién
participante y la recogida de datos por medio de la bitacora de clase, donde se anoté todo aquello
relevante del discurso desarrollado por los estudiantes.

Resultados

Los principales hallazgos obtenidos durante la intervencion, son presentados a continuacion
con base en las tres categorias generales explicadas en la fundamentacion tedrica; en cuanto a los
problemas matematicos, se observa que la forma de pensar del grupo es diversa y por tanto
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significativa, pues perciben de formas diferentes los planteamientos, lo que propicia una variedad
de soluciones interesantes al momento de compartir con el resto de los compaieros; “Un problema
matematico es aquel que demanda del sujeto una intensa actividad cognoscitiva” (Labarrere, 1987,
p. 19) partiendo de éste supuesto, se reconoce que los conocimientos previos que tienen los
estudiantes son clave fundamental al momento de tener enfrente un problema matemaético, pues
sus recursos cognitivos permiten la construccion de la via de solucion, asi mismo los nifios
demostraron habilidad para localizar tanto los datos explicitos como los implicitos (aquellos
ocultos) de cada planteamiento, lo que habla de un nivel de analisis que va més all& del plano
superficial, esto denota una reflexion constante, que se encuentra relacionada con la habilidad que
desarrollaron para hacer conexion entre las “palabras secretas” (clave) y el tipo de operacion a
realizar. Otro punto importante a considerar es que al analizar los problemas tuvieron la
oportunidad de mejorar su percepcién de los mismos, ya que desarrollaron su habilidad por
relacionar informacion contenida en los distintos momentos del problema, lo que los motivé a ser
conscientes de sus decisiones y a tomar en cuenta todo dato posible que funcione como apoyo en
la solucion.

Con relacion a la solucion de problemas, es importante seguir considerando la diferencia
entre resolucion y solucion, pues mientras la primera se refiere meramente a obtener el resultado
correcto, la segunda por su parte presta atencion al proceso realizado para llegar a un resultado
(Labarrere, 1987), de ahi que se brindé mayor interés a la solucién, de la cual se encontr6 que es
favorable para los alumnos contar con una secuencia general de analisis, ya que conocer pasos
clave, es esencial para organizar sus ideas, prestar atencion a sus decisiones e idear un plan de
solucion mejor estructurado, asegurando de esta manera un mayor porcentaje de éxito a la hora de
obtener el resultado final del problema. Por su parte Polya (1965), hace mencion de cuatro fases
para solucionar un problema: comprender el problema, concebir un plan, ejecutar el plan y
examinar la solucién obtenida. Considerando las tres primeras, para que los alumnos lograran
concebir su plan de accion, ayudo el hecho de analizar las palabras que tiene cada problema, de
ahi resultaron los secretos matematicos, mismos que en un apartado de su cuadernillo mencionaron
junto con su explicacion, por ejemplo una alumna escribid: “5 cada uno” me ayudo a saber que
hiciera una multiplicacion (Alumna A, 3°A), asi mismo otra alumna menciona : dividi porque la
mama de Sofia tenia que sentar a los invitados en las sillas, asi que era una reparticion por eso
dividi. (Alumna B, 3°A).

Otro punto a tener en cuenta es que los alumnos requieren monitoreo por parte del docente
al momento de ejecutar su plan de solucion y ese apoyo extra que piden a la parte docente va
disminuyendo en la medida que se adentran y familiarizan mas con la secuencia general de
analisis, asi como cuando mantienen su interes, atencion y auto-vigilancia permanente, aunado a
este fendmeno es posible darse cuenta de que el trabajo entre pares permite favorecer zonas de
desarrollo proximo, pues al tener la oportunidad de socializar sus ideas y explicaciones, se permite
aprender en conjunto y tener en cuenta otras vias de solucion diferentes a la propia, lo que abre un
panorama mayor en cuanto a la solucién de problemas matematicos. Para cerrar con este punto, es
relevante hacer mencion de la importancia existente en la necesidad de que los estudiantes
recuerden en todo momento la pregunta del problema, esto para que mantengan un control de su
propio procedimiento y asi verificar que siguen en el camino correcto para llegar al resultado final.
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Otros aspectos sobresalientes, son los relacionados a la capacidad metacognitiva, por
ejemplo que es necesario el anclaje de conocimientos previos con las exigencias del problema, al
igual que para favorecer el desarrollo de ésta capacidad, se requiere que las tareas estén
adecuadas a las caracteristicas cognitivas de los alumnos, esto viene a complementar lo
mencionado por Flavell (1985) para quien el conocimiento metacognitivo se refiere a la
informacion, procedural y declarativa, la cual guia la actividad cognitiva conformada por
creencias y conocimientos adquiridos a través de diferentes experiencias vitales, que se han
almacenado en la memoria de largo plazo.

Por otro lado y de acuerdo con las dimensiones de la metacognicién, con base en los
recursos y las heuristicas que explica Barrantes (2006), en este caso los recursos son relevantes,
pues todo conocimiento matematico resulta funcional, algoritmicos y no algoritmicos, las
heuristicas resultan interesantes, ya que conforme el alumno aprende estrategias y técnicas, éstas
le permiten crear con mayor rapidez una via de solucion, finalmente se retoma Schoenfeld (1985)
para explicar el control sobre las decisiones tomadas, al momento de ser explicadas ya sea de
manera oral o escrita, lo que compromete al estudiante a analizar a profundidad el problema y a
definir cuidadosamente su estrategia de solucion.

Para cerrar, los diferentes tipos de conocimiento que el alumno va experimentando son
relevantes en la siguiente medida: encontrar palabras secretas les permite saber qué hacer
(conocimiento declarativo), una vez que saben qué hacer, es momento de elegir una 0 mas
operaciones matematicas, de las cuales requieren tener conocimeinto sobre su procedimiento
algoritmico (conocimiento procedimental), promoviendo la habilidad para manipular o controlar
los recursos y las estrategias cognitivas con el fin de asegurar la solucion exitosa a un problema,
por lo que implica planear, monitorear, revisar y evaluar, todo ello nos lleva al “saber cémo”
(Flavel,1980). Al tener diversos datos, deben enfocarse en las consignas o preguntas para decidir
el momento en que utilizaran cada procedimiento conocido, lo que representa un saber cuando
(conocimiento condicional), por ejemplo una alumna menciona: multipliqué 42 X 12 y me dio 504,
hice una multiplicacion porque decia en el problema que queria llenar las bolsas con 12 dulces y
la pregunta decia cuantos dulces necesitaba, entonces como eran 42 invitados por eso multipliqué
(Alumna B, 3°A).

Conclusiones

Por medio de un proceso analitico, los principales hallazgos del trabajo de investigacion
sobre la tematica del desarrollo de la “Metacognicion a través de la solucion de problemas
matematicos” permiten afirmar las siguientes aportaciones:

- Es importante que los alumnos conozcan y manejen el procedimiento algoritmos
convencionales, para que puedan vincularlos con mayor rapidez a las palabras clave de los
problemas e idear la via de solucion.

- Es necesario que los alumnos recuerden en todo momento la pregunta del problema para
tener control de la solucion.
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- Cuando los alumnos tienen una secuencia general de andlisis como base, mientras mas se
apropien de ella, menor necesidad tendran de preguntar al docente, pues serdn capaces de
monitorear autbnomamente su propio procedimiento.

- Conforme el alumno aprende estrategias y técnicas, éstas le permiten crear con mayor
facilidad una via de solucion.

- Para desarrollar la capacidad metacognitiva, se requiere que los problemas estén adecuados
a las caracteristicas cognitivas del alumno.

- Al momento que se le pide a un estudiante explicar la manera en que obtuvo el resultado,
esto lo compromete a analizar a profundidad el problema, incluyendo las palabras secretas (clave),
asi como monitorear constantemente su estrategia de solucion.

Con estas afirmaciones es posible llegar a la conclusion de que los alumnos,
independientemente de su grado escolar, pueden desarrollar su capacidad metacognitiva a traves
de la solucién de problemas matematicos, pues ello implica no solo resolver usando informacion
memorizada, sino que se trata de algo mas complejo, que puede ser similar a un “entrenamiento
del pensamiento”, el cual no es de ninguna forma riguroso, sino todo lo contrario, los motiva a
ver mas alla de lo superficial, a analizar los datos tanto explicitos como implicitos, a buscar entre
sus recursos cognitivos, partir de su realidad y contexto, asi como de sus conocimientos previos
para construir vias de solucion que deben ser argumentadas, permitiendo a los estudiantes estar
en alerta permanente.
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Resumen

Presentamos los resultados de un trabajo de investigacion de naturaleza descriptiva
acerca de la matematica que aparece en simulaciones de situaciones de la realidad
disefiadas por estudiantes de primer afio de ensefianza secundaria, usando el software
Scratch (https://scratch.mit.edu/). En particular, reportamos aqui acerca de las
estrategias de construccion de trayectorias en el plano implementadas para definir el
movimiento de los personajes de la simulacion. Caracterizamos esta experiencia
como una tarea de exploracion. El analisis realizado revela el producto de un
colectivo estudiantes-con-Scratch donde aparecen diversos procedimientos de
traduccion, condicionadas por la tecnologia a disposicion, de las representaciones de
los estudiantes acerca de movimientos de objetos de la realidad, en puntos que
definen trayectorias para esos movimientos.

Palabras clave: simulaciones, software Scratch, tareas de exploracion, ensefianza
secundaria

Introduccion

El software Scratch, desarrollado por el Grupo Lifelong Kindergarten del Instituto
Tecnoldgico de Massachusetts, es un lenguaje visual de programacion, de facil aprendizaje aln
para nifios pequefios, que permite la creacion de modelos, simulaciones, historias interactivas,
juegos o animaciones (Maloney, Resnick, Rusk, Silverman & Eastmond, 2010). En la Figura 1
aparece una secuencia de comandos de Scratch aplicada al personaje que alli aparece (un gato),
donde luego de desplazarlo 10 pasos con el comando “mover”, el personaje pregunta
“¢ Llueve?”.
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iLlueve? |

gL

Figura 1. Secuencia de programacion con Scratch.

Con este tipo de tecnologia, los estudiantes de ensefianza secundaria disponen de un
recurso digital para la creacion de simulaciones de situaciones de la realidad, construyendo la
secuencia de cddigos apropiada. Un caso particular de construccion de simulaciones se consigue
con la programacién en dispositivos digitales tales como Scratch. Autores como Biembengut &
Hein, (2003), y Maltempi & Dalla Vecchia (2013), reconocen en una secuencia de programacion
un caso particular de modelo matematico que intenta traducir, ain de manera simplificada, la
realidad simulada.

En esta comunicacion buscamos responder la pregunta acerca de qué matematica aparece
en las producciones de estudiantes de ensefianza secundaria cuando se los invita a disefiar con
Scratch una simulacion de una situacion de la realidad elegida por ellos. El reporte que
presentamos contiene parte de los resultados obtenidos en un trabajo de investigacion que
explora y describe esta matematica. Aqui, en particular, presentamos cuéles son los
conocimientos y estrategias puestas en juego por los estudiantes en la construccion de
trayectorias en el plano para los personajes que aparecen en sus simulaciones.

Marco tedrico

Adoptamos la perspectiva epistemoldgica de humanos-con-medios (Borba & Villarreal,
2005) para analizar la experiencia de construir con Scratch una simulacién de una situacion de la
realidad. Segun estos autores, el constructo humanos-con-medios hace referencia a un colectivo
conformado por humanos y sus tecnologias como la unidad basica e indisoluble productora de
conocimiento. En esta unidad cognitiva los medios con los cuales se produce conocimiento
aparecen no meramente como recursos auxiliares facilitadores de tareas, sino como algo esencial,
constitutivos del conocimiento producido (Villarreal, 2012).

Desde una perspectiva pedagdgica, una tarea en donde se propone a los estudiantes la
seleccién de un tema de la realidad para simular puede considerarse como una tarea de
exploracion (Ponte, Branco & Quaresma, 2014) en donde las metas de aprendizaje no aparecen
bien delimitadas y las soluciones a los problemas son inciertas. Segun estos autores, este tipo de
tareas se caracteriza por promover en los estudiantes la construccion de nuevos conceptos,
representaciones, o procedimientos, o el uso creativo de conceptos ya aprendidos. Asi, en tales
situaciones de ensefianza, los estudiantes se involucran en actividades que invitan a “descubrir
regularidades, relaciones, semejanzas y diferencias con el fin de obtener generalizaciones”
(Ponte & Matos, 1992, p. 239). En una tarea de exploracion, el aprendizaje de conocimientos y
procedimientos se evidencia en la fluidez con la que los estudiantes llevan a cabo procesos de
traduccion de una forma de representacion en otra (Ponte et al, 2014).
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Procedimientos Metodoldgicos

La investigacion se llevd a cabo en un curso de primer afio de ensefianza secundaria
conformado por 21 alumnos de 12-13 afios de edad (11 mujeres y 10 varones) en una escuela
publica de gestion privada de la ciudad de Cérdoba, Argentina. La primera autora de este trabajo
era la profesora a cargo. En las clases de ese curso era frecuente el uso de recursos para aprender
matematica tales como hojas de calculo, graficadores dinamicos, calculadoras, Internet, entre
otros. Actividades relativas a los elementos de un sistema de coordenadas cartesianas, ubicacion
y lectura de puntos en el plano ya habian sido objetos de ensefianza en ese curso con anterioridad
a la experiencia. Como parte de las actividades curriculares, se invitd a los estudiantes a formar
grupos, elegir una situacion de la realidad de su interés y construir con Scratch una simulacién
de la misma. Los estudiantes no habian tenido experiencia previa en programacion. Antes de
comenzar con la tarea, se destinaron tres clases de 40 minutos cada una donde se mostro el modo
de funcionamiento de Scratch mediante ejemplos elaborados por la profesora para resolver
calculos, ecuaciones, y construccion de figuras geométricas mediante el empleo de comandos de
desplazamientos y giros.

Se destinaron 10 clases, de 40 minutos cada una, para que los estudiantes construyeran sus
simulaciones. La actividad se desarroll6 en el laboratorio de informética de la escuela, en el cual
habia computadoras suficientes para que los estudiantes trabajaran en pares (salvo un grupo que
quedd conformado por tres estudiantes). Los estudiantes perfeccionaban su trabajo de una clase a
otra. De las 10 clases, dos se destinaron para que los estudiantes relataran a sus comparieros el
estado de avance del trabajo y el uso de estrategias exitosas que habian implementado.

Se obtuvieron 10 documentos de Scratch con el resultado final de la simulacién por cada
grupo, junto a otros tres o cuatro documentos adicionales como versiones previas. Los resultados
que aqui se reportan son el producto del analisis de estos documentos.

Para indagar acerca de la matematica que aparecio en las simulaciones construidas por los
estudiantes para implementar, en particular, trayectorias de objetos en el plano, adoptamos una
perspectiva de arqueologia matematica (Skovsmose, 1992), es decir, de busqueda de las raices
matematicas presentes en las secuencias de programacion disefiadas por los estudiantes. Esta
busqueda se acompafié con la mirada analitica de los efectos y acciones que aparecieron en las
simulaciones. Realizamos un andlisis buscando establecer relaciones entre los movimientos y
acciones observados en los personajes animados, y los comandos del software implementados
para conseguirlos.

Resultados y analisis

En este estudio nos focalizamos en el analisis de simulaciones que muestran la produccion
de diversas trayectorias de personajes en la pantalla de una computadora. Consideramos una
trayectoria en el plano como el lugar geométrico de los puntos del plano (x, y) que describen las
posiciones sucesivas de un objeto en movimiento. Este conjunto de puntos queda definido, en
nuestro caso, mediante una secuencia de comandos de programacion en Scratch que produce el
movimiento de objetos en el plano de la pantalla. A continuacion, describiremos cuatro
simulaciones que muestran el uso de estos comandos y las trayectorias generadas.
Posteriormente, analizaremos estas producciones en conjunto. Cada simulacion se identifico con
un titulo que intenta describir su contenido.
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¢Bailamos?: una trayectoria horizontal

La Figura 2 muestra, a la izquierda, una escena en la cual dos jovenes se encuentran
bailando y a la derecha parte de una secuencia de programacion que determina los movimientos
del joven. En esa secuencia se observa el uso de dos comandos de movimiento: “ira x.... y:...”
“deslizar en... segs a x:... y:...”. Luego de ejecutar los comandos ir a x:-270y: -8 y esperar 12
segundos, mediante el comando deslizar en 2 segs a x:-40 y:-8, el muchacho fue llevado en linea
recta a la posicion x=-40, y=-8, antes de que exprese “;Hola!, bailemos juntos”. L0s valores
iguales (-8) para la coordenada y de estos puntos, provocan el movimiento horizontal del
personaje.

y

Figura 2. Implementacion de movimiento a un punto de la pantalla.
Un capitulo de los Simpson™: trayectoria a lo largo de una poligonal

Una de las simulaciones producida por un grupo muestra una secuencia de la serie
televisiva Los Simpson, en donde uno de sus personajes principales, Homero, sale de su casa
siguiendo la senda que se encuentra frente a ella (ver Figura 3). Este escenario resultd de un
proceso de edicion, llevada a cabo por las estudiantes, a partir de imagenes obtenidas en Internet,
puesto que el software no las traia incorporadas en su libreria de escenarios y personajes.

En nuestra exploracion acerca de la estrategia empleada por los estudiantes para que el
personaje recorra una trayectoria poligonal que siga la forma geométrica de la senda que aparece
en la Figura 3, encontramos la definicion de dos segmentos de recta (ver Figura 41), de extremos
A=(-30,-79)yB =(—22,-109) y, B = (—22,—109) y C = (18,—116), respectivamente.
La secuencia de programacion que se ve a la derecha, en la Figura 4, muestra cémo se logro la
trayectoria de Homero que se observa en la Figura 3.

! Los sistemas de coordenadas cartesianas de las Figuras 4, 6 y 8, y los puntos que se observan en ellos,
fueron elaborados por las autoras como parte del proceso de arqueologia, tomando la informacion de las
coordenadas que aparecen en los comandos de movimientos respectivos.
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De esta manera, el personaje describe un movimiento a lo largo del camino en dos tramos
rectos, seguido posteriormente de un movimiento horizontal paralelo al eje de las abscisas del
sistema de referencia, definido por el comando “mover 50 pasos”, que llevara al personaje hacia
el automovil.
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Figura 4. Coordenadas de los puntos de la trayectoria del personaje.
La habilidosa jugadora de basquet: composicion de trayectorias

Un grupo de estudiantes disefio una secuencia de programacion para simular el
movimiento de una pelota durante un juego de basquet (ver Figura 5).

S B . S

Figura 5. Trayectoria de una pelota de basquet.

Los estudiantes construyeron, para la pelota de basquet, dos instancias distintas de una
trayectoria compuesta: una para el “dribbling”, y otra para el rebote en el suelo, posterior al
enceste. La Figura 6 muestra, para cada una de estas porciones de la trayectoria, las secuencias
de programacion creadas y las coordenadas de los puntos definidos por los estudiantes
representados en sendos sistemas de coordenadas. En el caso del dribbling (Figura 6 (2)) se
definen dos segmentos de recta de extremos A= (-132, -88) y B = (-102, -129) y, B= (-102, -129)
y C =(-81, -91) que muestran el rebote y avance de la jugadora con la pelota. En la Figura 6 (b)
se muestra la secuencia de comandos que producen el movimiento de rebote vertical de la pelota
en el suelo luego del enceste. Se observa que la trayectoria vertical se genera al mantener fijo en
83 el valor de la abscisa de cada punto.
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Figura 6. Coordenadas de los puntos de una trayectoria compuesta para una pelota de basquet.
Persecucidn de terror en cielo nocturno: trayectoria cuasi-eliptica

En otra de las simulaciones con Scratch aparecid una bruja que vuela por el cielo nocturno
huyendo de un murciélago que la persigue (Figura 7).

Figura 7. Seleccién de una secuencia de persecucion.

La bruja describe varias vueltas en la pantalla, siguiendo en sentido anti horario, una
trayectoria cuasi-eliptica definida por una sucesion de puntos. La Figura 8 muestra la secuencia
de programacion elaborada por los estudiantes para generar la trayectoria de la bruja y la
representacion, en un sistema de coordenadas cartesianas, de los puntos que pertenecen a su
recorrido por la pantalla. En la sucesion de puntos que muestra el sistema de coordenadas de la
Figura 8 se aprecia la simetria con respecto a los ejes coordenados que caracterizan a los pares de
puntos.
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Figura 8. Trayectoria cuasi-eliptica definida por una serie de puntos que pertenecen a ella.
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Breve analisis conjunto de las producciones de los estudiantes

El proceso de definir un conjunto de puntos para crear diversas trayectorias resulto
facilitado por la posibilidad que brinda Scratch de leer, en la misma pantalla, las coordenadas
que definen una determinada posicion cuando se ubica el mouse sobre tal posicion. Esta
informacion, que aparece en la forma x: ... y:..., para cada instancia del movimiento de un
personaje, fue traducida por los estudiantes en valores para los argumentos en los diferentes
comandos de movimiento de programacion que utilizaron.

Este simple recurso del software habilitd a que los estudiantes pudieran experimentar con
distintas posiciones para sus personajes, segun una trayectoria premeditada, y descubrir, tal como
lo sefialan Ponte y Matos (1992), regularidades, relaciones, semejanzas y diferencias en las
coordenadas de los puntos para crear movimientos particulares obteniendo generalizaciones. Por
ejemplo, puntos ubicados en una recta paralela al eje de las ordenadas mantienen la misma
abscisa y esto permite generar movimientos verticales o, puntos simétricos respecto al eje de las
ordenadas (0 abscisas), tienen las mismas ordenadas (0 abscisas), lo cual es de utilidad para
generar trayectorias que muestren simetrias. Estas dos ideas se evidencian en su aplicacion
repetida y sistematica en la simulacion del rebote vertical de la pelota de basquet (Figura 6), en el
primer caso, o en la trayectoria semi-eliptica seguida por la bruja (Figura 8), en el segundo caso.
Una valoracion analoga puede realizarse para trayectorias paralelas al eje de las abscisas, como
la del joven de la Figura 2, definiendo puntos de igual ordenada. En el caso de Homero, la
posibilidad dada por el software de insertar una imagen particular habilité la creacion de una
trayectoria por tramos a lo largo de una senda.

Por otra parte, los comandos de movimiento fueron incluidos en la programacién en
vinculo con otros que permiten dar mayor realismo a las simulaciones. Por ejemplo, la definicion
de puntos para el movimiento de la bruja, permitioé que sus coordenadas establecieran, a su vez,
instancias para el cambio de orientacion de la bruja. La Figura 7 muestra como el personaje
apunta a la derecha o a la izquierda en distintas instancias de su movimiento. Esto es conseguido
con el uso del comando “cambiar disfraz a 10" que puede distinguirse en el primer bloque de
color morado de la Figura 8, luego de que la posicion del personaje fuera (200,0), como se
muestra en el blogue del comando inmediatamente anterior.

Este tipo de generalizaciones para las caracteristicas de las coordenadas de puntos del
plano no fueron objeto de ensefianza previa a la construccion de las simulaciones con Scratch. La
fluidez con que los estudiantes llevaron a cabo procesos de traduccion de una forma de
representacion en otra (Ponte et al, 2014) con la herramienta a disposicion, evidencia la
conformacién de colectivos de estudiantes-con-Scratch como productores de estas trayectorias
particulares. Las traducciones que se evidenciaron en los trabajos de los estudiantes fueron
variadas. Por ejemplo, la traduccion de una trayectoria imaginada a una coleccién de puntos en el
plano y el uso de las regularidades encontradas en las coordenadas de los puntos al considerar
ciertas trayectorias. O la traduccién de una coleccidn de puntos que describen un movimiento
deseado en argumentos para los comandos de Scratch que, siguiendo una secuencia adecuada,
permiten reproducir la trayectoria buscada.

Conclusiones

Teniendo en cuenta las caracteristicas de una tarea de exploracion segun la perspectiva
de Ponte et al (2014), podemos afirmar que los resultados presentados proporcionan evidencia de
la aplicacion de un contenido conocido (el sistema de coordenadas cartesianas y sus elementos)
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de manera creativa y en una situacion completamente nueva para los estudiantes, apareciendo la
matematica como necesidad de responder cuestiones del tipo ¢cdmo hago para qué...? La
actividad puede reconocerse como una propuesta que brindé autonomia a los estudiantes en la
seleccion del tema a simular, y en la cual no se previé un contenido matematico especifico como
objeto de ensefianza. Los estudiantes tuvieron que apelar a representaciones conocidas (puntos
en el plano definidos por pares ordenados en un sistema de coordenadas cartesianas) y explorar
otras nuevas donde fue necesario otro formato de representacion para usar los comandos de
Scratch.

Para finalizar, reconocemos que la tarea propuesta a los estudiantes de construir con
Scratch una simulacion de alguna situacion de la realidad, habilitd exploraciones informales con
el recurso que permitieron definir trayectorias en el plano a través de conjuntos de pares
ordenados (X, y). Es esperable que la construccidn de trayectorias mas elaboradas, tales como,
circulares, hiperbdlicas, parabolicas, sinusoidales, etc., se mantengan fuera del alcance de
alumnos jévenes como los que participaron en esta experiencia. Sin embargo, los ejemplos
anteriores demuestran un estudio minucioso del movimiento deseado por los estudiantes para sus
personajes, Y la traduccion del mismo a las coordenadas necesarias para implementar una
secuencia de puntos apropiada. Coincidiendo con Papert (1995), estas exploraciones podrian
facilitar el acceso fututo a modos mas formales de definir trayectorias en el plano, como lo son
las expresiones algebraicas que las representan.
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Resumo

Ao se deparar com um problema de geometria com o apoio de uma figura, o
aluno precisa criar em sua mente estratégias que o auxiliem em sua solucéo, o que
Ihe permite recorrer a diversas representaces semioticas como ferramentas de
visualizacgdo. Este trabalho investigou, a partir da visualizagéo figural, as
representacdes semioticas que alunos do 70 e 8o ano do Ensino Fundamental,
utilizam para resolver um problema de contagem. A metodologia adotada é de
natureza qualitativa, com anélise dos dados descritiva e interpretativa. A tarefa foi
aplicada a 70 alunos, em duplas, num contexto de sala de aula de matematica.
Para a analise dos dados, utilizamos os registros de representacdo semiotica de
Duval e a concepcao do termo "visualizagdo" adotada por Isabel Vale, com base
em alguns pesquisadores da area. Nos resultados observamos que a lingua
materna foi a representa¢do mais utilizada e a algébrica, a menos utilizada.

ras-chave: RepresentacGes Semioticas, Visualizacdo, Figura, Ensino Fundamental.

Introducéo
Num cotidiano de sala de aula de matematica, a visualizacdo de objetos geomeétricos e

dos resultados matematicos que existem, € uma necessidade para que se possa compreender
0s problemas propostos e utiliza-los nos diversos ramos das ciéncias e evidentemente da
prépria matematica. Segundo Vale (2014, p. 121), atualmente ja ndo é mais suficiente que os
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Diferentes representacdes na solugdo de uma tarefa de contagem
alunos se restrinjam apenas a resolver problemas rotineiros realizando célculos e
memorizando fatos ou procedimentos. E preciso ser capaz de reconhecer e definir problemas,
gerar varios caminhos para chegar a uma solucdo, identificar os mais eficientes ou elegantes e
comunicar os resultados. Estas capacidades podem ser cultivadas e desenvolvidas, desde que
se proporcionadas oportunidades de aprendizagem apropriadas para despertar o potencial
criativo, inovador e critico. Destaca-se aqui, entdo, o potencial das tarefas como um segmento
da sala de aula, cujo objetivo é despertar a atividade dos alunos de modo a promover um
ambiente que proporcione tais oportunidades.

De acordo com Stein e Smith (2009), uma tarefa ¢ definida como “um segmento da
actividade da sala de aula dedicada ao desenvolvimento de uma ideia matematica particular”
(p.22). Podendo ser abertas ou fechadas, tratar de problemas, exercicios, execucgéo de
procedimentos ou aplicabilidade de conceitos. Dentre os varios elementos discutidos entre 0s
pesquisadores como fatores que influenciam a aprendizagem de matematica, tem-se que as
tarefas tém ganhado espaco significativo, recebendo atengdo de varios paises que buscam
promover o desenvolvimento da educacdo matematica, conforme apontam Cyrino e Jesus
(2014). Apesar disso, sdo recentes 0s estudos a respeito deste tema no Brasil. Também Vale
(2014), afirma que as tarefas influenciam a forma como os alunos aprendem, principalmente
se forem relacionadas com a resolucéo e a formulacao de problemas que podem levar a
compreenséo de conceitos e a0 mesmo tempo incentivar o desenvolvimento de dimensdes do
pensamento criativo e ressalta: “a aprendizagem depende fortemente do professor e das
tarefas que este propde” (p. 122).

Com base em Ponte (2014), destacamos que na resolucdo de uma tarefa é de
fundamental importancia o0 modo como os alunos interpretam as representagdes indicadas nos
enunciados e como criam e interpretam as suas proprias representacdes. Em particular, no
ambito da geometria, o forte apelo visual dos problemas oportuniza que o aluno recorra a
diversas representacdes semioticas como ferramentas de visualizacdo para sua solucao, uma
vez que: “Visualizagdo ¢ a capacidade, o processo e o produto da criacdo, interpretagéo, uso e
reflexdo sobre fotos, imagens, diagramas, em nossas mentes, em papel ou com ferramentas
tecnoldgicas, com o objetivo de desenvolver ideias anteriormente desconhecidas e
entendimentos avangados” (Arcavi, 1999, p. 26).

Assim, corroborando também com Duval (1999), temos que o visualizar pode permitir
que os alunos desenvolvam flexibilidade para percorrer entre as diferentes representacdes
semioticas, pois a “visualizagdo refere-se a uma atividade cognitiva que € intrinsicamente
semiotica” (p. 9).

O filésofo e psicologo francés Raymond Duval deu inicio a Teoria dos Registros de
Representagdo Semiotica em 1986 quando se deu conta de que na matematica trabalhamos
somente com as representacdes de seus objetos e ndo com os objetos propriamente ditos
(Freitas &Rezende, 2013). Dessa forma, pensando em impedir que os alunos confundam o
objeto matematico com a sua representacdo, Duval enfatiza a importancia de se trabalhar com
representagdes variadas que ndo limitem a capacidade de compreenséo e aprendizagem
mesmo sem a existéncia fisica desses objetos.

Em se tratando da geometria, Duval (2012) esclarece que ao se visualizar um desenho
de um objeto geométrico, se este for tridimensional a sua representacao sera bidimensional e
deste modo, perceber as caracteristicas particulares desse objeto, como regularidades,
paralelismos, ortogonalidades etc., ndo é uma tarefa muito simples. Por isso, 0 pesquisador
defende a necessidade do conhecimento de varias representagdes de um mesmo objeto para
que suas propriedades e caracteristicas sejam exploradas auxiliando, assim, na compreensao e
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na construcdo do conhecimento matematico. Como registros de representacao, Duval (2011)
elenca: registro figural (RF) — “as representagdes produzidas para que possamos ‘ver’ (p. 84),
sendo as figuras em geometria, as mais naturais; registro simboélico — pode ser visto na forma
de representacGes numéricas (RN) e algébricas (RA); registro da linguagem materna (RLM) —
“constitui o primeiro registro de representacdo semidtica para o funcionamento do
pensamento” (p. 83) e pode ser considerado como um enunciado de um teorema, a descri¢do
de algumas propriedades, a explicacdo para a solucdo de uma tarefa etc; e o registro grafico
(RG) — que consiste na construcao de gréficos cartesianos, seja com instrumentos de desenho
ou por meio de softwares.

Para este trabalho, exploramos somente 0s trés primeiros registros, haja vista que estes
apareceram naturalmente dentre as solugdes dos alunos participantes para as tarefas
propostas. Mais ainda, identificamos tragos da flexibilidade entre as representacfes contidas
nesses registros ja que alguns alunos apresentaram mais de uma representacdo para a solugédo
da tarefa de contagem proposta.

E possivel que com esses registros sejam efetuadas transformagcdes de representacdes
semidticas que exijam um certo desempenho cognitivo do individuo. Para este trabalho,
falaremos especificamente do tratamento. O tratamento é uma transformacao que ocorre
internamente ao registro, ou seja, uma mudanca realizada sem sair do registro inicial (Duval,
2009). Por exemplo, no caso das figuras tem-se a possibilidade de explora-las heuristicamente
por meio de uma reconfiguragéo de suas subfiguras. Dessa forma, o tratamento pode ser
efetuada em ambientes figurativos de modo a encontrar a solugédo para a tarefa que se esta
sendo proposta.

De acordo com Vale (2012), o trabalho com tarefas de contagens em ambientes
figurativos constitui uma boa estratégia para desenvolver nos alunos capacidades de ver
(identificagcdo, decomposicéo, rearranjo, disposi¢éo) e contribuem para uma melhor
flexibilidade de visualizacdo e pensamento. Desta forma, a autora afirma que é crucial para os
alunos verem as relagdes entre os termos sucessivos, permitindo-lhes traduzir os padrées
visuais identificados através de expressdes numéricas como primeiro passo para chegar a
generalizacdo — o cerne do pensamento algébrico.

Deste modo, este trabalho executado pelo GPEG — Grupo de Pesquisa em Ensino de
Geometria, tem como objetivo investigar, a partir da visualizacao figural, quais as
representacdes semioticas que alunos do 7° e 8° ano do Ensino Fundamental de uma escola
estadual do municipio de Maringa, utilizam para resolver uma tarefa de contagem.

Materiais e métodos

A metodologia adotada para esta pesquisa é de natureza qualitativa, sob o paradigma
interpretativo, pois prop6e-se refletir sobre o que ha de caracteristico e particular nas
situagdes analisadas.Segundo Denzin e Lincoln (2011), “os pesquisadores qualitativos
estudam coisas dentro de seus contextos naturais, tentando entender, ou interpretar, 0s
fendmenos em termos dos significados que as pessoas lhes atribuem”(p.3).A analise de dados
foi realizada de forma descritiva e interpretativa, sob a luz dos referenciais citados
anteriormente, dentre os quais destacamos Duval e sua teoria a respeito das representacoes
semioticas.

A tarefa aqui analisada foi aplicada no ambiente de sala de aula de uma escola estadual
de Maringé, no estado do Parana, Brasil.Os participantes foram 70 alunos, do 7° e 8° ano, que
foram organizados em duplas. A tarefa foi aplicada pela propria professora da turma, que a
longo prazo desenvolve um trabalho por meio de tarefas. Foi disponibilizado aos alunos papel
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quadriculado para que registrassem suas resolucdes e a tarefa foi impressa e entregue as
duplas como na imagem abaixo.

A menina do mar organizou as conchas que apanhou
ontem na praia do modo que a figura mostra.

Descubra um processo rapido de as contar?

Figural.Tarefa de contagem proposta aos estudantes.

Esta tarefa é proposta por Vale (2012), neste trabalho a autora tem como objetivo
entender de que maneira uma experiéncia didatica baseada em padrdes figurativos € um
contexto adequado para obter expresséo de generalizagdo e pode contribuir para promover a
aprendizagem matematica, em particular o pensamento algébrico ao nivel do ensino basico
por alunos e (futuros) professores. Para isso, recolheu as resolucdes realizadas em turmas do
3°e 4°ano.

Apos analisar o trabalho desta autora consideramos esta tarefa como adequada para a
obtencdo dos nossos dados de modo que estes nos permitissem alcancar o objetivo de
investigar quais as representacdes semidticas que alunos do 7° e 8° ano do Ensino
Fundamental utilizam para resolver uma tarefa de contagem, a partir da visualizacéo figural.

Os dados foram coletados por meio do registro escrito feito pelos alunos nas folhas de
papel quadriculado e de entrevista realizada com a professora da turma.

Resultados

A tarefa aqui analisada ¢ intitulada “Conchinhas” e ap0s ser entregue foi solicitado aos
alunos que descobrissem um processo rapido para a contagem das conchas, sem que essa
contagem fosse feita uma a uma. Como esperado, diferentes representacdes semidticas foram
utilizadas pelos alunos.

Para a analise e classificacdo das respostas, consideramos que os estudantes
utilizaram uma representacdo figural para solucionar a tarefa, quando estes realizaram um
tratamento da figura dada ou reproduziram outra figura com o objetivo de obter uma
solucdo para a tarefa. Como representacdo numérica, enquadramos as solugdes que se
apoiaram em céalculos estritamente numéricos e aqueles que recorreram a formalizagédo
matematica por meio de letras ou quantificadores matematicos, classificamos, como
representacdo algébrica. Por fim, as respostas descritas pela linguagem natural, ou seja, as
descricdes que consistiam em explica¢fes da solucdo para a tarefa, categorizamos como
representacdes na linguagem natural.

A figura a seguir indica as representacdes utilizadas pelos alunos e as suas frequéncias:
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LM e

T | RF

Figura 2. Representacdes semioticas utilizadas pelos estudantes.

Observamos que, das 37 tarefas: 33 apresentaram o uso da RLM, 29 o uso da RF, 24 da
RN e 2 da RA; 25 apresentaram o uso da RLM e da RF, simultaneamente e 16 apresentaram
o uso da RLM, RF e RN, simultaneamente.

Discussdes

Com base nos dados coletados foi possivel observarmos que a tarefa de contagem
proporcionou aos estudantes o uso das diferentes representacdes em prol de sua solugédo. A
visualizagdo da figura suscitou, em sua maioria, 0 uso da RLM com o objetivo de explicar a
solucdo para a tarefa. Arcavi (1999) e Vale (2015) explicam que a visualiza¢do ndo esta
apenas relacionada com a ilustracdo, mas é reconhecida como uma componente do raciocinio
estreitamente relacionada ao conceitual e ndo somente ao perceptual, e além disso, Vale
(2015) esclarece que Krutetski (1976) indica o despertar do pensamento I6gico verbal em
situacOes que envolvem a recorréncia a visualizacdo de figuras. Sendo assim, das 37 tarefas,
33 apresentaram essa exploracdo além da perceptual, ou seja, utilizaram-se da RLM para
explicitar seus raciocinios e desses, 4 estudantes utilizaram somente a RLM.

Como exemplo do uso da RLM destacamos:

—— A | | 1
A menina do mar onganizou as conchas que apanhou & W @
aniem na prala ds mode que a figura masira, :;;'\: o« e

Descubra um proce apido d tar? erdRHow
p §5Q rapido da as contar -l
epaRwE
L 4 &)
— - ey waww
- -t £ 1 3 11 i
4k a2 2

k=i | y | +
.L.—}:\.L;..&.FJ.-J.»JJJ] I.\J._Jf.l.f&.{)l.".]._'_p-.-f:.'ﬁ' Guas. e
8l | ; letodiod o i 5

= | sanainrdc s 3R+ 8=HO
Figura 3.Resolugéo de um estudante na linguagem materna.
O estudante recorreu a linguagem para expressar seu entendimento da solucéo do
problema.

Na solugdo desta tarefa também encontramos o uso da RF, ou seja, alguns estudantes, no
processo de visualizacdo da figura, realizaram tratamentos figurais com o objetivo de
encontrar a solucéo para a tarefa. "A visualiza¢do pode suscitar o desenvolvimento da intuigdo
e a capacidade de ver novas relacdes” (Vale, 2015, p. 04). O apelo & RF ocorreu em 29 dos 37
estudantes, no entanto, nenhum aluno recorreu somente a essa representacéo, ou seja, todos
desse grupo viram a necessidade de alid-la a uma outra representacdo de modo a dar sentido
para suas solucdes.As representacdo mais utilizada pelos estudantes em parceria com a RF foi
a RLM e, em seguida, a RN. Godino (2012) cita que para Arcavi (2003), a visualizagéo
consiste no processo de criacdo, interpretacdo e reflex&o acerca de imagens, diagramas e
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desenhos permitindo representar ou comunicar uma certa informacéo. No caso desta pesquisa,
observamos que a forma que os alunos mais recorreram para comunicar seus raciocinios
figurais, resultantes da visualizagédo, foi a RLM. Como exemplo, temos:

| A menins 09 mar afganito 88 CORCREE (US ARANNG.| T
| —

oMe™ Na pr 00 MOSS que & figura movia pr——
Coseubra um procease Hpids oe RS contar? S—

wernf

Lokl W il g R ¢

Figura 4. Resolucdo de um estudante na linguagem materna e na numérica.

Nesse exemplo temos a recorréncia a representacao na linguagem materna e na
numérica, com o objetivo de esclarecer o raciocinio realizado com a representacéo figural.
Tal fato, nos faz observar que, assim como afirmam Vale e Barbosa (2018), a visualizacéo é
uma ferramenta poderosa na abordagem da geometria, mas também de outros campos, como
0 numérico. Logo, devemos encontrar tarefas que estimulem, por meio da visualizacao, essa
potencialidade de se apresentar varias solucdes corretas para um mesmo problema, e mais
ainda, percorrendo diferentes representacdes. Duval (2003) relaciona os fracassos ou 0s
blogqueios dos alunos ao ato de manter um enclausuramento de representacao semiotica, ja
que tal fato, também impede que os alunos utilizem seus conhecimentos prévios forgcando-os
a utilizar somente a técnica ensinada pelo professor.

Como solucdo a essa tarefa, também obtivemos o uso da Representacdo Algébrica, no
entanto essa foi pouco requerida, ja que das 37 tarefas, somente 2 tarefas apresentaram uma
solucdo algébrica. A seguir, um exemplo dessa aplicagdo:

S taganiioy s conchay QU ananho F: =
J SITIRTE 0 B3R 80 oo que a fgars ot

Dot s precossa g du m corar? o446 o

Figura 5. Resolucdo de um estudante na representagdo algébrica.

Observe que o aluno recorreu a uma equagao de primeiro grau com o objetivo de
solucionar a tarefa proposta. Embora o enunciado da tarefa solicitasse que os estudantes
descobrissem um processo rapido para solucdo, foi possivel percebermos que estes
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procuraram um processo que fosse mais rapidamente pensado por eles, o que ndo
necessariamente significa ser um processo rapido de solucdo. No caso desses estudantes que
apresentaram a solucéo exposta na Figura X, tal contexto figurativo/visual despertou um
pensamento algébrico como forma de explorar a solucdo para essa tarefa proposta.

Destacamos que muitas outras solucdes interessantes, que utilizaram de representacdes
figurais, numéricas, algébricas e na linguagem materna, foram realizadas, no entanto devido a
limitacdo de exposi¢do neste arquivo, destacamos somente alguns. Tais solugfes poderéo ser
expostas e discutidas durante a apresentacdo no evento.

Considerac0es Finais

Por fim, concluimos que a tarefa proposta, que consistia num trabalho com padrdes
figurativos/visuais, revelou-se com grande potencial para promover a relacéo entre as
diferentes representacGes semidticas. Os alunos utilizaram representagdes variadas, tais
como: lingua materna, figural, numérica e algébrica, sendo a lingua materna a utilizada com
maior frequéncia e a algébrica, a menos utilizada.

Tal tarefa permitiu aos estudantes uma flexibilidade visual importante que levou-os a
buscar diferentes estratégias de abordagem que permitiram solucionar o problema.
Acreditamos que, com esse trabalho, corroboramos com o pensamento de Vale (2015) que
afirma ver potencialidades no ato de estimular os alunos a apresentarem diferentes
resolucdes, contrariando a ideia tdo difundida de que o importante e que basta ao aluno é
conseguir uma resposta correta, independente desta ser a mais simples ou a mais interessante.

Nesse sentido, tal implementacédo, além de despertar o uso das diferentes representacoes
para sua solucdo, também ofereceu oportunidade para que os alunos utilizassem a habilidade
de visualizacdo, o que foi verificado por meio dos registros apresentados por eles.Nestes é
possivel perceber que os alunos relacionaram questdes conceituais além da percepcao,
conforme Vale, Barbosa e Pimentel (2014), que apontam que a visualiza¢do nédo esta
relacionada somente com a ilustracdo mas € principalmente reconhecida como uma
componente do raciocinio e do pensamento.

Portanto, o desafio consiste ndo somente em aplicar tarefas, mas em selecionar tarefas
que proporcionem a aprendizagem, despertem a curiosidade e o interesse a ponto de encontrar
ndo somente uma solucdo, mas a melhor solucdo.

Referéncias e bibliografia

Arcavi, A. (1999).The role of visual representations in the learning of mathematics. XXIConference
on the Psychology of Mathematics Education, North American Chapter,Mexico, 26-1.

Cyrino, M. C. C. T., Jesus, C. C. (2014). Anélise de tarefas matematicas em uma proposta de
formacao continuada de professoras que ensinam matematica. Ciéncia& Educacéo, Bauru, v.
20, n. 3, 751-764.

Duval, R.(1999). Semiosis y pensamento humano: Registros semioticos y Aprendizajes intelectuales.
Traducdo: Myriam Vega Restrepo. Cali, Colombia: Universidade del Valle.

Duval, R.(2003). Registros de Representagdes Semidticas e Funcionamento Cognitivo da
Compreensdo em Matemética. In: Machado, S. D. A. (Org). Aprendizagem em matematica:
registros de representacdo semiética. Campinas, SP: Papirus,11-33.

Duval, R.(2009).Semidsis e Pensamento Humano: Registros semioticos e aprendizagens intelectuais
(Fasciculo 1). Traducao: Lénio Fernandes Levy e Marisa Rosani Abreu da Silveira. S&o Paulo:
Editora Livraria da Fisica.

Comunicacion XV CIAEM-IACME Medellin, Colombia, 2019.

2853



Diferentes representa¢des na solugdo de uma tarefa de contagem
Duval, R.(2011). Ver e ensinar a matematica de outra forma: entrar no modo matematico de pensar:
0s registros de representacdo semidticas. Org.:Tania M. M. Campos.Traducdo: Marlene Alves
Dias. S&o Paulo: PROEM.

Duval, R.(2012). Abordagem cognitiva de problemas de geometria em termos de congruéncia.
Traducdo: MériclesThadeu Moretti. Revista Eletronica de Educacdo Matematica — Revemat:
Florianopolis, v.07, n.1, 118-138.

Denzin, N. K.,Lincoln,Y. S.(2011).Introduction: The discipline and practice of qualitative research.
The Sage handbook of qualitative research (4th ed., 1-19). Thousand Oaks, CA: Sage.

Freitas, J. L. M., Rezende. (2013). V. Raymond Duval e a Teoria dos Registros de Representacao
Semiotica. Revista Paranaense de Educagdo Matematica - RPEM: Campo Mourédo — PR, Jul-dez.

Godino, J. D.,Gonzato, M.,Cajaraville, J. A., Fernandez, T.(2012). Una aproximacién ontosemioética a
lavizualizacion em educacion matematica. Revista de Investigacion y experiencias didacticas -
Ensefianza de lasciencias,n. 30.2, 109 - 130.

Ponte, J. P. (2014). (Org.) Préticas Profissionais dos Professores de Matematica. Lisboa: Instituto de
Educacédo da Universidade de Lishoa.

Stein, M. H., Smith, M. S. (2009).Tarefas matematicas como quadro para reflexdo: da investigacao a
pratica. Educagdo e Matematica, n° 105, 22-28.

Vale, I. (2012). As tarefas de padrdes na aula de matematica: um desafio para professores e alunos.
Revista Interacces, n. 20, 181-207.

Vale, I. (2015). A criatividade nas (re)solucdes visuais de problemas. Revista Educacdo e Matematica
N° 135 - Novembro/Dezembro.

Vale I., Barbosa A. (2018).Mathematical problems: the advantages of visual strategies, Journal of the
European Teacher Education Network - Jeten, vol. 13, 23-33, Viana do Castelo, Portugal.

Vale |.; Barbosa A.; Pimentel T. (2014). Tarefas para promover a criatividades em matematica,
EIEM, Sesimbra, Portugal.

Comunicacion XV CIAEM-IACME Medellin, Colombia, 2019.

2854



~ Conferencia Interamericana de Educacion Matematica
A M Conférencia Interamericana de Educagdo Matematica
Inter-American Conference on Mathemalics Education H
1

Medellin - Colombia e = .
. sl : £ Universidad S UNIVERSID:
5 - 10 mayw/maiaimay 2013 by k-‘de Medellin / btl:\r:&]ég:h

Posicionamiento de los estudiantes y la efectividad en resolucion de
problemas en trabajo colaborativo.

Nicole Fuenzalida Diaz

Centro de Investigacion Avanzado en Educacion, Universidad de Chile
Chile

nicole.fuenzalida@ciae.uchile.cl

Carmen Gloria Espinoza

Centro de Modelamiento Matematico, Universidad de Chile

Chile

cespinoza@dim.uchile.cl

Farzaneh Saadati

Centro de Investigacion Avanzado en Educacion, Universidad de Chile
Chile

farzaneh.saadati@ciae.uchile.cl

Resumen

El siguiente estudio hace un examen sobre los cambios de comportamiento de dos
estudiantes con distintos posicionamiento en formacion primaria que participan en
una actividad estructurada de resolucion de problemas de manera colaborativa. Se
analizaron 3 sesiones grabadas en video de sus actividades en el aula. El seguimiento
de las actividades muestra como los estudiantes mantienen o cambian sus posiciones,
evidencian aprendizajes considerables en el trabajo colaborativo y como esto permite
adquirir habilidades individuales para trabajar la resolucion de problemas de manera
progresiva efectivamente. Los resultados destacan el impacto de la propuesta de
resolucion de problemas con base en el trabajo colaborativo, el impacto que tiene en
la autoeficacia y puede hacer una contribucion importante a los profesores de
matematicas.

Palabras clave:autoeficacia, comportamiento, resoluciéon de problemas, trabajo
colaborativo

Introduccion

En las escuelas chilenas las habilidades matematicas estan practicamente ausentes y los
docentes actian en general siguiendo un modelo obsoleto (Saadati et al., 2018). Distintos
estudios caracterizan las clases de matematicas en Chile como una ensefianza centrada en el
profesor, donde es €l quien hace las preguntas, hace que los estudiantes sigan la exposicion en el
pizarrén o trabajen individualmente resolviendo problemas (Araya y Dartnell, 2009). Ellos
declaran que los estudiantes hacen muy pocas preguntas matematicas, practicamente sin
razonamiento matematico deductivo. Seglin Preiss y otros (2012), cuando los profesores realizan
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resolucion de problemas (RP), se enfocan mayormente en entrenar destrezas y realizar
procedimientos rutinarios, de manera que las nociones matematicas mas que desarrolladas, son
comunicadas. Frente a este escenario es que nace ARPA o “Activando la Resolucion de
Problemas en las Aulas” que busca capacitar a profesores en RP mediante talleres de Desarrollo
Profesional (DP). El objetivo del PDes generar un cambio en la percepcion de la matematica y su
aprendizaje con unatransformacion consecuente en el actuar del profesor en el aula para mejorar
las habilidades de RP de los estudiantes. ARPA busca proveer un ambiente activo y equitativo de
aprendizaje para todos los estudiantes independiente de su género, carcter o habilidades. El
objetivo de este estudio es revisar como ARPA afecta el comportamiento (como resolutor de
problemas y como miembro del grupo) de dos estudiantes durante el trabajo en grupo.

ARPA: La propuesta de ARPA es llevar una metodologia al aula para tratar la RP, la que
consiste en realizar una actividad de RP centrada en los estudiantes. La principal herramienta es
el trabajo en grupo colaborativo entre los estudiantes organizado aleatoriamente y monitoreado
por el profesor quien interviene en los grupos cuando estos tienen dudas o dificultades. La
metodologia se compone de cuatro etapas,en donde las interacciones del profesor hacia el grupo
se realizanmediante preguntas para activar la RP, estimular el trabajo colaborativo o consolidar
los resultados y el trabajo de los estudiantes, sin dar respuestas o entregando la solucion.
Ademas, segiin cada grupo, el profesor puede entregar simplificaciones o extensiones del
problema en la medida que las necesiten. El profesor da el tiempo y el espacio para que los
estudiantes puedan trabajar en la actividad.

Marco Teodrico

Usamos como lente laperspectivasociocognitiva que asume que el aprendizaje humano se
puede generar mediante la observacion en las actividades sociales, de hecho nuestro interés es
analizar el rol de las interacciones sociales en el aprendizaje. Esta perspectiva nos permite
profundizar en cdémo una persona puede desarrollar su aprendizaje a través de trabajo
colaborativo.

La teoria de la carga cognitiva se desarrollo a fines de la década de 1980 a partir de un
estudio sobre resolucion de problemas de Sweller (1988). La teoria de la carga cognitiva se basa
en la arquitectura cognitiva de los alumnos individuales, especificamente estdenfocada en la
adquisicion de conocimiento generalizados como un medio para facilitar habilidades flexibles de
resolucion de problemas. Esta teoria se ocupa del aprendizaje de tareas cognitivas complejas, en
las que los alumnos a menudo se sienten abrumados por la cantidad de elementos de informacion
interactiva que deben procesarse simultdneamente antes de que pueda comenzar un aprendizaje
significativo. Al aplicar esta teoria a los entornos de aprendizaje colaborativo, se puede
argumentar que si las personas deben trabajar juntas y aprender de manera efectiva y/o eficiente
en grupos, se debe entender la posicion como miembro del grupo y también su sistema cognitivo
como resolutor de problemas individuales. Este marco tedrico podria proporcionar una mejor
comprension de los factores que determinan cudndo y como el trabajo colaborativo sera efectivo
y eficiente para el aprendizaje (Kirschner, Paas y Kirschner, 2009). La colaboracion puede
aumentar la aptitud de los colaboradores cuando juntos pueden acceder a més recursos que
cuando trabajan individualmente.

Metodologia
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Este es estudio basado en dos casos una chica y un chico que participan en cursos donde
se implementan ARPAs en una comuna rural de la region de O’higgins, en Chile. Con la
finalidad de obtener casos sin sesgo, los estudiantes fueron seleccionados de manera aleatoria en
donde los profesores participantes del DP no tuvieron influencia. Los estudiantes participantes de
la muestra, no estudian en el mismo establecimiento, sin embargo, su entorno educativo es
similar. Ambos comenzaron en 5° afio de formacion primaria a trabajar la RP con la metodologia
ARPA y han continuado en el estudio hasta 6°afio. Las profesoras, implementan la metodologia
en sus clases una vez por mes y en cada una de esas implementaciones se grabo video y audio a
los estudiantes participantes del estudio en el trabajo en grupo para resolver un problema no
rutinario con niveles de dificultad crecientes. El primer problema fue: Un sesior que hace
bicicletas y triciclos tiene 19 ruedas y decide hacer bicicletas y triciclos con ellas ;Cuantos tipos
de cada uno debe hacer para usar todas las ruedas?Para este estudio se consideraron las
primeras tres ARPAs en las que los estudiantes participaron. Para el analisis de video utilizamos
un marco tedrico para identificar los cambios en el comportamiento de los estudiantes, este se
enfoco en dos niveles; primero el o la estudiante como miembro del grupo y segundo en la RP.

Resultados

A continuacion se mostraran los resultados del analisis con el fin de identificar las
posiciones especificas que construyeron su aprendizaje en el trabajo colaborativo de RP.

El caso de Rosa

ARPA 1: Esta fue la primera experiencia de la estudiante trabajando colaborativamente
en la RP. Durante esta actividad la estudiante no parece estar comprometida con la RP, es mas
podriamos definirla como una estudiante pasiva debido a que son otras estudiantes del grupo
quienes tienen el control del desarrollo del problema. En esta primer ARPA la estudiante trabaja
en un grupo conformado por 3 chicas mas y en donde 2 de ella lideran la resolucion dandole
poco espacio a las dos restantes.

El: Ya, a ver, pueden ser tres triciclos. No, 4 triciclos y nos quedan... 19 menos 12 resten 19 - 12
E2: Se pueden fabricar 3 bicicletas y 4 triciclos

R: Osea, con 19 ruedas jcuanto me alcanza para hacer de estos? (en voz baja)

E1: Para hacer esto (Estudiante sefiala la hoja de Rosa)

E2: Mira se pueden hacer 3 triciclos y te quedan 10 ruedas (Rosa duda)

E1: Se pueden hacer 3 triciclos y 5 bicicletas (Rosa escribe la solucion en su hoja de resolucion)
Mira, ac4 pongan la respuesta y aca abajo pongan como lo hicimos. (Rosa mira lo que escriben
las estudiantes en sus hojas)

El trabajo en esta ARPA no es propiamente un trabajo colaborativo, si bien existen
pequetios espacios en donde la estudiante puede explicar o preguntar sobre el desarrollo del
problema, el grupo no construye sobre las ideas de la estudiante, es mas, las intervenciones de la
estudiante son timidas, preguntando en voz baja a sus compaifieras de grupo. Finalmente, la
estudiante no resuelve el problema por si misma, pero logra comprenderlo gracias al desarrollo
de sus compaifieras. Durante el trabajo en la RP la estudiante se mantiene atenta a como se
desarrolla el problema, sin embargo ella asume que necesita la ayuda de su grupo para entenderlo
el problema, ella es pasiva. Luego de unos minutos, en donde sus compafieras resuelven el
problema inicial, la estudiante logra comenzar a resolver la extension entregada por la profesora
de manera autonoma.
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ARPA 2: Al comienzo de esta ARPA todos los estudiantes interactian de igual manera,
tanto Rosa como sus compaieros de grupo conversan con la finalidad de entender el problema y
buscar qué es lo se les solicita. Mientras los compafieros de Rosa afirman conocer el resultado,
Rosa no comprende lo que hay que hacer, por lo que pregunta a sus compaiieros y no deja de
cuestionarse el encabezado del problema lo que finalmente la lleva a objetar los resultados que
sus compaiieros de grupo proponen sin comprender a cabalidad el enunciado del problema.

Luego la profesora interviene por primera vez en el grupo, en esta intervencion la profesora
indirectamente confirma que el resultado que obtuvo el grupo no es correcto y como ayuda les
entrega material concreto. Después de la intervencion de la profesora, Rosa logra mantenerse
activa en la resolucion del problema y es quién la lidera, ella es quién toma la iniciativa de
resolver el problema y direcciona el grupo para lograr encontrar el resultado. Rosa no se detiene
ningun momento de la actividad, debido a que el problema le resulta un desafio muy alto Rosa se
mantiene comprometida con la resolucion del problema y se interesa en involucrar a sus
compafieros en la actividad.

ARPA 3: En el tercer ARPA la estudiante se encuentra en un grupo compuesto solo por
nifias que no estan comprometidas con la RP, en un principio, la estudiante intenta estimular a
sus compafieras para que inicien el trabajo colaborativo sin tener mucho éxito:

R: Es que no sé como hacerlo (comienza a buscar lapices)

E 2: Rosa unicornia

E 1: ;Qué vas a dibujar en artes?

E 3: La pileta.

E 2: Un paisaje

Rosa no logra comprometer a sus compafieras en la resolucion ni obtener un resultado

hasta que luego de unos minutos la estudiante asume que el desafio es muy alto: “No sé como
hacerlo”, sin embargo, persevera en la resolucion y luego vuelve a retomar.

Durante esta ARPA, la estudiante utiliza distintas estrategias para mantenerse activa en el
trabajo, entre ellas vuelve leer el problema, trata de involucrar a sus compaieras, les explica sus
estrategias sin éxito, pide ayuda a la profesora e interactia pasivamente con los grupos a su
alrededor para obtener ideas. Luego de 20 minutos de trabajo perseverante la profesora
interviene guiando de manera excesiva el problema para luego entregar material concreto al
grupo con claras instrucciones. Una vez que la estudiante comienza el trabajo con la ayuda del
material concreto y de la profesora, ya no le interesa involucrar al resto del grupo, por lo tanto, el
trabajo no es colaborativo y la estudiante resuelve de manera individual el problema y las
extensiones.

R:6,7,8,9, 10. (Organiza y cuenta el material concreto)

E 1: Tengo suefio (Quién no queria venir al colegio? Yo no queria venir...

E 2: Si, por eso yo vine porque que habia que hacer el trabajo de artes.

E 1: El de historia.

E 2: Historia no nos toca, nos toca tecnologia y ese ya lo terminamos.

R: Si hay otra forma (dice organizando su material concreto, sin mirar a sus compafieras para
luego escribir en su hoja sin compartir el resultado)

El caso de José
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ARPA 1: En esta, la primera experiencia en ARPA, José es parte de un grupo de 5
estudiantes (igual que en todas las experiencias siguientes). Al inicio de la actividad José logra
entender individualmente el problema pero no tiene interés en resolverlo, su interés esta en
dirigir el trabajo del grupo para que éste resuelva el problema. El trabajo comienza con material
concreto lo que permite que José entienda rapidamente, el nivel de dificultad del problema es
bajo y no alcanza a ser una dificultad. José se preocupa solo de distribuir las tareas del grupo,
dando indicaciones y preocupado de que todos avancen a la par, manejando los tiempos,
solicitando que todos participen seguin sus indicaciones. Sus compafieros de grupo se muestran
incomodos con la manera de trabajar de Jos€ ya que no les es posible participar de manera libre
en el grupo, deben apegarse a lo que ¢l les indica. A pesar de esto, José procura que todos los
estudiantes participen, sin embargo, no le preocupan las interacciones entre los otros estudiantes,
solo las que dirige ¢él.

J: Tienen todos sus cubos

El:(dirigiéndose a José) ;Oye, de cuantas maneras hacer las ruedas?

J: (Sanchez como se hace las ruedas?

J: Segun ustedes ;qué deberian hacer con los cubos?

E2: Tenemos que juntar de cada uno, por ejemplo.... (José interrumpe a su compaifiero)

J: Juntamos 3 cubos y después 2, eso tenemos que hacer

E2: Osea, 3y 2,3y 2, ir juntando

J: Vayan armando

Durante el trabajo José valida mas las respuestas y/o intervenciones de la profesora que las de
sus compaifieros de grupo, toma decisiones sin consultar al grupo y opta por aclarar sus dudas
con la profesora antes de consultarlo con su grupo.

ARPA 2: En esta ARPA José mantiene su rol dentro del trabajo en grupo, en esta
segunda experiencia José continta dirigiendo las interacciones de sus compafieros, la diferencia
entre esta actividad y la anterior radica en que la dificultad del problema resulta ser mayor al
problema de la actividad anterior. El desafio del problema resulta ser tan alto para José y su
grupo que finalmente no logran obtener una respuesta valida para el problema. Durante la
actividad hay indicios de que José no entiende el problema, las instrucciones que les da a sus
compafieros de grupo no estan relacionadas y no aportan a la resolucion del problema.

J: Cuantas combinaciones puedes hacer con 20 bolitas? (Jos¢ lee la pregunta del problema)

E1:20x20..... 20x20....20 por 20... ahi ya esta po

J: ahh ya ;cuénto es 20x20?

E3: 400

(José lee nuevamente el problema e interviene la profesora preguntando a José sobre lo que

escribio en su hoja)

P: (por qué pusiste 20 x 20?

J: porque E3 me lo dijo

A lo largo de todo el trabajo esta es la actitud que predomina en José incluso cuando sus
compaifieros sugieren una estrategia distinta a la que estaban trabajando, ¢l est4 tan centrado en
solo dar indicaciones que no considera los aportes de otros.

E3: chiquillos porque mejor no vamos haciendo las pelotitas con los distintos sabores.
(Estudiantes E1 y E2 discuten sobre a estrategia que propone E3)
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J: multipliquen 20 x 20.

ARPA 3: En esta ARPA José nuevamente asume el rol de lider dentro del grupo,
asignando tareas a sus compaiieros, sin embargo en esta actividad valida las estrategias que
proponen sus compafieros. Ademas se hace participe de la resolucion de problema y comienza
sutilmente a aportar con soluciones, defender sus ideas, buscar explicaciones y a disputar las
aseveraciones de sus compaieros de grupo.

J: Ya Miguel lee el problema (E1 lee el problema para todos sus compafieros)

J: Cata entendiste algo (Cata comienza a buscar una estrategia y traza una linea de largo 15 cm.

en su hoja, José observa)

J: Buena Cata, buena estrategia. Ya chiquillos todos hagan lo que esta haciendo la Cata, todos

pongan la regla y marquen hasta 15.

(Todo el grupo replica la estrategia de la compaifiera en su hoja incluido José. El espera a que

todos terminen de dibujar las lineas en sus hojas...)

J: ;terminaste miguel? ;Como vas Ariel? jEso Cata eso! Ya Ariel hace una combinacion que te

de 15 luego otra y otra, asi vamos avanzando cada uno dando combinaciones

E2: ;Yo tengo una!

Como comentario general de todas las actividades observadas, constatamos que el
comportamiento de Jos¢ resulta ser estructurado, no existe un motivo aparente para que ¢l sea el
lider en la actividad, su posicion no es otorgada por el grupo ni autoproclamada por €l durante el
ARPA. Pese a la eleccion aleatoria del estudiante por parte del equipo de investigacion tenemos
la hipotesis que José recibi6 instrucciones para liderar el grupo.

Que aprendimos de estos casos

De acuerdo con los resultados observados durante el primer ARPA, Rosa estuvo
completamente ajena al trabajo colaborativo del grupo, lo que significa que no tenia ningun
aporte que hacer a la resolucion del problema, durante la actividad solo se preocupo6 por obtener
el resultado final. Segun Barnes (2004) durante toda ARPA 1 Rosa se posicioné como una
persona en necesidad de ayuda. Cuando la profesora entrega el problema, Rosa busca ayuda en
sus compaifieras para comprender el problema, sin embargo, sus preguntas no demuestran
suficiente esfuerzo por entender e involucrarse en la resolucion, es mas, en los casos que
interviene para comprender el problema baja su tono de voz sin ser perseverante para demandar
una respuesta que sea suficiente para entender. Esto demuestra que Rosa no cree tener las
capacidades para resolver problemas de manera individual. Creemos que esta estudiante tiene
baja autoeficacia en resolver problemas en la etapainicial del programa ARPA.

En ARPA 1 José es todo lo contrario al rol que Rosa juega en la primera experiencia,
segiin Barnes (2014) José asume el rol de gerente y portavoz, esto se evidencia en que José posee
una alta autoeficacia lo que le permite entender rapidamente el problema sin embargo, al
comprender el problema individualmente José no se hace parte del trabajo en grupo porque
asume la mision de que el grupo debe entender y resolver, es decir, ¢l se posiciona por sobre sus
compafieros como replicando la actitud que tendria un profesor/monitor al dirigir o guiar el
trabajo en grupo.

En ARPA 2 tanto Rosa como José asumen el mismo rol que en las experiencias pasadas, el
punto de inflexion de esta actividad para ambos estudiantes es la dificultad del problema que
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determina la posicion de Rosa y afecta la capacidad de resolver problemas de José. La diferencia
entre la primera experiencia de Rosa y la segunda, es que en la segunda todos los integrantes del
grupopueden tomar el mismo rol de criticos (Barnes, 2004), todos son capaces de hacer
preguntas, sin embargo éstas no contribuyen en el avance en la resolucion del problema, es por
esto que Rosa oscila entre un rol critico y facilitador (Barnes, 2004), empoderandose en el grupo
pero conservando la necesidad del trabajo de sus compaferos. José por su parte, no logra
entender el problema a diferencia de la experiencia anterior, por lo que todas sus contribuciones
como gerente (Barnes, 2004) son negativas y perjudican el desarrollo del problema. La actividad
es un completo fracaso en cuanto a obtener un resultado para el problema, experiencia que sienta
un precedente en José como resolutor de problemas y como miembro del grupo.

En ARPA 3 Rosa continta siendo una estudiante que necesita ayuda externa para entender
el problema pero debido a las dificultades que tiene para trabajar en grupo, vuelve a cambiar su
posicion a“networker ”(Barnes, 2004), buscando ayuda fuera de grupo, escuchando
conversaciones de otros grupos y preguntando a la profesora y solicitando material concreto.
Este escenario permite ver que Rosa aprende a moverse de manera flexible y obtener ventajas
sobre el grupo durante el trabajo colaborativo. Respecto a la experiencia anterior, notamos un
cambio en la actitud de José frente al trabajo colaborativo, creemos que lo ocurrido en ARPA 2
sirve para que José logre involucrarse en la resolucion del problema del ARPA 3 considerandose
un miembro del grupo y valorando los aportes de los compaferos y a pesar de mantener su rol,
José transita hacia un rol mas critico y colaborador (Barnes, 2004). Rosa tiene un gran avance en
sus habilidades para resolver problemas. De acuerdo a Polya (1954) el primer paso para resolver
un problema es entender el problema, en el caso de Rosa inicialmente ella no esta interesada en
entender el problema y ella nunca se enfoca en esta etapa, solo busca la respuesta final. Sin
embargo este modo de actuar cambia de manera significativa en el ARPA 3. En la Gltima ARPA
es obvio que ella cambia su creencia sobre su capacidad para resolver problemas, esto es un
cambio positivo en su autoeficacia,incluso cuando ella pregunta por una explicacion su voz es
mas firme que en el primer ARPA.

En cuanto a José, a pesar de que su meta inicial es que el grupo resuelva el problema, solo
con su direccion, logramos ver que efectivamente aprende a trabajar en grupo reconociendo que
puede apoyarse en sus compafieros y no solo en la profesora. José que ya poseia una alta
autoeficacia, lo que inicialmente lo margind de la resoluciéon en ARPA 1 debido a que toma un
rol de profesor frente a sus compaiieros, reconsidera esta posicion luego de ARPA 2, dado que
reconoce que independiente de su rendimiento y elevada autoeficacia, necesita de sus
compafieros para avanzar en la resolucion de problemas y que el rol de gerente no es suficiente
para contribuir a sus solucion.

Conclusiones

Ambos casos nos sirven para ejemplificar, de manera preliminar, los efectos que ARPA
como DP tiene en los estudiantes. Rosa, como sefialan las mediciones nacionales e
internacionales sobre los estudiantes chilenos, posee inicialmente una baja autoeficacia y poco
interés en la RP matematicos, ademas de no tener estrategias claras para trabajo colaborativo.
Mientras que José cumple con el perfil del estudiante vardn con interés en la matematica y con
alta autoeficacia sin embargo, al igual que Rosa carece de estrategias para trabajar de manera
colaborativa y si bien cree tener la capacidad de resolver problemas, en esta experiencia se
cuestiona esa capacidad (Zimmerman, 1989). Durante el transcurso de las tres ARPAs analizadas
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para este trabajo, se comprueba un notable avance en la capacidad de ambos estudiantes para
trabajar colaborativamente, aun cuando los estudiantes tienen distinta posicion y caracter ante la
RP. Segtin Barnes (2004) el trabajo colaborativo provee oportunidades para que cada estudiante
pueda tener diferentes posiciones en el grupo, como persona en biisqueda de ayuda o manager.
En donde todo dependera del como el estudiante aprovecha esas oportunidades que el trabajo
colaborativo le brinda.

En el caso de estos estudiantes, podemos ver que ambos aprendieron a flexibilizar su rol
predominante, aunque nunca lo abandonaron completamente. Rosa mantiene su necesidad de
ayuda y José su calidad de gerente, sin embargo, el interés en comprender y resolver el
problema los insta a tener mayor compromiso e involucramiento en el trabajo en grupo y
posibilita que ambos transitan hacia un rol mas critico en la RP. De acuerdo a este estudio
podemos concluir que los estudiantes de sexto afio de formacion primaria, independiente de sus
distintos posicionamientos en un grupo, sus diferentes niveles de autoeficacia, sus distintos
grados de flexibilidad y agencia aprenden a trabajar colaborativamente mejorando su capacidad
de resolver problemas. Se reconoce que en el trabajo colaborativo existen dificultades y aspectos
negativos asociados al posicionamiento como se evidencia en ambos estudiantes cuando no se
involucran en la resolucion de problemas. Sin embargo, sugerimos que a pesar de esto el trabajo
colaborativo tiene efectos positivos en la RP y esto puede ser una contribucion importante para
los profesores.
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Resumen

La presente revision critica de literatura centra su atencion en indagar por la
evaluacion en la modelacion matematica, particularmente responde por cuestiones
que se relacionan concémo las investigaciones enmodelacion matematica tienen en
cuenta los intereses y propositos de formacion de los sujetos. La revision realizé una
buisqueda en las bases de datos ERIC, Scielo y Scopus a partir de la cual se
seleccionaron 22 documentos que fueron analizados a la luz de cuatro categorias. A
partir de los documentos analizados se logro identificar que la tendencia en los
reportes de investigacion es hacia las estrategias y herramientas para evaluar
aprendizajes matematicos y se deja de lado otros aprendizajes que se pueden alcanzar
a través de la modelacion.

Palabras clave: Evaluacion, formacion profesional, modelaciéon matematica.

Introduccion

En las ultimas dos décadas, la modelacion matematica se ha convertido en un dominio de
investigacion con alto grado de consolidacion al interior de la Educacion Matematica (Niss,
Blum y Galbraith, 2007). Blum y Borromeo-Ferri (2009) sefialan que, a través de la modelacion,
los estudiantes pueden comprender y producir significados de los objetos matematicos
articulados a los fendomenos reales que se estudian. Segun Villa-Ochoa, Castrillon-Yepes y
Sanchez-Cardona (2017) diferentes tipos de tareas y formas de hacer modelacion ofrecen otras
posibilidades para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas y de la modelacion misma.
Estos alcances abren caminos para la investigacion de las maneras de promoverlos y evaluarlos
en la cotidianidad escolar. Tanto en los aprendizajes como en las maneras de evaluarlos existen
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desarrollos y amplias discusiones en educacion matematica y modelacion. En este sentido
preguntarse por la evaluacion en la modelacion matematica exige hacer una revision de literatura
sobre los aportes y avances investigativos que se han desarrollado, de tal forma que las nuevas
investigaciones hagan uso de los hallazgos y resultados que otras investigaciones ya han
aportado.

En particular Frejd (2013) desarroll6 una revision de literatura sobre los modos de evaluar
en modelacion matematica. Este estudio ofrecid una perspectiva amplia de los enfoques
utilizados y sugeridos para evaluar competencias de los estudiantes en los modelos y la
modelacion matematica. Sin embargo, la pregunta por los procesos y estrategias situadas en los
contextos e intereses de los sujetos que participan en diferentes ambientes y tareas de modelacion
matematica sigue estando abierta. Es por esto, que este documento presenta de la evaluacion y la
modelacién matematica, el método utilizado en la revision critica de literatura y las conclusiones
centradas en los aportes y avances en la investigacion internacional en relacion con la evaluacion
en la modelacién matematica.

La evaluacion y la modelacion matematica

Diferentes autores se han preocupado por la evaluacion en la educacion matematica,
algunos de ellos han desarrollado investigaciones que apuntan a mejorar los procesos
evaluativos, tanto en las herramientas e instrumentos utilizados para evaluar las matematicas
como en el constructo tedrico (HoSpesova, 2018; lannone y Jones, 2017; Niss, 1993a, 1993b;
Suurtamm et al., 2016). Una de las apuestas en la evaluacion de los aprendizajes es que se asuma
de carécter formativo debido a que con ella se permite la realimentacion constante en la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas (Brown y Pickford, 2013; Hamodi, Lopez, y Lopez,
2015).

Las producciones cientificas resaltan las diferentes posibilidades que tiene la modelacion
matematica en los procesos formativos de las matematicas (Bassanezi, 2002; Niss, Blum, y
Galbraith, 2007). La modelacion matematica posibilita que los estudiantes relacionen conceptos
matematicos con fendomenos reales, de tal forma que se realizan comprensiones y producen
diferentes significados de conceptos matematicos, también se posibilita el desarrollo de
competencias y de visiones de las matematicas, dado que, al establecer relaciones entre esta area
y la realidad, se promueven usos de la matematica como una ciencia 1util (Blum y Borromeo-
Ferri, 2009).

La pregunta por los aportes que la modelacion matematica y la evaluacion ofrece a la
formacion matematica de los estudiantes continuia siendo motor para el desarrollo de
investigaciones, mas aun, con la diversidad de maneras y perspectivas con las que cuenta la
modelacion matematica tanto en la investigacion como en la cotidianidad escolar (Kaiser,
Blomhgj, y Sriraman, 2006; Maal3, 2010; Villa-Ochoa, Castrillon-Yepes, y Sdnchez-Cardona,
2017). En este sentido, resulta necesario indagar por los aportes y avances en la investigacion
internacional con relacion a la evaluacion en la modelacion matematica.

La evaluacion en modelacion matematicas no solo se ha ocupado de investigar por los
aprendizajes de contenidos y las competencias; sino también, del desarrollo e implementacion de
procesos. Asi, Fredj (2013) en su revision de literatura se enfoc6 en indagar por los modos de
evaluar en modelacion matematica; para tal fin, este autor reviso 76 articulos resultados de
investigacion y encontrd una vision de la evaluacion que centra su atencion en ciertos momentos
particulares y no en todo el proceso desarrollado por los estudiantes. En particular, la revision

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2864



La evaluacion en la modelacion matematica. Una revision critica de literatura

informa que las investigaciones giraron en torno a {Como evaluar? Y ;Con qué instrumentos
evaluar? y deja de lado componentes situados de la evaluacién que responden a cuestionamientos
relacionados con el sujeto que se evalua - ;A quién se evaltia? -.

Como resultado de su estudio, Frejd (2013) ofrecid una perspectiva amplia de los enfoques
que utiliza y sugiere para evaluar competencias de los estudiantes en los modelos y la
modelacion matematica. Sin embargo, la pregunta por los procesos y estrategias relacionadas con
las necesidades especificas de formacion de los sujetos que participan en diferentes ambientes y
tareas de modelacion matematica sigue abierta. Este tipo de preguntas es relevante, pues la
literatura internacional reconoce la necesidad de desarrollar procesos de modelacion matematica
que se articulenconlos intereses y propositos de los estudiantes (Borba y Villarreal, 2005), asi
como a sus necesidades de formacion profesional (Rendon-Mesa, 2016; Romo-Vazquez, 2014).

La presente revision critica de literatura se centra su atencion en las visiones y estrategias
que se utilizan para la evaluacion en la modelacion matematica acorde con los intereses,
propositos y metas de formacion de los sujetos involucrados. Por tanto, se propone responder la
pregunta ;Como las investigaciones sobre evaluacion en modelacion matematica han tenido en
cuenta los intereses y propoésitos de formacion de los sujetos? Con el fin de dar respuesta a esta
pregunta se analizaron 22 documentos resultado de una buisqueda en las bases de datosERIC,
Scielo y Scopus, asi como un proceso de seleccion acorde con la pregunta antes descrita.

Meétodo

Se realiza una revision critica de literatura de la evaluacion en los procesos de modelacion
matematica con la intension de determinar tedricamente las conceptualizaciones y resultados
reportados en el campo investigativo. Se resalta la importancia de determinar las diferentes
conclusiones a las cuales han llegado investigaciones internacionales, con el fin de sustentar
tedrica y empiricamente los avances de la evaluacion en la modelacion matematica. Una revision
critica de literatura implica analizar las diferentes investigaciones reportadas y cruzar datos con
el fin de determinar el estado investigativo en el cual se encuentra determinado tema (Jesson y
Lacey, 20006).

La International CommissiononMathematicallnstruction en su estudio 14 - ICMI Study 14
- (Blum et al., 2007) recolect6 diferentes investigaciones y trabajos desarrollados en evaluacion
en modelacion matematica hasta el afio 2007. Por esta razén, en la presente revision se decidio
incluir articulos de revista, capitulos de libro y memorias de eventos a partir del afio 2007.

Dado que la busqueda se centra en los componentes de la evaluacion de los aprendizajes en
la modelacidn, se incluyeron investigaciones empiricas que se desarrollaron de la teméatica en el
ambito de la formacion matematica de profesionales, de tal forma que se reporten estrategias,
herramientas y conclusiones en relacion con la evaluacion en la modelacion. En la indagacion
realizada en las bases de datos se utilizaron cinco ecuaciones de busqueda. Estas ecuaciones
fueron necesarias dado que es posible encontrar en la literatura internacional diferentes formas
de escritura para referirse a la modelacion, como por ejemplo, modelling y modeling. Asi mismo,
en las ecuaciones de busqueda se incluyeron las palabras assessment, evaluation y assesing.

Las cincoecuaciones de busquedautilizadasfueron: i) “Mathematical Modelling” AND
“Assessment” AND “education”; ii) “Mathematical Modeling” AND “Assessment” AND
“education”; iii) “Mathematical Modelling” AND “evaluation” AND “education”; iv)
“Mathematical Modeling” AND “evaluation” AND “education”, y finalmente v) “Mathematical
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Modelling” AND “assessing” AND “education”

Se debe agregar que en la base de datos Scopus se delimit6 la busqueda con la ayuda de los
filtros Engineering, ComputerScience, Social Science, Mathematics, Medicine, Chemical
Engineering, Economics, Econometrics y Finance. Se utilizaron estos filtros dado que el interés
de la revision de literatura se centr6 en la evaluacion en los procesos de modelacion matematica
en correspondencia con los intereses y propdsitos de formacion de los sujetos.

El periodo establecido para la inclusion de documentos fue desde el 2007 hasta marzo de
2018. Esta busqueda arroj6 un total de 204 documentos entre capitulos de libro, articulos de
revista especializados y memorias de eventos. La informacion basica de estos documentos (Ao,
autores, titulo, palabras clave, abstract-resumen-introduccion y revista-libro) se organizé en una
hoja de calculo. A partir de esta organizacion se delimitaron los siguientes criterios de seleccion
con el fin de constituir el conjunto de documentos que finalmente se analizarian.

Criterios de seleccion

De los 204 documentos encontrados con las ecuaciones de busqueda, se procedi6 a
determinar si se repetian documentos. La disposicion de la lista de textos en la hoja de célculo
posibilité la identificacion de los documentos duplicados. Después de este proceso quedaron 103
documentos. A continuacion, los siguientes criterios fueron determinantes al momento de
realizar la lectura del titulo y abstract-resumen e introduccidn para determinar la inclusion o no
del documento en la revision de literatura final, 1) en el documento se reporta una relacion entre
la evaluacion y la modelacion matematica, ii) el propdsito del documento se relaciona con la
evaluacion de los procesos de la modelacion matematica, iii) el propdsito del documento se
relaciona con la ensenanza o el aprendizaje de un saber o conocimiento, iv) el documento no solo
presenta y evalta la aplicacion de modelos matematicos en otros contextos, como la ingenieria y
las finanzas, sino que su proposito tiene relacion con la formacion profesional.

Al momento de realizar una lectura del abstract y titulo de los 103 documentos a la luz de
los cuatro criterios de inclusion, se logré definir un total de 22 documentos. Estos fueron
posteriormente analizados a partir de cuatro categorias i) propdsito de la evaluacion ii)
momentos de evaluacion iii) estrategia de evaluacion y iv) perfil profesional-evaluacion. Dicho
analisis permitié evidenciar que las estrategias situadas con respecto al perfil profesional de los
estudiantes, no es un aspecto que la evaluacion en la modelacion matematica tenga en cuenta

El anélisis de los documentos inici6 con la lectura de cada documento y su codificacion
acorde con los criterios presentados en la Tabla 1.

Tabla 1

Categorias para el analisis

Categorias Preguntas orientadoras

Propésito de la evaluacion (Qué se evalua cuando se implementa la modelacion
matematica?

Momentos de evaluacion (En cudles momentos/fases de la modelacién matematica se

realiza la evaluacion?

Estrategia de evaluacion (Cuales instrumentos son utilizados en los procesos evaluativos
de la modelacion matematica?
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Perfil profesional — evaluacion LA quién se evalua?
(Qué relacion hay entre el perfil profesional y la evaluacion
implementada?

Fuente: Elaboracion propia. 2018.

Con el fin de dar respuesta a la pregunta que orienta la revision de literatura se organizaron
cuatro categorias para el andlisis de los documentos. Cada una de las categorias cuenta con al
menos una pregunta que pretende dar cuenta de los diferentes procesos evaluativos reportados en
las diferentes investigaciones. Es de resaltar que las categorias descritas en la Tabla 1, se
configuraron en la medida en que se realizola lectura de los documentos, en particular se trat6 de
responder a preguntas relacionadas con, ;qué evaluar? ;Cémo evaluar? ;Dénde se evalua? y (A
quién se evaltia? En este sentido, se resalta que el nombre de las categorias y las preguntas que
las orientan se configuraron antes y durante el proceso de lectura de los documentos de la
revision de literatura.

Analisis, resultados y conclusiones

Las anteriores cuatro categorias responden de manera general a los procesos evaluativos
que se logran caracterizar en la revision de los documentos. La primera categoria da cuenta del
foco de atencion en los procesos de evaluacion en la modelacion matematica. La segunda de los
momentos especificos en los que se realiza la evaluacion. La tercera resalta los instrumentos y
técnicas utilizadas para realizar los procesos evaluativos y finalmente la cuarta resalta la relacion
que existe entre el proceso evaluativo desarrollado y el perfil profesional de los sujetos.

Se resalta que la evaluacion de la modelacion matematica reportada por Aydogan et al.,
(2017) y Diefes-Dux, et al. (2012) se enfoca en la apropiacion que tienen los estudiantes en la
solucidn de un problema que se sustenta en modelos matematicos. Ademads, de la forma de
comunicacion de la solucidon encontrada. Mientras que el trabajo presentado por Flores, et al.
(2016) se enfoca en los conceptos y procedimientos matematicos que se utilizan para llegar a una
solucion y validacion de un problema. Las investigaciones de Aydogan et al., 2017; Diefes-Dux
et al., 2012 y Flores et al., 2016 reportan la importancia que tiene en los procesos de modelacion
matematica el trabajo en grupo.

En algunas investigaciones (Aydogan et al., 2017; Hoskingson, 2010; Diefes-Dux et al.,
2012 y Flores et al., 2016) se evidencid que la evaluacion se realiza a lo largo de todo el proceso
de modelacion matematica, algunos centrados en los procesos matematicos, otros en los procesos
comunicativos, pero como regularidad se identificé que la evaluacion no se deja para el final del
proceso.

Estos resultados sugieren la necesidad de desarrollar mas investigaciones en las que la
evaluacion no solo se centre en el desarrollo de habilidades, competencias y conocimientos
matematicos; sino que también, se tenga en cuenta los procesos desarrollados por los estudiantes
al realizar modelacion matematica, donde el centro de interés no sea solo el modelo matematico,
sino que se logre valorar el proceso desarrollado. Es decir, las decisiones que se tomaron para
comprender, analizar y resolver el fendmeno estudiado.

La literatura que se incluy6 en el andlisis evidencio que el centro de atencion al evaluar la
modelacién matematica varia dependiendo de los intereses de los profesores y de los curriculos
institucionales. Asi mismo, se identificaron diferentes tipos de herramientas y técnicas para
evaluar la modelacion. En la mayoria de las investigaciones se identificd la importancia que tiene
el trabajo en equipo. Se debe agregar que, en la mayoria de los estudios revisados, las
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evaluaciones desarrolladas no tienen en cuenta el perfil profesional de los estudiantes, dado que
la concepcion de evaluacion y las técnicas utilizadas no se sustentan, ni tampoco se relacionan
con el perfil profesional de los sujetos. En este sentido la tendencia en la investigacion es hacia
las estrategias y herramientas para evaluar el aprendizaje de conceptos matematicos y no otros
aprendizajes como la comunicacion y argumentacion que se pueden alcanzar a través de la
modelacion.
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En este trabajo se presentan algunos avances de una investigacion que se realiza en el
marco del programa de licenciatura en matematica y en fisica de la Universidad de Antioquia
(Colombia). El problema de investigacion emerge de la practica pedagdgica que se desarrolla en
una institucion educativa del municipio de Caldas, Antioquia; el cual se centra en la
desarticulacion entre el conocimiento en matematica y fisica en estudiantes de educacion media
técnica.

La génesis del problema se sustenta de dos cuestiones. La primera tiene que ver con el
analisis de los documentos rectores de la educacion colombiana (Estandares Basicos de
Competencia, lineamientos curriculares y Derechos Bésicos de Aprendizaje) y aportes de la
literatura en didéctica de las ciencias naturales y de la matematica. La segunda cuestion parte de
las observaciones institucionales y las descripciones en los diarios pedagogicos de los maestros
en formacion en practica pedagdgica que asumen el rol de investigadores. Dichas descripciones
permitieron revelar cuestionamientos de los estudiantes referente a la utilidad de la matematica y
su uso en otros contextos (Diarios de campo sesiones de clase 9 y 18 de octubre de 2018), y la

Poster XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2870



Articulacion entre el conocimiento en matemadtica y fisica a través de la modelacion

desarticulacion entre las representaciones matematicas de la “realidad fisica” localizadas en las
experiencias que se realizaron durante el proceso de practica (Diario de campo sesion de clase 4
de octubre de 2018). Asi, el objetivo principal del trabajo es analizar las articulaciones que los
estudiantes de educacion media técnica construyen frente al conocimiento en matematica y fisica
a partir de la modelacion.

Algunos referentes tedricos para sustentar dicha articulacién, muestran cémo la
modelacion se utiliza tanto en la ensefianza de la matematica y de las ciencias mediante las
actividades experimentales. Autores como Blum (2011) sostienen que la modelacion matematica
se puede entender como una estrategia de ensefianza que permite establecer relaciones entre un
dominio matematico con uno extra-matematico. De acuerdo con la intencion investigativa y las
practicas pedagogicas si el dominio extra-matematico es la fisica, se podrian evidenciar
articulaciones entre ambas areas del saber que aporten a cumplir el objetivo propuesto. Por tanto,
es importante considerar los modelos fisicos y la experimentacion, lo que Garcia y Renteria
(2011) definen como modelizacion experimental, como un elemento dentro de la investigacion.

En ese orden de ideas, hablar de la modelacion matematica en la educacion en ciencias,
permite segiin Malvern (2000) vincular las reglas cientificas (observaciones de comportamiento,
leyes, etc.) que tienen relacion directa con la experimentacion; asunto que permite rastrear el
problema enunciado en esta investigacion acerca de la desarticulacion entre las representaciones
matematicas y la “realidad fisica”. Asi mismo, Vizcaino y Terrazzan (2015) sostienen que la
matematizacion de la fisica es importante para la comprension y la formalizacion de las leyes
fisicas.

En el poster se mostraran la contextualizacion, justificacion y delimitacion del problema de
investigacion a partir de los recursos documentales que se utilizan como planes institucionales y
los diarios pedagogicos de los maestros en formacion, al igual que un acercamiento al marco
tedrico y metodologico con la intencidén de presentar un instrumento que nos permita atender al
problema propuesto.
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Resumen

En el presente articulo, se aborda la problematica asociada a la construccion
comprensiva de conceptos matematicos en los estudiantes; quienes fundamentan sus
practicas en la trivializacion de la matematica, como su aprendizaje por imitacion,
repeticion o memorizacion. Ante esta problematica, se hace necesario dar a conocer
nuevas formas de llevar al aula los conceptos matematicos, donde se privilegien
practicas significativas, como la propuesta por Freudenthal (1983), la constitucion de
objetos mentales. Desde esta perspectiva, se identifica la necesidad de mostrar
mediante datos empiricos que a partir de la matematizacion de situaciones es posible
la constitucion del objeto mental “limite” en estudiantes de educacién media. En el
abordaje de esta situacion, se pudo evidenciar progresivos avances en la comprension
del objeto mental por parte de los estudiantes, demostrando que es posible promover
en ellos préacticas matematicas significativas centradas en la matematizacion y a su
vez la construccion de un concepto matematico.

Palabras clave: Resolucion de problemas, objetos mentales, matematizacion,
Educacion matematica realista, Fenomenologia didactica, modelo matematico,
conceptos matematicos.

Planteamiento del problema

La comprension significativa de conceptos matematicos deberia ser una preocupacion esencial
en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la disciplina. Sin embargo, las practicas actuales
de los estudiantes se centran en la memorizacion y repeticion de algoritmos, que en muchas
ocasiones logran desarrollar de forma correcta, pero sin la abstraccion correcta del concepto que
involucra sus procedimientos, lo que implica que el estudiante haga matematicas, pero sin
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comprenderlas. Respecto a esto, Balacheff (1987) sefiala que son cada vez mas frecuentes los
procesos de ensefianza-aprendizaje de los conceptos matematicos fundamentados en la
“imitacion”, donde existe la tendencia por parte del estudiante a permanecer atentos a los
distintos momentos de los que el docente dispone al solucionar un problema, encontrando la
mayor necesidad o preocupacion, en realizar la reconstruccion de una buena imitacién, en la que
el estudiante crea la falsa idea de que lo importante no es comprender, validar o justificar,
sino copiar bien y repetir algoritmicamente lo que el profesor dice y hace. Esto pone en
evidencia ciertas dificultades que los alumnos enfrentan al relacionar el concepto matematico
involucrado en una situacion problema con el procedimiento que realiza al momento de darle
solucion.

Uno de los factores que inciden en dicha dificultad, es precisamente que las situaciones
problemas que los docentes proponen a sus estudiantes para desarrollar sus habilidades en la
comprension de un concepto carecen de sentido para éste, ya sea por estar muy ligados a la
misma matematica o por no ser suficientemente comprensible siquiera en su enunciacién; lo que
irremediablemente lleva a abandonar la esencia del concepto reemplazandola por el
procedimiento, con las nefastas consecuencias que esto trae en la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas. Se hace indispensable entonces encontrar situaciones problemas que motiven la
actividad auténoma por construir el concepto por parte de los estudiantes, a partir de contextos
realisticos; esto es, situaciones capaces de ser imaginables y comprensibles, donde la “realidad”
no se restringe exclusivamente a problemas contextualizados o ligados a la vida real del
estudiante, sino a aquellas situaciones que son claras, perceptibles y accesibles para él, quien
debe aprender matematicas desarrollando y aplicando herramientas matematicas en situaciones
que tengan sentido para quien los resuelve. En este sentido, lo que se debe buscar al interior del
aula, es la resolucion de problemas como practica matematica cuya actividad caracteristica es la
matematizacion (Freudenthal, 1983). Esta postura es fundamental en el enfoque teorico de la
Educacién Matematica Realista (EMR), pues propone trabajar la matematica inicialmente como
actividad humana y solo después como cuerpo cerrado de teoremas y axiomas formales. Dicha
actividad es la de resolver y buscar problemas que ayuden a organizar la realidad o la matematica
misma; o como lo sefiala su fundador Freudenthal (1983),

Lo que los seres humanos tienen que aprender no es matematicas como sistema
cerrado, sino como una actividad: el proceso de matematizar la realidad y, de ser
posible incluso, el de matematizar las matematicas (Freudenthal, 1983, p.7)

Freudenthal se referia a la matematizacién de la realidad como la marera de organizar la
matematica a partir de los fendmenos, a lo que llamo el analisis fenomenoldgico, que tiene como
objetivo servir de base para la organizacion de la ensefianza de las matematicas en la escuela.
Para Freudenthal la “Fenomenologia de un concepto, estructura o idea matemdtica significa
describirlos en su relacién con los fendmenos para los que fueron creados y a los que han sido
extendidos en el proceso de aprendizaje de la humanidad, y, cuando esta descripcion se refiere
al proceso de aprendizaje de las generaciones jovenes, es fenomenologia didéactica,” (1985, p.
9).

Desde esta perspectiva, la ensefianza clésica de las matematicas se ha constituido en un proceso
de ensefianza-aprendizaje inicial de los objetos del pensamiento, para después llegar a los
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fendmenos que son organizados por ellos, esto es, primero los conceptos y después las
aplicaciones. La propuesta de Freudenthal, sugiere la constitucion de objetos mentales! a partir
de la organizacion de los fendbmenos para los cuales ha sido creado. En este sentido, la
constitucion de objetos mentales precede a la construccion de conceptos, que se logra solo si se
alcanza una organizacion de los fendmenos que son medios descritos por el objeto mental en
cuestion. Por lo tanto, para poder adquirir los conceptos matematicos a traves de fenémenos, es
necesario un paso intermedio, la constitucion de objetos mentales. En estos objetos mentales se
recogen todos los significados de todos los fendmenos que estan en relacién con los conceptos
implicados, y, de este modo se pude llegar hasta el significado del concepto. Asi el objetivo
principal de la ensefianza es, segun Freudenthal, la constitucion de objetos mentales.

Disefio y metodologia de investigacion

Desde el enfoque de la EMR, se manifiesta la necesidad de disefiar tareas por parte del docente
en un contexto realista, entendiendo esto como situaciones problematicas imaginables y
comprensibles para los estudiantes, para lo cual pueda generarse una actividad de
matematizacion; es decir, organizar o estructurar la realidad, a partir de los fendmenos en torno a
un objeto mental que permitan acceder a conocimientos matematicos formales. En este sentido,
se busca una metodologia de tipo cualitativo/interpretativo llamada fenomenologia didactica
donde las situaciones deben ser seleccionadas de modo que puedan ser organizadas por los
objetos matematicos que los estudiantes deben constituir y se relacionan directamente con la
finalidad del disefio didactico, donde se asumen algunos elementos metodoldgicos y técnicos
que configuran la accion de disefiar las situaciones problemas realisticas por parte del docente, a
lo que desde el enfoque se le llama didactizar.

El disefio metodoldgico de la propuesta se centra en la aplicacion de una situacion problema
realistico a matematizar llamada “e/ terreno optimo”, que generen fendmenos matematizables y
que sean organizados por el objeto mental de “limite matematico”, y que se enuncia de la
siguiente manera:

Un agricultor ha comprado un terreno y quiere usar una parte de éste para su pequefio cultivo
de tomate de arbol, para cercarlo dispone de 100 metros de alambre y suficientes postes; sin
embargo, desea que su produccién sea la méxima posible con los recursos disponibles. Ustedes
han sido contratados para disefiar el modelo éptimo para los fines del agricultor.

A esta situacion se disefian unas tareas que buscan que los estudiantes promuevan actividades de
matematizacion, en este caso se estudiaran las primeras dos tareas que se llevaron al aula,
direccionadas a constituir el objeto mental de limite matematico; de la siguiente manera:

Tarea 1: En grupos de tres estudiantes, disefien la representacion de un terreno (1cm::1m) con
una ldmina de icopor, tome 100 cm de lana que representaran el alambre para cercar el terreno
cultivable y chinches para los postes. Use el material para hacer una representacién de sus
sugerencias al agricultor y disefie el terreno cercado que a su consideracion es el optimo para
mayor produccion de tomates.

! Lo que Freudenthal llama objetos mentales es lo que Fichsbein denomina intuiciones y Piaget
representaciones
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Tarea 2: Realizar una exposicion a manera de debate en el que se dé a conocer el disefio
construido por cada grupo, justificando el porqué de su creacion y atendiendo a la pregunta: ¢Por
qué su disefio es el optimo para garantizar que el agricultor obtendra la mayor produccion de
tomates?

Resultados
Tarea 1:
Los estudiantes en sus respectivos grupos realizaron el disefio de un terreno cercado usando la
lana (alambre) y los chinches (postes) dentro del terreno total (icopor). Cada grupo elaboré un
disefio concertado y que en su opinion era el terreno 6ptimo para cultivar, entendiendo lo
“optimo” como dependiente del area, por lo que el problema fundamental para los estudiantes
era buscar un disefio de terreno que contemplara el &rea maxima que se podia construir con un
perimetro de 100 cm, atendiendo a la pregunta, ¢Qué forma y caracteristicas debe tener el terreno
para que la produccién de tomates sea maxima? La construccion del terreno atendia a las
siguientes especificaciones:

El terreno debe ser totalmente cerrado
El terreno cercado debe estar dentro del terreno mayor.

Debe usarse el total de alambre (lana) proporcionado.

La cantidad de postes (chinches) seré eleccién de cada grupo.
La forma del terreno puede ser rectilinea o curvilinea.

{7

Figura 1. Algunos disefios d
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e terreno construidos por los estudiantes

Como se ve en los disefios de cultivo elaborados por cada grupo (Figura 1), se evidencia que los
estudiantes se preocupan por obtener una superficie amplia con los recursos disponibles; es decir,
su preocupacion principal esté en disefiar un terreno con la mayor superficie posible, con la
restriccion de tener un perimetro de 100 cm. Aqui surgen figuras rectilineas y un intento por
figuras curvilineas; disefios que se entraron a discutir a manera de debate en la tarea nimero 2.

Tarea 2

La situacion problema propuesta ofrece una variedad de estrategias de solucion. Permite que los
estudiantes muestren sus estrategias e invenciones a otros. En este caso, abre la posibilidad de
discutir el grado de eficacia de las destrezas usadas. A continuacion, se presenta una de las
muchas discusiones entre los estudiantes a la hora de defender sus disefios. Se eligen tres casos
especificos, el disefio del circulo, el del octagono regular y la figura mixta (rectilinea y
curvilinea), donde se tenia por objetivo que argumentaran a favor de sus propios disefios y en
contra de los demas, usando razones ldgicas y convincentes para poder validar que su propuesta
era la mas asequible para los cometidos del agricultor:

Grupo 1: Octagono regular

Grupo 2: Circulo

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2875



Constitucion comprensiva del objeto mental “Limite” realizada por estudiantes de educacion media
cuando trabajan en procesos de matematizacion de situaciones

Conversacion

Grupo 1: Nuestro disefio es un octagono regular (mostrando su disefio) y consideramos que es el
que tiene mayor area porque las esquinas forman angulos amplios lo que asegura que se
aprovecha el terreno; al contrario de lo que pasa con un tridngulo o un cuadrado, donde las
esquinas son demasiado cerradas. En el caso del cuadrado de 90°; tendriamos angulos pequefios
lo que implicaria una reduccion del terreno y una pérdida de superficie.

Figura 2. Grupo 1 mostrando que el octagono regular tiene angulos obtusos y que el disefio del triangulo
desaprovecha superficie por tener &ngulos agudos

Grupo 2: pues no creo que el octdgono sea el de mayor area; porque nosotros hicimos el circulo
precisamente porque creemos que entre menos lados rectos tenga la figura mas superficie vamos
a tener; porque lo que hacen los angulos, sea cual sea la amplitud, es reducir el espacio del
terreno.

Figura 3. Grupo 2 mostrando su disefio circular usando la mayor cantidad de postes

Grupo 1: Pues para mi entre mas angulos amplios tenga el terreno; es decir, entre mas lados
tenga, vamos a asegurar que los angulos sean obtusos y por lo tanto su abertura encerrara mayor
cantidad de terreno.

Grupo 1: Pero una figura que tenga solo lineas rectas y ademas con angulos obtusos sera un
terreno que encierre mayor area.

Grupo 2: Pero en el caso del circulo no tengo lados, y por tanto no tengo angulos, lo que asegura
gue estoy encerrando la totalidad de terreno que se puede cercar con 100 m de alambre.

Grupo 1: Pero ustedes en realidad no tiene un circulo, porque para obtener un circulo usted
necesitaria de muchos postes y por lo que veo su cultivo tiene una cantidad de postes fija, espere
y cuento 1, 2, 3, 4,..., 49, 50 (realizando el conteo de chinches del disefio circular) son como 50
chinches lo que generaria una figura de cincuenta lados.
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Figura 5. Estudiante del grupo 1 haciendo el conteo de postes del disefio del grupo 2

Grupo 1: Yo creo que independientemente de la forma del terreno, todos estamos usando la
misma cantidad de alambre por lo tanto tendriamos figuras de la misma area.

Profesor: Lo que usted asegura entonces, es que, dado que todas las figuras tienen el mismo
perimetro de 100 m, esto implica que ¢todos tendran la misma area?

Grupo 1: No, eso es mentira, porque por ejemplo yo hice esta operacidn (sacando una hoja con
calculos matematicos) en un cuadrado de 100 cm de perimetro tenemos un area de 625 cm? y si
tenemos otra figura como por ejemplo un rectangulo de 40 cm x 10 cm también tenemos una
forma de perimetro 100 cm, pero de area 400 cm?

Grupo 2: Si es verdad, el perimetro es independiente del area; por eso el problema esté en buscar
la forma que encierre la mayor &rea con un perimetro fijo de 100 metros.

Profesor: Como en eso estamos de acuerdo, volvamos al problema del circulo, mi pregunta es

¢ Efectivamente es un circulo?

Grupo 2: pues no, pero se acerca mucho a serlo; de hecho, si tuviera mas chinches (postes) le
pondria todos los necesarios con el fin de ampliar la amplitud de los &ngulos y asegurar que se
encierra mayor cantidad de espacio.

Grupo 1: Entonces para hacer un terreno circular necesitariamos de infinitos postes lo cual es
imposible, la forma debe ser obligatoriamente rectilinea.

Grupo 2: Pues si, pero sin embargo el octdgono no es el de &rea mayor, porque en ese caso
podriamos hablar del enedgono o el decagono de lados iguales...

Profesor: Regular

Grupo 2: eso, el dodecagono regular tendria mayor area que su octagono.

Grupo 1: Si. En conclusion, para asegurar que el terreno encierre la mayor area posible se deben
usar la mayor cantidad de postes, acercandonos a la construccion de un terreno circular.

Andlisis de los resultados

Como podemos ver, uno de los aspectos mas relevantes es que los estudiantes logran transformar
el problema inicial enmarcado en el contexto de la agricultura, en un problema matematico de
optimizacion y maximizacion de areas. En la conversacion, las afirmaciones que se realizan son
bastante importantes para lograr la constitucion de objetos mentales y posterior abstraccion
significativa de un concepto matematico; por ejemplo, la conclusion a la que llega uno de los
grupos <Si tuviera mas chinches (postes) le pondria todos los necesarios con el fin de ampliar
la amplitud de los &ngulos y asegurar que se acerque al area de un circulo>, podria suponer una
ayuda inicial y bastante empirica para crear modelos mucho mas complejos, como el del limite
matematico, donde los estudiantes reconocen que al aumentar indefinidamente los vértices o
lados de un poligono regular, éste va adoptando la forma y el area de un circulo del mismo
perimetro; que dicho en términos matematicos con el uso del concepto de limite, seria
equivalente a decir: .
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lim Areadeun __ Areadeun
Cantidad de poligono regular —  ¢irculo
vértices 00

<El area de poligonos regulares cuando la cantidad de vértices tienden al infinito es igual al
area de un circulo de igual perimetro al poligono regular>

Este modelo que los estudiantes no enuncian de manera formal pero que al parecer por las
acciones que realizan (como la de ir aumentando cada vez mas la cantidad de chinches en los
poligonos regulares que van construyendo hasta volverlos un circulo) y las afirmaciones que
enuncian en los cuestionarios que contestan los estudiantes (ver figura 5), podrian suscitar la
emergencia mas comprensible de la idea de limite matematico.

4. 0Jué superencias lo harin usted al agricultor para eerear el terreno ¥ que aproveche de

manera fptima el alambre disponible?
| |
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Figura 5: Cuestionario diligenciado por el grupo N° 2

En este caso, podria suponerse que la situacién problema enmarcada en el contexto de la
agricultura brindé una variedad de fendmenos que fueron organizados por el objeto mental que
los estudiantes poseen sobre limite matematico, en el que el contexto sirvié como excusa para la
emergencia de un modelo mas formal en los estudiantes, o como lo diria Freudenthal, el contexto
usado como “intermediario, a menudo indispensable, a través del cual una realidad o teoria
compleja es idealizada o simplificada con el fin de volverla susceptible a un tratamiento
matematico formal.” (Freudenthal, 1991, p. 34)

Conclusiones y reflexiones

Como se puede evidenciar, los procesos de matematizacion que se dan en la situacion problema,
garantizan el surgimiento de una actividad argumentativa en los estudiantes, que intenta en este
caso, constituir el objeto mental de limite. Este acercamiento intuitivo del estudiante hacia el
concepto formal es de gran importancia para la EMR, ya que son fundamento para garantizar que
los estudiantes estan reemplazando précticas que trivializan la matematica, siendo sustituidas por
practicas mas significativas. Estos procesos en los que la matematica es redescubierta o
reinventada son los que tienen realmente un valor en los estudiantes, que desde la propuesta de
Freudenthal seria una forma de reinvencion guiada, en la que se usa el sentido comun, el
lenguaje cotidiano y las practicas empiricas para redescubrirlas y comprenderlas.
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“Para transformarlo en matemdtica genuina y para progresar, el sentido comun debe ser
sistematizado y organizado. Las experiencias del sentido comun cristalizan en reglas que se
transforman de nuevo en sentido comdn, pero en un nivel més alto, constituyendo asi la
base para una matematica de orden aun mayor, como en la constitucion de un objeto mental
gue en procesos mas avanzados de abstraccién llegaran a convertirse en conceptos
matematicos formales” (Freudenthal, 1991. Pag. 9)

Aqui el docente es agente fundamental para mediar entre las producciones informales de los
estudiantes y las herramientas formales ya institucionalizadas de la matematica como disciplina.
De esta manera, podemos concluir que los estudiantes presentan descriptores propios de una
matematizacion, donde el problema es abordado desde un contexto puramente matematico,
trasponiendo los resultados obtenidos en este contexto al problema del agricultor; mientras que
reconocen los alcances y limites de sus descubrimientos en las implicaciones del problema
original. En este proceso de matematizacion se hace evidente un proceso de exploracion de
diferentes modelos que posibilitan la solucion del problema, abordados desde la reflexion, y
finalmente se presentan procesos de formalizacién cuando concluyen proposiciones dentro de la
matematica, aplicables a la situacion misma.

En este caso, ciertos anunciamientos concluyentes que hacen los estudiantes en su discurso
argumentativo cuando resuelven la situacion problema, podrian considerarse aspectos que
formalizan y muestran un acercamiento subjetivo al concepto de limite matematico; por ejemplo,
cuando refieren que “dos figuras diferentes con el mismo perimetro no tienen la misma darea” 0
“Cuando la cantidad de vértices en un poligono regular tiende al infinito, su area se acerca a la
de un circulo con el mismo perimetro del poligono regular, la cual a su vez es el &rea maxima que
se pude construir ”; son proposiciones que logran descubrir y generalizar dentro de la matematica
pero que han sido suscitadas por la situacién problema misma cuando trabajan en procesos de
matematizacion de la misma.
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La Matemadtica es una de las disciplinas cientificas con mayor aplicabilidad en distintos
campos de estudio, aun en aquellos que en el imaginario social no estan relacionados, entre ellos
el arte y en particular la Musica (Aceff, y Lluis-Puebla, 2006). Este trabajo propone el abordaje
interdisciplinario entre aspectos que vinculan conceptos matematicos, con nociones de la fisica
del sonido y las bases de la teoria musical. Se busca, por un lado, “algebrizar” la musica desde la
Teoria de Grupos y, por otro, “musicalizar” funciones con el Analisis Arménico incorporando
elementos de la fisica del sonido (Contreras de la Fuente, Diez Bedmar y Pacheco Torres, 2007).
Como resultado, surge una propuesta para enriquecer la ensefianza-aprendizaje de ciertos
conceptos matematicos para docentes y alumnos del Profesorado en Matematica y carreras
afines. La misma, fue sintetizada en un Taller dictado en el marco de las Il Jornadas de
Ensefianza de la Matematica en 2017, en la Universidad Nacional de Salta (Argentina), titulado:
“Matematica, Fisica y Musica. Una orquestacion interdisciplinar” (Moya, Monaldi y Villagra,
2017), de nueve horas de duracion distribuidas en tres dias.

Con metodologia ludica, se procur6 un aprendizaje por descubrimiento, analogia y
aproximacion, facilitando a los asistentes recursos tecnologicos tales como videos, instrumentos
musicales, teclado virtual y el software MATLAB. Tras una introduccion audiovisual y debate
sobre la formacion de la escala pitagorica y las relaciones de proporcion entre notas, se busco la
“construccion” matematica formal de las notas musicales a distintas octavas por Relaciones de
Equivalencia (RdE) entre numeros reales. Esto permitié definir un isomorfismo entre las notas
musicales y dichos nimeros: asi, por ejemplo, sin importar en qué octava se encuentran, las
infinitas notas DO (C) estan en la misma clase de equivalencia. Analogamente, mediante teclado
virtual, se introdujo la nocion de Intervalos Musicales, para luego construirlos a través de RdE.
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Posteriormente, a partir de conceptos basicos de fisica ondulatoria, se pudo incorporar la
representacion de sonidos mediante funciones sinusoidales de distinta frecuencia y extension,
estableciendo el rango de frecuencias audibles. Se enfatiz6 que las notas musicales de la escala
pitagorica se asocian a frecuencias especificas. En esta instancia cobrd sentido aquel nimero real
designado a una nota que surgia como representante de las clases de equivalencia; éste no habia
sido elegido al azar, pues resulta ser la frecuencia de estas funciones. Se establecid la relacién
entre la extension de las funciones y las figuras musicales (duracion de la nota); por ultimo, se
introdujo la idea de timbre explorando el sonido de una nota en distintos instrumentos.
Formalmente, se lo vincul6 con la forma de la funcion que representa el sonido: una suma de
sinusoides de distintas frecuencias, peso y amplitud (la fundamental y sus armonicos). Como
aliado tecnoldgico, el software MATLAB posibilitd programar, a través de comandos sencillos,
las notas musicales a partir de distintas sinusoides, permitiendo visualizarlas y sonificarlas.

La incorporacion de los conceptos matematicos, fisicos y musicales involucrados permitid
a los cursantes, como actividad final, construir un fragmento de pieza musical (cuidadosamente
elegida) a través de una funcion definida por ramas y sonificarlo en MATLAB. Por ejemplo, una
de las consignas del Taller pide construir la escala musical con sus frecuencias correspondientes,
a partir de C=261 Hz. Asi obtuvieron, entre otras, que la nota RE (D) corresponde a (9/8)C.
Luego, se pide modelizar un fragmento musical a partir de su partitura (“Imagine” de John
Lennon, “Feliz Cumpleafios”, entre otros). La Figura 1, muestra la funcion por ramas planteada
para “Feliz Cumpleafios”, donde T representa la duracion prefijada de la Negra, y € una
variacion pequefia de tiempo que indica una “respiracion”.
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Figura 1. Funcion por ramas y partitura de “Feliz Cumpleafios”.

La sonificacién y visualizacion mediante software, permitié conjugar los aspectos
principales del Taller, convirtiendo a la computadora en una suerte de “instrumento musical”.
Como resultado de la experiencia, el 80% de los asistentes sonificaron un fragmento musical,
uno de los objetivos principales del trabajo. No obstante, la complejidad de los temas abordados
fue un obstaculo didactico que generd conflictos metacognitivos en los asistentes, brindando
variables a tener en cuenta para futuros cursos.
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La intencion de este poster es presentar los adelantos de una investigacion que se enmarca
en el proceso de formacion de maestros en el pregrado de licenciatura en matematicas y fisica de
la universidad de Antioquia (Colombia). En dicha investigacion los profesores en formacién
reconocieron algunas problemaéticas que presentan los estudiantes de una Institucién Educativa
de la ciudad de Medellin (Antioquia), los cuales se relacionan con la falta de comprensién de
fendmenos fisicos y modelos matematicos en la clase de fisica; ademas, la escasa relacion entre
la parte formal y fenoménica de la ciencia. El resultado de la falta de relacion entre estos dos
ultimos “termina en una falta de compresion tanto del concepto fisico, como del modelo
matematico, de tal forma, que no se llega nunca a la elaboracion de una vision del mundo fisico”
(Ayala, Garzon & Malagén, 2007, p.40).

Formalizar, afirman Arca y Guidoni (1987), quiere decir dar una forma definida y
esquematizada a algo. El tipo de formalizacion que para esta investigacion interesa es en la que
existe y se reconoce una estructura formal que permita definir y esquematizar un fenémeno en
términos de esta estructura. Por ejemplo, la geometria elemental puede considerarse como el
sistema formal de relaciones y formas abstraidas de lo concreto para entender nuestras
percepciones del mundo espacial (Ayala, Garzon & Malagon, 2007). En particular, para la fisica,
la estructura matematica permite formalizar fenémenos fisicos para analizarlos y comprenderlos.
En ese sentido, un modelo matematico es resultado de la formalizacion.

En correspondencia con la idea anterior, esta investigacion se fundamenta en dos aspectos.
El primero aspecto es la modelacion, de la cual se asume una vision desde la mirada de Blomhgj
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y Hoff (2006); es decir, como una préactica que dinamiza el proceso de ensefianza y aprendizaje y
establece una relacién entre el mundo real y la matematica. Los documentos rectores de
Colombia para el area de ciencias naturales plantean la importancia de dar al estudiante la
posibilidad de entender y describir su acontecer fenomenico, donde es justamente la modelacion
una de las estrategias que permite a los estudiantes construir y hacer uso de modelos para dar
cuenta de su realidad (MEN, 1998). El segundo aspecto que fundamenta la investigacion es la
actividad cientifica escolar, entendida como un proceso de atribucién de sentido al mundo
natural, de manera similar a la actividad que realizan los cientificos, asunto que posibilita la
capacidad de pensar el mundo con teorias (Izquierdo-Aymerich & Aduriz-Bravo 2005; Paz,
Mérquez & Aduriz-Bravo, 2008). La actividad cientifica escolar promueve la construccién o uso
de modelos mediante el pensamiento, la accion y el lenguaje (I1zquierdo-Aymerich & Addriz-
Bravo, 2005).

Finalmente, la investigacion define como objetivo identificar modelos que planteen los
estudiantes en torno a fendmenos fisicos en actividades experimentales y asi dar cuenta de la
modelacién como préctica de ensefianza y aprendizaje que posibilita la relacion entre la parte
formal y fenoménica de la ciencia.
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Resumen

Esta investigacion propone el disefio de un Objeto Virtual de Aprendizaje (OVA)
sustentado en los elementos que propone la Teoria de las Situaciones Didacticas:
aprendizaje por adaptacion, intencidon, medio, acciones, retroacciones, interpretacion,
validacion e institucionalizacion del saber. En particular a través del disefio de
tallerescon la herramienta del software dindmico GeoGebra;se busca que los
estudiantes de secundaria grado octavo puedan experimentar, representar, visualizar,
conjeturar en un contexto matematico mediante la interaccion en un OVA.Se afirma
que el OVA es una estrategia donde sepotencia el desarrollo de procesos
matematicos, puesto que sin mayor intervencion directa del profesor y mediante el
progreso de actividades matematicas permite el paso a paso por niveles para lograr la
comprension de objetos matematicos para descubrir propiedades y caracteristicas
propias del saber matematico, particularmente referidas al desarrollo de Pensamiento
Algebraico (PA).

Palabras clave: OVA, TSD, modelo didactico, Pensamiento Algebraico, TAC,
procesos matematicos.

Introduccion

El surgimiento delsiglo XXI haestado marcadopor la incursion en la era digital donde el
lenguaje y pensamiento surgen de formadiferente; la comunicacion entre estudiante y profesor
varian en comparacion condécadas atras; se habla denativos e inmigrantes digitales y conello
ciertas caracteristicas en comun. La gran mayoria de estudiantes nacidos en este siglo son
nativos digitales, le gusta las multitareas, los proceso paralelos, recibir informacion de forma
inmediata, prefieren los graficos y no los textos, les gusta trabajar en red y por la red
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demostrando mayor efectividad. Parafraseando a (Prensky, 2011); el proceso de formaciéon no
les atrae y manifiestan con facilidad su desinterés, optan por la rebeldia y no valoran el tenor de
la experiencia del profesor. Pero esto permite en cuento a la ensefianza de matematicas realizar
cambios paraapuntar a formar seres matematicamente competentes con capacidades para
desenvolverse en la sociedad del conocimiento; al igual que aprovechar las bondades ofrecidas
por el uso de las tecnologias digitales en los procesos de ensefianza y generar mayor impacto de
aprendizaje en los estudiantes. En este caso se busca a través del disefio de actividades con
tareas especificas en el software dinamico GeoGebrabajo el enfoque de la Teoria de las
Situaciones Didacticas (TSD), que los estudiantes puedan experimentar, representar, visualizar,
conjeturar y hacer uso de la matematica en un contexto matematico. Esto mediante la
interaccion en un “Objeto Virtual de Aprendizaje” OVA como una estrategia didactica de
refuerzo donde se potencia el desarrollo del pensamiento matematico enfatizando en el
pensamiento variacional y espacialmediante el desarrollo de los procesos matematicos. Por
tanto, se pretende validar un OVA que potencie los procesos matematicos en estudiantes de
secundaria tomando como fundamento la Teoria de las Situaciones Didactica mediante el disefio
y andlisis de actividades en un software de geometria dinamica para dar respuesta a la pregunta:
(Qué procesos matematicos logran potenciar estudiantes de secundaria cuando interactian con
un OVA disefiado con base en la Teoria de Situaciones Didacticas?En repuesta, se hace una
mirada a la incursion del uso de la tecnologia y las bondades ofrecidas a la ensefianza de la
matematica y sus aportes a la Educacion Matematica.

El OVA: una estrategia que responde a las necesidades de la era digital

En los ambitos internacional y nacional el estudio de la ensefianza de la geometria y el algebra
en la escuela ha sido un tema de interés y la tecnologia ha ido incursionando; segtin la National
Council ofTeacherofMathematics (NCTM, 2000, por su sigla en inglés) en su texto Principios y
Estandares de la Educacion Matematica, el cual fue traducido por la sociedad andaluza
THALES, alli se define la tecnologia como el sexto principioanteponiéndose la igualdad, el
curriculo, la ensefianza, el aprendizaje y la evaluacion, y se determina la tecnologia como un
factor esencial que influye en la matematica que se ensefia y potencia aprendizaje. Pero no se
trata de incluir la tecnologia como dinamismo de la ensefianza sino como una accion de
regulacion de procesos donde el profesor gestiona y organiza estructuras con una intencion de
ensefiar un saber matematico; la intencidn es enseflar mas y de mejor manera, en términos de
Lozano (2011) no es equipar a los estudiantes en el manejo de las Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacién (TIC), sino utilizarlas con fines pedagogicos, gestionarlas para
lograr mayor impacto de aprendizaje es por esto que este trabajoseaborda las TIC sino las
Tecnologiasdel Aprendizaje y el Conocimiento (TAC).

En efecto en el OV A se retoma lo planteado por Brousseau (2007) y a partir de una
situacidn a- didactica se busca responder un problema mediante la interaccion entre intencion
(propuesta por el profesor en la actividad) y el medio; el estudiante realiza una accioén que le
permita resolver el problema, seguidamente valida su resolucion y en caso de no ser acertada
genera una nueva estrategia de solucion “retroaccion”, producto de esta situacion a-didactica se
genera un conocimiento y se dice que el estudiante aprendio y con esto que se realizo un
proceso que se modificaron los conocimientos. Sin embargo, aiin no finaliza su aprendizaje
puesto que posteriormente se genera una situacion didactica donde se institucionaliza el saber.
Como lo menciono Acosta, Monrroy y Rueda (2010) el conocimiento es diferente al saber. El
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conocimiento personal y contextualizado, mientras que el saber es impersonal y
descontextualizado, es por esto por lo que se requiere una situacion didactica donde el profesor
le permita de una forma guiada, pero con poca intervencion realizar la validacion. La validacion
es uno de los momentos mas importantes, pero no es el resultado, el profesor debe garantizar la
oportunidad de determinar sus aciertos o desaciertos, equivocarse y buscar la autocorreccion a
partir de formulacion de proposiciones y validarlas; en consecuencia, la validacion permite
relacionar la ensefianza (proyecto del profesor) con el aprendizaje (proyecto del estudiante)
(Margolinas, 1993).

La incursion de la era digital al proceso ensefianza aprendizaje

Parafraseando (Prensky, 2011) el nativo digital manifiesta que no presta atencion y opta
por la rebeldia porque el proceso de formacién no les atrae, no les motiva, no despierta el interés,
puesto que para ellos todo es valorado a tenor de la experiencia. Razén por la cual nativos e
inmigrantes digitales deben buscar puntos de equilibrio para poder hacer posible un proceso
ensenanza- aprendizaje agradable donde la tecnologia sea una herramienta que facilite no solo
desde el punto atractivo, sino a través de la simulacién de fendémenos se evidencie los procesos
de experimentacion, visualizacion, comprobacion y validacion de saberes, en consecuencia, se
habla de la importancia de romper barreras de comunicacion digital y generar un acercamiento
entre nativos e inmigrantes de tal forma que se pueda hablar la misma lengua.

Los profesores en su cotidianidad abogan por un lenguaje pedagogico y tradicional,
mientras que los estudiantes por un lenguaje digital. El nativo digital es tan visual que puede
pasar hasta 10 horas sin preguntar, no porque no lo requiera sino porque lo prefiere asi, afirma
Prensky. Es asi como cada vez mads se requiere practicas pedagogicas que le brinden al estudiante
la posibilidad de trabajar en equipo, en red y tengan un alto de contenido visual que le permita
generar un aprendizaje con un lenguaje propio de su época.

Como nos dice Gertrudiz, F., Duran, J., Gamonal, R., Galvez, M. y Garcia. F. (2010) los
roles han cambiado y es imposible que el conocimiento lo adquieran de una sola o de un grupo
determinado, se vive en la inmediatez, se afirma que cada vez es mas tenue el lapso que
transcurre en el momento que el conocimiento es adquirido y el momento que el conocimiento es
absoluto. Las técnicas de aprendizaje se han trasladado a la red y por la red donde a través de la
interaccion con un ordenador se relaciona, se comunica, pone en juego sus habilidades en forma
creativa, explora y hace posible su actualizacidon constante.

Competencia matematica

En la literatura de la Educaciéon Matematica ha revisado lo correspondiente a ;Que
ensefiar? ;Como enseflar?una matematica contextualizada en si misma y en otras ciencias, donde
los contenidos no sean mas que el pretexto para ensefiarla y su objetivo principal sea desarrollo
del Pensamiento Matematico (PM) a través del progreso de los procesos matematicos. Ser
matematicamente competente requiere procesos, capacidades y contenidos y competencia es “la
capacidad para formular, emplear e interpretar las matematicas en distintos contextos, incluye el
razonamiento matematico y la utilizacion de conceptos procedimientos, datos y herramientas
matematicas para describir, explicar y predecir fenomenos” (Pisa, 2012, p. 25). Por otro lado, el
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MEN(1998) determina la triada para ensefiar matematica: procesos, contenidos y contexto; de
igual forma THALES (2013) definen 10 estandares para lograr una sociedad con capacidad para
pensar y razonar matematicamente con conocimientos y destrezas matematicas.

Desde esta mirada en cuanto a la ensefianza de la matematica ha realizado diferentes
cambios que permiten ir ajustando el curriculo para responder a dichas necesidades y apuntar a
formar seres matematicamente competentes con capacidades para desenvolverse en la sociedad
del conocimiento. Pero existe la preocupacion de ensefianza matematica con la rigurosidad que
exige, esto ha llevado a realizar un debate alrededor sobre la pertinencia y como lograr el rigor
de una manera de fAcil acceso. Un ejemplo de ello es lo planteado por investigadoras reconocidas
en la incursion de las tecnologias en la ensefianza de la matematicas. (Hoyles, 2015), quien
argumenta que una manera de lograr la rigurosidad de la matematica y su proceso amplio es el
uso de la tecnologia digital disefiada adecuadamente, de igual forma plantea que no se puede
apreciar ni valorar lo que no se conoce; es asi como no se debe considerar que la matematica es
una caja negra cerrada dificil de abrir de demasiada complejitud para hacerlo, pues la matematica
es reconocida por su importancia y la ciencia y la tecnologia estan en deuda con ella, porque
aportes realizados por la matemadtica han permitido su avance. (Artigue, 2011) coincide con el
planteamiento anterior; al dar un uso adecuado a la tecnologia se pueden generar la cosificacion
de objetos matematicos en forma directamente manipulable y de la visualizacién y simulacion de
fenémenos.

Desarrollo del Pensamiento Algebraico

Abordar tematicasrelacionadas a la ensefianza del algebra es un poco tedioso, puesto que
se ha visualizado estrictamente para hacer el cambio de los procedimientos numéricos a los
procedimientos con numeros y letras, esto ha hecho ha generado un poco de desinterés por parte
de los estudiantes y con ello su poca o nulo comprension de su estructura de pensamiento. Se
desconoce que se debe buscar promover la construccion de un conocimiento matematico a través
de la ensefianza de objetos matematicos que promuevan:

e La construccion de conocimiento matematico definido por propiedades y
estructuras propias

e El desarrollo histdrico epistemologico del algebra evidencia su importancia en el
desarrollo de Pensamiento Matematico.

e La matematica requiere el paso por diferentes niveles para lograr la comprension
de objetos matematicos

El abordaje del algebra en el grado octavo no debe ser el paso de la aritmética, sino debe
ser un proceso que permita entender las matematicas a través de caminos particulares de
pensamiento, que incluye el andlisis de relaciones entre cantidades,el reconocimiento de
estructuras, el estudio del cambio, lageneralizacion, la prueba y la prediccion(Cai& Knuth,
2011). Para tal fin un contexto tecnologico gestionado permite abordar la ensefianza con
interaccion de objetos matematicos de una forma que puede llegar a procesos de generalizacion
de estructuras algebraicas propias para continuar en el aprendizaje no solo del {algebra sino del
calculo y sus aplicaciones.
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Método

Metodologicamente esta investigacionse desarrolla desde un enfoque cualitativo, disefio
de investigacidon-accion a la luz de lo planteado por Hernandez et al (2014). Por tal razén se
realiza en tres fases. Inicialmente se caracteriza la poblacion, se define el disefo de las
actividades y se plantearan los aprendizajes esperados para organizar los saberes y la forma de
plantearlos desde el OVA. Una segunda se implementacion de las actividades y se analizan los
datos obtenidos y finalmente se interpretan, se analizan los datos a la luz de la TSD y se
determina un plan de mejora.

A continuacion, en la cuadro se muestra la estructura del disefio, aplicacion y evaluacion
del OV A hipotético el cual tiene como objetivo valorar las bondades y determinar las pautasde
mejora para el OVA refinado

/‘ Marco conceptual
e Cientificos: Epistemologico,

cognitivo, didactico.

/
[ |Antecedentes > Especificos: teoria de las

\ situaciones didacticas,

aprendizaje por adaptacion

Aprendlzaje significativo.

Modelo didacti ico o

e
B : ___,_,—

Disefio de un OVA genérico

—

Caracterizacion o =
ety Disefio e i 5 £ M| Implementacidn
implementacidn metodologia

tecnologia Medir

i TR

Modelo didactico que sustenta la construccion, desarrollo y evolucion del OVA

Figural: OVA alaluz de la TSD
Fuente: Autor

Para este trabajo se tiene como hipdtesis que la interaccion del estudiante y un OVA construido
desde el marco teodrico de la didéactica de las matematicas, potencia el desarrollo de procesos
matematicos; en este caso particular asociados al desarrollo del Pensamiento Algebraico, desde
esta mirada se determina el OVA como una variable independiente y los procesos matematicos
como una variable dependiente. Por definicion operacional con la aplicacion del OVA se
determinara el nivel de desempefio en el manejo y apropiacion del conjunto de los recursos
digitales, utilizados en diversos contextos con un propdésito educativo y como segunda medida
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de ser matematicamente competente es decir con el nivel de desempefio en la capacidad para
formular, emplear e interpretar las matematicas en distintos contextos, al igual que el
razonamiento matematico y la utilizacion de conceptos, procedimientos, datos y herramientas
matematicas, para describir, explicar y predecir fendmenos.

Resultados

Al revisar la literatura y el contexto institucional se puede apreciar que el colegio Técnico
Vicente Azuero del municipio de Floridablanca Colombia, se cuenta con la infraestructura
tecnologia, con el apoyo de las directivas de la institucion para intervenir el curriculo e
matematicas e implementar nuevas practicas pedagogicas, sin embargo se presenta algunas
dificultades como la resistencia de algunos pares, padres de familia y estudiantes.

Un primer avance en la investigacion fue caracterizar la poblacion de los estudiantes del
grado octavo del Colegio Técnico Vicente Azuero, cuyas edades promedio es 13 afios en un
rango de 11 a 16 afios; se determina que la gran mayoria de estudiantes, experimentan un gusto
por la tecnologia, tiene elementos en casa, pero no les gusta hacer actividades relacionadas con
el aprendizaje de las matematicas, puesto que un 66% el uso dado al internet no es acceder al
conocimiento.

Algunas conclusiones

El Ova es una estrategia que permite no solo tener los contenidosen la red e interactuar con
ellos, sino permite tener un aula inclusiva que evidencie el avance de los estudiantes en un
proceso de ensefianza aprendizaje. Aunque en este caso solo se pretende validar un Ova de
refuerzo a la clase de matematicas, le va a permitir al estudiante tener un profesor personalizado
en horarios distintos al encuentro presencial con el profesor.

Los procesos de comunicacion entre profesores y estudiantes cada vez son mas distantes,
teniendo en cuenta que los estudiantes tiene caracteristicas propias de los nativos digitales en los
cualesles gusta pocointeractuaren la presencialidad y los profesores a pesar de dar pasos
agigantados para romper el analfabetismo digitalpor sus caracteristicas propias son solo
inmigrantes digitales.

El OVA permite el dialogo permanente entre el software, el profesor y estudiante a pesar
de no estar en una presencialidad, la actividad matematica tiene un componente de
experimentacion, otro de visualizacion y otro de razonamiento, por lo tanto, se puede decir que
se busca que el estudiante sea competente en la medida que evidencie la matematica en un
contexto determinado(tecnoldgico) y pueda formular, emplear e interpretar con la utilizacion de
saberes propios de la matematica.

La inmediatez es una realidad que se vive en la comunicacion de los nativos digitales y se
corre el riesgo de perder la motivacion con una gran facilidad, por lo tanto,el disefio de
actividades matematicas debe ser enriquecidas con saber matematico en un lenguaje digital de tal
forma que prendan y con ello se mantenga la comunicacion.
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Resumen

Este tallertiene como objetivo presentar situaciones y problemas matematicos que
permitenponer en acciéon conocimientos matematicos y habilidades tales como
experimentar, conjeturar, modelar, probar, comunicar, etc. Ademas, se expondran
metodos de gestion de clases, que permiten el fomento de actitudes tales como:
abordar de manera flexible y creativa la busqueda de soluciones, demostrar
perseverancia y rigor en la resolucion de problemas, trabajar en equipo en forma
responsable y proactiva y desarrollar una actitud critica.En este trabajo es parte de los
resultados de nuestras investigaciones sobre el estudio en el aula problemas en
matematica discreta y su trasposicion didactica en clases a través de las Situations de
Recherchepour la Classe (SiRC).

Palabras clave: Resolucion de problemas, problemas abiertos, juegos combinatorios,
Desarrollo de habilidades en Matematica, Desarrollo de actitudes, dificultades de
aprendizaje.

Contexto y antecedentes

Una de las preocupaciones sociales relativa a las ciencias, es la desafeccion de los
estudiantes hacia el area cientifica que se complementa, ademas, con los bajos resultados que
obtienen los alumnos en estas areas a medida que avanzan es su escolarizacion (SIMCE, 2016a;
Hall, 2012). Se ha apuntado como posible causa, al tratamiento que se le da en clases a las
disciplinas asociadas, es decir, Fisica, Quimica, Biologia y Matematica. En efecto, tal como
plantea Hall (2012), generalmente estas disciplinas son estudiadas como entes complejos,
orientadas hacia el aprendizaje de nociones y procesos mas abstractos que palpables. A lo
anterior se suma la imposicion de contenidos curriculares que dejan al alumno con poca o
ninguna oportunidad de participar en la planificacion de su propia formacion (Connors-
Kellgren, Parker, Blustein, Barnett, 2016).
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De esta manera, atin siguen imperando en las areas cientificas, los tradicionales métodos de
ensenanza y aprendizaje: clases muy tedricas, poco participativas, ademas de inflexibles, que
lejos de atraer y estimular, aburren, desmotivan y extirpan la motivacion por las ciencias
(Ouvrier-Buffet, 2011; Colipan, 2016). Estos factores, nos lleva a reflexionar sobre otro
elemento importante: la gran distancia que existe entre el contenido de las practicas escolares y
la realidad de la investigacion cientifica y si nos enfocamos a la matematica esto se hace mucho
mas evidente En efecto, tal como plantea Houdement (2008) y Dias (2014) es usual concebir las
matematicas como una ciencia que se articula en forma de algoritmos y aplicaciones de la teoria
y que la posibilidad de experimentar actividades cientificas se restringe a las ciencias de la
naturaleza y por supuesto alejadas de las matematicas.

Sin embargo, el caracter experimental de la ciencia esté inscrito en el proceso de resolucion
de problemas en la cual experimentar estd en interaccion con otras acciones como proponerse
nuevos problemas, verificar hipotesis/conjeturas, etc... Y en este sentido el caracter experimental
de las matematicas siempre ha estado presente y, es mas, para experimentar en matematica no se
necesita herramientas muy complejas, un lapiz y un papel pueden ser suficientes.

Practicar una actividad cientifica en matematica consistiria entonces en tratar de resolver
un problema (que seria el objeto central de la actividad) a través de la puesta en marcha de
diferentes acciones, no necesariamente en orden y que eventualmente podrian repetirse, tales
como: Proponer nuevos problemas, experimentar, conjeturar, modelar, probar, comunicar, entre
otros (Godot 2006; Durrant-Guerrier 2010; Colipan y Grenier, 2017).

En consideracionde lo expuesto anteriormente, practicar la actividad cientifica en
matematica in se y per se en el ambito escolar, podria permitir una articulacién armoniosa entre
conocimientos (saber), habilidades (saber-hacer) y actitudes (saber ser).

La investigacion que se llevo a cabo, se apoyo sobre dos objetos de estudio: El modelo
Situations de Recherche Pour la Clase y problemas derivados de la matematica discreta.

Marco tedrico
JPorqué la Matematica discreta?

La matematica discreta, es un area de la matematica pertinente para trabajar con todo tipo
de publico. En efecto, la matematica discreta es el origen de situaciones que se contemplan en
actividades de divulgacion, en olimpiadas o concursos matematicos y, es mas, posee una rama
llamada teoria de Juegos.

Otro atractivo de esta drea de la matematica es que ofrece la posibilidad de proponer
problemas que implican conceptos y nociones de facil acceso para todos. Ademas, ella se sirve
de otras areas de la matematica tales como geometria, algebra, logica, teoria de conjuntos, teoria
de nimeros, combinatoria, entre muchas otras.

La matematica discreta se encuentra casi ausente en gran parte de los programas de estudio
a nivel mundial, y Chile no es la excepcion, pero esto le da un estatus especial. En efecto, tal
como sefiald Rolland (2000) “El hecho que las matemdticas discretas no sean estudias en el
plano escolar pueden jugar a su favor, de esta manera no es posible amarrar el problema a una
nocion ya estudiada, por lo que guarda un atractivo por su cardcter novedoso, que pude ser
incluso considerado como ludico”

Todo lo anterior, es respaldado por numerosas investigaciones que revelan la pertinencia
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de esta area, de hecho, el International Congress on Mathematical Education(ICME) posee un
grupo de estudio permanente sobre matematica discreta y sus implicaciones en el aula. Entre
estos trabajos podemos destacar a Goldin, Epstein, Schorr y Warner (2011); Rosenstein (2014);
Lockwood y Gibson (2016); Ferrarello y Mammana (2017); Colipan (2018); Hart y Martin
(2018), entre otros.

El modelo Situations de recherche pour la classe (SiRC)

El modelo SiRC, es el modelo de situacion en la cual nos apoyaremos para simular una
actividad cientifica en matematica (Grenier et payan, 2002; Ouvrier-Buffet, 2009; Grenier, 2012;
Colipan, 2016). Este dispositivo didactico, creado por la Federacion de investigacion francesa
Maths a Modeler, tiene las siguientes caracteristicas:

La situacion debe inscribirse en una problematica de investigacion profesional. El
enunciado debe ser llamativo, de facil acceso y no debe estar formalizado en términos puramente
matematicos. Los métodos de resolucion no deben estar sefialados, el problema debe poder ser
abordado a través de variadas pistas, es decir, debe dejar la posibilidad de utilizar multiples
estrategias de resolucion.Los conocimientos escolares elementales deben ser suficientes para
entender y entrar en la situacion, y dominio conceptual en el cual se enmarca, aunque no sea muy
familiar, debe ser de fécil acceso para que sea posible tomar facilmente posesion de la situacion.
Una vez resuelto un problema de la situacion, este debe reenviar a nuevos problemas.Las
variables de la situacion estan a disposicion del alumno y no del profesor (como en el caso de las
variables didacticas de Brousseau). En una SiRC estas variables son llamadas “variables de
investigacion”.

El objetivo de las SiRC es producir respuestas a interrogantes que nacen de una situacion
llamada problematica. La diferencia con otros métodos tales como “problem-solving”
(Schoenfeld, 1985), “situaciones-problemas” (Douady, 1984), “problemas abiertos” (Arsac,
Germain y Mante, 1988), las “situaciones adidacticas” (Brousseau, 1998), radica en que: no hay
necesariamente una respuesta final al problema inicial, los conceptos matematicos que estan en
juego no estan programados y no son restrictivos a priori, ellos estan al servicio del problema y
su soluciodn, es decir no existe necesariamente una nocién o concepto matematico especifico a
ensefiar, ni la ejercitacion de un técnica o método visto durante una clase y es la prueba o
demostracion el unico medio de validacion a cargo de los alumnos.

Los aprendizajes esperados en una SiRC son aquellos ligados al saber tranversal, que son
agrupados a través de la tripleta (problema, conjetura, prueba). De esta manera, el transito entre
cada uno de estos elementos moviliza habilidades que constituyen la actividad cientifica en
matematica tales como:

Problema-conjetura: Reformular el problema con sus propias palabras, plantearse
preguntas, simular la situacidn, imaginar relaciones con problemas conocidos, dividir el
problema en problemas mas simples, modificar los datos del enunciado, buscar regularidades,
formular hipdtesis.

Conjetura-prueba: Organizar las etapas de la resolucion, crear argumentaciones, estudiar
las relaciones de dependencia entre los objetos del problema, crear una notacion pertinente,
estudiar todos los casos, utilizar contra-ejemplos, razonar por deduccién, razonar por induccion,
razonar por condicidn necesaria y suficiente, efectuar demostraciones por lo absurdo, confrontar
los resultados con las conjeturas.
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Prueba-Problema: Controlar los resultados obtenidos evaluando pertinencia en funcion del
problema estudiado, verificar que se han contemplado todas las soluciones, dar forma a una
solucion, comunicar un resultado o pregunta que queda pendiente, argumentar y justificar
resultados, utilizar resultados para resolver otros problemas. comunicar y convencer.

Los transitos durante el proceso de resolucion de una SiRC, forma parte de las
herramientas para el andlisis de la produccion y actividad de alumnos, inmersos en la resolucion
de un problema de tipo SiRC.

Resultados obtenidos en la investigacion

En esta investigacion utilizamosuna metodologiade tipo cualitativa basada en una
ingenieria didéctica (Artigue, 2011). La ingenieria didactica es una metodologia de investigacion
de origen francés cuya caracteristica principal es su esquema experimental basado en la
concepcion, realizacion y andlisis de secuencias de ensefianza. El registro esta basado en el
estudio de casos y la validacion es esencialmente interna, fundada en la confrontacion entre el
andlisis a priori y a posteriori (Godino, Batanero, Contreras, Estepa, Lacasta, Wilhelmi, 2013).

La experimentacion se realizé con 50 alumnos cuyas edades fluctuaban entre los 10y 14
afios. Los resultados demostraron que, el estudio en clases de problemas matematicos con
caracteristicas de tipo SiRC, estarian favoreciendo la integracion de las diferentes dimensiones
de la matematica. Creemos que implementar esta metodologia al contexto educacional puede
enriquecer la percepcion que se tiene de la matematica y paliar asi las diferencias que existe entre
el tratamiento de la matematica en el aula y la matematica como disciplina cientifica. En
particular, por el hecho de que los problemas, generalmente, no se sitian en el campo numérico,
estas pueden llevarnos a desprender la matematica del calculo, poniendo en valor el
razonamiento y la actividad cientifica como criterios significativos de una actividad matematica.

Metodologia que se utilizara en el taller

El taller estard organizado en dos etapas, cada una de ellas se articulara la exposicion del
relator con el trabajo practico de los participantes.

La primera etapa consiste en dar respuesta a un problema matematico, poniendo énfasis en
el proceso de investigacion, resolucion de problemas, andlisis, interpretacion, sintesis de
informacion y comunicacion de resultados. Para esto, consideraremos como resultados: la
obtencion de soluciones particulares (minimo resultado), métodos de construcciones locales y
globales (procedimientos para la obtencion de soluciones), enunciado de conjeturas locales (de
casos particulares) o conjeturas globales (propias a un sub-problema), pruebas o demostraciones
globales y locales.

La segunda etapa consistira en analizar las condiciones necesarias para la gestion en el aula
de las situaciones estudiadas

Reconocimiento

Trabajo realizado en el marco del proyecto de investigacion, 72090110. De la Comision
Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONICYT), Chile
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Resumen

Esta experiencia pedagogica, propone un abordaje de la ensefianza de la geometria
analitica usando tecnologias digitales, para tal fin se utiliza como medio de
representacion el software de geometria dinamico “GeoGebra” y sus bondades de
experimentacion, visualizacién y comprobacion. En particular se pretende abordar
los objetos matematicos de Circunferencia y Parabola desde un todo relacionando los
tres conceptos: geomeétrico, gréafico y expresion algebraica a partir de la resolucién
de problemas. Para tal fin en este taller se pretende aportar al discurso del profesor
elementos pedagdgicos, tecnoldgico y disciplinar para la ensefianza de las secciones
conicas con ayuda del sistema de representacion de la geometria dindmica. En
consecuencia, se pretende incentivar en el uso de las Tecnologias del Aprendizaje y
el Conocimiento (TAC).

Palabras clave: Circunferencia, Parabola, TAC, Tecnologias digitales, Resolucién de problemas.
Pensamiento Matematico.

Introduccion

Responder a interés de los estudiantes donde el uso de tecnologias en su cotidianidad es
relevante, las tareas repetitivas de procedimiento los aburre y la inmediatez de la informacion les
permite acceder a ella con facilidad, ha generado cambios de concepcidn en la ensefianza de la
matematica, puesto que en el ciberespacio se encuentra cualquier cantidad de contenidos, sin
embargo saber utilizar e identificar la pertinencia de los mismos solo es posible cuando se tiene
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conocimiento sobre ellos y para tal fin se requiere tener un saber matematico y este solo se logra
en la medida que el individuo realice procesos de manipulacion de objetos matematicos
contextualizados. Desde esta mirada se ha planteado una experiencia pedagogica en el nivel
media donde a través del uso de las tecnologias digitales el estudiante avanza en su proceso de
aprendizaje construyendo sus concepciones y con dicha mediacion entre la interaccion con el
medio (GeoGebra), trabajo individual, socializacion con sus pares y acompafiamiento del experto
logra institucionalizar saberes.

El uso de tecnologias digitales en la ensefianza de la matematica

Desde el siglo pasado se ha abordado el uso de las Tecnologias de la Informacién y la
Comunicacidn (TIC) en la ensefianza de las diferentes disciplinas y en la matemaética no ha sido
la excepcion, es asi como la comunidad cientifica de la Educacion Matematica tanto
internacional como nacional ha ahondado en temas que competen a ;Cémo ensefiar objetos
matematicos usando tecnologias? ¢Qué objetos matematicos se pueden ensefiar usando
tecnologia? ¢ Para qué utilizar las tecnologias en la ensefianza de la matematica? Investigadoras
como Artigue (2011), manifiesta que el uso adecuado de la tecnologia genera la cosificacion de
objetos matematicos en la medida que el estudiante puede manipular, visualizar y simular
fendmenos; de igual forma desde los afios 80°s como investigadora ha incursionado en
influenciar en la construccién de micro curriculos donde se incorpore las tecnologias al proceso
de ensefianza de las matematicas.

En Colombia el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) ha impulsado proyectos y
estrategias que favorezcan el uso de las tecnologias en la escuela. Para la ensefianza de la
matematica en el afio 2000 se impulsé el proyecto incorporacion de las nuevas tecnologias al
curriculo de matematicas en educacion bésica y media (MEN, 2000), este proyecto impact6 a 17
departamentos y 3 distritos capitales y fue liderado por profesores de las facultades de
universidades; Se pretendia incursionar en el uso de las TIC en el aula de matematicas con el
objetivo de mejorar practicas pedagdgicas para hacer cambios sustanciales al curriculo de las
matematicas. Particularmente en el departamento de Santander, fue coordinado por la Escuela de
Matematicas de la Universidad Industrial de Santander, lo cual generd la consolidacion del grupo
de investigacion en Educacion Matematica EDUMAT-UIS. Desde ese momento buscamos
enriquecer el discurso del profesor que orienta matematicas para mejorar practicas pedagogicas
usando tecnologias digitales.

TICo TAC

Las TIC han ido incursionando a pasos agigantados en los diferentes ministerios, en
Colombia desde el afio 2009 se cred su ministerio y ha pretendido hacer interdisciplinariedad con
los demas ministerios. Un ejemplo de ello es que mancomunadamente el Ministerio de
Educacion y el Ministerio de las tecnologias y las comunicaciones con alianzas, se ha equipado
algunas instituciones educativas con laboratorios digitales, cobertura de red, tabletas, tableros
digitales, televisores, video beam entre otros aparatos tecnolégicos. De igual forma los
estudiantes son nativos digitales y tiene mayor destreza en la utilizacién de la tecnologia en
comparacion con sus profesores, ellos piensan y procesan informacion significativamente distinta
(Prensky, 2011) Pero saber manejar la tecnologia es tener los herramientas para responder a lo
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operativo que se requiere para su funcionamiento, pero saber utilizarla con fines educativos para
mejorar procesos de ensefianza son dos cosas distintas. Lo primero con facilidad se logra ya que
los estudiantes son nativos digitales, pero ha sido tarea de los profesores y las instituciones de
educacion superior trabajar al respecto, para aplicar en el manejo las Tecnologias del
Aprendizaje y el Conocimiento (TAC).

Por esto se manifiesta de las TIC a las TAC, las primeras su objetivo son el manejo y
operatividad de las tecnologias, las segundas en utilizar las tecnologias con objetivos puntuales
académicos, para generar procesos de ensefianza con utilizacion de las tecnologias de tal forma
gue permita ensefiar una disciplina de mejor forma con el objetivo de aprender mas.

La ensefianza de objetos matematicos usando tecnologias digitales

En la medida que el estudiante se apropie de trabajo Matematico y las bondades que le
ofrece el software de GeoGebra, su actividad matematica esta enriquecida con la
experimentacion, la visualizacién de objetos matematicos con propiedades determinadas por el
saber acompafiado de un razonamiento matematico. Pero para esto se requiere ir avanzando por
niveles de compresion, un ejemplo de ello es que se aborda la tematica de circunferencia con el
siguiente problema. Dado un punto A poner 20 puntos que se encuentre a igual distancia de
dicho punto. A partir de ahi el estudiante inicia su experimentacion y con ello sus primeras
conjeturas, seguidamente sin intervencion directa del profesor el determina infinitos puntos con
una propiedad; que el punto fijo se encuentra en el centro determinando un lugar geométrico que
se llamara circunferencia. Posteriormente a través de preguntas guiadas determina los elementos
de la circunferencia y con ayuda del software navega entre las diferentes representaciones
grafica, algebraica y geométrica y finalmente realiza la practica de aplicacion en diferentes
contextos.

Un segundo problema es dado una recta y un punto exterior a ella construir 20 puntos que
estén a la misma distancia de ellos. Para resolver el problema se requiere utilizar la mediatriz y la
perpendicular, resultado de ello es el lugar geométrico que llamamos parabola. Luego se
identifica las relaciones algebraicas de acuerdo con la posicién que tiene el punto y la recta con
sus diferentes representaciones graficas. Por la interaccion con GeoGebra se pueden visualizar la
representacion algebraica diferente. Luego se hace el proceso inverso, es decir dada una
expresion algebraica de una parabola, hallar la gréafica encontrando el vértice, foco, directriz.

Método

Determinar el método utilizado es hacer un abordaje desde dos miradas, uno desde el
trabajo realizado como CoP en pro del proyecto ensefianza aprendizaje de las matematicas
usando tecnologias digitales y otro como se aborda los objetos matematicos en el aula de clase.

Desde la CoP Tecnologias se busca incentivar la investigacion accion en el ciclo
formacion, aplicacion y reflexion y para tal fin se busca enriquecer el discurso Matematico
Escolar dME de profesor que orienta matematicas mediante el encuentro semanal para compartir
experiencias y plantear y replantear practicas pedagogicas. Parafraseando a Wenger (2001), las
Comunidades de Préactica CoP son grupo de personas que comparten intereses comunes y
profundizan su conocimiento mediante la cosificacién de saberes. Para tal fin se plantean los
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interrogantes ¢coémo abordar los objetos matematicos usando tecnologias digitales?, pero no se
trata simplemente de utilizar las tecnologias en cuanto sino cumplir con el objetivo didactico
desde la Educacion Matematica, por lo tanto, no se pretende solo manipular GeoGebra, seguir un
procedimiento o experimentar clases para intentar reproducirlas, sino discutir el disefio de
practicas pedagdgicas; interiorizar los elementos tecnolégicos que permiten hacer posible ver un
objeto matematico no estatico sino con movimiento, pedagogicos que a la luz del saber
matematico se tenga elementos comunicativos para expresar lo que la matematica requiere para
ser ensefiada y finalmente retomar las propiedades y conceptos propios de la matematica que
hacen posible que el objeto matematico tenga razon de ser en el proceso de ensefianza
aprendizaje.

Producto de las reflexiones realizadas en la CoP se disefian y aplican talleres. Para este
caso los experimentados con los estudiantes del Colegio Técnico Vicente Azuero del grado
décimo temética secciones conicas. Cada uno de los talleres tiene inmerso una didactica
determinada de la siguiente forma: situacion problema, experimentacion, socializacion,
conceptualizacién y aplicacion. A partir de una situacién problema el estudiante interactta con el
medio que en este caso es GeoGebra, experimenta para dar solucién a dicho problema, realiza
conjeturas y saca sus conclusiones; en esta fase los estudiantes consignan sus apreciaciones para
poder leerlas en grupo. Terminada esta fase experimentacion se pone en comun sus primeras
conjeturaciones; mediante la socializacion se determina sus aciertos y desaciertos; el profesor es
mediador donde pone el juego su capacidad de hacer preguntas que permita que el estudiante
valide los aciertos propios y del par, recicle sus desaciertos para que pueda verificar la validez
del conocimiento matematico. Producto de la conjeturacion de aciertos y desaciertos con la
mediacion del experto en guiar la discusion se realiza la institucionalizacion del saber donde el
estudiante generaliza y conceptualiza el objeto matematico. Finalmente, el estudiante resuelve
nuevas situaciones de aplicacion donde requiere saber matematico de los objetos presentados.

Un tercer momento es el de la reflexién, el cual es consecuencia de los dos anteriores y
genera un nuevo inicio. En este caso la experiencia pedagdgica se encuentra en su segunda
version. Como se menciond anteriormente el proyecto lleva una trayectoria alrededor de dos
décadas y hace 2 afios se pretendié plantear un proyecto para la media de tal forma que a partir
de los resultados de las pruebas saber 9, se hiciera una intervencion y revisar los resultados de las
pruebas saber 11. En una primera version se hizo un analisis general puesto que los resultados de
las pruebas saber 9 eran grupales; uno de los resultados obtenidos es que los dos grupos
intervenidos con el uso de tecnologias se evidencié mayor nivel de desarrollo de Pensamiento
Matematico, en cuanto el avance en el aula de clase y en resultados cuantitativos el 45% de los
estudiantes que clasificaron en la estrategia del MEN Ser Pilo Paga correspondieron a los 2
grupo intervenidos con el proyecto, a pesar de ser 8 grupos en total los ofrecidos por la
institucion.

Algunas conclusiones

Al retomar un poco de la historia durante un par de décadas se ensefio la matematica desde
el trazo de las graficas con hojas milimetradas y de forma dirigida se hacian dibujos de las
secciones conicas, no censura este metodo de representacion porque permitia al estudiante hacer
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una idea y con ayuda de su imaginacion podia verificar sus propiedades. Pero al abordar la
ensefianza de los objetos matematicos correspondientes a las secciones cénicas usando GeoGebra
como medio de representacion permite visualizar propiedades y razonar. La representacion que
se utilice responde a las voluntades del individuo, pero identificar propiedades matematicas es
ajeno a la voluntad, se requiere refinar el saber matematico y la tecnologia tiene objetos
diferentes a la voluntad del individuo que permite hacer y observar lo que pasa e identificar las
propiedades producto de su experimentacion e interaccion. En respuesta el uso de GeoGebra en
la ensefianza de las secciones conicas ha permitido mejorar la actitud de los estudiantes frente al
aprendizaje de las matematicas, puesto que se les hace mas dindmica y le permite al estudiante
corroborar sus conjeturas y dado el caso buscar otra alternativa de solucion.

Al abordar la tematica le permite al estudiante experimentar, observar comportamientos,
conjeturar, volver a experimentar y concluir con validez. Resolver el problema planteado con
ayuda de GeoGebra le permite comprobar la valides de sus razonamientos, por lo que se afirma
que el uso de tecnologias digitales permite no solo al estudiante sino al profesor determinar
propiedades y conceptos matematicos con mayor claridad y precision. Al poder visualizar la
construccién (conserva las propiedades a la prueba del arrastre) de modelacion de la situacion
problema planteada permite la conjeturacion de ideas matematicas y su comprobacion, la
organizacion y analisis de datos con mayor experticia, la precision de calculos analiza
comportamientos, esto conlleva a relacionar los tres conceptos geométrico, grafico y algebraico;
en consecuencia, se puede decir que se visualiza, razona y modela con mayor facilidad.

En particular se puede decir que los objetos matematicos no cambian, pero al introducir el
movimiento en las representaciones permitir cambiar la forma de preguntar para abordarlos y con
ello se mejora el discurso del profesor que orienta el area de matematicas lo que conlleva a
buscar mejores elementos que hagan posible no solo ensefiar matematicas sino lograr mayor
impacto en el aprendizaje de las matematicas en los estudiantes del siglo XXI.
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Resumo

O fisico italiano Enrico de Fermi' se tornou conhecido pela resolugdo de problemas
por estimativas. Estimar significa fazer um calculo aproximado acerca de uma
quantia ou uma grandeza. O propodsito desta pesquisa qualitativa € estudar problemas
que envolvam algum processo de estimativa para chegar a resposta, também
chamados de problemas de Fermi. A fundamentagdo tedrica estd ancorada no estudo
da metodologia de resolug@o de problemas e da teoria da aprendizagem significativa.
A utilizacdo dos problemas de Fermi, que permeiam as ciéncias, com um enfoque no
raciocinio 16gico-matemaético, permite a interdisciplinaridade em sala de aula e torna
a aprendizagem mais significativa.

Palavras chave: resolugdo de problemas, estimativas, problemas de Fermi,
interdisciplinaridade, aprendizagem significativa.

Introducao

Em muitas situag¢des do cotidiano, precisa-se saber apenas uma estimativa de certa
quantidade, ndo se faz necessdrio obter o valor exato. Consideremos uma situa¢ao hipotética em
que se noticiou a quantidade de vinte mil pessoas presentes em uma manifestacdo em praga
publica. Como € possivel avaliar quantas pessoas estdo presentes em determinado evento? Em
situagdes como essa, ndo importa se na manifestacdo havia 15478 pessoas ou 24567 pessoas,
espera-se apenas um valor aproximado.

Como se estima a drea desmatada de uma determinada floresta? A quantidade de
explosivos necessdria para demolir determinado edificio? Ou até mesmo a quantidade de dgua
armazenada em uma represa? Essas e diversas perguntas recebem respostas aproximadas que
podem ser obtidas por meio de estimativas. Além desse tipo de estimativa, envolvendo grandezas

" Enrico Fermi viveu entre 1901 e 1954. Suas contribui¢des mais importantes foram no campo da fisica
nuclear e da teoria quantica: recebeu o Prémio Nobel de Fisica por sua contribuicdo ao desenvolvimento
da energia nuclear. No entanto, mal recebeu o prémio, Fermi foi forcado a deixar a Itdlia e se converteu
ativamente como pesquisador na Universidade de Chicago. Atualmente, um dos laboratérios de fisica
mais importantes do mundo leva o nome de Fermi Lab (pr6ximo a Chicago). Fermi foi membro da equipe
que ficou conhecida com o nome de Projeto Manhattan, e que desenvolveu a bomba atdmica em Los
Alamos, Novo México.
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A resolucdo de problemas por estimativas

que aparecem naturalmente no nosso dia a dia, nas Ciéncias Exatas, a estimativa proporciona um
grande auxilio na resolu¢do de problemas.

Ha diversas maneiras de se realizar uma estimativa. Uma maneira de estimar o resultado de
um problema com nimeros grandes € pensar em problemas similares, com nimeros pequenos. A
multiplicac@o € bastante utilizada para respostas estimadas, dividindo-se o todo em grupos iguais
e multiplicando-se a quantidade de elementos pela quantidade de grupos. A comparacdo é
também muito utilizada na estimativa de alturas, comprimentos, dreas e volumes, ou seja,
conhecendo-se a altura, o comprimento, a drea ou o volume de um objeto se pode estimar, com
certa precisdo, o comprimento, a altura, a drea ou o volume de outros objetos comparando-os
com o conhecido. Conhecendo-se a capacidade total de um recipiente parcialmente cheio, pode-
se usar a no¢do de metade e de um quarto para estimar o quanto sobra.

Batista & Mozolevski (2010, p. 44) consideram que “uma das tarefas do cientista é de
aprimorar sua capacidade de fazer estimativas a priori da ordem de magnitude de determinada
grandeza, antes de fazer um exame detalhado, seja do ponto de vista tedrico ou experimental”.
Afirmam ainda que Enrico Fermi, um fisico italiano que viveu entre 1901 e 1954, introduziu
uma pratica muito comum entre os fisicos de hoje que € a “fisica do verso de um envelope”, isto
€, antes de resolver um problema que envolva cédlculos complicados € necessério obter
estimativas cujos célculos possam ser realizados no verso de um envelope (Batista &
Mozolevski, 2010).

As estimativas estdo presentes em cdlculos de nosso cotidiano em contextos diversos. Em
pesquisas diversas, as estimativas sdo apontadas como importantes em sala de aula para que o
estudante possa perceber que a Matemadtica nao € feita somente por resultados “‘exatos”, mas
também de elaboracio de argumentos, aproximacdes, raciocinios e justificativas (Fontanive,
Klein & Rodrigues, 2012).

De acordo com Smoothey (1998, p.7), “uma estimativa é um palpite inteligente. Ndo é um
nimero qualquer escolhido a esmo, mas um nimero baseado na observacao e no raciocinio”.
Expressdes como “cerca de”, “aproximadamente”, “mais do que”, “quase”, entre outras, indicam
que se trata de uma estimativa. Estimar significa opinar a respeito de algo de que ndo se tem
certeza, fazer um célculo aproximado acerca de uma quantia ou uma grandeza, como por
exemplo, estimar a idade do Universo, estimar a quantidade de pessoas em um show, o nimero
de manifestantes em um evento, o nimero de 4tomos que compdem um corpo € o nimero de

bactérias em uma determinada amostra.

Os cientistas, as vezes, fazem essas estimativas antes de optar por métodos mais
sofisticados para obter respostas especificas. A capacidade para estimar o tamanho ou a
probabilidade de diversas quantidades € til nas ciéncias, bem como em muitos outros
empreendimentos, para fornecer uma verificagdao aproximada de cdlculos mais exatos; fornecer
uma verificag@o dos resultados da investigac@o; obter estimativas das quantidades quando outros
recursos ndo estdo disponiveis; obter estimativas das quantidades que sdo dificeis de medir com
precisdo; obter estimativas de quantidades para as quais ndo exista uma previsao tedrica firme.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) brasileiros também destacam a importancia
das estimativas:

A estimativa constrdi-se juntamente com o sentido numérico e com o significado das
operacdes e muito auxilia no desenvolvimento da capacidade de tomar decisdes. O
trabalho com estimativas supde a sistematizacdo de estratégias. Seu desenvolvimento e
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aperfeicoamento dependem de um trabalho continuo de aplicagdes, construgdes,
interpretagdes, andlises, justificativas e verifica¢des a partir de resultados exatos. Desde
as primeiras experiéncias com quantidades e medidas, as estimativas devem estar
presentes em diversas estratégias que levem os alunos a perceber o significado de um
valor aproximado, decidir quando e conveniente usi-lo e que aproximacao e pertinente a
uma determinada situagdo, como, identificar unidades de medida adequadas as grandezas
(Brasil, 1997, p. 77).

No Brasil sdo poucos trabalhos envolvendo estimativas e/ou problemas de Fermi. Um
exemplo € o trabalho de Livi (1990) que em seu artigo trata da representa¢do de pequenos e
grandes nimeros como poténcias de base 10 e defende que professores e estudantes devem ser
encorajados a fazer estimativas numéricas de qualquer espécie. Sugere para isso, a resolucio de
problemas de estimativas e fornece diversos exemplos de problemas que podem ser trabalhados
com estudantes, os quais se classificam como problemas de Fermi.

Sriraman & Knott (2009) argumentam que os problemas de Fermi que estdo diretamente
ligados ao cotidiano sdo mais significativos e oferecem mais possibilidades pedagdgicas que
exercicios intelectuais. Defendem o uso dos problemas de Fermi que envolvem estimativas do
consumo de dgua doce, o consumo de combustivel, o desperdicio de alimentos, a quantidade de
lixo produzido, entre outros, que além de desenvolverem o raciocinio, levam a uma consciéncia
critica sobre o uso consciente dos recursos naturais.

Autores de livros didaticos também propdem problemas de Fermi em suas obras. Torres
(2013) em sua obra “Fisica: ciéncia e tecnologia”, voltada para o Ensino Médio, propde um
topico intitulado “Ordem de grandeza — estimativa de valores™ o qual inicia com trés problemas
que se classificam como problemas de Fermi: “Vocé tem ideia de quantas gotas de dgua sdo
necessdrias para encher uma piscina olimpica? Quantos graos estdo contidos em um pacote de 5
kg de arroz? Quantos passos um atleta dard durante uma maratona?” (Torres, 2013, p. 46). Os
autores discorrem sobre a importancia de resolver problemas desse tipo, porém, ndao propde
estratégias para resolvé-los e ndo propde que os estudantes os resolvam, apenas os utilizam como
motivagao para tratar de ordem de grandeza.

Diante do exposto, compartilha-se uma investigacao inicial sobre problemas que envolvam
estimativas ou problemas de Fermi?, fundamentando-se no estudo da metodologia de resolugo
de problemas e da teoria da aprendizagem significativa.

Fundamentacio tedrica

Os sistemas nacionais de avaliagdo da educagdo bésica brasileira, como o Exame Nacional
do Ensino Médio (Enem), junto com os sistemas de avalia¢do internacional, como o Programme
for International Student Assessment (Pisa), cada vez mais t€m exigido dos estudantes a
competéncia para resolu¢do de problemas, e ndo somente em Matematica.

O Enem, por exemplo, traz em sua matriz de referéncia, no eixo cognitivo, comum a todas
as dreas de conhecimento, que o estudante deve enfrentar situacdes-problema, ou seja,

* Trata-se de um recorte do Projeto de Pesquisa “Problemas de Fermi — fazendo estimativas com poucas
informacdes”, apoiado pela Pré-reitoria de Pesquisa, Inovagao e P6s-graduagdo do Instituto Federal de
Educacio, Ciéncia e Tecnologia Sul-rio-grandense — [FSul, por meio do Edital PROPESP N° 05/2018,
sob registro PE0506180818/059.
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selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e informagdes representadas de diferentes
formas, para tomar decisdes e enfrentar situagdes-problema.

Conforme Schoenfeld (1985), a resolu¢do de problemas possibilita aos estudantes
mobilizar conhecimentos e desenvolver a capacidade para gerenciar as informagdes que estdo em
seu alcance. Assim, os estudantes terdo oportunidade de ampliar seus conhecimentos acerca de
conceitos e procedimentos, bem como de ampliar a visdo que tém dos problemas, da
Matematica, do mundo em geral e desenvolver sua autoconfianca.

Dante (2000) assinala o trabalho com resolu¢@o de problemas como a principal forma de se
alcancar os objetivos em sala de aula, entre eles, o de fazer o estudante pensar produtivamente.
Acrescenta que, por meio da resolugdo de problemas, € possivel desenvolver, no estudante, a
iniciativa, o espirito explorador, a criatividade, a independéncia e a habilidade de elaborar um
raciocinio légico e fazer uso inteligente e eficaz dos recursos disponiveis, para que ele possa
propor boas solugdes as questdes que surgem em seu cotidiano. O autor destaca ainda:

Mais do que nunca precisamos de pessoas ativas e participantes, que deverdo tomar
decisdes rapidas e, tanto quanto possivel, precisas. Assim, é necessdrio formar cidadios
matematicamente alfabetizados, que saibam como resolver, de modo inteligente, seus
problemas de comércio, economia, administracdo, engenharia, medicina, previsao do
tempo e outros da vida didria (Dante, 2000, p. 15).

Dante (2000) também sugere que devemos propor aos estudantes varias estratégias de
resolucdo de problemas, mostrando-lhes que ndo existe uma Unica estratégia, ideal e infalivel.
Cada problema exige uma determinada estratégia. A resolucio de problemas nao deve se
constituir em experiéncias repetitivas, através da aplicacdo dos mesmos problemas (com outros
numeros) resolvidos pelas mesmas estratégias. O interessante € resolver diferentes problemas
com uma mesma estratégia e aplicar diferentes estratégias para resolver um mesmo problema.
Isso facilitara a acdo futura dos estudantes diante de um problema novo. Dessa forma, em sala de
aula o professor pode trabalhar com as tentativas e os erros dos estudantes, observando o
caminho usado para chegar a solu¢c@o do problema. Essa observagao servird para compreender o
raciocinio dos estudantes e preparar as discussdes em torno da resolugdo desses problemas, com
o intuito de conceber processos de resolucao diferentes dos ja aprendidos.

Segundo Polya (1978), o professor que deseja desenvolver nos estudantes o espirito
solucionador e a capacidade de resolver problemas deve incutir em suas mentes algum interesse
por problemas e proporcionar-lhes oportunidades de imitar e praticar. Para resolver e encaminhar
a solucdo de um problema, segundo Polya (1978), quatro etapas principais podem ser
empregadas: compreensdo do problema, construcao de uma estratégia de resolucdo, execucao de
uma estratégia escolhida e revisdo da solucao.

Quando o professor adota a metodologia da resolucao de problemas, seu papel serd de
incentivador, facilitador, mediador das ideias apresentadas pelos estudantes, de modo que estas
sejam produtivas, levando os estudantes a pensarem e a gerarem seus proprios conhecimentos.
Deve criar um ambiente de cooperacdo, busca, exploracdo e descoberta, deixando claro que o
mais importante € o processo € ndo o tempo gasto para resolvé-lo ou a resposta final. O professor
deve propor situagdes-problema que possibilitem a producdo do conhecimento, onde o estudante
deve participar ativamente compartilhando resultados, analisando reflexdes e respostas, enfim
aprendendo a aprender.
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Conforme Moreira (1999) a Teoria da Aprendizagem Significativa (TAS) ou Teoria da
Assimilacao de Ausubel € uma teoria cognitivista e construtivista que propde explicar o processo
de aprendizagem que ocorre na mente humana, através da organizagao e integracdo do material
de aprendizagem na estrutura cognitiva. A TAS considera necessdrias duas condi¢des para que a
aprendizagem ocorra de forma significativa: a disposi¢do do estudante para aprender e o material
didatico desenvolvido deve ser potencialmente significativo para o estudante, além de ser
construido a partir dos seus conhecimentos prévios. “Novas ideias e informagdes podem ser
aprendidas e retidas, na medida em que conceitos relevantes e inclusivos estejam adequadamente
claros e disponiveis na estrutura cognitiva do individuo e funcionem, dessa forma, como ponto
de ancoragem as novas ideias e conceitos” (Moreira, 1999, p. 152).

Para Moreira & Masini (2001), o aprendizado abrange conceitos novos e também
modificagdes na estrutura cognitiva representada pela interacdo entre conhecimentos assimilados
e os conhecimentos pré-existentes dos estudantes. A esse conhecimento prévio, que sofre
interacdo com o novo conhecimento aprendido, Ausubel dd o nome de “subsungor”. A
aprendizagem ocorre quando uma nova ideia ou conceito ancora-se em conhecimentos
preexistentes na estrutura cognitiva do individuo. Ausubel considera o armazenamento de
informagdes na mente humana como sendo hierarquicamente organizado, resultado de
experiéncias sensoriais do individuo. Pensando-se em estimativas numéricas, por exemplo, se o
estudante sabe qual o consumo mensal de dgua de sua familia, este conceito serviria de
subsuncor para fazer uma estimativa numérica de consumo de dgua de seu municipio, de seu
estado ou pafs.

O processo de ancoragem € o aspecto fundamental da teoria de Ausubel. De acordo com
Moreira & Masini (2001), novas ideias se relacionam com o que o estudante ja sabe e com isso
surgem novos significados. No entanto, para que isso ocorra, a relacdo dessas novas ideias com o
conhecimento prévio do estudante deve se dar de modo “substantivo” e “ndo arbitrdrio”, ou seja,
um novo conhecimento nao serd alocado de modo arbitrdrio na estrutura cognitiva, ele estard
interligado com o conhecimento ancora, como se fosse uma continuacao e, além disso, que o
estudante consiga resolver problemas com pequenas variagdes comparando-se com aqueles que
lhe foi apresentado, ou ainda, o estudante que aprende um contetido de modo substantivo, serd
capaz de compreender casos cujas estruturas sejam diferentes da forma como foi assimilado,
sendo capaz de aplicar o conhecimento para outras situacoes.

Ausubel considera também que, para que a aprendizagem seja significativa, o material a
ser aprendido deve ser “potencialmente significativo”. Ou seja, tenha significado para o
estudante e que o estudante “manifeste disposic@o favordvel” para aprender de maneira
significativa. Para que isto ocorra, recomenda o uso de organizadores prévios que sirvam de
ancora para a nova aprendizagem e levem ao desenvolvimento de conceitos subsuncores que
facilitem a aprendizagem subsequente (Moreira & Masini, 2001). Os organizadores prévios sao
materiais apresentados aos estudantes antes do préprio conteido a ser aprendido, como por
exemplo, um experimento, uma imagem, um texto introdutdrio ou questionamentos, buscando
instigar o estudante a compreender o contetido. E uma estratégia que se pode utilizar para
manipular a estrutura cognitiva criando um elo entre o conhecimento prévio e o contetido a ser
aprendido, ou seja, busca mostrar ao estudante a relac@o entre o contetddo e o seu conhecimento
prévio. Ausubel recomenda o uso de problemas para se procurar evidéncias da aprendizagem
significativa, porém alerta que resolver problemas envolve habilidades que muitas vezes estao
além dos contetdos trabalhados.
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Dessa forma, a aprendizagem significativa se torna importante, pois o conhecimento é
retido por mais tempo pelo estudante, a aprendizagem € facilitada e, além disso, o conceito que
foi aprendido e esquecido pode ser relembrado com mais facilidade. Nesse contexto, o papel do
professor seria identificar o que o estudante ja sabe organizar no conteido a ser aprendido de
modo que trabalhe primeiramente os conceitos mais inclusivos, com maior subsun¢do com o
conhecimento prévio do estudante, e utilizar recursos adequados, como a metodologia de
resolucdo de problemas, para que a aprendizagem seja significativa.

Problemas de Fermi

Em 1945, de acordo com Navarro (2013), Fermi conseguiu estimar de maneira muito
precisa, a for¢ca da bomba atdmica que foi detonada no Teste Trinity. A bomba, desenvolvida
por Fermi e outros cientistas do Projeto Manhattan, foi estimada em 10 kt (quiloton), um valor
bem proximo do real que hoje se tem conhecimento, que é 20 kt. Para tal estimativa, Fermi
rasgou uma folha de papel em pedagos pequenos. Quando sentiu o primeiro tremor da onda de
choque se espalhando pelo ar, ele lancou os fragmentos de papel acima de sua cabeca. Esses
papeis se agitaram para baixo e para longe da nuvem em forma de cogumelo que estava se
formando no horizonte, caindo cerca de dois metros atrds dele. Depois de breve cédlculo mental,

Fermi concluiu que a energia liberada pela bomba seria o equivalente a um milhdo de toneladas
de TNT.

Na década de 1950, Fermi estimou a quantidade de afinadores de piano que havia em
Chicago (Navarro, 2013). A solugdo para este problema envolveu a tomada de alguns
pressupostos, e a multiplicagdo dos fatores. Primeiro, considerou-se algumas hipdteses:

a) Existem aproximadamente nove milhdes de pessoas morando em Chicago.

b) Existem, em média, duas pessoas morando em cada casa em Chicago.

¢) Uma casa em vinte possui um piano que € afinado regularmente.

d) Pianos que sdo afinados regularmente, em média, sdo afinados uma vez ao ano.

e) Um afinador de piano leva, em média, duas horas para afinar um piano, contando a
viagem.

f) Cada afinador de piano trabalha oito horas por dia, cinco dias na semana e cinquenta
semanas ao ano.

Logo, para calcular o nimero de afinadores, primeiro, descobriu-se quantas afinacdes de
piano sdo feitas por ano:

2000000 de pessoas Gl—casas que possuem piano [ afinagdo do piano/ano = 225000 afina¢des/ano.

2 pessoas/casa 20
Em seguida, calcularam-se quantas afinacdes de piano cada afinador de piano faz em um ano:

50 semanas/ano [ dias/semana [8 horas/dia

- =1000 afina¢des de piano/afinador de piano.
2 horas/afinagéao

Dividindo-se, o primeiro resultado pelo segundo, chegou-se ao nimero de afinadores de
piano na cidade de Chicago:
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225000 pianos afinados/ano

: : - - =225 afinadores de piano em Chicago.
1000 afina¢des de piano/afinador de piano

Na época, o nimero verdadeiro de afinadores de piano era cerca 290 afinadores. Isso
mostra que o nimero estimado era compativel com o real. Portanto, Fermi considerou alguns
dados sobre a populacdo de Chicago e estimou a quantidade de afinadores de piano, valendo-se
das operacdes de multiplicacdo e divisdo.

Inspirados nos problemas de Fermi, estudantes da Educacdo Basica podem ser desafiados
com as seguintes perguntas:

- Vocés seriam capazes de dizer com que velocidade cresce nosso fio de cabelo? E nossas
unhas? Que estratégias vocés utilizariam para fazer tal constatacio?

- Quais as consequéncias fisicas, geogréficas e sociais se 0s anos bissextos nunca
existissem?

Nesse sentido, essa investigacao segue com a utilizagdo da metodologia de resolucdo de
problemas no estudo, criacdo e resolugdo de problemas de Fermi, bem como, no
desenvolvimento de uma sequéncia diddtica com problemas de estimativas para estudantes do
Ensino Médio.

Consideracoes finais

Esta comunicacao se prop0s a refletir sobre a resolu¢do de problemas que envolvam algum
processo de estimativa para chegar a resposta, também chamados de problemas de Fermi.
Apresentaram-se dois problemas cldssicos de Fermi, um sobre a bomba atomica e o outro
relacionado ao nimero de afinadores de piano em Chicago. Obviamente que ninguém espera que
diante de um problema de Fermi o estudante responda com um niimero exato. Mas também,
estimar ndo € chutar. Tao ou mais importante do que determinar a resposta, € avaliar o processo
ou estratégia utilizada de estabelecer uma estimativa para a resposta. Tao melhor serd sua
estimativa, quanto mais ricas forem suas consideracdes de varidveis e dados utilizados para o
problema em questao.

Fundamentando-se no estudo da metodologia de resolucio de problemas e da teoria da
aprendizagem significativa, aponta-se que a utiliza¢do dos problemas de Fermi, que permeiam as
ciéncias, com um enfoque no raciocinio l6gico-matemaético, permite a interdisciplinaridade em
sala de aula e uma aprendizagem mais significativa.

A resolugdo de problemas por estimativas possibilita aos estudantes desenvolverem
diferentes estratégias para resolver problemas com éxito e que os mesmos reflitam sobre sua
resolucdo, ndo se preocupando apenas em chegar a uma solugdo. Outro aspecto positivo da
utilizacao de problemas de Fermi € a possibilidade de uma abordagem experimental para a
maioria dos problemas e o envolvimento de contetdos de diferentes dreas do conhecimento,
contribuindo para a superacdo do paradigma de ensino fragmentado. Além disso, a resolucio de
problemas por estimativas pode ser feita em grupos de trabalho, pois a medida que tecem
hipdteses para resolvé-los, os estudantes interagem para chegar a um consenso de como resolver
o problema. Dessa forma, pelo caréter desafiador e interdisciplinar dos problemas de Fermi,
desperta-se o interesse dos estudantes para resolu¢do de problemas e se possibilita uma
aprendizagem mais significativa.
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