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EDUCACION MATEMATICA EN LAS AMERICAS 2019
Presentacion

Para el Comité Interamericano de Educacion Matematica (CIAEM) es un placer y un honor
ofrecer a la comunidad educativa este Volumen de Educacion Matemdtica en las Américas
2019, en donde se pueden encontrar muy importantes insumos para comprender el
momento histérico que atraviesa la Educacién Matematica desde la perspectiva de las
Américas.

La XV Conferencia Interamericana de Educacion Matemdtica se realizé entre el 5y 10 de
mayo del 2019 en Medellin, Colombia. La Universidad de Medellin y la Universidad de
Antioquia fueron las organizaciones académicas anfitrionas del evento. Las sesiones
fueron realizadas en el campus de la Universidad de Medellin. Participaron 700 personas
provenientes de 25 paises de cuatro continentes: Europa, Asia, Africa y las Américas.
Participaron centenares de docentes en servicio de la ciudad de Medellin y del
Departamento de Antioquia.

Alrededor de 400 trabajos fueron presentados: conferencias plenarias y paralelas, mesas
plenarias, minicursos, sesiones tematicas, comunicaciones cortas, talleres y posters. Unas
50 personalidades del mayor nivel en la comunidad internacional de Educacion
Matematica expusieron sobre sus investigaciones. Entre ellas Jill Adler (Surafrica),
Ferdinando Arzarello (Italia), Salvador Llinares (Espafia), Yoshinori Shimizu (Japdn),
Michael Shaughnessy (EUA), Luis Rico (Espafia), Fidel Oteiza (Chile), Carlos Vasco
(Colombia), Carlos Sanchez (Cuba), Luis Carlos Arboleda (Colombia), Edwin Chaves (Costa
Rica), Nelly Ledn (Venezuela), Vilma Mesa (EUA). Aunque fisicamente no pudo estar
presente envid su contribucién en forma de video Ubiratan D’Ambrosio (Brasil). Los
trabajos dentro de la plataforma del congreso se pueden consultar en https://ciaem-
redumate.org/conferencia/index.php/xvciaem/xv/schedConf/presentations

La revisidn cientifica de todos los trabajos fue responsabilidad de un Comité Asesor
Internacional, un Comité Internacional del Programa y el Comité Ejecutivo del CIAEM. Se
conto con la coordinacion central de Directores de tema y la Direccidn de la plataforma
cientifica realizada por el académico Yuri Morales con el apoyo de la profesora Johanna
Mena (ambos de Costa Rica) y con la participacién voluntaria de muchisimos revisores
cientificos de muchos paises.

Este volumen incluye trabajos que fueron efectivamente presentados en ese congreso.

Expreso mi agradecimiento a todos los miembros de los comités cientificos, directores de
tema, revisores cientificos, y directores de la plataforma cientifica. También deseo
agradecer por su apoyo en el registro de este libro a Sarah Gonzalez y a la Pontificia
Universidad Catodlica Madre y Maestra en Republica Dominicana. Agradezco mucho a
todos los autores que decidieron compartir su trabajo en las instancias que abrimos


https://ciaem-iacme.org/
https://conferencia.ciaem-redumate.org/index.php/xvciaem/xv
https://ciaem-redumate.org/conferencia/index.php/xvciaem/xv/schedConf/presentations
https://ciaem-redumate.org/conferencia/index.php/xvciaem/xv/schedConf/presentations
https://conferencia.ciaem-redumate.org/index.php/xvciaem/index/pages/view/Comitescientificos
https://conferencia.ciaem-redumate.org/index.php/xvciaem/index/pages/view/Comitescientificos
https://conferencia.ciaem-redumate.org/index.php/xvciaem/index/pages/view/Comitescientificos
https://ciaem-iacme.org/comite-ejecutivo/
https://ciaem-iacme.org/
https://conferencia.ciaem-redumate.org/index.php/xvciaem/index/pages/view/directorestema
https://cemacyc.org/public/conferences/1/XVCIAEM/archives/descargas/Revisores_inscritos_XVCIAEM.pdf
https://cemacyc.org/public/conferences/1/XVCIAEM/archives/descargas/Revisores_inscritos_XVCIAEM.pdf

mediante la XV CIAEM. También a Yuri Morales quien técnica y formalmente generd este
volumen para su registro.

En las diversas dimensiones del congreso, de cuya realizacidn este libro es producto,
quiero aprovechar esta ocasidon para reconocer la valiosa contribucién de las
Universidades de Medellin y de Antioquia y al Comité Organizador Local de la XV CIAEM, vy,
ademas, agradecer al equipo humano del Proyecto Reforma de la Educacion Matemdtica
en Costa Rica que ha sido durante muchos afios un sostén crucial en la organizacion de
todos los eventos del CIAEM y de la Red de Educacion Matemdtica de América Central y El
Caribe; y en particular de este libro que hoy sacamos a la luz publica.

Este volumen es una parte del libro de Memorias completo (son 15 volumenes que se
pueden ver/descargar). Se ha respetado aqui la paginacion del libro completo. Y las
referencias deben hacerse con base en el libro y su paginacion. No es necesario indicar el
volumen especifico donde se cita pues esta es una version funcional al servicio de una
mejor visualizacion o descarga de este valioso material.

Invitamos a los lectores de este libro a promoverlo en sus diversas actividades de
docencia, investigacidon, extension y divulgacion en todos sus paises.

Con afecto

Angel Ruiz
Presidente
Comité Interamericano de Educacion Matematica

Presentacion del 17 de julio de 2024
Costa Rica
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Resumen

En este estudio, caracterizamos el pensamiento funcional que evidencian
alumnos de 2° de Educacion Primaria (7-8 afios). Ponemos de manifiesto la
capacidad de los alumnos para identificar estructuras y generalizar en el
contexto funcional del early algebra. Para ello, planteamos una tarea
contextualizada que involucra la funcién lineal y=x+4, en sus formas directa e
inversa durante entrevistas que realizamos tras un experimento de ensefanza.
Describimos las estructuras evidenciadas en ambas formas de la funcion y el
tipo de generalizacion que emplean los estudiantes. Destacamos que todos los
estudiantes identificaron una estructura adecuada de la forma directa de la
funcidn, mientras que, en la forma inversa, hubo mas dificultades. La mayoria
de las generalizaciones se producen al preguntarles explicitamente por la
generalizacion, tanto en la forma directa como la inversa de la funcion.

Palabras clave: pensamiento funcional, forma directa de una funcién, forma
inversa de una funcidn, estructura, generalizacion.

Antecedentes y marco tedrico

Existe un interés por el estudio del pensamiento funcional que promueve en las aulas el
estudio de regularidades, relaciones y propiedades matematicas para permitir a los alumnos de
edades tempranas explorar, predecir, modelizar, discutir y argumentar (Molina, 2009). La
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Estructuras y generalizacion de estudiantes de segundo de primaria

funcioén es el contenido matematico clave del pensamiento funcional siendo una regla que
establece la relacion entre dos variables que covarian (Thompson, 1994). El pensamiento
funcional se centra en la relacidon entre dos variables, siendo fundamental el estudio de
regularidades. La regularidad es lo que se repite y el reconocimiento de regularidades es
esencial para generalizar ya que, a partir de una regularidad observada, se busca una
regularidad que sea valida para mas casos (Polya, 1966). A través de la identificacion de la
regularidad entre valores concretos de ambas variables, se puede llegar a generalizar. Existen
investigaciones que exploran la generalizacion de estudiantes de Educacion Primaria en
contextos funcionales (e.g., Carraher y Schliemann, 2016; Pinto y Cafiadas, 2017a) pero son
escasos los estudios sobre como estudiantes de dicho nivel educativo perciben y generalizan la
forma inversa de una funcién en edades tempranas. Ambas formas de una funcion tienen
relacion con los roles que tiene cada una de las variables implicadas en situaciones
matematicas. Una misma variable asume el rol de variable independiente para la forma directa
y el de variable dependiente para la forma inversa, y viceversa. El estudio sobre como
interpretan los estudiantes ambas formas de la funcion aporta también informacion sobre el
desarrollo del pensamiento funcional. En este estudio proponemos una tarea que involucra la
funcion y= x+4. Se trata de una funcion lineal, que es recomendada para trabajar con
estudiantes de Educacion Primaria (Carraher y Schliemann, 2016). La nocién de estructura se
corresponde con la forma en la que se organiza la regularidad entre valores concretos de las
variables involucradas o la manera en que expresan la generalizacion (Pinto y Cafiadas,
2017a). Las estructuras pueden ser equivalentes desde el punto de vista semantico cuando
representan la misma situacion, aunque se expresen de forma diferente (English y Warren,
1998). Por ejemplo, x+4, x+2+2 y x+1+1+1+1 son expresiones semanticamente equivalentes.

Entre los investigadores que exploran la generalizacion de estudiantes de Educacion
Primaria en contextos funcionales, Torres, Cafiadas y Moreno (2018) en un estudio centrado en
las estructuras de la forma directa de una funcién y la generalizacion, analizaron las respuestas
de los estudiantes a varias cuestiones sobre un problema contextualizado que involucraba la
funcion lineal y =x+3. Los resultados muestran una variedad de estructuras identificadas por
los estudiantes durante los casos particulares, 4 tipos de estructuras diferentes. Los 6
estudiantes de 2° de Educacion Primaria de nuestro estudio, generalizaron verbalmente la
relacion involucrada. La mayoria generalizan la estructura correcta y emplean la misma
estructura para casos particulares y para el caso general; observandose coherencia en sus
respuestas y evidenciando capacidades en los estudiantes de 2° curso para identificar
regularidades entre variables y generalizar. Sin embargo, las estructuras que se corresponden
con cada una de las formas (directa e inversa de una funcion) son diferentes ya que la manera
de expresarlas es distinta. Pinto y Canadas (2017a) describen como 24 estudiantes de quinto de
Educacion de Primaria (10-11 afios) perciben la forma inversa al trabajar con un problema que
involucra una funcion. Concluyen que 10 estudiantes establecieron diferentes estructuras que
involucran las variables en la funcion inversa. Por otra parte, 5 estudiantes generalizaron esta
forma de la funcion. Son escasos los estudios sobre como estudiantes de Educacion Primaria
perciben y generalizan las formas inversas de las funciones y como lo hacen en comparacion
con su forma directa.

Las nociones de generalizacion y de estructura estan relacionadas y permiten caracterizar
el pensamiento funcional de los estudiantes. Para generalizar, se puede identificar la estructura
a partir de casos particulares. Asumimos que generalizar es pasar de lo particular a lo general y

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.
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Estructuras y generalizacion de estudiantes de segundo de primaria

en ver lo general en lo particular (Mason, 1996). Para fomentar esta abstraccion seguimos el
modelo de razonamiento inductivo de Canadas y Castro (2007). Partimos de situaciones que
involucran casos particulares y, observando regularidades, es decir, identificando la estructura,
se pretende llegar a la generalizacion. Diferentes autores distinguen entre distintos tipos de
generalizacion. Asumimos la tipologia identificada por Pinto y Cafiadas (2017b), quienes
distinguen entre generalizacion espontanea cuando la generalizacion se produce sin preguntar
explicitamente por ella y generalizacion inducida cuando se produce al preguntar por el caso
general. El disefio de las tareas o cuestionarios esperan su presencia en un momento mas tardio
dandose asi una generalizacion espontanea (Pinto y Cafiadas, 2017a). Nos centramos tanto en
la forma directa como en la forma inversa de una funcién pues se considera que genera mas
dificultades que la directa y nos ayuda a indagar en el desarrollo del pensamiento funcional
(MacGregor y Stacey, 1995). Nuestro objetivo general de investigacion es describir como los
estudiantes de 2° de Educacion Primaria perciben la forma directa e inversa de una funcion al
trabajar con un problema que involucra una relacion lineal en el contexto funcional del early
algebra. Nos centramos en 2° de primaria debido a que existen estudios previos que abordan la
funcion directa e inversa en edades cercanas pero no en este nivel de Educacion Primaria.
Abordamos dos objetivos especificos: (a) identificar las estructuras que evidencian los
estudiantes al generalizar la forma directa e indirecta de una funcién y (b) describir la
generalizacion con base en esas estructuras.

Método

Llevamos a cabo un estudio de tipo cualitativo y de caracter exploratorio y descriptivo.
Dentro del panorama de la investigacion de disefio desarrollamos un experimento de ensefianza
con sesiones de trabajo y entrevistas individuales (Steffe y Thompson, 2000). En este trabajo
nos centramos en la informacidn proveniente de una entrevista realizada a seis estudiantes al
final de las sesiones del experimento de ensefianza. Para alcanzar nuestros objetivos de
investigacion, describimos las diferencias observadas en cuanto a las estructuras identificadas
tanto en la forma directa como inversa de la funcién como también las generalizaciones
expresadas atendiendo a si son espontaneas o inducidas.

Participantes

Los sujetos de este estudio son seis estudiantes de segundo de Educacion Primaria (7-8
afios) en Espaiia a los que realizamos una entrevista individual semiestructurada. Sus
conocimientos previos son: nimeros del 0 al 399, comparacion de nimeros y operaciones de
sumas y restas con llevadas. Seleccionamos a estos estudiantes de un grupo de 24 al que
aplicamos un cuestionario inicial con preguntas donde se involucraba la funcion y=x+3 en
una tarea de generalizacion contextualizada. Segun las respuestas de los alumnos,
seleccionamos a seis de ellos, teniendo en cuenta las recomendaciones de la profesora y
segun hubiera avanzado en el proceso de generalizacion.

Instrumento de recogida de informacion

Cinco sesiones de trabajo constituyeron el experimento de ensefianza y fueron
videograbadas. Ademas hemos realizado unas entrevistas semiestructuradas individuales a los
seis estudiantes al finalizar las sesiones.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.
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Sesiones de clase

En cada sesion planteamos una tarea de generalizacion con contextos diferentes y
funciones lineales distintas, como presentamos en la Tabla 1.

Tabla 1

Caracteristicas de la sesiones de clase

Contexto Funcién

Sesion 1: maquina de bolas y =x+3

Sesion 2: parque de atracciones 1°

Sesion 3: parque de atracciones 2° y = 2x+1

Sesion 4: cumpleafios y =2x
Sesion 5: paradas de tren

Las funciones siguen una estructura aditiva y/o multiplicativa. Iniciamos la tarea
preguntando por casos particulares del problema y, pasando por nuevos casos particulares,
llegdbamos a preguntar por la generalizacion. Algunas tareas tienen contextos novedosos y
otras provienen de estudios previos que incluimos en nuestros antecedentes. En todas las
sesiones del experimento usamos la misma dindmica, a saber; en primer lugar exponemos la
tarea en gran grupo, después aplicamos los cuestionarios especificos de cada sesion y, por
ultimo, una puesta en comun. Cada cuestionario consta de preguntas sobre una tarea de
generalizacion diferente dada por los contextos que aparecen en la Tabla 1. Los estudiantes no
recibieron realimentacion sobre sus respuestas. Al aula entraron tres miembros del equipo de
investigacion: la profesora- investigadora, una investigadora de apoyo y otro investigador que
grabo con la videocamara.

Entrevistas

Analizamos la informacion proveniente de una entrevista semiestructurada realizada tras
el trabajo de las cinco sesiones. En la entrevista planteamos tareas que involucran una funcién
lineal de tipo aditivo, usamos como contexto la edad de dos superhéroes cuya diferencia son 4
afios (funcion y =x+4). Un miembro del equipo de investigacion fue el entrevistador, quien
comenzo6 introduciendo el contexto de la tarea. A continuacion les mostré casos particulares
(no consecutivos para evitar la recursividad en las respuestas de los estudiantes) de la tarea y
avanzamos inductivamente hacia la generalizacion. En la Figura 1 presentamos una sintesis del
protocolo de actuacion de la entrevista.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.
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FORMA DIRECTA
1° Casos particulares
- Identificar relacion funcional.
- Aplicar regla funcional en casos particulares diferente
1. Casos particulares dados
Cuando Iron Man cumplio 5 afios, el Capitdn América
cumpli6 9 Cuando Iron Man cumpli6 7 anos, el Capitan
América cumpli6 11
2. Casos particulares propuestos por el estudiante.
Dime una edad para Iron Man (_). Si cumple esos afos ;Cuéantos afios
cumple el Capitan América?
2° Generalizacion
- Expresar la generalizacion
(Como le explicarias a un amigo que ha de hacer para conocer la edad del Capitan
América?
- Razonar con la generalizacion
Un nifio de la clase dice que “Cuando Iron Man tiene XX afios, el Capitdn América tiene
YY afios
(Estas de acuerdo con ¢é1?
FORMA INVERSA
1° Casos particulares
- Identificar relacion funcional.
- Aplicar regla funcional en casos particulares diferente
1. Casos particulares dados
Cuando el Capitan América cumplid 5 afios jcuantos cumplié
Iron Man? Cuando el Capitan América cumpli6 8 afos
(cuantos cumpli6 Iron Man?
2. Casos particulares propuestos por el estudiante.
Dime una edad para el Capitan América (_). Si cumple esos afos ;Cuantos afnos
cumple Iron Man?
2° Generalizacion
- Expresar la generalizacion
(Como le explicarias a un amigo que ha de hacer para conocer la edad de Iron Man?
- Razonar con la generalizacion
Un nifio de la clase dice que “Cuando el Capitan América tiene XX anos, Iron Man tiene YY
anos
[Estas de acuerdo con ¢1?

Figura 1. Protocolo de la entrevista.
Analisis de datos

Tras transcribir las entrevistas, disefamos un sistema de categorias basado en las
estructuras identificadas por los estudiantes, tanto en los casos particulares presentados como
en el caso general, y para las formas directa e inversa de la funcién. Consideramos que un
estudiante identifica una estructura cuando responde a dos 0 mas cuestiones siguiendo la
misma regularidad o cuando generaliza. Tenemos en cuenta el tipo de generalizacion
expresada; inducida y/o espontanea.

Resultados

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.
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Presentamos los resultados sobre estructuras evidenciadas tanto en preguntas que
involucran casos particulares como las que involucran el caso general a través de tablas-
resumen, que complementamos con algunos ejemplos de las respuestas dadas por los
estudiantes. Detallamos las estructuras evidenciadas en la forma directa e inversa de la funcién
a tratar. Cada estudiante puede evidenciar diferentes estructuras a lo largo de entrevista;
recogemos las estructuras de cada estudiante segiin su orden cronoldgico de aparicion.
Expresamos las estructuras identificadas por los estudiantes mediante simbolismo algebraico,
aunque ellos no emplearan ese sistema de representacion, como veremos en los ejemplos
posteriores. En la Tabla 2 presentamos los resultados relativos a la forma directa de la funcion.

Tabla 2

Estructuras identificadas en la forma directa de la funcion

Estructura
Estudiante Casos particulares Caso general
El y=x+4 y =4x
y=x+4
E2 y=X+Xx y=x+4
y=x+4
E3 y=x+4 y=x+4
E4 y=x+4 y=x+4
y=X+X
ES y=x+4 y=x+t4
E6 y=x+4 y=x+t4

Un mismo estudiante evidencio6 entre una y dos estructuras diferentes. Entre los
casos particulares y el caso general, observamos tres tipos diferentes de estructuras: x+4,
4x y x+x. Sefialamos los casos dados por E2 y E4 que ofrecieron la misma variedad de
estructuras; identificaron una relacion dada por el doble, en la forma x+x, para los casos
particulares e identificaron la estructura correcta en el caso general.

Los estudiantes expresaron verbalmente la generalizacion. En sus generalizaciones
(ver Tabla 2, columna 3) identificamos las estructuras 4x y x+4. Esta ultima evidenciada
por los seis estudiantes. En el caso E1, el estudiante expreso inicialmente que hay que
“multiplicar por 4 para obtener la edad del superhéroe mayor. Esto es un indicio de
dificultad apreciada en diferenciar una estructura aditiva de otra multiplicativa.
Destacamos ahora el caso E4 que generaliza bajo la relacion x+4 expresando: “hay que
sumar mas 4”. Los estudiantes, E2 y E3 expresaron que deben “sumar mas 4”. E1
generalizé cuestiones relativas tanto a casos particulares (generalizacion espontanea) como
generales (generalizacion inducida). E2, E3, E4, ES y E6 solo generalizaron de manera
inducida. Por ejemplo ES explico en el caso general: “Iron Man tiene 4 afios menos que el
Capitan América y el Capitdn América tiene 4 afios mas que Iron Man. Se llevan 4 afios”.
E6 generaliza expresando: “Si yo sé cuantos afios tiene Iron Man y me dice que el otro
tiene mas 4 que ¢l pues hago una suma de 5+4 y sale 9. En el siguiente fragmento
observamos la generalizacion espontanea de E1, observada durante preguntas sobre casos
particulares.
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E (Entrevistador): cuando Iron Man cumpli6 5 afios el Capitan América cumpli6 9,
cuando Iron Man cumpli6 7 afos el Capitan América cumplio 11y
cuando Iron Man cumpli6 3 anos el Capitan América cumplié 7 afos.
(Puedes decirme alguna relacion entre esos numeros?

E1 (Estudiantel): el Capitdin América siempre le gana por 4 afios mas

En la Tabla 3 presentamos los resultados relativos a la forma inversa de la funcion.

Tabla 3

Estructuras identificadas en la forma inversa de la funcion

Estructura

Estudiante Casos particulares Caso general
El x=y-4 NR

E2 x =2y NP

E3 x=y-4 x=y-4
E4 NP NP

ES x=y-4 x=y-4
E6 x=y-4 x=y-4

NR: no responde; NP: no se le pregunta.

Observamos que cada estudiante evidencio una sola estructura a lo largo de la entrevista.
En total, observamos dos tipos diferentes de estructura incluyendo tanto las dadas en los casos
particulares como en el caso general: y-4 y 2y. Todos evidenciaron la estructura y-4 en algun
momento de su trabajo tanto en los casos particulares como en el general salvo E2, quien
identifico la estructura 2y y E4 al que no se le pregunto por la forma inversa por haberse
encontrado cansado y disperso en ese momento de la entrevista. Lo hemos notado mediante NP.
En este caso, E2 identificé 2y (estructura equivalente) en lugar de y+y para los casos
particulares. En cuanto a la generalizacion, los estudiantes la expresaron verbalmente.
Distinguimos también en el estudio de la forma inversa de la funcion entre generalizacion
inducida y espontanea. E1 no respondid en esa ocasion a la pregunta del caso general por eso
notamos su respuesta con NR. A E2 y E4 no se les preguntd por el caso general ya que se
encontraban distraidos en esta ltima parte de la entrevista y era dificil llevarla a cabo. Notamos
esta situacion mediante NP. Las generalizaciones dadas por los estudiantes E3 y E6 son
inducidas. E6 expresaba “antes sumaba y ahora resto, yo siempre estoy restando 4”. Otro
ejemplo de este tipo de generalizacion lo da E3:

E: (Como explicarias como calcular la edad del Capitan América conociendo la de Iron
Man? E3: cuando naci6 Iron Man tenia el Capitdn América 4 afnos y después vas
sumando los anos. Entrevistador: ;qué has hecho ta?

E3: una resta, aqui: 9-4, 8-4, 352-4.

Por otro lado, ES, generalizo de ambas formas: espontanea e inducida. “Antes sumaba 4
ahora resto 4” (generalizacion espontdnea). A la pregunta que le realizamos en el caso general
ES5 contest6: “Siempre resto 4” (generalizacion inducida).

Conclusiones
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Tras el andlisis de los datos evidenciamos capacidades en los nifios de 2° de Educacion
Primaria de este estudio para evidenciar estructuras involucradas en tareas de generalizacion
que involucran funciones lineales, para las formas directa e inversa de la funcion. Del mismo
modo que ocurre en Torres, Cafiadas y Moreno (2018), los 6 estudiantes entrevistados en este
estudio han identificado la estructura correcta de la relacion funcional en al menos una ocasion
a lo largo de la entrevista durante el estudio de la forma directa de la funcidn tanto en los casos
particulares como en el general. No obstante, los resultados sobre las estructuras identificadas
durante el estudio de la forma inversa de la funcién son menos homogéneos. De los 6
estudiantes entrevistados cuatro identifican la estructura correcta en los casos particulares y
tres en el caso general. Encontramos respuestas mas incoherentes e imprecisas en el estudio de
la forma inversa siendo estos resultados coherentes con los de Pinto y Cafiadas (2017a). Las
preguntas correspondientes se hicieron al final de la entrevista pudiendo influir la motivacién o
cansancio de los nifios. La variedad y cantidad de estructuras identificadas es mayor durante el
estudio de la forma directa de la funcion. La estructura x+x es evidenciada por dos estudiantes
en el trabajo con casos particulares de la forma directa de la funcion. No identificamos
estructuras equivalentes para el caso x+4 con la forma directa de la funcion. Se puede deber al
predominio de la estructura aditiva sobre la multiplicativa. Sin embargo, con la forma inversa
de la funcion encontramos la estructura 2y, equivalente a y+y, en una ocasion, durante el
trabajo con los casos particulares. En cualquier caso, la generalizacion més frecuente ha sido la
generalizacion inducida en forma directa de la funcion (5 de 6 estudiantes). Tan solo E1
generaliza en las formas espontanea e inducida. Durante el estudio de la forma inversa son 2 de
los 3 estudiantes que responden los que presentan un tipo de generalizacion inducida. Es ES
quien presenta generalizacion espontanea e inducida. Pinto y Cafadas (2017a, 2017b) indagan
en las respuestas de nifios mayores a los de 2° de Educacion Primaria obteniendo evidencias de
generalizacion y por ende de capacidades relacionadas con el pensamiento funcional. Nosotros
concluimos con que ahora también existen capacidades en nifos de nivel de 2° de Educaciéon
Primaria. Quedaria pendiente de estudio la interpretacion de los estudiantes sobre las
estructuras tratando con otro tipo de funcion en un contexto diferente para poder valorar si la
dificultad anadida en la identificacion de la forma inversa de la funcidén depende de su forma
aditiva.
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Resumen

Esta comunicacion presenta los resultados preliminares de una investigacion, que
indaga sobre como se manifiesta el pensamiento funcional en estudiantes de entre 10
y 12 afios cuando resuelven actividades con patrones numéricos que involucran
funciones de dos variables. Se asume presencia de pensamiento funcional cuando los
estudiantes pueden expresar una correspondencia entre las dos cantidades variables
involucradas. En este documento se reportan resultados del analisis de las respuestas
a 13 actividades aplicadas a 31 estudiantes de una escuela primaria pablica en Tekit,
Yucatan, México.

Palabras clave: pensamiento funcional, patrones numéricos, correspondencia, nifios
de 10-12 afios.

Introduccion

El interés en fomentar el pensamiento algebraico en estudiantes de edades tempranas
(estudiantes de Educacién Primaria) no es una idea nueva, en la Gltima década ha habido un
mayor énfasis y también aceptacion para desarrollar ideas algebraicas en estas edades. Existen
trabajos de investigacion que reportan cémo diversos nifios de educacion primaria generan
estrategias, argumentan y justifican ciertas tareas matematicas que le son presentadas,
evidenciando en ellos, ideas algebraicas (e.g. Kieran, 2004; Carraher, Schlieman, Brizuela 'y
Earnest, 2006; Blanton y Kaput, 2011; Brizuela y Blanton, 2014).

De acuerdo con Tanisli (2011) uno de los componentes basicos del pensamiento
algebraico es el pensamiento funcional. En edades tempranas dicho pensamiento implica
centrarse en la relacién entre dos cantidades variables; de este modo el pensamiento funcional
puede contribuir al estudio de conceptos algebraicos como el de funcién (Blanton y Kaput,
2004). No se trata de introducir las funciones como se trabajan en educacién secundaria, sino de

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2037



Pensamiento funcional en estudiantes de quinto grado de primaria cuando resuelven actividades
con patrones numéricos

aprovechar el potencial de este contenido matematico para promover el pensamiento funcional
desde edades tempranas.

El presente trabajo expone como las respuestas de estudiantes de quinto grado de una
escuela primaria en Tekit, Mérida, México, proporcionan evidencia de su pensamiento funcional,
cuando resuelven actividades con patrones numericos que involucran dos variables.

Marco de referencia
Pensamiento funcional

El concepto de pensamiento funcional fue usado por primera vez a finales del siglo XI1X,
principios del siglo XX por el matematico aleméan Felix Klein, quien fuera lider en el
movimiento de reforma de la educacion matematica en Europa. Klein consideraba el
pensamiento funcional como la idea central de la ensefianza matematica (Eisenmann, 2009). El
foco de atencion de este pensamiento son las funciones, pues la nocion de funcion es uno de los
conceptos matematicos mas importantes, siendo tema de interés para la Matematica Educativa.
En la mayoria de los paises este concepto aparece en el curriculo a partir de la secundaria.

Existen enfoques y posturas respecto al pensamiento funcional. Para Blanton, Levi, Crites
& Dougherty (2011), fomenta la capacidad para generalizar, representar, justificar y razonar con
relaciones matematicas y puede caracterizarse como el proceso de construccion, descripcion y
razonamiento en torno a las funciones. Si bien el pensamiento funcional incluye generalizar las
relaciones funcionales entre cantidades y representar y razonar con esas relaciones para
comprender el comportamiento de la funcién (Blanton et al., 2011); Warren y Cooper (2005)
hacen notar que las primeras pautas del pensamiento funcional pueden incluir ideas de cambio
cualitativo (“soy mads alto’), cambio cuantitativo (“soy 2 cm mas alto”), relaciones entre esos
cambios (si todos crecieron en la misma cantidad de cm y Juan cambi6 de altura de 143 a 145
cm, ¢cuanto crecid Pedro?) y el uso de esas relaciones para resolver problemas (si la altura de
Alison ahora es 133 cm, ;qué altura tenia antes de que creciera?). También ayuda a desarrollar la
comprension de las relaciones entre las operaciones, particularmente la relacion inversa (por
ejemplo, la sumay la resta son operaciones inversas). Estos Gltimos autores reconocen que
cuando los nifios trabajan con actividades en las que pueden hacer conexiones entre las diversas
operaciones, explorar el cambio con relaciones aritméticas, tienen oportunidades para conjeturar
y argumentar, lo cual contribuye desde edades tempranas al pensamiento funcional en etapas
posteriores.

Por lo general, en la educacion primaria se da poco énfasis a las relaciones y
transformaciones matematicas como objetos de estudio. Para trabajar con relaciones y
transformaciones matematicas es necesario el concepto de funcion: cémo el valor de ciertas
cantidades se relacionan con el valor de otras cantidades o como los valores son cambiados o
mapeados (transformados) hacia otras cantidades (Warren y Cooper, 2005).

Para Smith (2008) el pensamiento funcional es el pensamiento representacional que se
enfoca en las relaciones entre dos (o mas) cantidades que varian, especificamente los tipos de
pensamiento que conducen desde relaciones especificas (instancias individuales) a
generalizaciones de dichas relaciones. Este autor hace una distincién entre dos tipos de
pensamiento algebraico: pensamiento representacional y pensamiento simbolico. El pensamiento
simbdlico es considerado como la manera en que uno entiende y usa un sistema de simbolos. El
pensamiento representacional es reservado para designar el proceso mental a través del cual un
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individuo crea un significado referencial para algn sistema representacional. En edades
tempranas, el principal interés esta en el pensamiento representacional, en como los nifios crean
representaciones significativas, y al hacerlo construyen y expresan generalizaciones. El
pensamiento funcional ocurre cuando los nifios inventan o se apropian de sistemas de
representacion para representar una generalizacion de una relacion entre cantidades variables.

Entre las actividades que pueden contribuir al desarrollo del pensamiento funcional en
edades tempranas estan las que involucran patrones numeéricos.

Patrones numéricos

Un patrén matematico se puede describir como cualquier regularidad predecible,
generalmente involucrando relaciones numeéricas, espaciales o logicas. En cada patron, los
diversos elementos estan organizados de manera regular. Por ejemplo, en el patrén creciente de
los nimeros cuadrados 0, 1, 4, 9,..., los nimeros aumentan en 1, 3, 5..., respectivamente,
resultando la secuencia de nimeros impares. La estructura matematica que subyace a un patron
matematico puede expresarse en forma de generalizacion —relacién numérica, espacial o 16gica—
la cual es verdadera para cierto dominio (Mulligan y Micheltmore, 2009).

Las actividades con patrones pueden conducir al desarrollo temprano del pensamiento
funcional (Warren y Cooper, 2006). Sin embargo, es importante considerar patrones en los que
se involucran dos o mas cantidades simultaneamente, es decir, prestar atencion a como dos 0 mas
cantidades varian simultdneamente (Blanton y Kaput, 2004). En una relacion funcional pueden
identificarse las relaciones entre el patron numérico y su posicion, las cuales pueden
generalizarse mediante una regla que permita encontrar cualesquiera valores, por ejemplo, el de
la variable dependiente dado el valor de la variable independiente.

Objetivo de investigacion

Se pretende dar cuenta del pensamiento funcional que manifiestan estudiantes de 10 a 12
afios cuando resuelven actividades que involucran funciones de dos variables con patrones
numericos y en situaciones en contexto.

Metodologia

El estudio es de naturaleza cualitativa (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2006). Con el
fin de obtener informacién de cémo se manifiesta el pensamiento funcional se analizan las
producciones de los estudiantes (en su propio lenguaje) a las tareas que les fueron presentadas.

Participantes

Las actividades fueron aplicadas en diferentes fechas (durante el ciclo escolar 2017-
2018), a 31 estudiantes que en ese momento tenian entre 10 y 11 afios, inscritos en quinto grado
de primaria en una escuela publica, ubicada en el municipio de Tekit, Yucatan, México. Las
actividades fueron entregadas impresas, los estudiantes trabajaron de manera individual y no
hubo intervencidn por parte del investigador. Se les explico que se requeria su participacion para
resolver unas actividades, se les solicito leer las instrucciones cuidadosamente y exhorté resolver
de acuerdo a lo que entendieran de las actividades, sin embargo también se les externo que en
caso de no poder resolver alguna pregunta podian dejarlo en blanco o escribir un comentario
como “no lo entendi” o “no supe qué hacer”.
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Etapas para la toma de datos

Se consideran dos etapas para la toma de datos. La primera etapa, que hemos denominado
diagndstica, se conforma del disefio y aplicacion de 13 actividades que involucran funciones de
dos variables, de la forma f: N — N. Con base en el analisis de las respuestas obtenidas en la
primera etapa, algunos estudiantes seran seleccionados para llevar a cabo la segunda etapa que
consistird en una entrevista semiestructurada a través del disefio y aplicacion de actividades de
situaciones en contexto, que permitan indagar diversos aspectos que caractericen el pensamiento
funcional que subyace en los estudiantes.

En este documento se reportan los resultados de la primera etapa cuya finalidad consistio
en saber si los estudiantes pueden identificar y describir las relaciones de correspondencia entre
las variables. Se centra la atencion en si pueden establecer la relacion entre dos conjuntos y la
manera en que escriben la regla que la representa, ya sea en lenguaje natural o pre simbolico.

Disefio de las actividades de la primera etapa

Las 13 actividades se caracterizan de la siguiente forma. Cabe sefialar que este tipo de
actividades no forman parte del curriculum oficial, fueron disefiadas para la investigacion.

» Delala8involucran a las funciones f(x) = x, f(x) = 2x, f(x) = 2x — 1, f(x) = x?,
f(x) =3x, f(x) =x+3, f(x) = 4x, f(x) = x + 4. Se presenta el patrdn numerico
mediante una figura con puntos y se especifica el nimero de la figura correspondiente
(relacion de correspondencia entre el nimero de puntos de la figura y el nimero de figura).
Se promueven un razonamiento inductivo para encontrar una regla de correspondencia que
no se solicita explicitamente, pero que podria evidenciarse en el inciso €) al pedir el
numero de puntos para una figura que se encuentra alejada de las demas (ver Figura 1).
Segun Polya (1965) el razonamiento inductivo conduce al descubrimiento de leyes
generales a partir de la observacion de ejemplos particulares y sus combinaciones.

= Las actividades 9 y 10 involucran a las funciones f(x) = 2x, f(x) = x + 2. A diferencia
de las primeras 8 actividades, se presenta el patrén con valores y se asocia a cada valor su
posicion. Nuevamente se promueve un razonamiento inductivo, pero el énfasis de estas
actividades esta en la generalizacion. La caracteristica central de estas actividades es la
solicitud explicita de una regla (ver Figura 2).

= Las actividades 11 a 13 involucran a las funciones f(x) = 2x, f(x) = x + 2, f(x) = 4x.
La informacion se presenta a través de tablas horizontales y verticales. La caracteristica
principal de estas actividades son pequefias situaciones en contexto. Se espera que los
estudiantes puedan apreciar diferentes presentaciones de algunas funciones, por ejemplo:
f(x) =2xy f(x) =x+ 2 que aparecen en los tres grupos de actividades. También se
pretende que los estudiantes encuentren —mediante la regla aritmética— no solo la variable
dependiente a partir de la independiente, sino también inversamente (ver Figura 3).

Anélisis y Resultados
El anélisis de las 13 actividades se realizd en dos direcciones:

= Se examinaron todos los incisos de cada actividad como items individuales —excepto los
incisos a) y b) de las actividades 1 a 8 en virtud de que son preambulo para promover la
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relacion funcional—. Bajo esa consideracion se tiene el registro de 37 respuestas por cada
estudiante. En la Tabla 1 se presentan las respuestas clasificadas de cada estudiante.

= Se examinaron todas las actividades desde su primer inciso hasta el Gltimo para apreciar el
proceso que guia a un estudiante a establecer o no una relacion de correspondencia.

Tabla 1
Clasificacion de las respuestas de los estudiantes.

E |S/R|S/IC | R | RAI | RAE | Total E |S/R| S/IC | R | RAI | RAE | Total
El 0] 12) 19 5 1 37 E15| O 5|17 12 3 37
E2 41 25| 4 4 0 37 E16| O 0| 7| 16 14 37
E3 0] 25| 8 4 0 37 E19 2| 17| 8 8 2 37
E4 0 6110| 15 6 37 E20| 2| 15|10 8 2 37
E5 12| 19| 4 2 0 37 E21 1| 10| 13| 12 1 37
E6 0 0]16| 14 7 37 E22| O 6| 16| 10 5 37
E7 0 9] 9| 14 5 37 E23| O 5|14 17 1 37
E8 0 0] 11| 19 7 37 E24| 0] 23| 5 9 0 37
E9 0 1] 8] 16 12 37 E25| 10| 12| 8 6 1 37
E10] O 8|17 11 1 37 E26| 0| 17]13 7 0 37
E1l1| 2| 28] 5 2 0 37 E27 1] 11]17 7 1 37
E12] 0 8| 7| 16 6 37 E28| 0| 19]14 4 0 37
E13] 0] 11|11 9 6 37 E30| 0| 30| 4 3 0 37
El4] 0 5|18 8 6 37 E31] 0] 29| 6 2 0 37

Notas: E=Estudiante; S/R=Sin respuesta; S/C=Sin clasificar; R=Recursién; RAI=Respuesta Aritmética
Implicita; RAE=Respuesta Aritmética Explicita. Los estudiantes E17, E18 y E29 contestaron en
promedio 5 actividades porque solian faltar a clases, por tal motivo se considerd omitirlos.

Se identificaron tres formas de resolver las actividades:

= Recursién (R). Encontrar el valor n de la variable dependiente, apoyandose del resultado
n — 1, obtenido anteriormente.

= Regla aritmética implicita (RAI). Encontrar el valor n de la variable dependiente sin
apoyarse del valor n — 1 (recursivamente). Se interpreta el uso de una regla aritmética que
relaciona a las dos variables involucradas pero, 0 no hay procedimientos que den cuenta de
la regla o son imprecisos. Algunas respuestas suelen expresar solamente la variacion de la
variable dependiente (quizéa esto se deba a la especificidad de las preguntas, pero se
considera que implicitamente si se relacionan a las variables).

= Regla aritmética explicita (RAE). Identificar y escribir —en lenguaje natural o pre
simbdlico— la relacion (regla) entre las dos variables involucradas.

La referencia S/R indica que el estudiante escribiéo comentarios del tipo “no sé€”; “éste se me
complico”; o es una pregunta que quedo sin contestar. S/C compete a una respuesta sin poder
clasificar en alguna de las anteriores, por ejemplo: para la actividad cuya funcion es f(x) = x +
4, (x: numero de la figura, f(x): nimero de puntos) ante la pregunta ¢cuél es el nimero de
puntos que tiene la figura 80? un estudiante respondio “pones 2 bolitas de 80”.

A continuacion, se exponen las producciones de tres estudiantes con respuestas R, RAl y
RAE.

El estudiante E9 en la actividad 2 (ver Figura 1), responde correctamente los incisos a) y
b), se puede decir partir de lo que respondié que hay un proceso recursivo (R). En los incisos ¢) y
d) realiza una generalizacién y establece una regla aritmética implicita (RAI) que le permite
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encontrar el nimero de puntos para las figuras 10 y 25. La regla se hace explicita (RAE) en
lenguaje natural al explicar como ha encontrado el nimero de puntos para la figura 100. E9
escribe: “[...] el nimero de figura es (debid escribir ‘se’)* multiplica en 2 y da el resultado”. Lo
anterior es evidencia de que E9 encuentra una relacion entre el nimero de la figura (valor 100,
que compete a la variable independiente) la cual debe multiplicarse por 2 para obtener un
resultado (valor 200, que corresponde a la variable dependiente: nimero de puntos de la figura).

a) Continia la secuencia de figuras dibujando la figura 3, la figura 6 y la figura 7. o Listablece correctamente la
§ relavion: mimero de puntes y ‘
oty T4 correspurdiente.
® se see 0008 .... figui 3
L] L L o990 T o;. - LR N TN P e ve s
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 *® pa®o e seperpgee

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica escribiendo el niimero de puntos que tiene cada figura. Asi
podriamaos escribir los nimeros:
2,4,6,8, ...

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5, 6 ¥ 7 que dibujaste con

O =y s

¢) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 107 2 p Encuentra correctamente el ndmero
de punies de las liguras 10y 25, 5e
_ asume que hay una regla arilmélica
d) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 257 - =0 implicita (RAL). Mo procede por
; rectrsion.

anterioridad. Encucnira correclamente ol ndmero de
puntos de las tiguras 5, b, ¥ 7. lis posible

que hava procedido par recursion (R).

e) Sindibujar alguna figura ;Cudl es ¢l nimero de puntos que tiene [a figura 100? Explica cémo Io has hecho.

Relacion de correspondencia entre el niimero R-T00 (Pe aue  ya ples
de puntes de la fgura (variable dependiente) ’ el rureeis de oo
v cl niumero dela ligura {variable e et 1 A%0 e e )
independicnle). P e =» LT
Figura 1. Respuestas de E9 en la Actividad 2. La funcion involucrada es f(x) = 2x.

El estudiante E15 en la actividad 9 empieza resolviendo el inciso a) de forma recursiva
(R) explicando en el inciso b) que los nimeros de la secuencia numérica se obtienen “sumando
2” (ver Figura 2). Cuando plantea la regla (inciso c) que permite encontrar cualquier nmero de
la secuencia escribe en lenguaje natural: “Multiplicando por 2 el término que tiene”; esto es,
puede generalizar mediante un razonamiento inductivo (en el sentido de Polya). Posteriormente
en el inciso d) aplica la regla que proporciond de forma operativa “500 x 2 = 1000, este
procedimiento da evidencia de la relacién que establece entre el valor que toma la variable
independiente (500) con el valor resultante de la variable dependiente (1000) (RAE). Finalmente
(inciso e), propone un término de la secuencia numérica y encuentra el namero que le
corresponde. Al hacer uso de su regla se considera, que hay evidencia de que E15 entiende que la
regla expresa generalidad, es decir, con ella puede encontrar cualquier valor de la secuencia.

El estudiante E6, en la actividad 13, para encontrar la cantidad de kilos de mango que se
pueden adquirir con 200 pesos resuelve mediante una proporcion. La resolucion de una igualdad
de razones, en este caso 209Q) — Namero de kilos de mango (ver Figura 3), involucra la

relacion entre las variables cantidad y costo (RAE). E6 también encuentra correctamente la
cantidad y costos faltantes lo que manifiesta conexion entre la multiplicacion y division como
operaciones inversas. Asimismo, incluye los simbolos “k” y “$” para denotar kilos y costo

1 Comentario del investigador.
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respectivamente, lo que evidencia que puede expresar la relacién entre las variables con lenguaje
pre simbdlico.

Ohserva la siguiente secuencia numérica:

Nuamero

1 3
. 4,
de la secuencia 2, 4, 6, 8, 10, 12, | 5 1
i | Térming { [ =
Término § . . -_:‘r"‘.
de la secuencia l Témyino L Término 2 Términe 3 Térming 4 lérming S Térming 6 Térming 7 win no conocide

de la secuencia
a) $Qué nimero le corresponde al término 9 de la secuencia? Explica ¢omo lo has encontrado A oA 0L/
19 _ 14,16.18~ 3
Seour de Len D el nomero

e N .—"‘r\-"_;)l‘-* L
b) E:,plica con s paluhm.& como se obtiene cada uno de los ndmeros de esta secuencia numérica.
~ 1 ’

Bl

#

Procede per recursion (R).
Considera la variacion de la
variable dependiente
(incremento de 2en 2).

1
9 raanago = L

¢} Escribe una regla precisa que permita a olros nifios encontrar cunlquier ndmero de esta secuencia numérica.

_laLL‘+‘F\:FxJ_n ‘I\o P oy Ao e\l ferplino

Aplicacidn nuevamenle de la regla que
| proparciona, paraumn valor que escoge.

q - +.2 e f ~ Mediante un razur‘.amtersh:n inductvo, rea]f'.za =

a - A bﬂ-em-erxh/.m:mn ¥ establece en Ienb!'lm]{-e
natural 1o gque sinbolicamente cornesponderia

y "2

. d) Ahom usemos o regla que has proporcionado v encontremas un namero de la secuencia, Por cjemplo. ;Qué qﬁn‘li:ro le corresponde al

! érming 500 de la secuencia numérica? Escribe tu procedimiento obedeciendo |a regla que diste

P ! S Q ¥ 2—=1 _,~."‘\O
([ 1000 1000 .- S
\

" Aplicacion de la resla que proporciona,
\ Eviderwia greneralizacion, Aplica la I~ Vi no ‘ equivale a la relacion matematica
\\;\ regla para un Llérmino cualquicra. So0
—e) Usemos nuevamente/ la regla que has proporcionado, perd

x-2=[{x)

3 L0 escope qué término de la sccuencia quicres. Ahora completa 1a
informacion: L%

\“‘A_“.'-‘ El término g ry 3 de ln secuencin numerica, es el numero 1_-.\ oQ

Figura 2. Respuestas de E15 en la Actividad 9. La funcion involucrada es f(x) = 2x.

Don Pepe es distribuidor de frutas en el mercado de Tekit. En esta temporada de mangos requiere dejar una gran cantidad de kilos en diversos
puestos del mercado. Completa la siguiente labla de Don Pepe.

Cantidad | Costo

1 Kg 4 pesos

[—2Kg | 8pesos

Lenguaje pre simbolico:

& 3 Kg ™, 12 pesos |’r :
Encuenl tamente 1 L . e \ y
wuenlra correclamente los coslos _—d4Kg. P )
v cantidad faltantes. Comexion entre | — = .,,LR._ ;i ‘ F\ < Lf é.
la multiplicacién v division como Y TR

aperaciones inversas.

RKe (80 000 ¥
g |7 7

L Y90

Operacion arilmelica que plantea la \'{ m-é

relacion entre las variables cantidad
v costo.

Figura 3. Respuestas de E6 en la actividad 13. La funcién involucrada es f(x) = 4x.

Reflexiones

De manera general se puede decir que los resultados del analisis de las respuestas de la etapa
diagnoéstica, muestran que algunos nifios de quinto grado de primaria logran establecer las
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relaciones entre dos variables, expresandolas en lenguaje natural. Aunque inicialmente suelen
proceder de forma recursiva para encontrar una a una las relaciones, algunos de ellos pueden
identificar la relacion general de correspondencia y establecer una regla usando lenguaje pre
simbdlico. Lo anterior puede considerarse evidencia de su pensamiento funcional en una etapa
béasica de desarrollo.
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Introduccion

En diferentes investigaciones centradas en la nocion de funcion y su ensefianza (Ferrrari &
Farfan, 2008; Saa & Trochez, 2013), se evidencia la limitacion exclusiva a la representacion
algebraica y se emplea el cambio al grafico como un paso consecutivo sin dar importancia al
andlisis de la correspondencia directa entre dos cantidades que varian entre si, entonces es
necesario que los docentes busquen alternativas para la ensefianza de este objeto matematico,
teniendo en cuenta contextos que modelen situaciones reales y asi reconocer las caracteristicas
especificas de cada funcion, como forma particular de covariacion. En este poster, se presenta
avances de una investigacion de Maestria en Educacion Matematica de la Universidad del Cauca,
en Colombia, la cual pretende caracterizar los niveles de razonamiento covariacional asociadas a
la funcion por partes cuando se resuelven situaciones mediadas por GeoGebra.

Algunas consideraciones del Razonamiento Covariacional

La covariacion permite la comprensidn del concepto de funcion cuando se trabaja a partir
de actividades cognitivas que involucran la coordinacion de dos cantidades variantes, atendiendo
asi la forma en como cambia una variable con respecto de la otra. Cabe resaltar que Thompson &
Carlson (2017), describen la manera en que el razonamiento covariacional ha evolucionado
como una construccion tedrica en Educacion Matematica a partir del trabajo individual y
colectivo de muchos investigadores en las Gltimas dos décadas, proporcionando un marco
fraccionado en dos partes, uno que describe los niveles de Razonamiento Variacional y el otro el
Covariacional, asimismo, los comportamientos y la capacidad de razonar del estudiante.

Antecedentes

Investigaciones anteriores indican que la funcion y su relacion con el razonamiento
covariacional estudiado en las matematicas escolares, evidencian una tendencia al estudio de
funciones lineales, cuadréaticas y exponenciales, dejando a un lado el analisis de otro tipo de
funciones como las funciones definidas por partes, tal y como lo reportan Saa y Trochez (2013)
que desarrollaron una propuesta para la ensefianza de este tipo de funciones mediadas por
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GeoGebra con estudiantes de grado noveno. Asimismo, se recomienda que la Modelacion
Matematica debe ser trabajada desde diversas situaciones reales, ademas que potencien el
razonamiento covariacional en los estudiantes, de manera que, relacionen la covariacion como la
razén de cambio de cantidades relacionadas que varian entre si.

Un Ejemplo de Covariacion en funcién por partes

Se presenta a los estudiantes la funcién por partes definida como funciones lineales y
constantes, a través de la mediacion del GeoGebra. Esta actividad modela una situacion real
como es el cobro del servicio de un taxi, y en ella se pretende analizar la coordinacion simultanea
entre el cambio de una cantidad con respecto a otra, es decir, la variacion de las unidades que
arroja el taximetro a medida que se mueve el taxi con respecto al precio del servicio. Ver Figura
1. Asimismo, se pretende que los estudiantes comprendan la razén de cambio promedio en
diferentes intervalos de la funcién y la razén de cambio instantanea como resultado de
refinamientos cada vez mas pequefios de la razon de cambio promedio.

-wawd PREGIO A = |
120

E R e SR T T A T G S SR T R IS~ AT R R S T

UNIDADES

Figura 1. El cobro del servicio de un taxi.
A guisa de conclusion

Esta investigacion tiene el proposito didactico de identificar las habilidades de
razonamiento covariacional en los estudiantes. Asimismo, el GeoGebra se constituye en un
mediador que permite visualizar matematicamente las caracteristicas propias de la co-
dependencia entre variables cuando se plantean funciones definidas por partes de una manera
dinamica. Finalmente, se recomienda seguir trabajando este tipo de funciones que son poco
estudiadas en la escuela, mostrando que si es posible el tratamiento didactico desde un enfoque
covariacional al modelar situaciones reales.
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Resumen

Con base en la Teoria Modos de Pensar de Sierpinska, se presentan tres modos de
pensar el concepto de producto vectorial: (1) como el vector normal a otros dos
vectores, (2) como una formula que permite calcularlo y (3) a través de dos
propiedades que lo caracterizan. La finalidad de presentar estos tres modos de pensar
el producto vectorial tridimensional, es mostrar evidencias con sustento tedrico de la
comprension del concepto producto vectorial en profesores en formacion inicial, que
pertenecen a dos casos de estudio, y de como ellos se situan en estos modos, para dar
respuesta a tres situaciones que se les presentan. Los resultados muestran que los
profesores en formacion inicial se situan en uno o dos modos de pensar para
responder, sin mayor interaccion entre los tres modos.

Palabras clave: producto vectorial, modos de pensamiento, comprension.

Introduccion

El producto vectorial nace con del descubrimiento de los Cuaterniones, que hiciera uno de
los fundadores de la matematica en el afio 1843 —Sir William Rowan Hamilton—. En esos afios,
cuando Hamilton trabajaba sobre mecénica, comenz6 una busqueda incansable sobre la forma de
extender la comprension geométrica de los nimeros complejos en el plano, a una comprension
geométrica en tres dimensiones. Sin embargo, Hamilton, redirige su investigacion en la busqueda
de una terna o nimero complejo tridimensional, pero, durante muchos afios no logré resultados
satisfactorios para la geometria tridimensional, en particular en dotar de una estructura al
producto vectorial. En este proceso de busqueda, Hamilton observa que, si bien la propiedad de
conmutatividad es inherente al producto, €l tuvo que aceptar que esta propiedad no se cumple
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siempre para el producto en un espacio tridimensional, y para avanzar en su cometido ¢l tuvo que
aceptar que ij = —ji (con i, j vectores en R3).

Ademas, al intentar entender el producto de vectores en el espacio, se dio cuenta de que
eran necesarias cuaternas en lugar de ternas, fue asi como nacen los Cuaterniones de Hamilton,
numeros hipercomplejos cuatro dimensionales. Niimeros con una parte escalar y una parte
vectorial. Hamilton al definir las operaciones entre ellos, en particular la multiplicacion de
cuaterniones, considerando solamente la parte vectorial o compleja del cuaternion, dio origen a
lo que se conoce como el producto vectorial o el producto cruz.

Con base en lo anterior, la historia del producto vectorial estd entrelazada con la de los
cuaterniones. Segun Martinez-Sierra y Benoit (2008), en la historia sobre una epistemologia del
producto vectorial, se distinguen tres etapas, que a continuacion brevemente se sintetizan.

La primera etapa referida a Hamilton, el descubrimiento de los cuaterniones y el
nacimiento del producto vectorial.

Una segunda etapa que considera que la teoria de los cuaterniones, constituye una
transicion entre el calculo geométrico plano, al andlisis vectorial. Esta segunda etapa, fue
llamada de los defensores y detractores de los cuaterniones de Hamilton, porque uno de los
principales defensores del estudio de este tema fue Peter Guthrie Tait, fisico matematico escocés
y pionero en la termodindmica. Tait en 1867, publica un libro llamado 7ratado elemental sobre
cuaterniones, donde desarrolla de forma mas simple la teoria propuesta por Hamilton,
especificamente en uno de sus capitulos explica los principios de la multiplicacion de los
cuaterniones, como la anti-conmutatividad del producto vectorial.

La ultima etapa, llamada el nacimiento del analisis moderno, donde se destaca Josiah
Willard Gibbs, quién separa de forma definitiva la parte escalar de la parte vectorial de un
cuaternion, proponiendo dos productos, el producto escalar y el producto vectorial, dando asi
inicio al andlisis moderno.

El interés de esta comunicacion es situarse en el objeto matematico producto vectorial,
desde una perspectiva cognitiva desarrollada por Sierpinska (2000), llamada Teoria Modos de
Pensamiento, para mostrar a la comunidad interesada diferentes formas de comprender este
objeto matematico, que en muchas ocasiones es utilizado para ejemplificar que el producto de
vectores no es conmutativo.

El producto vectorial en el curriculo de la formacion de profesores

El concepto de producto vectorial estd presente en la mayoria de los programas de
matematicas para carreras como Pedagogia en Matematicas, Ingenieria, Licenciatura en Ciencias
o en Economia, y nuestra propuesta es analizarlo desde un pensar practico y tedrico que
construyen sus aprendices, dispuestos estos ultimos en dos estudio de casos, constituidos por
profesores en formacion inicial. En lo que sigue, vamos a entender que el pensamiento practico
se genera con el fin de obtener algo en concreto, en cambio el pensamiento tedrico de produce en
el hecho puro de pensar las relaciones sobre sistemas de conceptos.

Generalmente un programa de Geometria Vectorial, para un curso de primer afio de
formacion de profesores, contiene un apartado que aborda el producto vectorial. Este producto
vectorial no tiene una definicion tnica, sin embargo, en muchas ocasiones se define como sigue
y dicha definicion se puede encontrar en textos de Geometria Vectorial, como por ejemplo en
Benitez (2015), que habitualmente forma parte de las referencias de algunos de estos programas.
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Sean u = (uy, Uy, U3) y ¥ = (v4, V5, v3) dos vectores de R3. Su producto vectorial uXv
(en este orden) se define como el vector: uXv = (U,V3 — V5 Ug, UsV; — Uy V3, U Vy — Up V).

Existen numerosas investigaciones que ofrecen evidencias sobre las dificultades que
muestran los estudiantes para comprender el concepto vector, pero no asi de geometria vectorial
y menos aun si se restringe el estudio del producto vectorial tridimensional a una postura
cognitiva.

El problema central, en esta materia es que el estudiante debe trabajar con conceptos
abstractos, pero su tendencia es a trabajar con procedimientos mecanicos, limitando su
comprension sobre los conceptos involucrados. Esto pone en tela de juicio el conocimiento
alcanzado de la ensenanza de esta materia, y hay quienes piensan que, en la mayoria de las
universidades, los cursos de algebra con vectores no son exitosos (Dubinsky, Dauterman, Leron,
y Zazkis, 1994). En la mayoria de las investigaciones realizadas (Asiala, Brown, DeVries,
Dubinsky, Mathews, y Thomas, 1996; Weller et al., 2002) se logra poner en evidencia que, ain
los estudiantes exitosos en los cursos de dlgebra con geometria, no logran la comprension de los
conceptos involucrados. Y es en beneficio de los futuros profesionales, preguntarse si ;es posible
ayudar a un mayor numero de aquellos a comprender uno de los conceptos basicos y particular
de la geometria vectorial, como es el producto vectorial tridimensional?

En pro de alcanzar una respuesta a la pregunta anterior, la propuesta de esta comunicacion
radica en mostrar interpretaciones que los profesores en formacion inicial ponen en juego para
comprender el concepto de producto vectorial tridimensional, reconociendo en cada
interpretacion componentes de origen geométrico, procedimental y estructural, entendiendo cada
una de estas componentes, como diferentes aspectos de un concepto bésico de la geometria
vectorial.

La teoria de los Modos de Pensar de Sierpinska

Los Modos de Pensamiento es una teoria de la Didactica de la Matematica creada por Anna
Sierpinska (2000), que permite interpretar los fendmenos que se relacionan con la forma de
alcanzar un nivel superior de abstraccion en conceptos que se relacionan con el algebra lineal.
Segun esta teoria la comprension de objetos matematicos de un fragmento de la matematica,
requiere de un pensamiento practico, como también de un pensamiento teérico. A partir de alli
Sierpinska identifica tres modos de comprender el algebra lineal (Sierpinska, 2000), que son el
resultado de la superacion de dos obstaculos, uno que rechaza los nimeros dentro de la
geometria, y el otro, rechaza que la intuiciéon geométrica pueda ser llevada a un dominio
puramente aritmético.

Con la finalidad de hacer explicito el pensar tedrico del algebra lineal y abordar sus
obstaculos, Sierpinska propone tres modos de pensamiento, que constituyen formas de pensar y
entender los objetos matematicos, y cada uno de los modos constituye una via de acceso a los
diferentes significados del objeto, permitiendo tener una aproximacion articulada de diferentes
facetas del objeto matematico.

Sierpinska define tres modos de pensamiento a través de los cuales se hace explicito el
pasamiento tedrico, el modo Sintético-Geométrico que se corresponde con el pensamiento
practico, y los modos Analitico-Aritmético y Analitico-Estructural que se corresponden con el
pensamiento Tedrico, estos se describen a continuacion.

En modo Sintético-Geométrico (SG): Los objetos son representados mediante una
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representacion geométrica, una figura, un conjunto de puntos.

En modo Analitico-Aritmético (AA): Los objetos matematicos son representados a través
de relaciones numéricas o simbolicas.

En modo Analitico-Estructural (AE): Los objetos son representados a través de las
propiedades de los mismos objetos, o a su caracterizacion a través de axiomas, o propiedades que
los determinan.

Modos de pensar el concepto de producto vectorial

El concepto de producto vectorial tridimensional (PVT), puede ser interpretado desde la
matematica y con base en el estudio histérico epistemoldgico presentado en la introduccion, a
través de tres formas, como se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1
Modos de pensar el producto vectorial tridimensional
Modo de pensar Modo de pensar Modo de pensar
SG-PVT AA-PVT AE-PVT
- Sean P = (a;,a,,a3)y Sean P,Q y R en R3
Q = (by, by, b3)
dos vectores en R3. Propiedad 1: (AE-PVT-P1)
PXQ = (aybs — azby,azby — a,bs PxQ = —(QxP)
, a1b, — ayby). Propiedad 2: (AE-PVT-P2)

PxQ = 0,siysolosi, Py Q son
linealmente dependientes.

El modo de pensar SG-PVT esta representado por lo que primero viene a la mente de un
estudiante, cuando en una situacioén evoca al PVT. El modo AA-PVT esta descrito por aquella
formula que los estudiantes utilizan para poder calcular el PVT, en cambio el modo AE-PVT,
esta presentado a través de dos propiedades estructurales que caracterizan al PVT como objeto
unico de la matematica.

Importancia de abordar el producto vectorial desde los Modos de Pensamiento

Abordar el concepto de PVT en sus tres modos de pensarlos —-SG-PVT, AA-PVT y AE-
PVT-reporta la presencia o ausencia de un pensamiento sistémico —que integra el pensar
practico y teorico del PVT— en los aprendices de geometria vectorial, al resolver situaciones en
contextos tridimensionales y fuera de ellos. Uno de los rasgos del pensamiento sistémico es que
se enfoca en el establecimiento y estudio de las relaciones entre los conceptos y su
caracterizacion dentro de un sistema (Modos de pensar el PVT) que también contiene otros
conceptos (Sierpinska, Nnadozie y Oktag, 2002).

EL conocimiento matematico incluido en los tres Modos de pensar los PVT de geometria
vectorial (Tabla 1) es primordial, ya que estd muy relacionado con la construccion y las
dificultades del aprendizaje de los conceptos basicos de los espacios vectoriales. Esto puede ser
la causa de obstaculos en la ensefanza y aprendizaje del algebra con geometria, que sélo la
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articulacion —como sistema— de los tres Modos de pensarla ayudaria a remontarlos, y en
consecuencia el dominio de la habilidad para articularlos se torna fundamental en el aprendizaje
del algebra con geometria tridimensional y su aplicacion.

Objetivo de Investigacion

La presente comunicacion se sitia en la comprension del concepto PVT, con la intencion
de analizar y mostrar evidencias con sustento tedrico de como profesores en formacion inicial
que han cursado la asignatura de Geometria Vectorial, se sitian y transitan en los Modos de
Pensar el PVT. El programa de asignatura de Geometria Vectorial, seguido por los estudiantes
para profesor, considerd los siguientes contenidos: vectores libres, aplicaciones de los vectores
libres, vectores coordenados, producto escalar, aplicaciones del producto escalar, producto
vectorial, ecuaciones vectoriales y paramétricas de rectas y planos.

Método

Desde el paradigma cualitativo se ha seleccionado el estudio de casos (Stake, 2010) como
método para alcanzar el objetivo propuesto, porque permite una indagacion en profundidad de
una realidad especifica y en un contexto global.

Los criterios seguidos para la conformacion de los dos casos de estudio fueron: (a) Ser
estudiante de Pedagogia en Matematicas; (b) Haber sido estudiante del curso Geometria
Vectorial y (3) Accesibilidad de los investigadores. Cada caso quedé constituido tal como se
presenta en la Tabla 2.

Tabla 2

Participantes y casos de estudio

Casos Participantes Nivel Caracteristicas Identificacion
5 estudiantes de Ha aprobado la asignatura de
. . . , . . El, E2, E3, E4,
Casol Pedagogia en Universitario Geometria Vectorial y eximido Es
Matematicas de dar examen.
4 estudiantes Ha aprobado la asignatura de
Caso Il Pedagogia en Universitario Geometria Vectorial y rindio E6, E7, ES, E9
Matematicas examen.

Recogida de datos

En esta indagacion se utilizé como instrumento de recogida de datos un cuestionario
escrito constituido por tres actividades matematicas, como se muestra en la Tabla 3. Cada
actividad fue disefiada con la intencion de situarla a lo menos en un determinado modo de pensar
el PVT.

Tabla 3

Actividades del cuestionario

Actividades Objetivos
Indagar como piensa o entiende el
A1) De los vectores A = (0,2,5), B =(19,0,0) y estudiante el modo SG-PVT.

C = (0,5,3) en R3, uno de ellos es perpendicular a los (Cdémo se sitaa en el modo SG-PVT)
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otros dos, ;Cual? Justifica. Determinar si el estudiante privilegia el
modo AA-PVT por sobre el modo SG-
PVT.
A2)SeanA=2i—j+2k y B=3i+4j—k Indagar como piensa o entiende el
vectores en R3. Determine AXB. estudiante el modo AA-PVT.
(Como se sitia en el modo AA-PVT)
A3) Dados los vectores A = (3,1,0) y B = (5,7,0) Indagar como piensa o entiende el
Determine explicitamente un vector C perpendicular a estudiante la propiedad 1 o propiedad 2
los vectores A y B. (Hay mas de un vector C que del modo AE-PVT.
cumpla la condicion? Justifica. (Como se sitia en el modo AE-PVT)
Evidencias

Con la finalidad de mostrar un trabajo representativo de lo realizado por los estudiantes de
los casos de estudios, es que hemos seleccionado algunos episodios de sus argumentos
observables en las tres actividades, que se corresponden con el trabajo realizado por E6 y E2
para la primera actividad, por E4 y E9 para la segunda actividad y por E7 para la tercera
actividad.

Primera Actividad. Cinco de los nueve profesores en formacion inicial responden desde
un modo AA-PVT. Tres responden desde un SG-PVT, de los cuales dos responden
correctamente.

El estudiante E6 responde situdndose desde un modo SG-PVT, aunque no dibuja
correctamente los vectores pedidos, como se muestra en la Figura 1.
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Figura 1. Respuesta del E6 a la actividad Al.

El Estudiante E2 responde incorrectamente desde un modo SG-PVT, como se muestra en
la Figura 2.
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Figura 2. Respuesta del E2 a la actividad Al.
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Segunda Actividad. Tres de los nueve estudiantes se sitian desde un AA-PVT, de los
cuales s6lo 1 contesta correctamente.
El estudiante E4 se situa desde un modo AA-PVT, como se muestra en la Figura 3.
Ax = (2,-4,2) % (B, 4, -4 i
= L(1-8) = j (2—g) 2k F-=D: 4 5
r : -1
= & =) = § (-8 ~ k& (14D

A e e e T S e i e g U

Figura 3. Respuesta del E4 a la actividad A2.

El estudiante E9 se situa incorrectamente desde un modo de pensar AA-PVT, ya que
entrega como resultado un escalar (y no un vector), como se muestra en la Figura 4.

FEEL ot
o ¥ e = " = YA~ 2-4 5 4
= (A-8)- (-2-6)3 (#+2)
-8+ 1 :—-'.'f
oy Avme—4

.................

Figura 4. Respuesta del E9 a la actividad A2.
Tercera Actividad. Solo cuatro de los nueve estudiantes responden a esta pregunta y el
resto rafirman que C puede ser cualquier vector.

El estudiante E7 muestra en su respuesta una de las propiedades del modo AE-PVT-P1, al
reconocer la simetria alternada (no conmutativa). Aunque no logra determinar el conjunto
solucidn, como se muestra en la Figura 5.

G if
C= Axp L8 0X k (0-0)-3(o-0)+k (21-5)
2 a4 2
930 c=(o,0, 1¢)
A4 ,:31; igl— iC‘Q‘—O_‘)—jto"’\""*(“)'z'f)
H 1o < s (O)Q/“‘{é)

Figura 5. Respuesta del E7 a la actividad A3.
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Conclusion

De las evidencias mostradas podemos concluir que en general los estudiantes para
profesores privilegian el modo AA-PVT por sobre el modo de pensar SG-PVT, y ademas ellos
presentan dificultades para entender al objeto matematico de PVT en sus distintos modos de
comprenderlo: geométrico, aritmético y estructural. Con respecto a esto ultimo, las principales
dificultades identificadas en las respuestas de los profesores en formacion inicial para situarse en
cada uno de los modos, se muestra a través de los siguientes hechos.

En el modo AA-PVT los estudiantes para profesor no determinan correctamente las
componentes del producto resultante (como vector) llegando a mostrar en sus respuestas (Figura
4) que el PVT no es un vector, sino un escalar.

En el modo SG-PVT los profesores en formacion de los casos no logran coordinar las
componentes de los vectores dados en el problema (Figura 1), con el sistema de ejes
coordenados, asi como tampoco con las componentes del vector resultante (Figura 2).

En el modo AE-PVT, las dificultades que presentaron los profesores en formacion, se
relacionan con que ellos no logran precisar un conjunto solucioén para A3 —que se relaciona con
la Propiedad 1—, por ello responden que hay s6lo un vector perpendicular o hay dos vectores
(Figura 5) o cualquiera. No obstante, en los pocos argumentos mostrados por los estudiantes en
A3, no se alcanzar a evidenciar una coordinacion entre el modo SG-PVT con AE-PVT, pues de
hecho ellos no perciben que los vectores de A3 al tener componentes reales, tiene igual
direccion, pero distinto sentido. Mostrando esto tltimo, que los profesores para profesor no
comprenden el modo AE-PVT.

Agradecimientos
La investigacion presentada ha sido financiada por el Proyecto FONDECYT N° 1180468.
Referencias y bibliografia

Asiala, M., Brown, A., DeVries, D., Dubinsky, E., Mathews, D. and Thomas, K. (1996). A framework for
research and curriculum development in undergraduate mathematics education. Research in
Collegiate Mathematics Education II. En J. Kaput, A. H. Schoenfeld y E. Dubinsky (eds.). CBMS
Issues in Mathematics Education, 6, 1-32.

Benitez, R. (2015). Geometria vectorial. México: Trillas.

Dubinsky, E., Dauterman, J., Leron, U., and Zazkis, R. (1994). On learning fundamental concepts of
Goup Theory. Educational Studies in Mathematics, 27,267-273.

Martinez-Sierra, G. y Benoit, P. (2008). Una epistemologia del product vectorial del cuaternion al analisis
vectorial. Latin-American Journal of Physics Education, 2(2), 201-208.

Sierpinska, A. (2000). “On some aspects of students’ thinking in linear algebra”, in J.-L. Dorier (ed.), On
the Teaching of Linear Algebra, 209-246. Dortrecht: Kluwer Academic.

Sierpinska, A., Nnadozie A. and Oktag¢ A. (2002). A Study of relationships between theorical thinking
and high achievement in linear algebra. Concordia University: Montreal.

Stake, R. E. (2010). Investigacion con estudio de casos (5* Ed.). Barcelona: Labor.

Weller, K., Montgomery, A., Clark, J., Cottrill, J., Trigueros, M., Arnon, 1. & Dubinsky, E. (2002).
Learning Linear Algebra with ISETL. Version disponible en:
http://homepages.ohiodominican.edu/~cottrilj/datastore/linecar-alg/LLAWI-P3.pdf

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2054



Conferencia Inleramericana de Educacion Malmnf‘;liua

Conférencia Interamericana de Educagao Matematica

Inter-American Conference on Mathematics Education H
[]]

niversidad

Medellin - Golombia - u UNIVERSIDAD
3 gl el A =L e 1 LRSID/
S =10 maynimaicimiey 2nd @i/ de Medellin  ©' pi AnTIOQULA

Explorando la funcion lineal a través de la fisica

Maria Fernanda Molina

Institucidon educativa Presbitero Horacio Gomez Gallo
Colombia

fernanda310@yahoo.com

Victor Hugo Gil Avendafio

Universidad del Valle

Colombia

victor.gil@correounivalle.edu.co

Jairo Carvajal

Institucidén educativa Presbitero Horacio Gémez Gallo
Colombia

jacama0660@gmail.com

Edinsson Duran Garcia

Institucidén educativa Presbitero Horacio Gémez Gallo
Colombia

edidugar@hotmail.com

Introduccion

Como maestros encargados de orientar la actividad matematica en la educacion bésica
secundaria y media buscando el desarrollo de pensamiento matematico en nuestros estudiantes,
hemos experimentado que la ensefianza y aprendizaje de las funciones, concepto central de estos
grados de escolaridad, nuestros estudiantes experimentan multiples dificultades y errores, las
cuales van desde la identificacion de las cantidades variables y constantes junto con sus
relaciones en situaciones contextualizadas, hasta representar graficamente cualquier modelo de
funcion lineal y analizarlo para realizar juicios sobre determinada situacion.

Para enfrentar esta problematica nos propusimos disefar una secuencia didactica que
fundamentada en referentes de orden didactico, curricular y matematico, les proponia a los
estudiantes analizar la funcion lineal partir del movimiento rectilineo uniforme, a través del
planteamiento de conjeturas, exploraciones practicas, toma de datos, y andlisis de la informacion
a partir de distintas representaciones, entre otros aspectos.

Metodologia

La secuencia didactica, que fue implementada con 30 estudiantes del grado 10° de la
Institucion educativa Presbitero Horacio Gomez Gallo, del municipio de Jamundi, Valle del
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Cauca, y cuyo proposito era favorecer el aprendizaje de algunos aspectos de la funcion lineal a
partir del estudio del movimiento rectilineo uniforme, esta secuencia estuvo configurada por
cinco tareas, cada una con preguntas de distinta indole y con distintos propositos, que buscaban
que los estudiantes: describieran la variacion lineal e identificaran las variables, expresaran
dicha variacion lineal mediante una expresion algebraica, luego realizaran un vinculo entre las
funciones lineales y las ecuaciones lineales, con el &nimo de comparar modelos de variacion
lineal, para posteriormente representar los modelos en un sistema de coordenadas cartesianas
acompafiado del software Geogebra, y por ultimo se validaron los modelos en diferentes
sistemas de representacion (verbal, analitico, tabular y grafico).

Resultados y conclusiones

e La secuencia didactica propicio, por un lado, un escenario ideal para que los estudiantes se
iniciaran de manera natural desde un contexto de las ciencias experimentales en el estudio
de la funcion lineal: identificacion de las cantidades y sus relaciones, la manera de
covariacion de las cantidades, algunas caracteristicas de las funciones lineales, entre otros;
y por otro lado, mejord el ambiente de aula en el que los estudiantes demostraron agrado
por el trabajo practico, el planteamiento de conjeturas y sus validaciones a partir del uso
de las matematicas.

e Se requiere cambiar la concepcion de ensefianza de la funcidon lineal por una en la cual se
parta de los pre-saberes de los estudiantes para razonar, conjeturar, formular estrategias y
resolver problemas en diversos contextos, para culminar con la formalizacion del concepto
de funcion lineal y sus diversas propiedades operatorias.
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Resumen

El estudio tiene como objetivo describir el conocimiento matematico que el profesor
de Telebachillerato tiene para resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos
incdgnitas a travées del método grafico. Como marco referencial se tomd la discusion
sobre el concepto de conocimiento matematico. Se reporta a un profesor como
estudio de caso a profundidad, centrado en la ensefianza de la representacion gréafica
para resolver sistemas de ecuaciones lineales de 2x2. El docente fue videograbado en
dos sesiones de clases con el propdsito de generar una reflexion sobre su practica
docente. Los resultados muestran que este actor educativo posee un conocimiento
basico para trabajar este tipo de métodos, el cual puede generar obstaculos
conceptuales y epistemoldgicos en los estudiantes, tal como considerar solo los
puntos (x,0) y (0, y), donde x,y + 0, para trazar cualquier grafica en el plano
cartesiano o determinar si el sistema de ecuaciones tiene 0 no solucion.

Palabras clave: conocimiento, resolucion de problemas, sistema de ecuaciones,
analisis y reflexion sobre la ensefianza, pensamiento matematico.

Antecedentes

Uno de los problemas que interesa a la comunidad de investigadores en educacion
matematica, en torno a la formacion y desarrollo de los profesores, es el conocimiento requerido
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para ensefiar matematicas (Shulman, 1986; Ball, Thames & Phelps, 2008), por ejemplo, en
algebra. Al respecto, Doerr (2004) menciona lo siguiente:

La investigacion sobre el aprendizaje del algebra ha tendido a enfocarse en la naturaleza
algebraica de las tareas matematicas, el desarrollo de ideas de los alumnos y, en algunos
casos, en la influencia de la tecnologia, pero raramente los profesores, y la naturaleza y el
desarrollo de su conocimiento y practica docente, son objetos de estudio. (p. 270)

En el presente estudio se aborda el conocimiento del profesor de Telebachillerato (TB,
México) para resolver ecuaciones lineales con dos incdgnitas mediante el método gréfico, pues
aunque su perfil en ocasiones es ajeno a las matematicas tiene la responsabilidad de ensefiar esta
asignatura (INEE, 2015) y ello le exige tener conocimientos disciplinares necesarios (NCTM,
2014; SEMS, 2015).

La investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones lineales con dos
incdgnitas ha sido abordada por diversos investigadores en educacion matematica (Schoenfeld,
Smith & Arcavi; 1993; Sierpinska, 2000, entre otros), y se ha reportado que los estudiantes de
secundaria y de Educacién Media Superior (EMS) tienen dificultades para comprender y resolver
este tipo de sistemas. Autores como Trigueros (2012) afirman que la mayoria de las dificultades
de los estudiantes son producto de memorizar procedimientos o algoritmos sin comprender su
significado; por su parte, Mora (2001, citado en Arellano & Oktag 2009) considera que los
estudiantes suelen tener dificultades para representar graficamente sistemas de ecuaciones lineas
con dos incdgnitas. Para Arellano y Oktac (2009), en los cursos de algebra de EMS se le da mas
importancia a los procedimientos y algoritmos de tipo algebraico para dar soluciones a sistemas
de ecuaciones lineales, dejando en menor medida las representaciones graficas como
procedimientos de solucion, lo cual genera que el estudiante tenga “dificultades de interpretacion
al enfrentarse en el contexto algebraico o que requieran de una reinterpretacion de los conceptos
algebraicos” (p. 357).

Las dificultades relacionadas con el método grafico para dar soluciones a sistemas de
ecuaciones lineales estan relacionadas con la falta de separacidn entre el pensamiento sintético-
geomeétrico y el analitico-aritmético (Sierpinska, 2000). Ante las dificultades que tiene los
estudiantes en relacion con el sistema de ecuaciones, se recomienda que el profesor debe
propiciar espacios adecuados para que el alumno desarrolle este tipo de pensamientos de modo
que pueda transitar de uno al otro, asi como ensefiar y generar reflexion sobre los diferentes
métodos matematicos para dar solucidn al sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas, de
modo que se le dé importancia al método gréafico.

Algunas dificultades son producto de como se ensefian las matematicas. Doerr (2004)
asegura que existe:

Una ineficacia del aprendizaje del algebra como procedimiento desconectado del significado
y del propo6sito; la mayor parte del algebra de la escuela todavia es ensefiada con tales
procedimientos desconectados. [...] Uno de los principales impedimentos para el cambio en
como el &lgebra es ensefiada en las escuelas parece ser la falta de un cuerpo substancial de
investigacion acerca del conocimiento y la practica de los profesores en la ensefianza del
algebra. (pp. 267-268)

De acuerdo con lo anterior, el presente estudio tiene como objetivo describir el
conocimiento matematico que el profesor, en contextos vulnerables, como lo es en TB, tiene para
resolver este tipo de sistemas mediante representaciones graficas.
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Marco conceptual

La ensefianza de las matematicas requiere de profesores que tengan un conocimiento
matematico y didactico cuya finalidad es desarrollar un aprendizaje en los estudiantes de acuerdo
con los objetivos curriculares (Ball et al., 2008; Ball, Lubienski & Mewborn, 2001; NCTM,
2014; Shulman, 1986). La nocion de conocimiento matematico para la ensefianza hace referencia
al “conocimiento [...] que el profesor utiliza en clase para producir ensefianza y crecimiento en
el alumno” (Hill, Ball & Schilling, 2008, p. 374). Diversos investigadores consideran que el
conocimiento matematico esta relacionado con los estandares curriculares de modo que le
permita al profesor identificar errores matematicos (procedimentales, algoritmicos o
conceptuales), ya sea en los alumnos o en el libro de texto, asi como para usar términos o
nociones relacionadas con las matematicas, o determinar la validez de un argumento matematico
y seleccionar representaciones matematicas adecuadas (Ball et al., 2001; Carrillo, Clements,
Contreras & Mufoz, 2013). Para Shulman (1986), “éste se refiere a la cantidad y la organizacion
del conocimiento [disciplinar] per se en la mente del profesor. [...] Va mas alla del conocimiento
de los factores o los conceptos de un dominio. [...] El profesor necesita no sélo entender que
algo es asi; el profesor debe entender por qué es asi” (p. 99).

Ademas, el conocimiento matematico va mas alla de los estdndares curriculares. Ball et al.
(2001) plantean que la ensefianza de las matematicas demanda un conocimiento especializado de
matematica en el profesor: “Las exigencias de la labor de ensefianza de las matematicas crean la
necesidad de un cuerpo de conocimiento matematico especializado para la ensefianza” (p. 11).
Por su parte, en coincidencia con Ball et al., Carrillo et al. (2013) afirman que el conocimiento
matematico del profesor abarca tres dominios: a) del tema, el cual hace referencia a los
significados, definiciones, ejemplos que caracterizan el tema que se aborda en la clase, b) de la
estructura matematicas, definido como el sistema integrado de conexiones que le permite al
profesor comprender y desarrollar conceptos matematicos; c) y de la practica matematica, que se
refiere a las formas de conocer, crear o producir matematicas, en otras palabras, es la
comunicacion, el razonamiento y la prueba.

Metodologia

El estudio aqui reportado es de caracter exploratorio sobre la préactica docente en
matematicas. Se reporta la practica de un profesor de TB como un estudio a profundidad; sin
embargo, conviene mencionar que estos datos pertenecen a un proyecto de investigacién mas
amplio y centrado en la reflexion sobre la practica de ensefianza, en el cual participan varios
docentes. Como parte de la metodologia del proyecto, el profesor, a quien hemos llamado Juan
(seud6nimo), fue videograbado impartiendo matematicas en dos sesiones de clases de primer
semestre de TB; para ello, el profesor determino los contenidos matematicos a trabajar en cada
sesion (Método grafico para resolver sistema de ecuaciones con dos incognitas y Teorema de
Pitagoras), asi como las fechas de observacion. El proposito de las observaciones fue tener una
aproximacion puntual de la actividad que ocurre en el salon de clases en contextos desfavorables,
como lo es el subsistema TB en México®. Las videograbaciones se llevaron a cabo tratando de
afectar en lo mas minimo el escenario y el contexto natural donde se da el proceso de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas (Stake, 1999). El analisis esta centrado en identificar y describir

! Los TB atienden a jovenes entre los 15 y 18 afios de edad, en comunidades rurales de pocos habitantes,
que por lo general tienen condiciones econémicas y sociales precarias. Su plantilla docente esta
conformada, principalmente, por profesionales que poco o nula experiencia en docencia (INEE, 2015).
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el conocimiento que el profesor implementa en cada actividad desarrollada en las sesiones de
clase observadas.

Analisis de datos

En primer semestre de TB se tiene el objetivo de que los alumnos recurran a la
representacion grafica como un método matematico para dar solucion al sistema de ecuaciones
lineales con dos incognitas, de modo que tengan la habilidad para identificar graficamente si el
sistema tiene una, ninguna o infinitas soluciones (SEMS, 2017, 2013). Para ello, el profesor tiene
el libro de texto como un recurso principal, el cual le proporciona informacion para mostrar
como funciona tal método (Cfr. Garrido, Llamas & Sanchez, 2015, pp. 290-295), o por lo menos
tiene que echar mano de su conocimiento matematico para “comunicar conceptos y métodos con
claridad para la solucion del sistema de ecuaciones [...] y ofrecer ejemplos pertinentes a la vida
de los estudiantes” (SEMS, 2013, p. 39). Una muestra de esto es el profesor Juan, quien se apoya
en su conocimiento para ensefiar este método matematico a los estudiantes de TB.

La practica de Juan esta encaminada a ensefiar el método grafico solo para el sistema de
ecuaciones lineales (2 por 2) que tiene una solucion y cuyas graficas en el plano de coordenadas
cartesianas XY contengan los puntos (x, 0) y (0, y), tal que x, y # 0. De modo que, de acuerdo
con el desarrollo de la clase, el objetivo es obtener las coordenadas del punto de interseccion de
ambas graficas y las cuales satisfacen al sistema de ecuaciones, lo que para Juan es encontrar los
valores x, y en el cruce de las dos gréaficas:

Profesor: Cuando tengo dos ecuaciones de primer grado, que ya las tengo graficadas, uno de
los objetivos es encontrar ¢qué?

Alumnos: El valor de cada incognita...

Profesor: El valor de y. Entonces esos valores de y, cuando ya estan graficadas las
ecuaciones, ¢es donde se cruzan o no se cruzan?

Alumnos: Donde se cruzan..., donde se cruzan para saber qué valor es.
Profesor: jMuy bien! Es para saber qué valor es.

Es importante menciona que en ningin momento de la clase Juan explicita los términos
punto de interseccién o coordenadas del punto de interseccion, s6lo hace referencia a como
valores desconocidos o incognitas, las cuales los define a partir de la interseccién (cruce) de
ambas graficas; tal vez, eso se debe a que el interés principal de Juan es obtener los valores
numéricos que satisfagan al sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas, por ejemplo, les
dice a los estudiantes: “Lo que quiero es encontrar los valores de x,y. [...] (Y esos valores que
desconozco qué me representan? Los valores de x, y son los valores donde se cruzan [ambas
graficas]”.

El conocimiento matematico que muestra Juan para trabajar el método grafico, con
ecuaciones lineales, abarca dos dimensiones que interactan entre si: ubicar la grafica de cada
ecuacion en el plano de coordenadas cartesianas y obtener las coordenadas (valores) del punto de
interseccion de ambas graficas.

Representacion grafica de las ecuaciones con dos incognitas

Juan muestra que tiene un dominio acerca de la ubicacién de rectas en el plano cartesiano.
De acuerdo con su conocimiento, la representacion grafica de cada ecuacion lineal inmersa en el
sistema a solucionar se obtiene dados dos puntos sobre el plano; sin embargo, Juan considera que
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tales puntos son (x, 0) ¥ (0, y), donde las coordenadas 0, de modo que da por hecho que
estos pertenecen y ubican, en el plano, la gréafica de cada ecuacién. Para determinar las
coordenadas x, y, Juan acude al procedimiento de igualar a cero cada incognita de ambas
ecuaciones con la finalidad de obtener, por separado, el valor de la otra incognita (véase Figura
1); por ejemplo, para el sistema 2x + 3y = 8y 5, Juan plantea lo siguiente:

Profesor: Vamos a empezar con la ecuacién uno [2 8], igualar a cero el valor de
x. Entonces, para cuando la x vale cero, ¢cuanto vale y [sefiala en el pizarrén -
(véase Figura 1)]?

Alumnos: Dos enteros dos tercios.

Profesor: Ya saque para x igual a cero. ¢Cual me falta?

Alumnos: Para y igual a cero [ ...].

Profesor: Ahora hay que hacer lo mismo con la ecuacion dos [3x + y = 5]...

Figura 1. Proceso de igualacion para obtener los puntos )que corresponden a la gréfica de la
ecuacion 2x + 3y = 8.

Este tipo de conocimiento de Juan es especializado (Ball et al., 2001), pero basico para la
construccidn de rectas relacionadas a partir de la ecuacion. Su conocimiento muestra posibles
limitantes a presentarse y generar obstaculos epistemoldgicos, pues toda grafica lineal se puede
ubicar en el sistema de coordenadas cartesianas dados dos puntos cualesquiera
[Pi(x,¥y) y P,(x,y)] (Cuevas, Mejia, Pluvinage & Zubieta, 2005); ademas, al trabajar s6lo con
graficas que pasan por (x,0) y (0, y), deja de lado la familia de gréficas lineales que intersecan
en el origen del plano cartesiano [(0,0)] o que tienen pendiente cero o indefinida.

El tener las coordenadas de cada par de puntos y ubicar estos en el plano cartesiano le
permite a Juan mostrar graficamente a las ecuaciones del sistema y la interseccion de éstas
(véase Figura 2). Asi, para el sistema de ecuaciones 2x + 3y = 8y 3x + y = 5, desde su
representacion grafica, el punto de interseccion es (1,2).

Figura 2. Representacién grafica del sistema y en el plano cartesiano.
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En contraste con este procedimiento matematico de Juan, el libro de texto de TB plantea la
tabulacion como la estrategia para graficar este tipo ecuaciones en un determinado intervalo de
valores en la variable x: “Para realizar el grafico de cada una de las ecuaciones del sistema, es
necesario: 1. Despejar a y de ambas ecuaciones; 2. Hacer una tabla para ambas ecuaciones con
los mismo valores de x; 3. Graficar ambas rectas [...] [en] el mismo plano” (Garrido et al., 2015,
p. 290).

Coordenadas (valores) del punto de interseccion de ambas gréficas

Para obtener los valores que satisfacen al sistema de ecuaciones en la representacion
grafica, Juan recurre a segmentos de rectas paralelos a los ejes del plano cartesiano (véase Figura
3). Este recurso le permite visualmente obtener las coordenadas del punto de interseccion de
ambas graficas, pues cada segmento de recta va del eje que le corresponde al cruce de las dos
gréaficas. El uso de tal recurso muestra que Juan parte del hecho de que en el eje de las abscisas y
de las ordenas se encuentran las coordenadas x = 1,y = 2, respectivamente, y que los
segmentos de recta concurren en el punto (1,2), el cual hace referencia al cruce de las gréficas y,
por lo tanto, los valores que satisfacen el sistema:

Profesor: ¢Qué es lo que tenemos que hacer para encontrar la horizontal, que vienen siendo
el valor de la horizontal?

Alumna: Enel valordexoy.
Profesor: jMuy bien!, en el valor de x, ¢pero cual punto voy a tomar?
Alumnos: Donde se cruzan [las grdficas] ...

Profesor: Este punto [(1,2)]. iMuy bien! Ustedes con su regla, ¢si alcanzan a visualizar que
este 1 [del eje de las abscisas] viene siendo la x? ;Cudnto vale entonces x? [...] x es igual a
1,y esigual a 2. Esos serian los valores.

Figura 3.Segmento de recta como recurso para obtener los valores de las ecuaciones.

Los segmentos de recta, al ser paralelos a los ejes, le proporciona a Juan la pareja ordenada
de los valores a obtener. Para ello, el argumento de usar este recurso esta centrado en el disefio o
trazo del plano cartesiano, donde los valores numéricos de los ejes deben estar a la misma
distancia entre si, pues como dice Juan: “;donde estd el margen de error? En que cuando hagan
la grafica, lo hagan lo mas exacto que puedan. Si estan manejando la libreta de cuadritos, pues en
los cuadritos que sean los nimeros. Entre mas amplio lo dejen o mas grade, mejor”. Sin
embargo, este argumento difiere con lo que sucede en el salon de clases, pues en algunos otros
sistemas de ecuaciones Juan traza al tanteo el plano cartesiano y las gréficas correspondientes.
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Conclusiones

El profesor de TB, al estar frente a grupo, y al igual que cualquier otro docente en
matematicas, se le exige poseer un conocimiento disciplinar que le permita ensefiar y argumentar
la matematica de acuerdo con los objetivos curriculares; sin embargo, la realidad muestra que en
muchas ocasiones este conocimiento es insuficiente o difiere con lo que se espera que los
estudiantes deben aprender en el salon de clases. La practica de Juan da evidencia de que este
actor educativo posee un conocimiento especializado que le permite usar y mostrar la relevancia
del método grafico para encontrar los valores de las incognitas del sistema de ecuaciones
lineales; sin embargo, este conocimiento es basico en terminos de como determinar y ubicar las
gréaficas en el plano de coordenadas cartesianas, lo cual puede generar obstaculos conceptuales y
epistemoldgicos en los estudiantes, tal como considerar solo los puntos (x,0) y (0, y), donde

# 0, para trazar cualquier gréafica en el plano cartesiano o determinar si el sistema de
ecuaciones tiene o no solucion.

Aunque Juan tiene el interés de que los estudiantes vean la relevancia del método grafico
como un procedimiento para resolver sistemas de ecuaciones, existe una falta de conocimiento
sobre la relevancia de este procedimiento grafico, asi como determinar y mostrar si el sistema de
ecuaciones lineales con dos incognitas tiene uno, mas o ninguna solucién, asi como una
argumentacién y demostracion de si (x, 0) y (0, y) pertenecen a las gréficas de las ecuaciones
con dos incdgnitas. Los resultados muestran que el profesor Juan, al igual que otros profesores
de TB, requiere de una formacion constante sobre el conocimiento matematico que ensefian en
este subsistema de México, de modo que contribuyan a la calidad de educacion.
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Resumo

O presente artigo tem como objetivo apresentar reflexGes acerca do ensino de
polindmios na perspectiva da filosofia de Wittgenstein. Sabemos que a matematica
por apresentar uma linguagem especifica necessita de traducdo para a linguagem
natural que faca sentido para o aluno. O aprendizado de polinbmios apresenta muitas
codificacBes que precisam ser compreendidas, mas esta compreensdo depende do
contexto em que estdo inseridas. Para este estudo, embasamo-nos nos conceitos da
filosofia de Wittgenstein, tais como: jogos de linguagem e seguir regras. Como
resultados deste estudo, constatamos que se o aluno compreender as regras
matematicas em meio a jogos de linguagem, ele terd maiores facilidades no sucesso
da aprendizagem de polindmios.

Palavras chave: polindmios, filosofia de Wittgenstein, seguir regras, ensino,
aprendizagem.
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Introducéo

Ao longo de nossas trajetorias enquanto professores de matematica da educacéo béasica,
deparamo-nos com dificuldades na aprendizagem. Segundo Gatti (2008) a formacé&o inicial por si
s0 € insuficiente para formar um professor, ou seja, a construcdo do ser professor passa pela
construcdo diéria de seu oficio. Assim, segundo a autora é necessario ao professor ter um
dominio do contetdo, planejamento de suas préaticas, reorganizacao de situacdes inesperadas,
uma boa formac&o pedagdgica para a apresentacdo de contetidos e com as dificuldades que 0s
alunos possam apresentar de aprendizagem.

Sobre a formagdo pedagdgica, importante ressaltar o papel de um bom uso da linguagem
em sala de aula. Percebemos que muitas vezes os professores no afa de tentarem aproximar o
cotidiano dos alunos com o contedo matematico, acabam por criar barreiras comunicativas,
dificultando o aprendizado. Silveira (2014) aponta que no ensino de matematica é necessario que
todos os professores possam perceber as linguagens que participam em sala de aula que
favorecem a aprendizagem. A autora ainda destaca que ao lembrar das linguagens, devemos
entender que se faz necessaria a reflexao para que haja uma boa traducgdo dos leitores dos textos
matematicos.

Na Educacdo Matematica Brasileira, o estudo de Algebra vem sendo alvo de relevantes
pesquisas, pois ao longo da historia, segundo Lins e Gimenez (1997, p. 9), “a aritmética e
algebra se relacionam de forma diferente das leituras tradicionais, do tipo algebra é a aritmética
generalizada ou algebra ¢ a estrutura da aritmética”. No entanto ambas se complementam.
Sabemos enquanto professores a dificuldade de ensinar conceitos algébricos, pois muitas vezes é
dificil para o aluno compreender a linguagem matematica empregada nos conceitos algébricos e
textos matematicos, dificuldades estas que terdo grande impacto no estudo de equacdes e funcdes
entre outros contetdos.

Centurion (1994) destaca que os conceitos algebricos nas series iniciais tendem a ser mais
facilmente entendido pelos alunos, porém nas series finais do ensino fundamental devido a
linguagem matematica ser codificado, o que dificulta a aprendizagem dos alunos. Brasil (1998)
por sua vez ressalta que o aluno deve reconhecer representacOes algébricas, expressar
generalizacGes sobre propriedades das operacdes aritmeticas, traduzir situacdes-problema,
favorecer as possiveis solu¢des, traduzir informacgdes contidas em tabelas e graficos em
linguagem algébrica e vice-versa. Entendemos o que Brasil (1998) esquece de observar que o
aluno sozinho ndo tera a possibilidade de compreender todos estes aspectos, ou seja, ele precisa
da atuacdo do professor para que possa aprender melhor os contetdos algébricos.

Silveira (2014) afirma que a linguagem matematica possui a caracteristica de ser
codificada e para ser traduzida necessita de uma linguagem natural, no caso do Brasil se
relacionarmos com as salas de aula a tradugdo ocorrera para a Lingua Portuguesa. Sabemos que
as dificuldades no ensino e na aprendizagem da algebra perpassam pela utilizacéo de incognitas e
variaveis, causando aversdo de muitos alunos. No entanto, sabemos que nao é tarefa facil, pois
um dos transtornos maiores no 8° ano no estudo de monémios e polinémios a dificuldade ocorre
em traduzir os conceitos algébricos de uma forma que faca sentido para os alunos, e no que diz
respeito ao papel do professor, é que 0 mesmo precisa criar estratégias que visem que os alunos
aprendam as regras matematicas.

Assim, 0 presente artigo tem como objetivo apresentar reflexdes acerca do ensino de
polinémios na perspectiva da filosofia de Wittgenstein. Para tanto, neste estudo de caréater
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bibliogréfico, trazemos a luz alguns conceitos do filésofo como o conceito de jogos de
linguagem e de seguir regras, além de alguns autores da educacdo matematica como Silveira
(2014) e Teixeira Junior (2016).

Um pouco da filosofia da linguagem de Wittgenstein

O presente tdpico objetiva apresentar um recorte da filosofia de Wittgenstein, mais
precisamente dois dos conceitos presentes em uma das obras do filosofo: Investigacoes
Filosoficas. Jogo de linguagem para Wittgenstein, em sua obra é o conjunto da linguagem e das
atividades que estdo entrelacadas entre si:

A expressdo “jogo de linguagem” deve salientar aqui que falar uma lingua ¢ parte de uma atividade ou
de uma forma de vida. Tenha presente a variedade de jogos de linguagem nos seguintes exemplos, e
em outros:

Ordenar, e agir segundo as ordens —

Descrever um objeto pela aparéncia ou pelas suas medidas —
Produzir um objeto de acordo com uma descri¢do (desenho) —
Relatar suposi¢des sobre 0 acontecimento —

Levantar uma hipotese e examina-la —

Apresentar os resultados de um experimento por meio de tabelas e diagramas —
Inventar uma historia; e ler —

Representar teatro —

Cantar cantiga de roda —

Adivinhar enigmas —

Fazer uma anedota; contar —

Resolver uma tarefa de calculo aplicado —

Traduzir de uma lingua para outra

Pedir, agradecer, praguejar, cumprimentar, rezar (1979, p.18-19).

Assim, para o filosofo traduzir de uma lingua para outra € um jogo de linguagem. Em sala
de aula é importante destacar que os alunos precisam traduzir o texto matematico exposto na sala
para assim poderem ter sucesso em suas aprendizagens. A partir da leitura do texto, podemos
entender que o aluno aprendera os contetdos algébricos como polinémios se entender o que esta
sendo dito, ou seja participar dos jogos de linguagem que estdo sendo tratados em sala de aula.

Wittgenstein (1979, p.187-188) ainda afirma:

Dois empregos da palavra “ver”

O primeiro: “O que vocé vé ali?” — “Vejo isto” (segue-se uma descri¢do, um desenho, uma copia). O
segundo: “Vejo uma semelhanga nestes dois rostos” — aquele a quem comunico isto deve ver 0s rostos
tdo claramente como eu mesmo.
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[...] Mas podemos também ver a ilustragdo ora como uma, ora como outra coisa. — Portanto, nés a
interpretamos e a vemos como a interpretamos.

Entdo imaginemos a seguinte situacdo: o professor esta ensinando polindmios e um
determinado momento no quadro ele utiliza a seguinte expressédo: 3x3y+5x2-x. O aluno ao se
deparar com essa expressado tera varias possibilidades de leitura, porém a traducéo que podemos
considerar adequada versa sobre entender que € um trinémio de grau 4. Como o aluno que fez a
traducéo adequada chegou a essa conclusdo? Entendemos que para que 0 mesmo chegasse a essa
concluséo é porque anteriormente a este exemplo o professor ensinou em sala que o 3x3y
apresenta no y grau 1 que somado ao grau do x da o resultado 4° grau. A partir de Wittgenstein
(1979) vemos que para que essa traducédo tenha sido correta, o aluno precisou seguir uma regra
anteriormente ensinada pelo professor, do contrério, ele ndo teria a visualizagdo y ter grau 1, haja
vista que ele ndo esté vendo literalmente o nimero 1. Assim, adentramos em outra parte
conceitual da filosofia de Wittgenstein que € o seguir regras.

Silveira (2014) destaca que € pela linguagem do aluno que iremos entender se 0 mesmo
aprendeu o conteudo, ou seja, se seguiu a regra matematica que foi necessaria na traducéo do
respectivo texto matematico. Assim, para a autora se vé como fundamental a comunicagdo em
sala de aula para que se verifique o resultado da traducéo do aluno.

Para Wittgenstein, seguir uma regra é analogo a traduzir, ou seja, quando eu sigo uma
regra eu estou participando de um jogo de linguagem. Assim, entendemos que para que o aluno
possa participar dos jogos de linguagem envolvendo polinémios, precisam ser ensinados as
regras que devem seguir para a partir dai conseguirem sucessos em suas aprendizagens. Sabemos
que na educacéo brasileira € um desafio discutir sobre os aspectos da linguagem, haja vista que
quando pesquisamos sobre ensino e aprendizagem é comum nos depararmos com n “formulas
milagrosas” que garantem sucesso dos alunos a partir do construtivismo ou da cognigao.
Acreditamos que apostar nos aspectos filosoficos da linguagem é um caminho que tende a
discutir e apresentar resultados tanto cientificos quanto em sala de aula, pois o0 aprendizado dos
alunos se da a partir do dominio das regras matematicas.

O ensino de polindémios e a realidade em sala de aula

O presente tdpico tem como papel e objetivo de apresentar um recorte historico sobre o
ensino de polindbmios, trazendo alguns exemplos que fazem intersecdo com a realidade das salas
de aula brasileiras na contemporaneidade. Sabemos que é um desafio destacar o pais, haja vista
suas dimensdes continentais, porém traremos alguns exemplos que comumente vemos em
algumas leituras e em nossas experiéncias docentes.

Inicialmente destacamos que alguns autores da educacdo matematica dizem que no ensino
da algebra devemos refletir que o aluno ja passou pelos conceitos basicos da aritmética. Assim
Rocha (2010, p. 90) destaca que “Quando o0 nimero é representado por uma letra, isso ndo é tdo
facil para o aluno imaginar e escrever. Por exemplo: quando se pede o triplo de 4, quase que de
imediato a pessoa questionada responde e responde 12, talvez a Unica dificuldade seja lembrar
quanto € trés vezes quatro. Entretanto, quando se pede o triplo de x, talvez a pessoa rebata com
outra pergunta: quanto vale x?” Com isso, Rocha (2010) remete a ideia de que muitas das
dificuldades dos alunos em algebra podem estar em nédo ter dominado inicialmente das regras e
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técnicas da aritmética. Vemos com isso que vira como uma “bola de neve”, ou seja, se nao
aprendeu determinado conteudo, tenderd a ter dificuldades e podera ndo aprender os contetidos
posteriores da matematica.

Corrobora com este pensamento Garcia (1997) que destaca que “a passagem da aritmética
a algebra ¢ fonte de conflitos e fracassos na matematica escolar”. Tal fendmeno tende a ocorrer
nas series iniciais quando os alunos acabam devem ter a um nivel de abstragdo menor do que
quando estavam nas séries finais do ensino fundamental. Por exemplo, no ensino de polinbmios
os alunos se deparam com as letras e nimeros, entrelacados pela linguagem matematica.

Sobre o ensino de algebra, Klusener (2007) aponta que no momento em que se misturam
nameros e letras no ensino de matematica, muitos alunos apresentam indices de erros grandes do
que quando apenas nimeros e operacdes faziam parte de seus estudos.

Teixeira Junior (2016, p. 122) em sua tese intitulada “A terapia de Wittgenstein e o ensino
de algebra” defende que 0 ensino da algebra seja visto sob a dptica da filosofia de Wittgenstein:

A algebra ndo se desenvolve a partir de problemas concretos, talvez isso estivesse mais proximo dos
avancos dos logaritmos e trigonometria, mas que se utilizaram dos avancos algébricos ou de uma
linguagem simbolica mais econdmica. Um dos poucos usos cotidianos que colaboraram no
desenvolvimento da algebra estd na matematica financeira que buscou modelos para previsGes
econdmicas e de aplicacdes financeiras que envolvem juros. Mas até nesse caso ha muitos exemplos
de problemas formulados como desafios, e ndo necessariamente problemas reais.

Assim, o autor critica de forma clara as concepcdes construtivistas de um ensino de algebra
e que as contextualizacbes muitas vezes ao invés de contribuirem com a aprendizagem dos
alunos, acabam por criar uma ideia de que toda a matematica pode ser contextualizada, e que se
determinado assunto ndo apresenta facil contextualizacdo, ndo serve para ser ensinado para o
aluno. Com isso, entendemos que Teixeira Junior (2016) corrobora com Silveira (2005) que o
caminho da aprendizagem da matematica passa a partir da pratica de exercicios da prépria
matematica.

Silva (2009) aponta uma grande resisténcia dos professores as inovacgoes, e que essas
inovacOes podem auxiliar, complementar o tradicionalismo, permitindo maior um dinamismo nas
aulas de Matematica. Entendemos que tais inovac¢des ndo dizem respeito apenas as tecnologias,
por exemplo, mas sim também a estratégias diferenciadas e também uma aposta para que 0 uso
da linguagem em sala de aula seja clara, evitando confusdes e tradugdes equivocadas. Sabemos
que o aluno pode errar uma questdo, porém sabemos também que o mesmo pode chegar a esse
erro devido falta de clareza por exemplo no uso da linguagem por parte do professor.

O ensino de polinémios e os desafios da linguagem

O tdpico a seguir apresenta nossos resultados tedricos da pesquisa. Sabemos e como ja
exposto que a linguagem matematica muitas vezes é de dificil compreenséo e acreditamos que a
filosofia de Wittgenstein pode trazer contribuicdes favoraveis a aprendizagem dos alunos em sala
de aula.

Sé& (2009) destaca que as reflexdes sobre nossas praticas e dificuldades de ensino e de
aprendizagem em sala de aula favorecem para melhoria das préaticas de ensino. A partir dai,
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inquieta-nos a respeito do estudo e ensino de mondmios e polinbmios para o 8° ano do Ensino
Fundamental, pois compreender a linguagem matematica presente nos conceitos algébricos pode
parecer simples para os professores, mais muitas vezes acaba sendo dificil para o aluno. Por
exemplo, um professor coloca no quadro as seguintes expressoes: “qual a diferenga entre
mondmios ¢ polindmios? ou, “X € igual a x2?”. O docente ao explicar que partes literais de graus
diferentes ndo podem ser somadas nem subtraidas ira fazer sentido para o aluno se anteriormente
ele entender o que é uma parte literal e 0 que é um coeficiente. Com isso, vemos implicita as
palavras de Wittgenstein (1979), pois o aluno ira entender se fizer sentido a ele, ou seja se ele ja
estiver participando do jogo de linguagem em sala de aula, do contrario esse fara traducdes
equivocadas que fardo ao insucesso na aprendizagem do contetdo.

Silveira (2014, p.58) em sua obra fala sobre interpretacdo de textos matematicos:

A interpretacdo do texto matematico consiste em traduzir os simbolos para a linguagem natural e,
posteriormente, conferir sentido as palavras imersas em regras gramaticais e regras matematicas.
Fidelidade na traducdo dos simbolos e liberdade limitada na producéo de sentidos, ja que os sentidos
dependem das regras matematicas que devem ser obedecidas. No exercicio matematico, traduzem-se
os simbolos da linguagem matematica para a linguagem natural. Este jogo de linguagem é necessario
porque a linguagem natural ndo da conta de explicar os conceitos matematicos.

Certa vez em uma sala de aula surgiu o questionamento dos alunos por ndo entenderem
situacdes como 2x. 3y = 6xy, a relacdo de x por y é complexo sem a compreensdo das regras para
a multiplicacdo de monémios com partes literais diferentes, visto que é necessario multiplicar os
coeficientes e agrupar a parte literal. Acerca disso, Wittgenstein (1989, p.100) afirma que “Toda
a explicacdo tem o seu fundamento no treino (os educadores deviam lembrar-se disto)”. Com
iss0, vemos que os alunos treinando, exercitando a partir do exemplo conceituado pelo docente,
tendem a ter acertos nas questdes.

Duarte (2008, p. 80) destaca que “é, portanto, necessario que o processo de aprendizagem
da matematica desenvolva essa capacidade de trabalhar com niveis cada vez maiores de
abstracdo”. Assim, entendemos que para que sejam alcangados tais niveis de abstracao, faz-se
necessario uma preocupacdo com os usos das linguagens de forma cada vez mais clara em sala
de aula por parte do professor e ai cabe ao aluno participando do jogo, exercitando, poder
traduzir adequadamente os textos matematicos e consequentemente tendo sucesso na disciplina.

Consideracoes finais

O presente artigo teve como objetivo apresentar reflexdes acerca do ensino de polindmios
na perspectiva da filosofia de Wittgenstein. Compreendemos que a matematica, mais
especificamente o ensino de polindmios apresenta algumas particularidades que dizem respeito a
linguagem matematica empregada no contetdo. Constatamos ainda que se o aluno aprender a
regra matematica, ou seja, ser inserido ao jogo de linguagem matematico envolvendo polinémios
terd maiores facilidades da aprendizagem.

Sabemos que este estudo € apenas um recorte que apresenta de forma geral sobre o ensino
e a aprendizagem dos polinémios, porém acreditamos que a partir das leituras feitas e nossas
contribuicdes, pois destacamos a filosofia de Wittgenstein como um caminho cientifico, que
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aponta que é a partir do uso de conceitos como jogos de linguagem e seguir regras, podermos
perceber que o ensino e aprendizagem é possivel pelo viés da linguagem.
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Dentre os aparelhos eletrdnicos, um dos que possui maior destaque atualmente é o
smartphone (NUNES, 2013), ndo s6 pela sua tecnologia, como também pela demanda da
populacdo. Dessa forma, € aconselhavel que professores, pais e até a escola, como um todo,
prestem atencdo ao uso desse dispositivo por criancas e adolescentes. Embora o aluno ndo deva
usar nenhum aparelho eletronico em sala de aula, "o professor vem disputando com o
smartphone a atencdo dos alunos, tal disputa vem trazendo prejuizo ao ambiente e a
aprendizagem do alunado" (PIRES, 2016, p. 1). Sendo assim, pensamos ser Util langar mdo desse
recurso tecnologico em sala de aula.

Por outro lado, um assunto sempre presente nos exames de admissdo as universidades é o
estudo das funcdes. Alem disso, tem-se a facil percepcdo da contextualizacdo deste conteddo no
dia a dia das pessoas. Assim, o tema escolhido para este trabalho foi o estudo de gréaficos de
funcbes por meio do software Geogebra em smartphones. O Geogebra tem sido bem aceito por
professores e alunos por varios motivos, dentre os quais podemos destacar a possibilidade de
tornar a Matematica mais “palpavel”, em aulas mais interesantes e com maior interagéo,
potencializando assim o trabalho do professor.

Foram realizadas quatro atividades em trés turmas de 9° ano do Ensino Fundamental e
uma turma do 1° ano do Ensino Médio, em duas unidades de um colégio particular da zona oeste
do Rio de Janeiro. Para as atividades sugeridas, foram selecionadas as func@es afim e quadratica.

A atividade 1 (em torno de 25 min) consistiu em revisar o significado dos coeficientes
das funcdes afins e relacionar as mudancas nos valores desses coeficientes através dos
deslizadores do Geogebra, com as consequentes alteragdes nos graficos. Esta atividade foi
orientada pelo professor de modo que os coeficientes linear e angular fossem alterados
separadamente, a fim de que fosse possivel ao aluno concluir o que cada uma dessas alteracdes
produziu no grafico.
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A atividade 2 (em torno de 25 min) teve como foco a revisao do significado dos
coeficientes das func¢Bes quadraticas e relacionar as mudancas nos valores desses coeficientes
com as consequentes alteracdes nos graficos das funcdes. Ao construir a fungéo, o aplicativo
gera seu grafico e automaticamente cria trés “deslizadores”, um para cada coeficiente, de modo
analogo ao que ocorreu com a funcéo afim da atividade 1. Aqui também foi orientado aos alunos
que permitissem a varia¢do de cada coeficiente separadamente para examinar o impacto nos
gréaficos das funcgoes.

Na atividade 3 (em torno de 30 min) estudou-se o discriminante e sua relagédo com os
zeros da funcdo quadratica. Para tal atividade, os alunos digitaram no aplicativo GeoGebra, nos
seus celulares, a fungdo y = ax? + bx + ¢, e, em seguida, digitaram A = b? — 4ac. De acordo com
sinal do discriminante, verificaram as posibilidades de intersecdo da pardbola com o eixo X.

A atividade 4 envolveu a anélise do vértice da parabola, assim como de seu eixo de
simetria. Esta atividade requer um maior dominio das construcdes no GeoGebra, pois além da
pardbola, é preciso tracar uma reta paralela ao eixo X, que intercepte a pardbola em dois pontos
quaisquer, A e B, e construir a mediatriz para o segmento AB. O principal objetivo dessa
atividade € perceber gque a intersec¢cdo da mediatriz com a parabola é o ponto de minimo ou de
méaximo do grafico (vértice V). Além disso, espera-se que o aluno perceba que a abscissa do
ponto V é a média aritmética das abscissas do ponto A e B e que as ordenadas completam o
conjunto de informacdes acerca da simetria da curva, dando sentido as formulas das coordenadas
do vertice.

A maior dificuldade encontrada no uso do smartphone foi o tamanho da tela e do teclado,
implicando erros na construcao dos graficos. Outro problema encontrado foi a existéncia de
diferentes aplicativos, com interfaces e comandos distintos. Uma sugestdo que minimizaria tais
dificuldades seria a prévia realizacdo de um minicurso de GeoGebra.

As atividades proporcionaram uma experiéncia que o aluno ndo poderia adquirir em uma
aula expositiva, como, por exemplo, “manusear” as fungdes, transformando-as a seu critério. O
aluno teve a oportunidade de lembrar os conhecimentos adquiridos ndo apenas através da
mem©ria visual do quadro, do livro ou do caderno, mas também das experiéncias e visualizaces
individuais criadas para cada funcdo. Ele pdde comprovar na préatica o que é dito pelo professor
ou, nos casos dos alunos com maior gosto pela Matematica, verificar as demonstragdes
realizadas pelo professor em sala. Uma 6tima vantagem que o uso do GeoGebra no celular pode
proporcionar € a transformacdo da sala de aula classica em um laboratério de matematica
(ARAUJO, 2015), o que é especialmente importante em escolas sem este tipo de infraestrutura.

Os autores agradecem a FAPERJ pelo apoio financeiro.
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Resumo

Assumindo que aprender Calculo Diferencial e Integral (CDI) implica analisar de
forma coordenada as variacGes de duas grandezas interdependentes (raciocinio
covariacional — RC), apresentamos resultados de uma pesquisa cujo objetivo foi
desvelar ideias do RC mobilizadas durante as discussdes coletivas desencadeadas
pelo trabalho com uma tarefa matematica em uma turma de CDI. Realizamos uma
analise qualitativa, de cunho interpretativo, a partir de recortes da producdo escrita e
trechos de dialogos de um grupo de estudantes no trabalho com uma dessas tarefas.
Concluimos que o grupo analisado mobilizou ideias relacionadas ao RC, como a
constituicdo das quantidades envolvidas na situacdo e o processo de medigdo dessas
quantidades, a compreensdo de que as quantidades envolvidas variam continuamente
e sua coordenacéo, reconhecendo a direacdo de crescimento e mudancas na taxa de
crescimento. Porem, o grupo ndo foi capaz de esbocar corretamente um grafico que
representasse a relacdo envolvida em uma das situacoes da tarefa.

Palavras-chave: Ensino de Matematica, Ensino de Calculo Diferencial e Integral,
Tarefas Matematicas, Raciocinio Covariacional.
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Introducéo

Durante praticamente os trés anos do Ensino Médio, e ao ingressar no Ensino Superior,
ao cursar a disclina de CDI, transitamos por um conceito “formal” de fungdo que, em pouco — ou
em nada - “carrega” sua esséncia: 0 aspecto covariacional das grandezas envolvidas. Oehrtman,
Carlson e Thompson (2008) evidenciam que o uso da definigéo atual como introducéo ao
conceito de funcdo no ambito escolar é inadequada, por tratar-se de uma resposta a problemas
que os estudantes sequer podem conceber, uma vez que foi motivada largamente por debates
entre matematicos na busca de respostas a questdes internas da propria Matematica.

Uma funcéo relaciona-se a um conceito matematico que descreve como duas ou mais
quantidades variam uma em relacdo a outra. Tal relacdo pode ser descrita por palavras, simbolos
matematicos e representacdes, como graficos ou tabelas. Para Carlson, Jacobs, Coe, Larsen e
Hsu (2003, p. 124), o raciocinio covariacional (RC) contempla “as atividades cognitivas
envolvidas na coordenacao de duas quantidades que variam quando se presta atencao as formas
como cada uma delas muda em relagao a outra”. Conforme destacam Thompson e Carlson
(2017), ideias de variacdo e covariacdo sao epistemologicamente necessarias para que se
desenvolvam conceito Util e robusto de funcéo, e servem como bases conceituais para elaboracao
de conceitos do CDI.

Nessa acepcdo, elencamos como objetivo da pesquisa a investigacédo das possibilidades
do desenvolvimento de ideias do RC em estudantes de CDI 1, promovidas pelo trabalho com
tarefas matematicas. Procuramos aqui desvelar ideias do RC que foram mobilizadas durante as
discussoes coletivas desencadeadas pelo trabalho com uma tarefa, recorte do trabalho de
dissertacdo do primeiro autor (Gongalves, 2018).

Referencial teorico

Em uma abordagem tradicional para quantificar uma funcdo dinamica do mundo real, o
estudante geralmente recebe uma tabela de valores de amostragem, plota pontos no plano
cartesiano e, em seguida, usa o grafico (unido de pontos) para estender a tabela. Em um curso de
Caélculo Diferencial e Integral (CDI), o aluno é entdo questionado sobre a dindmica da situacéo
do mundo real que requer a extracdo de informac6es dindmicas de um grafico estatico, como
taxa de crescimento e decrescimento, por exemplo. Quando se trata de situa¢fes dinamicas, a
maioria dos alunos esbarram na dificuldade de visualizacdo da situacéo e de como se relacionam
as variaveis (Goldenberg, Lewis, & O’Keefe, 1992).

Uma abordagem possivel para apoiar o pensamento dos alunos, no intuito de ajuda-los a
imaginar relacionamentos entre quantidades que mudam continuamente, seria leva-los a pensar
em pequenas mudangas nas quantidades como forma de promover seu raciocinio com variagao
continua. Porém, para Thompson e Carlson (2017), apoiados em trabalhos de Castillo-Garsow,
isso ndo e suficiente, uma vez que, para pensar em variacdo continua envolve deve-se,
necessariamente, pensar em movimento.

Assim, um conceito presente nessa discussdo ¢ o de movimento fictivo: “aquele em que o
objeto, apesar de estatico, pode ser mais bem compreendido pelo movimento dinamico que
sugere” (Frant, Silva, & Powell, 2013, p. 36). Por exemplo, ao dizermos que uma estrada “vai”
de um extremo ao outro do pais, nada realmente se move, ainda que falemos como se algo
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estivesse se movendo (em funcdo do uso de um verbo de movimento: “ir””). Thompson e Carlson
(2017) indicam que “Quando se desenvolve uma imagem refletida de algo se movendo
fictivamente, a imagem permanece presente, mas tacita, como uma varredura de atencéo que esta
envolvida ao pensar em todos os elementos de um conjunto (p. 431)”. As concepcdes de tempo
implicam e se baseiam no movimento fictivo. Desse modo, concepgdes de “variagdo continua
dos alunos podem ser afetadas por sua capacidade de conceber tempo como uma quantidade e,
quando eles estdo pensando em medidas especificas de tempo quantificado, pelo seu conceito de
namero” (Thompson & Carlson, 2017, p. 431).

Nosso foco, respaldados por elementos trazidos no quadro tedrico proposto pelos autores
supracitados, foi pensar tarefas que oferessem aos estudantes de CDI possibilidades para o
desenvolvimento de ideias do RC, com base na ideia de “movimento fictivo”. Tal forma de
pensar é fundamental na compreensdo de fenbmenos que envolvem quantidades que se
relacionam, e que servem de base para a elaboracéo de conceitos do CDI (como derivadas e
integrais, além da resignificacdo do proprio conceito de fungéo).

No que se refere ao uso de tarefas no ensino de Matematica, da forma como Ponte (2014)
propde, estamos entendendo tarefas como “eclementos organizadores de quem aprende, sendo em
sua maioria propostas por professores e, uma vez propostas, devem ser interpretadas pelos alunos
podendo originar atividades diversas” (p. 14). Assim, tarefas sdo “ferramentas de mediacao
fundamentais no ensino e na aprendizagem da Matematica”, podendo ou nao ter “potencialidades
em termos de conceitos e processos matematicos que pode ajudar a mobilizar” (Ponte, 2014, p.
16). Acerca do papel das discussdes coletivas no trabalho com tarefas matematicas, Ponte (2017,
p. 34) destaca que “tanto a investigagdo como a pratica profissional mostram como momentos de
discussédo sao essenciais para a compreensdo matematica por parte dos alunos”.

Com base nas ideias presentes em trabalhos desenvolvidos em nosso grupo de pesquisa,
como Trevisan e Mendes (2018), temos defendido a organizacdo de ambientes de ensino e de
aprendizagem pautados em episddios de resolugdo de tarefas. Para esses autores, o termo
“ambiente de aprendizagem” refere-se ao contexto em que ao individuo sao oferecidas
oportunidades para aprender. Ja os “episo6dios” sdo momentos em que 0s estudantes sao
organizados em grupos e a eles sdo propostas tarefas, ndo sejam precedidas da apresentacédo de
definicdes ou exemplos similares, que contribuam para a exploracgdo intuitiva de ideias
matematicas e possibilitem uma posterior sistematizacao de conceitos.

Procedimentos metodoldgicos

A discussdo que trazemos neste artigo é parte intregrante de um estudo mais amplo
(Gongalves, 2018), o qual foi desenvolvido numa perspectiva qualitativa, de cunho
interpretativo. Tal estudo, intitulado “Investigagdo de um ambiente educacional para o Calculo
Diferencial e Integral em condigdes reais de ensino”, teve por objetivo investigar oS processos
envolvidos na caracterizacdo, na implementacao e na avaliacdo de ambientes de ensino e de
aprendizagem de CDI, considerando as condi¢des reais as quais estamos sujeitos. Assim,
trabalhamos com a criacéo de tarefas e, intrinsecamente associado a isso, investigado formas de
utiliza-las em sala de aula, bem como aprendizagens por ela propiciadas (Trevisan e Mendes,
2018), que oportunizem aos estudantes reinventar o CDI (Freudenthal, 1973), que permitam a
criacéo de conceitos e teoremas fundamentais utilizados intuitivamente antes que sejam descritos
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com precisdo ou provadas.

Para esse estudo foram organizados cinco episodios de resolugdo de tarefas junto a uma
turma de Engenharia de uma Universidade Federal do Parana (Brasil), ingressantes no curso no
2° semestre de 2017 e matriculados na disciplina de CDI 1. Cada episddio se consistiu a partir
de um encontro composto por 3 aulas de 50 minutos, o qual foi organizado buscando-se atender
pressupostos de um ambiente de ensino e de aprendizagem pautado em episodios de resolucao de
tarefas: aos alunos, organizados em grupos de 3 a 5 integrantes, foram propostas sequéncias de
tarefas sem que houvesse alguma explicacdo prévia de conteudos. Para a organizacao das tarefas,
levamos em consideracdo um conjunto de ideias do RC que poderiam ser mobilizadas nas tarefas
propostas, a constar:

e (i) Constituir quantidades envolvidas na situagéo (reconhecer atributos de uma
situacdo passiveis de medicédo);

e (i) Raciocinar sobre o processo de medigédo dessas quantidades;
e (iii) Imaginar medidas de quantidades variando continuamente;
e (iv) Coordenar duas quantidades que variam juntas:

o (a) reconhecer que as quantidades se relacionam;

o (b) reconhecer direcdo de crescimento - ambas crescem/decrescem, por
exemplo;

o (c) reconhecer a existéncia de taxas de variagdo - cresce mais rapido/mais
lento, ou cresce a uma taxa crescente ou decrescente;

o (d) identificar eventuais mudancas na taxa de crescimento.

Visto que esses estudantes ja haviam tido contato com uma defini¢do formal de fungédo em
seu Ensino Médio, nosso intuito, por meio da realizacdo dessas tarefas, era que (re)significassem
esse conceito. Em todas elas, buscou-se mobilizar a articulacéo entre maltiplas representaces
(linguagem natural, tabela, gréafico), no intuito de coordenar a varia¢ao das quantidades
envolvidas, reconhecendo a existéncia de taxas de variagao e eventuais mudancas nessas taxas.

A tarefa que foi selecionada para anéalise neste artigo, que compdem o ultimo episodio
(ocorrido em novembro de 2017), tem o seguinte enunciado: Construir um gréafico que relacione
0 perimetro e a area de uma praca supondo que ela tenha formato: (a) Circular; (b) Quadrado.

Para coleta de dados fizemos uso da producdo escrita dos estudantes e do audio de um dos
grupos (composto por trés estudantes, aqui nomeados C1, C2 e C3) enquanto trabalhavam com a
tarefa, bem como das anotacdes feitas pelos pesquisadores em seu diario de campo. Para fins de
analise, organizamos recortes que ilustrem o potencial das tarefas em termos de fomentar
discussdes que envolvem ideias do RC.

! Essa disciplina é ofertada no 1° semestre do curso, e contempla em sua ementa o estudo de funcg@es, limites,
derivadas e integrais em uma variavel real.
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Analise dos dados

O grupo iniciou a discussao analisando o caso da praga circular (item a), conforme
transcricao a sequir:

[1] C1: O perimetro de um circulo ¢ 2xr.

[2] C2: O comprimento.

[3] C1: E a area ¢ 2nr?

[4] C2: Nao, ¢ mr?.

[5] C1: Sé a formula pra gente pensar na férmula. Se aumenta o raio, a area vai aumentar muito mais do que
aumenta o perimetro, entdo, se a gente for construir uma relagéo entre a area e o perimetro; conforme o perimetro
esta crescendo, a area esta crescendo muito mais. Porque o raio aumenta pros dois. Vamos supor, aumenta 5 pros
dois. Esse aqui [area] vai ser 5 ao quadrado, 25, esse aqui [perimetro] vai ser 10, ndo é dobro, mas esse aqui [area]
aumenta mais depressa que esse [perimetro]...faz sentido?

[6] C2: Faz. E quanto mais o raio vai aumentando mais a area vai aumentando.

[7] C1: Os dois aumentam juntos. E a &rea aumenta pra cima, aumenta aumentando. Aumenta crescendo.

Em seu didlogo, mostraram reconhecer que a taxa de crescimento da area em relacdo ao
raio € maior que a do perimetro. Nesse caso, utilizaram 0 “raio” implicitamente para analisar
como area e perimetro se relacionam. Nesse viés, mostraram perceber que existe uma covariacao
entre as grandezas observadas. Os graficos apresentados pelo grupo, ap6s discussao, tinham
formas diferentes, conforme Figura 1. No lado esquerdo, podemos observar que o grafico cresce
a uma taxa crescente. No lado direito cresce também, porém a uma taxa decrescente. Embora
eles tenham pensado de forma correta, os elementos discutidos parecem ndo ter sidos suficientes
para embasar o formato do gréfico e sua relagdo com o modo como as grandezas envolvidas se
relacionam.

A
Figura 1. Gréaficos apresentados pelo grupo, relacionando area e perimetro da praca circular.
Fonte: autores.

Continuando a discusséo, agora do item (b):

[8] C2: E se for um quadrado?

[9] C3: Agora, nesse caso, 0 perimetro cresce mais que a area.

[10] C2: A area do quadrado € base vezes altura. E o perimetro é a soma de todos os lados.

[11] C3: E, porque 6! A érea é lado ao quadrado e o perimetro é quatro vezes o lado.

[12] C2: Nao importa o valor. Mesmo que o lado seja 20, temos que 202 é 400.

[13] C3: Néo... Ndo sempre. Pde lado igual a 2, por exemplo, a &rea fica 4. O perimetro fica 8.... E como se
no inicio o perimetro fosse maior do que a area e no final, mais para frente, a area fosse maior que o perimetro.

[14] C2: A gente vai encontrar esse maior? Tipo o ponto maximo?

[15] C3: H&?

[16] C2: A gente vai encontrar esse ponto?
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[17] C3: Ah, tinha que encontrar...
[18] C2: Derivar. ]
[19] C3: Eu acho que ndo precisa é so, tipo, um eshoco, sabe? E sé a gente imaginar assim 6.

O grupo conseguiu nesse trecho de discussdo, reconhecer que o0 perimetro cresce mais
rapidamente que a area até certo momento (trechos [9] e [13]), ainda n&o identificado. Chegam a
transitar por ideias do CDI, como mostrado em [14] e [18] tendo lembrangas que algum item do
CDI encontro os pontos de maximos, chegam a mencionar derivada.

[20] C3: Entdo a area tipo vai... Nao sei, no comeco ela vai bem baixinha.

[21] C2: A gente faz tipo, esse crescimento aumentar.

[22] C3: E comega pequeno.

[23] C2: Dai quando o lado é 3, o perimetro 12, a area € 9. Quando o lado é 4, o perimetro é 16 e a area é 16.
[24] C4: Depois que ela comeca...

[25] C2: No 4.

[26] C2: Dai quando é 4 as duas sdo iguais... E dai depois a area aumenta.

Observando as falas do grupo, aquilo que era davida no inicio da discussao parece ser
resolvido agora. O grupo reconhece que perimetro e area relacionam-se a uma taxa crescente.
Porém, ao pensar em separado na relagdo “perimetro-lado” e “area-lado”, inferem, de forma
equivocada, que hd uma mudanca na taxa de crescimento, construindo uma representacao grafica
na qual aparece um ponto de inflexdo (Figura 2), conforme dialogo abaixo.

[33] C1: Se a gente fizer o contrério, tem que ser por area e tempo?

[34] C2: Sim. Tem.

[35] C3: Pode ser area por perimetro.

[36] C2: E mais fécil.

[37] C1: Pode ser perimetro por area. A gente coloca, o perimetro cresce mais quando passa do quatro e o
perimetro cresce quando passa do 4, fica mais bonito.

[38] C2: Ta étimo.

[39] C1: Esse aqui se a gente quiser fazer perimetro por area, a rea cresce mais que o perimetro, entdo o
perimetro cresce menos conforme a area aumenta.

Figura 2. Gréfico apresentado pelo grupo, relacionando &rea e perimetro da praca quadrada.
Fonte: autores.

Interpretacgdo e discussdo dos dados

Na resolugéo proposta, o grupo utilizou o “raio” implicitamente para analisar como area ¢
perimetro se relacionam, no caso da praca circular, e o “lado”, no caso da praca quadrada. Nesse
viés, mostraram reconhecer que existe uma covariagdo entre as grandezas observadas,
concebendo 0 movimento fictivo (Frant, Silva, & Powell, 2013), na qual as grandezas envolvidas
(no caso, o perimetro e a area), apesar de serem estaticos, foram compreendidas pelo movimento
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dindmico que a situacao sugere .

Para a praga quadrada, inferimos que os alunos reconhecem a covariagao entre as
grandezas de forma que ambas possuem a mesma direcdo de crescimento, porém, inferem
equivacadamente que a taxa de crescimento do perimetro em relacdo a area altera-se conforme
aumenta o lado do quadrado (E como se no inicio o perimetro fosse maior do que a area e no
final, mais para frente, a area fosse maior que o perimetro). Chegam a tratar de taxa de
crescimento para ambos 0s casos de forma “intuitiva” e também percebem que as taxas
envolvidas se alteram (Carlson et al., 2003).

Em suas discussdes, os estudantes utilizam de forma superficial algumas ideias do CDI
associadas a conceitos que ja se havia se sistematizado durante as aulas. Se observarmos, s&o
listados alguns termos proprios do CDI, como, por exemplo, “ponto maximo” e “derivar”; em
especial, ao reconhecerem de forma implicita a existéncia de uma taxa de variacdo que esté se
modificando. Emboram cheguem mencionar o termo “derivar”, ndo parece ser claro o que
significa numa situagdo como essa 0 conceito de derivada, e como se relaciona com a
representacdo grafica, uma vez que o grafico da Figura 2 ndo esta correto. Na fala mencionam
ser importante achar esse ponto onde o perimetro deixa de crescer mais rapido que a area (Ah,
tinha que encontrar...), embora optem por busca-lo por tentativa e erro.

Para o grupo, o momento chamado por eles de “4” representa a mudanga da taxa de
crescimento entre as grandezas, 0 que os leva a construir um grafico com um suposto ponto de
inflexdo. Em sua discusséo, cogitam a possibilidade de inverter os eixos. Tal fato € interessante e
importante enquanto reconhecimento de um olhar covariacional, afinal parece que se
desprendem da obrigatoriedade definir alguma grandeza que “deva” ser representada no eixo
horizontal (Thompson & Carlson, 2017).

Consideracoes finais

De modo geral, o grupo analisado mobilizou ideias relacionadas ao RC que haviamos
planejado para esta tarefa:

Q) constituindo quantidades envolvidas na situacdo, por exemplo: Agora, nesse caso,
0 perimetro cresce mais que a area;

(i) raciocinando sobre o processo de medicao dessas quantidades, como exposto em
A area do quadrado é base vezes altura. E o perimetro € a soma de todos 0s
lados;

(i) fazendo os tragos no papel, inferimos que o grupo compreende que, nessa
situacgdo, as quantidades envolvidas variam continuamente, uma vez que, ao invés
de marcar pontos e uni-los, constrem uma curva continua;

(iv) coordenando duas quantidades que variam juntas, (a) reconhecendo que as
quantidades se relacionam (utilizando, implicitamente, as variaveis “lado” e
“raio” para relacionar perimetro e area); (ii) reconhecem a direcdo de crescimento
(lado e perimetro crescem “na mesma dire¢ao” - Os dois aumentam juntos); (iii)
identificam mudancas de taxas de crescimento, conforme fragmento de fala: E
como se no inicio o perimetro fosse maior do que a area e no final, mais para
frente, a area fosse maior que o perimetro.
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Entretanto, embora os estudantes reconhecam na discusséo sobre a praca quadrada que, a
partir de dado “momento” a area cresce mais rapido que o perimetro (como ocorre com a praga
circular), eles ndo sao capazes de reconhecer que o esbo¢o do grafico seria 0 mesmo para as duas
situacOes, assumindo de forma equivocada uma mudanga na taxa de crescimento (e a
representacdo grafica utilizando um ponto de inflexao).

Assim, embora durante a discussao, os estudantes tenham mostrado compreender
elementos relacionados ao RC, eles ndo souberam como representar graficamente a relacdo entre
as grandezas enredadas. Esse “faltar mao” ¢ uma questdo que emergiu de nossos dados e que
permanece em aberto, demandando maior aprofundamento teorico, tanto na busca de
compreendé-la, quanto para subsidiar reformulagdes nas tarefas propostas. Apesar disso,
reconhecemos as potencialidades de tarefas como essa utilizada em nossa pesquisa, para uma
ressignificacdo do conceito de funcéo, visto que ampliam a abordagem usualmente presente em
livros tanto do Ensino Médio quanto de CDI que tratam desse conceito.
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Muitas das dificuldades estudantes apresentam na compreensao de conceitos matematicos
¢ que esses sdo “passados” de forma expositiva e 0 conhecimento matematico resume-se assim a
um conjunto de férmulas e normas pré-estabelecidas, em que eles sdo meros repetidores de
processos. Elegemos como foco de discussdo matematica deste trabalho o pensamento funcional,
cuja génese envolve atentar-se as quantidades que variam e na relacdo entre essas quantidades.
Héa duas formas de abordagem de relagcdes no conceito de funcdo: a covariacdo entre quantidades
(anélise coordenada das variacdes de duas grandezas interdependentes) e a correspondéncia entre
quantidades (Thompson & Carlson, 2017)

Em uma abordagem tradicional para quantificar uma funcao dinamica do mundo real o
estudante geralmente recebe uma tabela de valores de amostragem, plota pontos no plano
cartesiano e, em seguida, usa o grafico (unido de pontos) para estender a tabela. Em um curso de
Caélculo Diferencial e Integral (CDI), o aluno é entdo questionado sobre a dindmica da situacao
do mundo real que requer a extracao de informacdes dinamicas de um gréafico estatico como taxa
de crescimento e decrescimento, por exemplo. Quando se trata de situacdes dindmicas, a maioria
dos alunos esbarram na dificuldade de visualizacdo da situacdo e de como se relacionam as
variaveis.

Para Thompson e Carlson [2017, p. 422], “ideias de variagdo e covariagdo em valores de
variaveis nao se encaixam na defini¢do matematica de fungdo atual de hoje”, pois adotam os
passos de determinacdo de pontos, produtos cartesianos e o significado de Dirichlet de
necessidade de lei de correspondéncia entre os valores de x e y. A partir disto, redescobrem o
conceito de funcao a partir da optica da lente covariacional: “uma fungao, covariacionalmente, ¢
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uma concepcao de duas quantidades que variam simultaneamente, de modo que existe uma
relacdo invariante entre seus valores que tem a propriedade de que, na concep¢éo da pessoa, cada
valor de uma quantidade determina exatamente um valor do outro” (Oehrtman, Carlson, &
Thompson,2008; Thompson e Carlson, 2017, p. 422). Assim o conceito de funcao passa ser
dependente de como a pessoa concebe a relagdo entre duas quantidades, de modo que ela tenha
um atributo que possa ser medido. Vai muito alem de um ndmero atribuido. Pensar em
quantidades que variam ndo € pensar em tabelas de nimeros que aumentam ou diminuem
grandezas, mas sim em objetos que se alteram continuamente.

Assumindo a necessidade em se “desconstruir” o ensino tradicional de CDI e a
possibilidade de organizacdo de ambientes de ensino e de aprendizagem pautados em episodios
de resolucéo de tarefas (Trevisan e Mendes, 2018), desenvolveu-se uma pesquisa que objetivou a
producdo de aplicativos que pudessem subsidiar a organizacdo de tarefas matematicas (Ponte,
2014), a partir de uma abordagem covariacional do conceito matematico de fungao.

Os aplicativos desenvolvidos e as tarefas organizadas, que serdo apresentadas neste poster,
ajudam a mobilizar o RC, e assim contribuem para uma ressignificacdo do conceito de fungéo,
necessaria ao entendimento de conceitos proprios do CDI. Para sua organizacdo, aplicou-se uma
busca sistematica de aplicativos que possibitassem a exploracédo do RC, em sites e plataformas,
como o “GeoGebra - Aplicativos Matematicos”. Em seguida, realizou-se adaptacao de alguns
dos recursos encontrados e desenvolvimento de novos aplicativos para cumprirem os objetivos
determinados em tarefas encontradas na revisdo de literatura ou desenvolvidas pelos autores.

A titulo de exemplo, trazemos o enunciado de uma das tarefas propostas a estudantes de
CDI 1: Investigar possibilidades de se construir uma praca em forma retangular dentro de um
terreno quadrado de 80m de largura, sendo que cada veértice da praca deve estar sobre um dos
lados do terreno.. O trabalho com essa tarefa possibilitou a varios grupos de estudantes mobilizar
ideias relacionadas ao RC, como a constituicdo das quantidades envolvidas na situacéo e o
processo de medicdo dessas quantidades, a compreensdo de que as quantidades envolvidas
variam continuamente e sua coordenacdo, reconhecendo a direcdo de crescimento e mudancas na
taxa de crescimento.
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Resumo

Este artigo apresenta reflexdes geradas por atividades que compdem uma sequéncia
didatica aplicada em uma turma do 1° ano do Ensino Médio Regular. Tais relatos
compdem a pesquisa de mestrado intitulada ‘Interpretar e explorar o grafico da
funcdo quadratica com o GeoGebra: reflexdes em uma sequéncia didatica sob a
perspectiva da Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica’ cujo objetivo foi
verificar em que medida o software GeoGebra poderia contribuir para a interpretacao
do grafico da fun¢do quadratica. A tecnologia dos dispositivos méveis, fundamentada
pelos estudos de Marcelo Bairral, viabilizou a realizacdo do trabalho, possibilitando a
utiliza¢do do referido aplicativo no ambiente escolar. As atividades foram elaboradas
e analisadas de acordo com a préatica educativa segundo Antoni Zabala e sob a
perspectiva da Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica de Raymond Duval.
As atividades produziram reflexdes que contribuiram para a construgao do
conhecimento matematico.

Palavras chave: fungdo quadratica, interpretagdo grafica, GeoGebra, sequéncia
didatica, dispositivos moveis
Introducao
Na pratica diaria de sala de aula, ¢ possivel observar a dificuldade apresentada por muitos
alunos, do 1° ano do Ensino Médio em ler e analisar os graficos de uma fun¢do quadratica. E
quando uma dificuldade de aprendizagem ¢ detectada pelo professor, cabe a ele refletir sobre tal

circunstancia, para que seja possivel utilizar estratégias apropriadas e recursos educacionais
adequados, que possam contribuir para amenizar tais dificuldades encontradas pelos alunos.

De acordo com Duval (2012), as transformagdes de representagdes em outras
representagdes semidticas sdo atividades cruciais da atividade matemadtica, e a dificuldade dos
alunos em compreender Matematica surge da diversidade e complexidade dessas transformagoes.
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Atualmente, observamos o quanto os habitos da sociedade vém sendo modificados pelo
avango das tecnologias, em especial as digitais. E as tecnologias moveis, em especial os
smartphones, estdo presentes em toda parte, uma vez que integram o cotidiano da maioria das
pessoas e sdo visivelmente populares entre os alunos, pois ¢ bastante comum vé-los manuseando
seus dispositivos no ambiente escolar. Sendo assim, vislumbrou-se o potencial dos dispositivos
moéveis como recursos pedagdgicos que podem vir a contribuir com o contexto educacional e
especificamente com a educacdo matematica.

O software GeoGebra com os recursos da visualizagdo e da associacdo entre as
representacdes algébrica e grafica da fungdo foi visto como um instrumento pedagdgico que
pode vir a contribuir com a interpretagdo do grafico da fun¢do quadratica. No entanto, para
orientar o processo de interpretacdo do grafico da fung¢do quadratica foi elaborada uma sequéncia
didatica que culminou no produto educacional da pesquisa, que ¢ um caderno de atividades
intitulado “A interpreta¢ao do grafico da fungdo quadratica: apreendendo com o GeoGebra”.

Principios Teoricos

A leitura das representagdes graficas requer dos alunos consciéncia da correspondéncia
entre as variagdes visuais do grafico da fungdo e de sua relacdo com as variagdes na escrita
algébrica. Duval (2011b) evidencia diversos estudos que apontam a dificuldade dos alunos na
leitura e interpretacdo dos graficos das fungdes, de modo que os alunos ndo conseguem a partir
da representacdo grafica encontrar a equacdo de uma reta, até mesmo em casos mais simples.
Segundo o pesquisador, ndo se deve procurar o porqué dessas dificuldades no conceito, mas “[...]
na falta de conhecimento das regras de correspondéncia semidtica entre o registro da
representacdo grafica e o registro da expressao algébrica” (Duval, 2011b, p. 97).

No trecho a seguir, Duval (2011b) ressalta a importancia da abordagem de interpretacdo
global como sendo a mais apropriada, pois depende de uma andlise semidtica visual e também
algébrica, além de destacar o porqué das dificuldades dos alunos com as representagdes graficas:

A abordagem de interpretacdo global atém-se ao conjunto tragado/eixos, formando uma
imagem que representa um objeto descrito por uma expressao algébrica. Toda modificacdo da
imagem leva a uma modifica¢do na expressdo algébrica. Assim, observa-se a importancia de
acompanhar simultaneamente tais modifica¢des. Desse modo, conclui-se que “com esta abordagem
ndo estamos mais na presenca da associa¢do ‘um ponto — um par de nimeros’, unidade
significativa da expressdo algébrica” (Duval, 2011b, p. 99).

Duval (2011b) ressalta a importancia da abordagem de interpretacdo global como sendo a
mais apropriada, pois depende de uma andlise semidtica visual e também algébrica. Tal
abordagem exige que a atencdo esteja centrada em um conjunto de propriedades e ndo sobre
valores tomados um a um. Por esta razdo, Duval (2011b) destaca a importancia da utilizacao
dessa abordagem para que o professor alcance o objetivo de uma utiliza¢do adequada dos
graficos cartesianos com seus alunos.

Os dispositivos mdveis tornaram-se objetos indispensaveis na sociedade atual, e
principalmente no cotidiano dos estudantes. Bairral, Assis e Silva (2015), afirmam que:

As tecnologias digitais méveis vém ganhando cada vez mais espago na vida dos individuos. S@o
celulares com fouchscreen, notebooks, tabletes e iPads que também assam a fazer parte do
cotidiano da maioria dos nossos alunos. Embora algumas dessas interfaces ndo sejam novas, a
presenca desses dispositivos moveis - principalmente com touchscreen — parece assumir uma
posicdo de destaque no ambiente escolar por parte dos discentes, pelo menos, em seu uso pessoal
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(Bairral; Assis; Silva, 2015, p. 21).

Diante desse cendrio, temos a possibilidade de aproveitar um objeto presente no dia a dia
do aluno como um recurso educacional que pode vir a contribuir com a aprendizagem,
especificamente a aprendizagem matematica.

Na Educacdo Matematica, sua utiliza¢do faz diferenca para alunos e professores. Bairral,
Assis e Silva (2015) ressaltam o quanto o uso dos aplicativos para dispositivos touchscreen ¢
importante nos processos de ensinar e de aprender Matematica:

Uma maneira de colocar literalmente a matematica na ponta dos dedos ¢ a utilizacdo dos
aplicativos em tablets e iPads. A tecnologia touchscreen possibilita um contato e uma
apropriacdo diferenciada por parte dos usudrios, pois sdo as novas configuracdes cognitivas e
espacialidades com os movimentos — os toques — na tela (Bairral; Assis; Silva, 2015, p. 33).

Os aplicativos disponiveis para smartphones e tablets, em especial, para o estudo de
geometria plana, espacial, dlgebra e de funcdes, proporcionam novas perspectivas de
aprendizagem, configurando um ambiente mais instigante e desafiador para o aluno na resolugao
de atividades matematicas.

Hohenwater e Preiner (2007) alegam que o propdsito fundamental do GeoGebra ¢é
proporcionar duas representagdes de cada objeto matematico em sua janela algébrica e grafica.
Dessa forma, mudando um objeto em uma dessas janelas, sua representagdo serd imediatamente
atualizada na outra, possuindo a relevante caracteristica das multiplas representagdes, destacada
pelos autores. Sobre esse aspecto do GeoGebra, Duval (2011a) assinala que:

Sem um trabalho especifico de anélise para aprender a reconhecer as variagdes qualitativas do
continuo visual tragado e a colocéa-las em relacdo com as variagdes de alguns tempos simbolicos
da escrita algébrica, as representacdes graficas ndo permitem nem ver, nem compreender nem
antecipar o que as equagdes exprimem. E reciprocamente para as equagdes (Duval, 2011a, p.
114).

A partir desse contexto, reconhecemos a importancia de um estudo que priorize as
multiplas representagdes no contetido das fungdes e a importancia do GeoGebra como um
instrumento que possibilita esta pratica recomendada por Duval (201 1a).

Por ser um software de Geometria Dindmica, ¢ possivel com o GeoGebra visualizar tanto
a representagdo algébrica quanto a representacdo grafica de uma funcdo. Nesse ambiente, os
alunos poderao explorar as propriedades da fun¢do quadratica, identificar os coeficientes e
analisar o comportamento da func¢do, estabelecendo relacdo entre as representacdes grafica e
algébrica.

Metodologia: principios e percurso

Trata-se de uma pesquisa qualitativa do tipo pesquisa-a¢@o que foi realizada com 33
alunos do 1° ano do Ensino Médio de um Colégio Estadual do Rio de Janeiro.

Segundo Alves-Mazotti e Gewandsznajder (2004), as investigagdes qualitativas
necessitam de um planejamento cuidadoso, a fim de que o pesquisador ndo se perca em uma
grande quantidade de dados. Por esta razdo, foi realizada uma intensa pesquisa bibliografica a
fim compreender o tema e tragar estratégias adequadas para a realizacdo da pesquisa.

De acordo com Engel (2000), a pesquisa-acao busca agregar a pesquisa a pratica, ou seja,
¢ um modo de se fazer pesquisa a partir da pratica quando se pretende melhora-la. Logo, mostra-
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se apropriada ao professor regente que pretende aprimorar sua pratica docente.

A sequéncia didatica foi o recurso metodologico adotado para orientar todo o processo
mediado pelo software GeoGebra. De acordo com Zabala (1998), as sequéncias de atividades ou
sequéncias didaticas sdo recursos metodologicos que propiciam a analise da préatica, pois
permitem o estudo e a avaliacdo de maneira processual “[...] a0 mesmo tempo que siao
instrumentos que permitem incluir as trés fases de toda intervengao reflexiva: planejamento,
aplicagdo e avaliacdo” (Zabala, 1998, p. 18). Segundo o autor, as sequéncias didaticas “[...] s@o
um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realiza¢do de certos
objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecido tanto pelos professores quanto
pelos alunos” (Zabala, 1998, p. 18).

A sequéncia de atividades foi aplicada entre os meses de agosto e setembro de 2017, que
compdem o 3° bimestre letivo. Foram realizados 8 encontros no total, iniciando com uma aula de
ambientacdo ao GeoGebra, seguindo com as 11 atividades e finalizando com a aplicagdo de um
questionario que buscou revelar as percepcoes dos alunos quanto ao experimento. As Atividades
foram organizadas por etapas de acordo com a caracteristica previamente planejada e com os
conceitos matematicos que se pretendia explorar e investigar. Os dados foram coletados por meio
da observacao participante, de gravacdes de dudio e video, das anota¢des de campo e dos
registros feitos pelos alunos, e analisados a luz das teorias que fundamentam este estudo.

Analise e discussao

Nessa secdo serdo analisados alguns episodios referentes a aplicacdo de duas atividades
da sequéncia didatica, atividade 2 (figura 1) e atividade 8 (figura 3) e uma das perguntas do
questionario (grafico 1) respondido pelos alunos apos a aplicagdo da sequéncia didatica.

2.4. E por ltimo, analise o cocficiente g, seguindo as mesmas orientagdes anteriores.
O que acontece com o desenho do gréfico quande:

Figura 1. Atividade realizada pelo aluno 1B.
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Figura 2. Atividade representada no GeoGebra.
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Analisando o coeficiente ‘c’, (figuras 1 e 2) os alunos conseguiram observar que o grafico
se movimentava pelo eixo y, subindo e descendo, mas encontraram dificuldades em se expressar
para relatar tanto oralmente quanto por meio da escrita.

O aluno 1B (figura 1) observou a movimentagdo do grafico e ainda a variagdo do nimero
de raizes de acordo com a localizag¢do do grafico no plano cartesiano, o que grande parte dos
alunos também observou. O aluno 1B, também ndo registrou a localiza¢do do grafico no plano
cartesiano de maneira formal, ou seja, em linguagem matematica. Para Powell e Bairral (2006), a
escrita forca os interlocutores a refletir sobre suas experiéncias matematicas, a construir e
reconstruir o sentido num processo mediado pelo professor e assim, ele passa a expressar suas
ideias com mais clareza, sabendo selecionar o tipo de linguagem apropriada para descrever suas
percepgoes.

Fica evidente a dificuldade do aluno em expressar o que foi analisado mesmo com
linguagem prépria e mais ainda em linguagem matematica. Os alunos foram incentivados a
reescrever seus registros, sempre apds uma discussao que os levassem a uma melhor
compreensdo do que estava sendo proposto. Foi um processo que consistiu no dialogo, na escrita
e na reescrita dos registros.

Duval (2011a), evidencia que redagao em Matematica exige um trabalho de tomada de
consciéncia das operacdes discursivas, proprias do pensamento matematico. Ele ainda acrescenta
que a falta da produgdo escrita em Matematica a torna desanimadora e inttil para os alunos.

Por sua vez, Powell e Bairral (2006) alegam que a escrita auxilia os alunos a adquirirem
um rico vocabuldrio, proporcionando oportunidades para trabalharem conceitos e termos
matematicos, além de os tornarem mais confiantes com a Matematica, incentivando-os a
aprofundarem no estudo da mesma.

Na atividade 8 (figuras 3 e 4), foi necessario a professora orientar a turma diversas vezes
passando pelos grupos, promovendo debates, tirando diividas e efetuando as devidas orientacdes.
Essa atividade trabalhou o estudo do sinal da fung@o quadratica de forma contextualizada,
trazendo questdes de lucro e prejuizo.

O significado das palavras ‘intervalo’ e ‘periodo’ fez parte das indagacdes dos discentes.
A dificuldade em compreender enunciados e o significado de algumas palavras ndo aconteceu
apenas nessas atividades, uma vez que tal problema ja foi relatado em atividades anteriores.

Duval (2011a) evidencia o problema do obstaculo da linguagem no ensino da
Matematica, afirmando que as dificuldades que envolvem a compreensao dos enunciados dos
problemas sdo sistematicas e recorrentes. Ele ainda acrescenta que as linguas naturais cumprem
ao mesmo tempo duas fun¢des: comunicagdo e fungido cognitiva. Sendo assim, o problema de
compreensdo de um enunciado passa pela decodificagdo de informagdes que foram codificadas
no enunciado. Entretanto, o autor também afirma que “compreender ndo ¢ codificar uma
sequéncia de palavras ou frases, mas discriminar as unidades de sentido em fun¢ao dos diferentes
niveis de organizacdo dos discursos e eventualmente, reformula-los” (Duval, 2011a, p. 75).

No item 8.3 (figura3) realizada pelo aluno 3D ¢ perceptivel a dificuldade do mesmo em
descrever o intervalo. Quando ele diz que “no intervalo de 10 ele cresce”, quis dizer que para
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valores de x maiores que 10, a fun¢do € crescente, e quando diz que “no intervalo de 40 ele
decresce”, quis dizer que para valores de x maiores que 40, a fungdo comega a decrescer.

Alividade 8: Gabriel ¢ D] ¢ promove shows” Ele estd “quebrando a caboga” para determinar © prego X, em

I\:l.:\.l.-;-;&mmpmhampﬁxhnoshow(sc10rdhx=1cn50wn.wguiivmduhm;c,n:fwbabm,

pode ser que ¢le twaha prejuizo). Com basc nos dltimos shows, cle concluiu gque o luero L

{ou prejuizo, sc L < 0) de cada espetieulo, em reais, & dado por L = —x* + 80x — 700,

2.1, Qua! -.'rn luero s¢ o ingresso para o show for vendido a RS 40,007
L (PTAS 4 T

8.2. Pode-se afirmar que o cmpresdnio fem prejuizo quando o valor do ingresso for um velor
maior que RS 40,007 Explique.
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Figura 3. Primeira situagdo da atividade 8, realizada pelo aluno 3D.
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Figura 4. Primeira situagdo da atividade 8, em azul, no GeoGebra.

Em relacdo ao registro escrito realizado pelos alunos, Duval (2011a) argumenta que a
passagem da expressdo oral para a escrita ¢ um salto muito grande para os alunos e a maioria
deles encontra dificuldades em fazé-lo. Nesse sentido, Powell e Bairral (2006) também enfatizam
que a escrita ¢ uma importante ferramenta para desenvolver a cogni¢do e estimular a
aprendizagem matematica, e por esta razao este estudo prezou pelos registros escritos dos alunos
ndo apenas na atividade 8, mas também nas demais atividades.

Em relagdo ao questiondrio os discentes foram indagados acerca dos conceitos
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relacionados a fun¢do quadratica que passaram a ser melhor compreendido por eles com o uso do
GeoGebra (grafico 1):

Quais conceitos foram melhor compreendidos ap6s as
atividades com o GeoGebra?

= Coefivienies

= Dizarininante

£ 12 | . . -

=  Valor masimo ¢ miiine
= 10 ; ; ;

= Concavidade da parabola
g

= o E Rarres

:

L LRYE

B Exhido do sinal

Grafico 1. Conceitos mais citados pelos alunos

Os alunos verificaram que muitos conceitos, antes pouco compreendidos, passaram a
fazer mais sentido apods o experimento. Podemos observar no grafico 1, que tais conceitos ndo se
apresentam de modo tdo discrepante em relagdo aos mais mencionados e nem entre si. O
conceito que se encontra mais distante dos demais ¢ o dos coeficientes, embora mais de 10
alunos disseram compreendé-los melhor apds a realizagdo das atividades.

No inicio da aplicacdo das atividades, os conceitos mais conhecidos pelos alunos eram o
vértice e o discriminante, e os menos lembrados foram a concavidade e a propria pardbola,
grafico da fun¢do quadratica. Ja apos a realizacdo das atividades, observa-se, no grafico 1, que os
alunos disseram compreender melhor o estudo do sinal, que nao havia sido citado no inicio do
experimento e que a concavidade da pardbola também foi melhor compreendida pelos alunos.

Consideracoes finais

As atividades organizadas em uma sequéncia didatica orientaram todo o processo deste
estudo, contribuindo para uma melhor utilizacdo dos recursos do software e também no
desenvolvimento dos conceitos e propriedades que envolvem a fungdo quadratica.

A visualizagdo e o dinamismo oferecidos pelo GeoGebra foram fatores determinantes na
realizacdo das atividades, pois essas caracteristicas viabilizaram a interpretagdo do grafico da
funcdo quadratica, o que foi constatado pela professora pesquisadora e também relatado pelos
proprios alunos. A possibilidade de visualizar as representagdes algébrica e gréfica,
simultaneamente, permitiu aos alunos relacionar cada grafico com sua respectiva fun¢do, o que
exigiu dos alunos um conhecimento de cada uma das variagdes visuais relacionadas a cada
representacdo algébrica. Além disso, a possibilidade de insercdo de varias funcdes oferecida pelo
GeoGebra, ou seja, dos visores algébrico e grafico comportarem mais de uma fungdo ao mesmo
tempo, proporcionou associar e comparar diferentes fungdes, criando assim um ambiente
propicio para o levantamento de conjeturas acerca das representacdes graficas. Isso demonstra
que a tecnologia digital quando utilizada com um direcionamento, visando o desenvolvimento de
habilidades e competéncias especificas, pode vir a fazer a diferenga, contribuindo para a
aprendizagem discente.
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Logo, por todos os aspectos analisados durante todo o processo, podemos concluir que o
software GeoGebra contribuiu para interpretacdo do grafico da fungdo quadratica, entretanto,
ficou evidente que o aplicativo por si s6 ndo seria capaz de promover um resultado satisfatorio.
A figura do professor concorreu por demais nesse contexto discussao e reflexdo. Assim, ao se
utilizar uma tecnologia, seja ela qual for, como recurso pedagogico, ¢ fundamental que o
professor se aproprie dessa tecnologia, desenvolva uma metodologia que oriente toda a pratica
educativa e busque alcangar o objetivo proposto.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar os resultados parciais da pesquisa “Analisando
o conhecimento da &lgebra e a resolucéo de problemas: uma pesquisa do encantamento a
aprendizagem”. Projeto de Iniciagdo Cientifica onde busca-se desenvolver abordagens
alternativas para a aprendizagem de algebra. Inicialmente, realizou-se um mapeamento
onde foram separadas algumas propostas sobre algebra dos eventos CONEDU e do
CONAPESC em trés categorias: algebra como métodos e técnicas para resolver problemas;
algebra como relacdo entre grandezas; e algebra como aritmética generalizada. No
momento, estdo sendo desenvolvidas abordagens para cada categoria. Partiu-se da hip6tese
que um aprendizado eficiente de algebra passa pela compreensao profunda de diferentes
categorias nas escolhas de estratégias para que a resolugdo de problemas algébricos seja
feita de forma consciente e ndo puramente mecanica. Também pretende-se realizar
intervencdes em escolas publicas do Cariri Paraibano apds elaboracdo de planejamento
fundamentado no levantamento destes dados advindos dos eventos, visando a contribuicéo
do avanco no processo de aprendizagem de algebra.

Palavras-chave: Aprendizagem de algebra, Resolugéo de Problemas, Trabalhos em anais
de eventos, Algebra, Educacdo Matematica.

Introducéo

Este trabalho tem como objetivo apresentar os primeiros resultados do projeto “Analisando
0 conhecimento da algebra e a resolucéo de problemas: uma pesquisa do encantamento a
aprendizagem”, vinculado ao Programa Institucional de Bolsas de Iniciagéo Cientifica — PIBIC.
Este projeto visa elaborar abordagens alternativas para a aprendizagem de algebra na Educacéo
Basica. Para isso, escolheu-se algumas propostas/trabalhos dos seguintes eventos: Congresso
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Nacional de Educacdo — CONEDU e do Congresso Nacional de Pesquisa e Ensino em Ciéncias —
CONAPESC, para poder categoriza-los no contexto da algebra. Destacam-se estes dois eventos
por duas razdes: a primeira por ter sido realizado no nordeste do Brasil, localidade onde estava
sendo iniciado o Curso de Licenciatura Plena em Matematica da primeira autora, encontrando
nestes eventos, a oportunidade de apresentar trabalhos cientificos e a segunda raz&o, por utilizar
0 mapeamento dos trabalhos como parte do Projeto de Iniciacdo Cientifica.

A tomada de consciéncia das propostas em relacdo a algebra destes eventos trouxe
reflexdes significativas a respeito da aprendizagem da algebra na Educacéo Basica. Desta forma,
pode-se discutir abordagens que priorizem as tais manifestacdes, de modo que seja possivel
propor metodologias alternativas para a aprendizagem de algebra propriamente dita de maneira
eficaz.

Esta comunicacdo cientifica visa desenvolver e apresentar consideracdes a respeito das
atividades categorizadas. Cabe ressaltar que inicialmente da-se maior énfase as manifestaces
relacionadas a interpretacdo das variaveis presentes na atividade algébrica, com isso, objetiva-se
relacionar algumas caracteristicas destas manifestagdes com algumas propostas algébricas
discutidas na Educacéo Basica.

Este trabalho é uma importante contribuicdo para pesquisas a respeito da aprendizagem da
algebra, no sentido que, além de dar conta de relacionamentos aritméticos e geométricos, como
método analitico, também poderé ser amplamente valorizado para o estudo de outras ciéncias.
Nesse sentido, analisar as propostas relacionadas a aprendizagem da algebra permitira ter um
suporte para entender a dindmica das a¢des que os alunos desenvolvem, em relagéo a resolucdo
de problemas, conforme pode ser auferido no referencial tedrico adiante.

Referencial Teorico

No artigo “Reformular a 4lgebra da escola secundaria: por que e como?”” House (1994) no
inicio, comeca destacando:

“A algebra” escreveu um aluno precoce da sétima série, “é muito dificil e, apesar de muito
instrutiva, noventa por centro das vezes também é muito frustrante. Significa horas de aulas
que nem chegamos de perto a entender.” Um colega acrescentou: “Néao sei grande coisa de
algebra, mas quem se importa?” (HOUSE, 1994, p. 1).

Observa-se que ha muito tempo a algebra desfruta de um lugar de destaque no curriculo de
Matematica, representando para muitos alunos a finalizacdo de anos de estudo da aritmética e o
inicio de mais anos de estudo de outras areas da matematica. Ent&o, o que é Algebra? No é
tarefa facil conceituar, porque a palavra algebra tem sido definida e usada por matematicos e
professores de diferentes formas, dependendo da época e interesse académico. Também, porque
mesmo com o grau de independéncia que ganhou no inicio do século XIX, ndo pode ser
assumida como uma matéria totalmente independente.

Sabe-se que a matematica € uma manifestacdo semidtica do desenvolvimento da sociedade
e na qual ela é utilizada; consequentemente, a Algebra, deve ser assumida como uma ferramenta
— de organizar, manipular e tratar situacdes problematicas — importantes para a sociedade, com
carateristicas préprias, que indicam uma forma particular de pensar e atuar.
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Por exemplo, 0s matematicos arabes, em particular Al-Khwarizmi (780-850) e Al-
Khayyam (1048-1131), que propuseram o termo “Kitab al-jabr wa al-mugabala” (RASHED,
1994), expandido por todo ocidente simplesmente como Algebra. E posteriormente, alguns
matematicos medievais como: Francgois Viete, com sua arte analitica e Thomas Harriot que,
independente de Galileu Galilei, aplicou a teoria da proporcionalidade e 0 método analitico para
formular e solucionar problemas de corpos cadentes e de balistica (SCHEMMEL, 2008;
STEDALL, 2003). Também é importante destacar 0 matematico renascentista René Descartes,
com seu trabalho de geometria analitica. Nesse sentido, para os arabes, a algebra era vista como
a arte de resolver problemas, ou seja, achar valores para as incognitas em equagdes polinomiais,
mas foram os matematicos medievais e da modernidade que construiram a algebra como é
conhecida nos dias de hoje.

Derbyshire (2006) disse que, a algebra € uma das formas mais antigas de pensar
matematicamente, sendo hoje um dos instrumentos mais importantes para a solugéo de
problemas em diferentes campos das ciéncias naturais. Além disso, nos dias de hoje, ela € uma
das areas de maior abstracdo e generalizacdo da matematica, cujas raizes acham-se
fundamentalmente em trés elementos: no conceito de nimero e operagdes; nas formas de
raciocinio proporcional; e no método analitico para a resolucdo de problemas e a demonstracdo
de teoremas matematicos.

Para Bos (2001), a algebra refere-se as teorias e praticas matematicas que envolvem
incdgnitas, empregando técnicas e operacdes algébricas, solucdo de equacdes e tratando com
nameros que faz parte da aritmética ou as operagdes algébricas que sao aplicaveis a geometria.
Nesse sentido, a algebra poderia ser assumida como um tipo de préatica que trata com incégnitas,
nameros indeterminados e quantidades em geral, ou seja, podem ser operadas como se tratasse
de operacdes aritméticas generalizadas.

Para Usiskin (1995), as diferentes concep¢des da algebra podem, de acordo com a
interpretacdo de suas variaveis, ser classificadas em quatro grupos: aritmética generalizada;
métodos e procedimentos para resolver problemas; relacdes entre grandezas e estudo das
estruturas. Tais conceitos s&o demonstrados individualmente adiante.

Na concepcao de algebra como aritmética generalizada, este conceito representa o
entendimento da algebra como generaliza¢do dos conhecimentos aritméticos (USISKIN, 1995),
ou seja, os objetos algébricos sdo compreendidos como sendo resultados da ampliacdo das ideias
da aritmética.

A dlgebra como estudo de métodos e procedimentos para resolver certos tipos de
problemas, talvez seja a manifestacdo de algebra mais comum durante as aulas de matematica,
pois, de acordo com Usiskin (1995), esta interpretacéo trata de compreender quais procedimentos
devem ser utilizados para resolver certos problemas relacionados a algebra, sejam eles
contextualizados ou néo.

Na algebra como estudos de relagGes entre grandezas o estudo das fungdes é,
provavelmente, o0 maior representante desta concepcdo, a qual explora o estudo de como as
grandezas se relacionam (USISKIN, 1995). Nesse sentido, talvez devido a sua natureza
intrinsicamente algebrica, alguns educadores em matematica acham que a algebra deveria ser
introduzida através da utilizacdo da variavel.
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Na algebra como estudo das estruturas, tem-se de acordo com Usiskin (1995), uma
interpretacdo que trata de entender quais as concep¢des matematicas, tais como equivaléncias
entre expressdes, simplificacdes e outras atitudes matematicas que podem ser Gteis ou ndo para
resolver um determinado problema.

No mapeamento das propostas utilizar-se-&o trés dos conceitos acima mencionados, que
sdo: algebra como aritmética generalizada; a algebra como estudo de métodos e procedimentos
para resolver certos tipos de problemas; e a algebra como estudos de relagGes entre grandezas, 0s
quais foram propostas, foco deste trabalho. Assim, como ja mencionado, acredita-se que o
desenvolvimento dessas concepcdes para a aprendizagem de algebra seja uma contribuicao
importante para uma aprendizagem cada vez mais significativa.

Procedimentos Metodologicos

Segundo Alves-Mazzotti (1998, p. 131), “a principal caracteristica das pesquisas
qualitativas ¢ o fato de que estas seguem a tradigdo ‘compreensiva’ ou ‘interpretativa’”. Assim,
ao utilizar a abordagem qualitativa, a primeira autora deste artigo fez a analise das propostas
selecionadas, em um contexto particular em relacéo a aprendizagem da algebra.

Também, Goldenberg (2003) afirma que uma pesquisa de carater qualitativo consiste em
descricdes detalhadas de situaces com o objetivo de compreender o que esta se querendo
coletar. Nesse sentido, esta pesquisa se enquadra nos termos de uma abordagem qualitativa, ja
que o objetivo da pesquisa € apresentar resultados dos eventos CONEDU e CONAPESC nos
ultimos dez anos, de modo a contribuir para a aprendizagem de algebra, buscando desenvolver
abordagens alternativas por meio deste levantamento.

Conforme ja foi dito, este trabalho apresenta os resultados iniciais do PIBIC. Sendo
importante destacar que o projeto mencionado é constituido de varias etapas, mas, neste artigo
esta sendo apresentada apenas a primeira etapa, ou seja, a analise das propostas/trabalhos de dois
eventos. Contudo, vale salientar que, ambos 0s eventos exibem trabalhos de diversas areas.
Inicialmente para a selecdo das propostas buscou-se pelo titulo ou palavras-chave onde consta o
termo “algebra”, o que resultou dessa primeira busca foi uma pequena quantidade de trabalhos.
Entdo, novamente pesquisou-se pelas seguintes palavras-chave: “resolugdo de problemas”,
“funcdes” e “equacdes”. J& nessa segunda busca ou mapeamento, foram encontradas uma
quantidade maior de propostas que continham as diferentes concepcdes desejadas para a
investigacdo. Diante das 136 propostas obtidas na busca dos dois eventos, foram selecionadas 17
(dezessete) propostas. Apds a leitura, apenas 4 (quatro) foram selecionadas para este artigo.

Tabela 1
Propostas selecionadas dos eventos CONEDU e CONAPESC

Propostas | Titulo da Proposta e autor(es) Anais do Ano
evento e local
publicado

Proposta: Ensino-Aprendizagem de algebra atravées | CONEDU 2017

P: da Resolucdo de Problemas: uma proposta para Jodo Pessoal/PB

educacdo de alunos surdos.
Autores: Virginia Eugénia da Silva; Dennefe
Vicencia Bendito e Eduardo Gomes Onofre.
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Proposta: A Resolucdo de Problemas como CONEDU 2017
P, estratégia para desenvolver a criatividade, Jodo Pessoal/PB
envolvendo um problema de conjuntos.
Autores: Beatriz Rodrigues de Almeida e Roger
Ruben Huaman Huanca.

Proposta: Aprendendo volume e aplicando no CONAPESC 2017
P3 sistema de captagdo e armazenamento de gua de Campina

chuva da escola Vidal de Negreiros: uma intervencdo | Grande/PB

no 6° ano.

Autores: Vanessa Lays Oliveira dos Santos; Fabiola
da Cruz Martins; Vilmara Luiza Almeida Cabral;
Emily de Vasconcelos Santos.

Proposta: Estratégias utilizadas por licenciandos em | CONAPESC 2016
P4 Matematica na Resolucéo de Problemas de Partilha. | Campina
Autor: Estevdo Luis Paiva Da Silva. Grande/PB

Fonte: Organizado pela primeira autora.
Resultados obtidos

Durante a coleta de dados da pesquisa, foram selecionadas para a investigacao, quatro
propostas tratando da aprendizagem de algebra. A seguir, sdo apresentados os resultados obtidos
apos o levantamento das propostas.

A P: foi trabalhada na concepg¢éo da algebra como aritmética generalizada. Segundo os
autores dessa proposta, geralmente, as dificuldades encontradas tendem a ser: foco da atividade
algébrica e a natureza das respostas, 0 uso da notacao e da convencao das variaveis e 0s tipos de
relacbes e métodos usados em aritmética. Entretanto, nessa proposta a grande dificuldade dos
alunos aprenderem algebra, esta inteiramente relacionada as dificuldades ja apresentadas no
estudo da aritmética. Os autores da P1 tém como objetivo nesta proposta relatar e entender como
o0 aluno surdo a partir de suas experiéncias, podera construir seu conhecimento e assim, por sua
vez, sua autonomia. Os relatos apresentados na P1 dizem que a Resolucéo de Problemas
juntamente com a algebra assume um papel importante no processo de Ensino-Aprendizagem
dos alunos, independente das suas particularidades. Neste caso, optou-se por interpretar as
atividades levando, também, a estratégia de resolucéo das atividades por alguns alunos surdos.

Observa-se na P2 conceitos que associam as concepg¢des da algebra com os estudos de
relacdes entre grandezas, pois, na linguagem da teoria dos conjuntos, X e y sao consideradas
varidveis mudas ja que qualquer simbolo poderia ser substituido em seu lugar. A proposta P, teve
como objetivo expor as possibilidades da Resolucdo de Problemas, além de ampliar a
criatividade do aluno, envolvendo um problema de conjuntos. Os autores desta proposta
trabalharam de maneira significativa, reflexiva e colaborativamente as potencialidades do
ensino-aprendizagem de matematica atraves da Resolucao de Problemas.

A P3 pode ser categorizada na concepcao da algebra como estudos de relagGes entre
grandezas, pois, esta proposta esta relacionada a forma pratica do célculo de areas e volume,
interpretacdo e resolucdo de problemas e construgdes de graficos. Além disso, trata-se de um
projeto que concorreu ao prémio Mestres da Educacgéo, no ano de 2015, desenvolvido para
alunos do sexto ano do Ensino Fundamental da escola estadual Vidal de Negreiros — Cuité/PB.
A P3 também enfatiza a relagdo das aplicagdes cotidianas da algebra, por exemplo, na questéo da
falta de 4gua, onde calcularam o volume do reservatério da escola e obtiveram como resultado,
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uma capacidade para 90.000 litros de agua e apesar da utilizacdo do nimero m (pi), ndo tiveram
muitas dificuldades na resolugdo dos problemas. Comprovando-se que, nessa proposta houve a
aprendizagem significativa dos alunos.

A quarta proposta tem relacdo a algebra como estudo de métodos e procedimentos para
resolver certos tipos de problemas. A pesquisa realizada pelo autor da P4 teve como objetivo
investigar as estratégias utilizadas por licenciandos em matematica na resolucéo de problemas de
partilha. Essa proposta utilizou um teste piloto “que ja tinha sido aplicado no trabalho de Camara
e Oliveira (2010)”, contendo sete problemas de partilha, que foram aplicados a trés turmas do
ensino superior no estado da Paraiba. O autor da P4 propicia um confronto com outras propostas
que dialogam sobre problemas algébricos, buscando verificar a influéncia das variaveis dos
problemas de partilha — do nimero das relagGes, natureza das relagdes e do tipo encadeamento —
no rendimento dos alunos, verificar a influéncia das variaveis dos problemas de partilha no tipo
de estratégia adotada pelos licenciandos em matematica e comparar o rendimento e as estratégias
utilizadas pelos alunos da graduacdo em matematica com os alunos do Ensino Fundamental 1.
Nesse sentido, 0 autor desta proposta trabalhou de maneira a investigar as dificuldades em
resolver problemas de estrutura algébrica.

Considerac6es acerca dos dados coletados

Este trabalho esta apenas no inicio, mas acredita-se que o conhecimento das diversas
maneiras de abordar o encantamento como instrumento para a aprendizagem de algebra é um
trabalho de grande importéncia, e, neste artigo foram apresentados resultados parciais da
pesquisa: “Analisando o conhecimento da algebra ¢ a resolu¢do de problemas: uma pesquisa do
encantamento a aprendizagem”. Os PCN’s colocam o estudo da algebra como um espago
bastante significativo para que os estudantes desenvolvam e exercitem suas capacidades de
abstracdo e generalizacdo, além de lhe possibilitar a aquisicdo de uma poderosa ferramenta para
resolver problemas (BRASIL, 1998).

Apesar da crescente dificuldade de aprender a algebra, foi possivel constatar que as
propostas selecionadas para este artigo, buscavam entender qual seriam as dificuldades quanto a
aprendizagem desta, obtendo como resultado a identificacdo das dificuldades associada a
aprendizagem em aritmética. No entanto, outras propostas buscavam solucdes satisfatdrias de
sanar estas dificuldades do alunado por meio de metodologias como a Resolucdo de Problemas.
Contudo, todos o0s autores estdo preocupados com a aprendizagem significativa do alunado com
0 assunto Algebra.

Destacamos como exemplos 0s estudos a respeito de notacao, que caracterizam um estudo
de aritmética generalizada; a resolucéo de equacOes caracterizadas pelo estudo de técnicas; e a
relacéo entre &reas e dimensfes de uma figura geométrica, relacdes entre grandezas.

Ao finalizar este trabalho, esperamos que as futuras investigacbes tomem por base 0s
resultados desta pesquisa contribuindo assim, para uma aprendizagem de algebra cada vez mais
eficiente e significativa.
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Resumen

En matematica suele obviarse la ensefianza de sistemas de coordenadas distintos al
cartesiano, particularmente el sistema de coordenadas polares. Consecuentemente,
algunas aplicaciones del calculo y en otras areas no se desarrollan completamente.
Partiendo de ello, en este trabajo presentamos la generacion de una propuesta
didactica para abordar esta tematica con el uso del software GeoGebra, desarrollado
a partir de las ventajas de uso de las TIC y con enfoque en el autoaprendizaje.
Metodologicamente es una revision documental de trabajos previos, algunas wiki y
videos tutoriales sobre el uso del software GeoGebra. En esta ponencia s6lo
mostraremos algunas alternativas didécticas surgidas con el uso del software. Al final
se desarrolla una experiencia que se fundamente en tres momentos: 1) motivacion al
estudio; 2) ensayo, indagacion y trabajo grupal y 3) la necesidad de incentivar una
evaluacion continua a través del uso del software.

Palabras clave: coordenadas polares, GeoGebra, autoaprendizaje, propuesta de clase.
Introduccion

El sistema de coordenadas cartesianas goza de un lugar privilegiado en el estudio de los
conceptos matematicos (Bocco & Villarroel, 1994), de alli que no es inverosimil que en los
cursos de matematica del nivel de Educacion Media en Venezuela (preuniversitaria) ocurre que
se trabaje casi exclusivamente con ese sistema, excluyendo otros, como el sistema de
coordenadas polares (Vicent, 2016), a pesar de ello, hay que sehalar que los estudiantes que
transitan ese nivel si tienen acercamientos a éste ultimo, sobre todo en el estudio de la
trigonometria en 4to afio de Educaciéon Media, pero trabajados en coordenadas cartesianas.
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En consecuencia, cuando los docentes de matematica intentan movilizar lo aprendido en
coordenadas cartesianas a polares, se enfrentan a que la mayoria de sus alumnos desconocen tal
referencia (Vicent, 2016), por lo que éste debe buscar alternativas de ensefianza que coadyuven
en la formacién matematica de los aprendices. Tal tarea supone un esfuerzo en la ensefanza de
este topico necesario en la formacion disciplinar, sobre todo porque el estudio de algunas curvas
es mas sencillo en coordenadas polares (Barrantes, 2011; Bocco & Villarroel, 1994; Vicent,
2016), ademds que abre el camino para el estudio de aplicaciones en otros sistemas de
coordenadas, tales como las paramétricas, cilindricas y esféricas.

Asumiendo esa tarea, el proposito de la investigacion consistid en generar alternativas de
ensenanza para la introduccion de las coordenadas polares a través de una forma didactica, con el
uso de recursos computarizados, ya que éstos han demostrado ser medios adecuados en el
estudio de la matematica (Delgado, Arrieta & Riveros 2009; Garcia, 2011; Granado, 2016). Para
tal fin, hemos recurrido al software educativo GeoGebra, ello porque diversos investigadores
reportan resultados favorables de su empleo en la ensefianza/aprendizaje de ese topico (Baptista,
2017; Barrantes, 2011; Chau & Sanchez, 2010; Pérez, 2014; Vicent, 2016).

Las TIC en la enseianza de 1a matematica

El Uso de las TIC en la ensefianza de la matemadtica ha venido incorporandose en las
instituciones educativas. Delgado, Arrieta & Riveros (2009) resaltan que las TIC son recursos
esenciales para centrar la educacion en el alumno, en el conocimiento, en la evaluacion y en la
comunidad; sugieren el aprovechamiento de los entornos virtuales en siete principios basicos con
el uso de las TIC: propiciar el contacto entre estudiantes y profesores, fomentar la cooperacion
entre los estudiantes, propiciar el aprendizaje activo, proporcionar la retroalimentacion, enfatizar
el uso apropiado del tiempo, propiciar altas expectativas en el estudiante y respetar los diversos
estilos de aprendizajes. Particularmente, para esta propuesta, se utilizé el software educativo
GeoGebra, que ha demostrado ser versatil en el estudio de la matematica.

El logro de la propuesta dependerd de poner en marcha estrategias que fomenten el
Autoaprendizaje a través del uso de las TIC. En el Informe de Seguimiento de la Educacion para
Todos en el Mundo de la UNESCO (2014), se hace hincapié¢ en capacitar al alumno en pro de
conseguir aprendizajes significativos y duraderos desde su propio accionar, dando origen a un
paradigma pedagogico focalizado en el aprendizaje autébnomo del estudiante, que precisa
descubrir y desenvolver las cualidades intrinsecas de cada persona, con el fin de que desarrolle
su potencial personal y profesional. La National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
(2015), también propone una ensefianza matematica enfocada en el aprendizaje, que promueva el
libre intercambio de ideas, donde fluya la comunicacion entre los actores que intervienen en los
procesos educativos, luego, el aprendizaje de la matemadtica serd mas significativo cuando se
derive del trabajo del estudiante, participando activamente, explorando y ensayando.

Algunos investigadores coinciden en que los medios interactivos son adecuados para el
autoaprendizaje de las matematicas (Berral & Serrano, 2004; Granados, 2016), y afirman que se
requiere que los docentes inciten la experimentacién, la curiosidad, la investigacion, el
conjeturar, verificar, entre otras actividades. Precisamente las TIC se han convertido en una clave
en la transformacion educativa, por ello, coincidimos con la NCTM (2015, p.78) en que el
software representa una alternativa que integra a la tecnologia con “las herramientas matematicas
como un recurso esencial con el objeto de auxiliar a los estudiantes a aprender, darle sentido a las
ideas matematicas, razonar matematicamente y a comunicar su pensamiento matematico”
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Camino recorrido

La propuesta que se describe -en la siguiente seccion- es el resultado de la revision
documental de trabajos previos, asi como también de algunas wiki y videos tutoriales sobre el
uso del software GeoGebra. La informacion recopilada se organizd en tres fases: 1) de
preparacion y reconocimiento de la herramienta, 2) desarrollo de las ideas para la introduccién al
estudio de las coordenadas polares y 3) evaluacion. En esta parte de la investigacion solo se
presentan algunas alternativas didacticas surgidas con el uso del software, esto como resultado de
las tres fases mencionadas y de algunos ensayos previos realizados por los investigadores con
estudiantes que se inician en el nivel universitario. Para efectos de la ponencia, la experiencia se
describira como una especie de guia didactica, para que pueda ser usada por otros docentes.

Propuesta de clase

A continuacion describimos nuestra propuesta de clase. Se sugieren tres fases, llamadas 1)
fase preparativa, de reconocimiento de la herramienta, 2) fase de desarrollo, que enfatiza el uso
del software en la ensefianza/aprendizaje del topico coordenadas polares y 3) fase de cierre,
consistente en la evaluacion de las competencias adquiridas:

Fase Preparativa

Antes del estudio de las coordenadas polares, posiblemente ya el alumno conoce el sistema
de coordenadas cartesianas, asi como también el uso del software GeoGebra, adquiriendo cierta
habilidad con la herramienta y su lenguaje, en caso contrario, serd necesario que en la fase
preparativa presentemos los comandos y menus de entradas de la herramienta.

Actividad 0. Reconocimiento de los comandos y menus de entrada.

Una vez instalado y abierto el software (se trabajé con la version GeoGebra 5.0),
observaremos dos vistas, una Vista Algebraica y una Vista Grafica, también un Menu de
Accesos Directo, y en la parte inferior la Barra de Entrada.

Es importante que el alumno conozca estos comandos y menus de entrada para que la
comunicacion, en las diversas actividades, sea fluida; ademas, es oportuno que esta actividad
vaya vinculada a la Actividad 1, esto es, hacia una motivacion al estudio de la tematica.

Actividad 1. Motivacion al estudio del sistema de coordenadas polares.

En esta fase serd importante que las estrategias que el docente exhiba permitan la
construccion de los conocimientos, el ensayo o experimentacion y el autoaprendizaje. Para
motivar el estudio del sistema de coordenadas polares proponemos emprender un micro-
proyecto. Este partird con una tarea inicial, que consistira en el andlisis de alguna relacion
matematica expresada en coordenadas cartesianas, y que evidentemente su andlisis sea mas
sencillo en polares, por ejemplo, la expresion cartesiana de la cardioide: (x2 + y? + 2x)? =
4(x? + y?). Esta tarea debera ser previamente preparada por grupos de estudiantes, donde el
alumno movilice sus competencias matematicas para reconocer dominio y rango de la relacion,
analisis de la gréafica, intervalos de crecimientos, entre otros; es importante que éste realice la
grafica a mano, con herramientas de graficacion. En un segundo momento, la tarea la hilaremos
al reconocimiento de los comandos y ments del software y a la graficacion de la relacion dada;
para ello, introducimos la expresion cartesiana en la Barra de Entrada del software y
comparamos sus caracteristicas con lo ya obtenido; finalmente, el docente inducira la
importancia del nuevo sistema a estudiar a través de la pregunta y la discusion.
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Fase de Desarrollo

En esta fase habra que inducir los conceptos, definiciones, condiciones, propiedades y
otros, mediados con el software; también, generar conclusiones, tomar notas para el micro-
proyecto, alternar el uso del software con el célculo manual, generar dudas, reflexiones y
preguntas, forjar la evaluacion continua y motivar el trabajo en equipo.

Actividad 2. Introduccion al sistema de coordenadas polares.

Iniciemos con ubicar puntos en el GeoGebra, supongamos un punto cartesiano P(3,4).
Abrimos una nueva ventana GeoGebra, en la Barra de Accesos Directo seleccionamos Punto,
ubicamos cualquier punto del plano de la herramienta, y, haciendo doble clic sobre él,
modificamos al valor deseado, en propiedades podemos renombrarlo a P. Ahora, calculemos la
distancia desde el Origen 0(0,0) al punto P, haciendo lo siguiente: ubicamos en el software el
punto O (procedimiento analogo al realizado con el punto P); luego, para calcular la distancia
entre dos puntos seguimos la ruta: Menta de Accesos Directos—Angulo (desplegamos)—Distancia
o Longitud—Clic en O—Clic en P y en la Vista Algebraica aparecera la distancia. Aqui ya hemos
obtenido un valor referencial (distancia OP) al punto dado, sin embargo sabemos que esa
distancia no es unica de ese punto, entonces habrd que considerar otra(s) referencia(s); dejamos
abierta la discusion y solicitamos anotar las conclusiones a la que se llegue, sobre todo en torno a
otros puntos y sus distancias, asi como también sobre la unicidad de esta distancia.

Ahora bien, posiblemente otra referencia que se asomard en la discusion, o que el mismo
docente inducird, serd el hecho de que cualquier punto en el plano cartesiano determina diversos
angulos, en particular el lado OP y el semieje positivo de las abscisas determina un angulo. Este
se puede medir con el uso de la herramienta, siguiendo la siguiente ruta: primero agreguemos un
punto cualquiera sobre el semieje positivo de las abscisas, digamos A(3,0), y luego: Ment de
Accesos Directos—Angulo—Clic en A—Clic en O—Clic en P, y en Vista Algebraica aparece la
medida del angulo a, que podemos renombrar a 6; es importante que, si tenemos tiempo
suficiente, se genere una discusion en torno al calculo manual de la distancia anterior y del
angulo a través de las herramientas adquiridas en el estudio de la Trigonometria, alternando asi el
uso del software con las competencias matemadticas previas; asimismo, inducir conclusiones
sobre la posibilidad de que estos dos valores que hemos obtenido sean suficientes para
determinar un punto en el plano; también interrogarse sobre: ;es este angulo 6, unico?, ;qué
otras posibilidades hay?; estas dudas daran pie a activar competencias previas en matematica.

Entonces, el alumno, con la guia del docente, extrapola y comprueba lo estudiado con el
uso de la herramienta y su experimentacion y generalizacion. El proceso deberd ser
fundamentalmente inductivo, partiendo del ejemplo; asimismo, es necesario permitir que sea el
estudiante quien deduzca los elementos conceptuales y procedimentales, esto es, ¢l (el alumno)
debe percatarse por ejemplo, que sera suficiente, para el nuevo sistemas de coordenadas, el punto
origen y el semieje positivo de las abscisas; para estos dos elementos el docente destacara que al
punto O (origen) lo llamaremos polo y al semieje positivo “eje polar” y la distancia obtenida la
designaremos con la letra r y lo llamaremos “radio vector”, asimismo, 6 es el angulo polar o
argumento principal del punto P. Concluimos que, la distancia r y el angulo 8 determinan un par
(r, 8)que representa graficamente un punto en un plano llamado coordenadas polares del punto
P; por tanto, hay una relacion entre el sistema de coordenadas cartesianas y el polar.

Actividad 3. Consideraciones, ideas, propiedades y transformacion de coordenadas.
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Lo ideal sera que el alumno construya su propia experiencia, por ello, esta actividad se
sugiere como tarea evaluativa, contentiva al micro-proyecto. El alumno recurrira al software y a
sus competencias en Trigonometria. Lo primero es comprobar con la herramienta la
transformacion de un punto cartesiano a polar; para ello seguimos lo siguiente: clic derecho
sobre el punto y seleccionamos Coordenadas polares, y verificamos con los valores ya
calculados; asimismo, podemos agregar la transformacion de otros posibles puntos, como A y O
o los puntos cartesianos B(5,0), C(—5,0), D(0,5), E(0,—5) y discutir en torno a ello, ademas
alternar la tarea con el calculo manual y la herramienta; asimismo, puede inducir otras ideas a
través de inquietar al alumno con preguntas como: 1) ;cudl seria la medida de cada angulo si se
mide en sentido contrario e igual a las manecillas del reloj?, ;qué sentido usa la herramienta?,
(qué ocurre en la herramienta si agrego un angulo negativo como referencia; por ejemplo, al
comparar los puntos polares F(3,45°) y G(3,—45°)?; 2) ubique en la herramienta los puntos
polares H(5,60°),1(5,420°), J(5,780°), K(5,—315°) y describa ;qué ocurre?, ;hay alli otras
posibilidades de puntos con esa(s) misma(s) caracteristica(s)?, ;por qué no?, o si las hay ;cudntas
posibilidades hay?, y ;cudl expresion generaliza todos esos puntos polares?; 3) ubique en la
herramienta el punto polar L(—3,45°) y compare con el punto F(3,45°) y responda ;qué ocurre
cuando el radio vector es negativo?, determine otras representaciones para los mismos puntos; y
4) compare el punto polar F(3,45°) con M(—3;225°), N(-—3;585°), Q(—3;—135°) y
responder ;qué ocurre?, ;hay alli otras posibilidades de puntos con esa(s) misma(s)
caracteristica(s)?, jpor qué no?, o si las hay ;cudntas posibilidades hay?, y ;cudl expresion
generaliza todos esos puntos polares?; al final, durante la discusion de esta tarea es importante
que el docente induzca a comprender que el sistema de coordenadas polares no es biunivoco, ya
que un punto cartesiano puede estar representado por infinitos pares de puntos polares.

Estas ideas posiblemente permearan en que el alumno deduzca las relaciones para
transformar de cartesianas a polares y viceversa. Para esta actividad el docente se arma de
estrategias que permitan canalizar y construir tales ideas; sugerimos hacer transformaciones
manuales, tanto de puntos como de expresiones algebraicas, para que el alumno consiga tales
habilidades, por ejemplo, transformar la ecuacion de la cardioide que hemos analizado.

Actividad 4. Trazado de curvas en coordenadas polares.

Primero proponemos el trazado de alguna curva a mano, por ejemplo la cardioide ya
estudiada en su forma polar, r = 2(1 — cos8). En caso de que no se cuente con la hoja de
graficos polares, el software permite elaborar una, asi: en una nueva ventada, quitamos la Vista
Algebraica y seguimos la siguiente ruta: Ment Principal-Opciones—Avanzado, en Preferencias,
seleccionamos Preferencia—Vista Grafica, y seleccionamos la opcion Cuadricula, en Tipo de
cuadricula seleccionamos Polar, marcamos cuadricula visible y distancia; para el valor r

. . , T . . , ° P
sugerimos la unidad y el angulo 8 = o> para visualizar lineas rectas que demarcan cada 15°, alli

mismo puede cambiar el estilo y color del trazo si lo desea, asi como también modificar otras
opciones, obteniendo una pagina que podremos imprimir para graficar.

Ahora, para trazar curvas polares en GeoGebra, podemos elaborar una pagina para tal fin.
En la construcciéon de la pagina es ideal que el alumno participe. En esta parte, las ideas que
presentaremos son de Martinez-Esparza (2004); asimismo, es importante mencionar que para
graficar curvas en coordenadas polares en GeoGebra se trabaja con Curvas Paramétricas.

Procederemos asi: abrimos nueva ventana, activamos la Vista Algebraica, Vista Grafica y
una Vista Grafica 2. Dejaremos la Vista Grafica 2 totalmente en blanco, utilizando Preferencias.
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Luego, definimos unos deslizadores. Los deslizadores permiten cambiar ciertos valores de
acuerdo a los conocimientos ya adquiridos. Agregaremos dos deslizadores, asi: Accesos
Directos-Deslizador, y clic en Vista Grafica 2, aparece una ventana para modificar los valores
del Deslizador (nombre (a y b respectivamente), y valores Min.:-100 y Max.:100, en animacion
sugerimos Creciente). Ahora, crearemos Cajones de Entrada asociados a los dos deslizadores;
ellos permitiran definir el intervalo de dominio de nuestra grafica. Nuevamente, Accesos
Directo-Deslizadores (desplegamos)-Casilla de Entrada, luego clic en Vista Grafica 2 y
aparecera una nueva ventada, en Rétulo modificar por “Inferior” y lo vinculamos al objeto“a”,
analogamente, agregamos otra Caja de Entrada, denominada “Superior” y vinculamos a “b”.

Ahora definimos las funciones. Vamos a tomar tres ecuaciones en coordenadas polares,
que podran ser modificables al final (tomaremos las consideradas por Martinez-Esparza):

f1(0) =2; £,(0) = g; f5(8) = cos 560. Introducimos cada una en la Barra de Entrada; sus

graficas cartesianas se veran reflejadas en la Vista Grafica 2, pero interesa que estén en la Vista
Grafica “principal”, para ello seleccionamos cada funcion con el boton derecho del mouse y
damos clic en Propiedades—Propiedades de la funcion—Pestafia Avanzado, alli marcamos Vista
Grafica y desmarcamos Vista Grafica 2. Obsérvese que las graficas estan dadas en forma
cartesiana, de alli que es conveniente ocultarlas (para ocultar hacemos clic derecho sobre la
grafica y desmarcamos Objeto Visible). Ahora, definimos curvas paramétricas para cada funcion.
Recordemos que una buena parametrizacion es considerar la relacion 72 = x? + y?2; entonces;
X =r.cosb

podemos escribir las curvas paramétricas: o
y =7r.sinf

donde r y 68 son valores ya estudiados.

Es esa parametrizacion la que utiliza GeoGebra para graficas en Coordenadas Polares. Se
procede: en la Barra de Entrada se introduce la sentencia “Curva”, y seleccionamos la opcion
Curva( <Expresion>, <Expresion>, <Parametro>, <Valor inicial>, <Valor final> ); para la
funciéon 1, se introduce el primer parametro, esto es el valor de x , es decir f;(t).cost, la
segunda expresion es el valor de y, o sea f;(t).sint, luego el parametro que hemos escogido,
que es t, y el valor inicial y final seran los deslizadores “a” y “b”. Una vez introducidas, con el
boton derecho del mouse podemos renombrar como Curva;, Curva, y Curvas, respectivamente.

Es importante entender qué funcién cumplen los deslizadores matematicamente hablando.
Recuerde que el dominio de curvas paramétricas esta dado en valores de nimeros reales. La idea
es que el pardmetro t vaya tomando valores en su dominio para que construya la grafica. Lo
importante en polares es que ubique cada punto para el angulo 6 desde O hasta 2m. Entonces,
podemos fijar el deslizador “a” en cero y mover el deslizador “b” hasta aproximadamente 2m ~
6,3, el cual podemos seguir aumentando, pero que, en algunas curvas polares, no tiene sentido.
Entonces, el deslizador “a” da el valor inicial para el parametro t y el deslizador “b” es el valor
final; esto sugiere que el valor del deslizador “b” no puede ser mayor que el valor del deslizador
“a”; para que esto Ultimo no ocurra hacemos lo siguiente: sobre el deslizador “b” seleccionarlo
con el boton derecho del mouse Propiedades, y colocamos como valor minimo “a”, esto
garantiza que el valor de “b” nunca podra ser mayor que el valor de “a”.

Ahora construyamos Cajones de Entrada asociados a las funciones dadas. Esto es con la
intencion de ocultar algunos comando, y que el alumno interactiie con el programa. Crearemos
casillas de entrada con los nombres Fruncionl, Funcion2 y Funcidn3, respectivamente, asi:
Accesos Directo-Deslizador (desplegamos)- Casilla de Entrada, hacemos clic en Vista Grafica 2
y nos aparece una ventana denominada CajaDeEntrada, en Titulo colocamos, por ejemplo para la
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segunda funcion, Funcién 2(0)=, y lo vinculamos a la funcion correspondiente. Finalmente,
ocultamos la vista algebraica, y estamos listos para trabajar con nuestros estudiantes.

Las opciones de funciones son las que nos permite cambiar a nuevas funciones, los
deslizadores permiten cambiar los valores del parametro para que se observe la construccion;
podemos visibilizar alguna grafica o invisibilizarla, dependera de lo que vayamos a trabajar.
Ahora juguemos con la pagina ya construida, y empecemos a ver transformaciones, cambios,
diferencias, intersecciones de curvas, entre otros, para luego emitir algunas observaciones;
ademads, podemos generar una discusion sobre parametrizacion, valor final e inicial, entre otros.

Fase de Cierre

Para la actividad en la fase de cierre podemos retar al estudiante con ejercicios y problemas
de graficos polares y su estudio; por ejemplo, solicitar que con la ayuda del GeoGebra, construya
y compare las graficas de funciones elementales en coordenadas cartesianas y polares y generar

la discusion, como: a) f(x) = %; conx # 0 con f(0) = g,con 6 > 0; b) f(x) = 2.cos5x con

f(@) = 2.cos 56. También, podemos estudiar algunas curvas polares elementales; por ejemplo,
trazar la grafica de la curva cuya ecuacion polar es r = 2(1 — cos 0); e inquietar sobre ;qué
ocurre si cambiamos el signo menos (—) por mas (+)?, verificar propiedades, cortes con el eje de
90°, con el eje polar y su prolongacion, simetria respecto a los ejes, interseccion de esta curva
con otras, determinar su expresion algebraica, definirla como lugar geométrico, etcétera. Cada
una de las actividades serd parte del micro-proyecto. Las tareas individuales y grupales seran
fundamentales para evaluar el avance de los estudiantes, por lo que, en el cierre, la evaluacion
continua de cada una de las actividades deberan quedar registradas.

Consideraciones finales

El uso de las herramientas TIC en matematica, particularmente del GeoGebra, requerira de
una preparacion oportuna del docente. En esta ponencia, que es parte de una investigacion mas
amplia, se muestra las bondades de la implementacion de ese software educativo en la ensefianza
y el aprendizaje del estudio de las coordenadas polares; aqui resaltamos los siguientes aspectos:
1) las actividades deben ser vinculantes y permitir conocer a profundidad la herramienta y los
objetos matematicos y sus significados conceptuales y procedimentales; 2) es imperante
promover, a través de las TIC, la construccion de los conocimientos a través de conjeturar
propiedades; 3) el autoaprendizaje sera efectivo en la medida que el docente reconozca las
debilidades y fortalezas de sus alumnos, asi como del seguimiento oportuno y valoracion de las
tareas; 4) la pregunta, la discusion, argumentacion, el trabajo descriptivo, el analisis, entre otras,
son herramientas que estan ligadas al uso de software; 5) alternar el trabajo de célculo manual y
la comprobacion con la herramienta o viceversa, serd clave para que el alumno sienta confianza
en si mismo; 6) cualquier contenido de matematica debe recaer en activar las competencias
previas al tema a estudiar, para ello se extrapola a través de la generalizacion.; 7) todo el proceso
debera ser fundamentalmente inductivo, partiendo del ejemplo; 8) el docente debe promueve
estrategias formativas que permitan canalizar y construir las ideas y 9) la evaluacion debera ser
continua, en cada una de las actividades.
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Resumo

E frequente, em textos académicos, a discussio sobre as dificuldades de
aprendizagem de contetdos matemadticos. Por outro lado, ampliam-se os estudos
sobre metodologias alternativas de enfrentamento desse cendrio. Esse trabalho relata
resultados obtidos da execug¢do de atividades ludicas, desenvolvidas em oficinas, que
envolveram solucdes de enigmas matematicos que permitiram exercitar e revisar
contetdos curriculares do Ensino Médio. Participaram dessas atividades estudantes
do Ensino Médio de escolas publicas do Distrito Federal e ingressantes no curso de
Graduacdo em Matemadtica da Universidade de Brasilia (UnB). A atividade foi
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proposta e executada por integrantes do Programa de Educacdo Tutorial em
Matematica (PET MAT) da UnB. Como suporte para as discussdes e para a
fundamentagao tedrica foram usados os trabalhos de Tamarozzi (2001) e Terada
(1998). Os resultados mostram que a maioria dos estudantes conseguiram resolver os
problemas propostos e se mostraram interessados e motivados. Além disso, o
material elaborado serve de apoio para profesores do Ensino Médio.

Palavras-chave: educagdo, Matematica, ludico, jogos, Ensino Médio.
Introducio

E frequente, em textos académicos, a discussio sobre as dificuldades de aprendizagem de
contetdos matematicos. Parte dessas dificuldades estd associada ao fato de que a maioria das
metodologias de ensino da Matematica se reduz a um modelo de aulas expositivas, tedricas e
abstratas no qual o professor se torna o centro e o aluno tem um papel de mero expectador.

Buscando uma metodologia altenativa de ensino e aprendizagem da Matematica que
permita ao aluno ser um agente ativo de seu aprendizado, propomos o presente trabalho que tem
por objetivo relatar resultados obtidos da execu¢do de atividades ludicas, desenvolvidas em
oficinas, que envolveram solucdes de enigmas matematicos e cujo material produzido podera
servir de apoio didatico para profesores do Ensino Médio.

A busca pelo ludico ¢, de fato, um norte a ser seguido quando se trata de melhorar a
qualidade da constru¢do do conhecimento matematico. D’ Ambrosio (1996) ressalta que o papel
do professor deve ser de gerenciar e facilitar o processo ensino e aprendizagem e, de uma forma
natural, interagir com o aluno e contribuir com a constru¢do do conhecimento do mesmo.

A ideia da oficina surgiu apds analisar um desafio proposto em um livro do Ensino Médio
onde era descrita uma situacdo em que uma pessoa queria passar uma informacao secreta a outra
e, para isso, ela a enviava duas matrizes 2x2 relacionadas em uma equagdo com uma incognita.
A partir dai, elaboramos uma oficina em que o contetido a ser abordado fizesse parte dos
componentes curriculares do Ensino Médio e pudessem ser relacionados com enigmas
criptografados. Os contetidos escolhidos foram fungdes, fungdes inversas, matrizes, matrizes
inversas e criptografia. Uma abordagem sobre esses conteudos pode ser encontrada em Olgin
(2011).

A criptografia ¢ a arte ou ciéncia de escrever em codigos (Tamarozzi, 2001). Uma das
formas de criptografar ¢ utilizar a substituicdo de uma letra por um simbolo, chamado cifra.
Cifrar ¢ o ato de transformar dados em alguma forma ilegivel com o objetivo de manter a
informacdo escondida de qualquer pessoa ndo autorizada. Decifrar ¢ o processo inverso, ou seja,
transformar os dados criptografados na sua forma original, inteligivel (Olgin, 2011).

Desde a antiguidade, os romanos ja utilizavam essa técnica para transmitir codigos secretos
dos seus planos de batalha. Nos dias atuais, o tema criptografia ¢ utilizado na auditoria
eletronica, na autenticacdo de ordens eletronicas de pagamentos, no cédigo de verificagdo do
ISBN, nos navegadores de internet, entre outras situagdes da vida cotidiana (Terada, 1988).
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Além disso, atualmente, vérias atividades envolvendo jogos de codifica¢do sdo utilizadas
como ferramentas de ensino. Moura (2008) defende que o jogo passa a ter o cardter de material
de ensino quando considerado promotor de aprendizagem. A crianga, colocada diante de
situacdes ludicas, aprende a estrutura logica da brincadeira e, deste modo, aprende também a
estrutura matematica presente (Moura, 2008, p.80).

A escolha do tema em estudo possibilita ao professor do Ensino Médio pesquisar e
desenvolver atividades didaticas para exercitar e revisar contetidos desenvolvidos em sala de aula

através de atividades de codificacdo e decodificagdo, envolvendo contetidos matematicos do
Ensino Médio (Olgin, 2011).

Metodologia

A atividade intitulada “Mat ou morra” surgiu a partir de um trabalho em grupo, de alunos
do Programa de Educa¢do Tutorial em Matematica da Universidade de Brasilia, quando
cursavam uma disciplina sobre o ensino da Algebra. A proposta do trabalho era criar uma oficina
para ser efetivamente realizada com alunos do Ensino Médio que relacionasse algum contetido
preestabelecido no curriculo de forma ndo tradicional e que promovesse uma aprendizagem
ativa. A partir dai, a atividade foi aperfei¢oada e aprimorada e passou a fazer parte das
atividades desenvolvidas pelo grupo PET MAT UnB.

A atividade foi aplicada em eventos como: a Semana Universitaria da UnB, a Semana
Nacional de Ciéncia e Tecnologia (SNCT), que em particular teve como tema “A matemadtica
estd em tudo”, devido ao Biénio da Matematica (2017-2018). Nesses eventos, os participantes
foram estudantes do Ensino Médio de escolas do Distrito Federal (DF) e estudantes de cursos de
graduacdo da UnB. Além disso, a atividade foi aplicada nos Circuitos de Vivéncias em Educagado
Matematica, organizado pela Sociedade Brasileira de Educagdo Matematica do Distrito Federal
(SBEM/DF), que teve como publico estudantes do Ensino Médio de escolas publicas do DF.

O PET MAT realiza semestralmente a Recep¢ao aos Calouros do curso de Matematica,
uma atividade cadastrada como um projeto de extensdo do Departamento de Matemadtica da
UnB. Assim, a atividade “Mat ou morra” foi adaptada para fazer parte das apresentagdes da
recep¢do aos calouros, deixando de conter apenas um enigma, para se tornar uma série de
enigmas que devem ser solucionados pelos calouros durante a apresentacao.

Conteudo

Os contetdos explorados fazem parte das componentes curriculares do Ensino Médio e
permeiam entre fungdes, fungdes inversas, matrizes, matrizes inversas e conceitos de criptografia
necessarios para conversdo de cddigo Morse em letras do alfabeto. Observamos que as
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atividades propostas podem ser adaptadas com o objetivo de explorar outros componentes
curriculares estudados.

A dinamica da atividade funciona da seguinte maneira: dois estudantes formam uma dupla,
sdo nomeados de Prisioneiro A e Prisioneiro B e ficam sentados um de frente para o outro,
separados por uma mesa, cuja superficie ¢ dividida por um muro feito de isopor, contendo
escondida em sua estrutura uma tabela de conversdo de cddigo Morse em letras do alfabeto.
Cada estudante possui um celular bloqueado com senha desconhecida.

Com o objetivo de desbloquear o celular do Prisioneiro B e parar um crondmetro que nele
estd ativo para entdo receber uma recompensa, os participantes deverdo resolver os desafios
propostos nas fichas correspondentes, cujas resolugdes o guiardo a senha do celular que
possuem. Um exemplo das fichas utilizadas pode ser visto na Figura 1. Nessas fichas foram
explorados os conteudos de func¢do afim e criptografia.

Com o mesmo objetivo, de maneira alternativa, podemos propor os desafios explorando o
conceito de matrizes quadradas e criptografia. Como exemplo podemos utilizar as fichas
ilustradas na Figura 2.

Figura 1. Exemplo de ficha do Prisioneiro A a esquerda, e, a direita, uma ficha do prisioneiro B,
ambas adaptadas para fungdo afim.

Prisioneiro A1 Prisioneiro B1
Atencdo! Uma bomba relégio foi ligada. Vocé e seu companheiro || Atencédo! Uma bomba relégio foi ligada. Vocé e seu companheiro
tém 15 minutos. Siga as instrucdes a seguir para desarma-la. tém 15 minutos. Siga as instrucbes a sequir para desarma-la.
e Seu objetivo & desbloquear o celular a sua frente e transmitir a o Seu objetivo é desbloquear o celular a sua frente e para o
funcdo-chave, que aparecera ao destravar a tela, para seu crondmetro que nele estara rodando.

parceiro.
o Para fazer isso, use a seguinte senha criptografada:

o Para fazer isso, use a seguinte senha criptografada:

T T e Sabendo que a funcédo
e Sabendo que a funcdo

g:D=C,
f:D=C,

que o seu companheiro ira te passar, & uma funcao que
manda nimeros descriptografados do conjunto D para
numeros criptografados do conjunto C. Encontre a senha
descriptografada e use-a para desbloquear o celular.

definida por f(x)=x+2, & uma funcdo que manda nimeros
descriptografados do conjunto D para nimeros criptografados
do conjunto C, encontre a senha descriptografada. Use-a para
desbloquear o celular, descubra a funcéo e passe-a para sua

dupla. OBS: FAVOR NAO RISCAR AS FICHAS, ELAS SERAO

OBS: FAVOR NAO RISCAR AS FICHAS, ELAS SERAO USADAS POR OUTROS PARTICIPANTES,OBRIGADO!
USADAS POR OUTROS PARTICIPANTES,0BRIGADO!

Fonte: Relatorio de pesquisa (2018).
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Figura 2. Exemplo de ficha do Prisioneiro A a esquerda, e, a direita, uma ficha do prisioneiro B,
ambas adaptadas para matrizes quadradas.

Prislonelro A2 Prisioneiro B2

Atcnedo! Uma bomba reldgio foi ligada. Vocé o scu companheiro Atencdnl Uma bomba reldgio foi igada Vocé e seu companhein

tem 15 minutos. Siga as instrucdss a seguir pars desamma-ia.

® Scu objotivo & desbloguear o celular a sua frente ¢ transmitir a
informac3o que aparecera ac destravar a tela para seu
narceirn

» Parz tazeor ieso, usc a scguinte senha cnptogratada:

]

* Sgjam P, D, C = M,.(R), once C & matriz-chave, F a matriz
criptogratada ¢ D a matriz desciptografada. Use a relacio P
= GO gara encontrar as sntradas da matriz D, organze a
senha cescriptografada na forma o, 4, o, 4. & Us@-a
paia destloguean o celular.

tém 15 minutcs. Siga es instrugdes & seguir nara dessrma-ia.

& Seu oijelive € desbloguesr v telular = sud Nlenls e paiar o
crondmetro gue nslz esta rocando.
# Para TazZer isso, use a sequinte senha crplograrada;

e Sejam P N, 0 = Mo,(R), onde O & matrr-chave que seu
companheirc ra t2 passar, |’ a matriz cnptografada e D a
mialiis descriplogialada. Use a relagio P = CD paa enconbiarn
as entradas dz matriz N Organize a senha descriptografada
na fonma oy -4p —ay —dy C USC @ para desblogucar o
celular

e Netnz-chave:

CBS: FAVOR MAC RISCAR AS FICHAS, ELAS SERAD
USANAS POR OUTROS PARTICIPANTE S, DURIGANDD

DBS. FAVOR NAO RISCAR AS FICHAS, ELAS SERAQ
LISADAR POR QUTRDS PARTICIPANTF S OBRIGADO!

Fonte: relatorio de pesquisa (2018).

Analise e Discussao dos Resultados

Constatamos, a partir da experiéncia e dos conhecimentos produzidos no
desenvolvimentos desse trabalho, que os alunos compreenderam a proposta das atividades e
conseguiram resolvé-las, demonstrando interesse e entusiasmo durante a realizacdo das mesmas.

Como primeiro desafio, foi dada uma informagao a ser decodificada usando cédigo Morse,
com isso a oficina mostrou-se desafiadora para os estudantes que participaram desde o inicio. A
complexidade proposital com que as instru¢des foram escritas, usando termos corriqueiros do
ambiente matematico, e o pré-estabelecimento de um tempo para a conclusdo da atividade
causaram uma pressdo e ansiedade que podem ter influenciado positivamente no desempenho
dos participantes, pois grande parte deles mostrava-se bastante entusiasmada a cada obstaculo
superado e aqueles que eram capazes de concluir no tempo comemoravam com euforia ao
desbloquearem o ultimo celular e ao pararem o crondmetro. Eram até mesmo capazes de explicar
o que tinham aprendido aos outros colegas que participavam da atividade depois deles.

Observamos que, ao aplicar a oficina para determinados grupos de alunos do Ensino
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Meédio, alguns deles tiveram dificuldades em resolver as atividades, pois ndo dominavam os
contetdos explorados. Para ajudar nessa situagdo contamos com a ajuda de monitores que
auxiliavam os alunos na solu¢do das atividades. Isso permitiu que os alunos revisitassem os
conteudos estudados no Ensino Médio ampliando a compreensdo daqueles ja desenvolvidos.

Por fim, a adaptacdo da atividade para a Recepcao aos Calouros do curso de Matemadtica da
UnB teve um feedback bastante positivo, visto que os estudantes recém chegados a universidade,
tinham maior dominio dos contetdos do Ensino Médio. Isso permitiu que novos enigmas fossem
propostos e que a atividade proposta pudesse ser ampliada. Além disso, os calouros interagiram
bastante entre si durante a resolucdo dos enigmas, procurando resolver em equipe as atividades
propostas permitindo assim um entrosamento entre os calouros que podera facilitar as relagdes
durante o curso de graduagao.

Consideracoes Finais

Podemos concluir, portanto, que os objetivos inicialmente propostos pela atividade foram
alcancados. As atividades didaticas propostas na oficina oportunizaram aos participantes a
ampliacdo e revisdo de conteudos curriculares estudados no Ensino Médio. As atividades, como
foram propostas, proporcionaram o trabalho em grupo e cooperativo tanto entre os estudantes
participantes quanto entre os alunos do grupo PET MAT que auxiliaram na execug¢do da oficina.

O fato de aplicar conceitos matematicos a uma situacdo real e verdadeiramente vivida
pelos participantes facilitou a compreensdo das novas ideias e promoveu o exercicio do
pensamento logico de forma natural, uma vez que isso era necessario para a conclusao das etapas
da atividade.

As atividades desenvolvidas e aplicadas na oficina sdo exemplos de material didatico que
podera ser utilizados pelos profesores do Ensino Médio, com o objetivo de aprofundar e revisar
conteudos. Além disso, fica como sugestdo, a inclusdo de novos temas na aplicagdo da oficina. A
busca de temas interesantes deve ser incentivada para que os componentes curriculares a serem
desenvolvidas no Ensino Médio sejam interesantes e motivadores para o aluno.
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Resumen

En este taller se presentan tres perspectivas de investigacion y ensefianza para la
introduccidn y desarrollo del algebra escolar, que potencian el desarrollo del
pensamiento variacional, como son: la Generalizacion de patrones numéricos y
geométricos, la Resolucion de problemas y la Modelacion matematica de fenomenos
de distinta naturaleza. Estas perspectivas se han venido construyendo y desarrollando
en las Licenciaturas y Maestria del Area de Educacion Matemética y programas de
extension y proyeccion social, de la Universidad del Valle. Tienen su origen en
resultados de investigaciones presentados por Kieran (2006), las propuestas
curriculares nacionales en matematicas como los Lineamientos Curriculares (1998) y
Estandares Bésicos de Competencias (2006), y fundamentadas en desarrollos
investigativos del campo de la Educacion Matematica. En esta direccion en el taller
inicialmente se presenta un panorama general de la investigacion en este campo y
luego se abordan con los participantes 6 propuestas de aula que abordan estas
perspectivas.

Palabras clave: algebra escolar, pensamiento variacional, generalizacion de patrones,
resolucion de problemas, modelacidn matematica.

Planteamiento del problema y antecedentes

La investigacion en didactica del dlgebra hasta finales del siglo pasado se caracterizo por
identificar y especificar las dificultades, obstaculos y errores en el transito del pensamiento
numérico al algebraico de los estudiantes en la escuela y en los del estudio formal de esta
disciplina (Gallardo y Rojano, 1988; Kieran, 1992; Ursini, 1996; Amerom, 2002; Socas, 2011;
Castro, 2012; Arcavi, 2013). Es asi como desde el punto de vista didactico existe una amplia
literatura que presenta gran variedad de resultados investigativos sobre este campo problémico.

Taller XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2114



Algunas perspectivas de investigacion y enseiianza en el algebra escolar

Ademas, con relacion a la investigacion sobre el aprendizaje y la ensenanza del algebra en la
escuela, sobresalen compilaciones que organizan la produccion investigativa en algebra escolar
desde diferentes perspectivas, como por ejemplo, la Agenda de investigacion para la Educacion
Matematica, de la NCTM (1989), sobre el aprendizaje y ensefianza del 4lgebra, editado por
Sigrid Wagner y Caroly Kieran. La NCTM en esta publicacion expone 15 reportes de
investigacion, en la segunda parte la agenda de investigacion y en la ultima algunas
consideraciones tedricas. En los reportes de investigacion se enfatiza, desde la perspectiva
tematica, obstaculos cognitivos en el aprendizaje del dlgebra, estudios cognitivos sobre el papel
de la resolucion de problemas en el aprendizaje de esta disciplina, la incorporacion de sistemas
tutoriales tecnoldgicos y en general de las tecnologias de la informacion en la ensefianza del
algebra. Asi mismo, las reflexiones sobre teorias acerca de los sistemas de representacion
matematica y las perspectivas del algebra escolar para el afio 2000. Se proponen algunos topicos
sobre la agenda de investigacion, relacionados con lo cognitivo y lo curricular.

Es importante anotar que en la publicacidon mencionada sobresale el trabajo de Kieran,
sobre las ecuaciones algebraicas y en el ultimo apartado, se considera, el estudio del desarrollo
historico del algebra (como sistema simbolico), para entender ciertos desarrollos u obstaculos en
la escuela. Estas investigaciones y otras mas sobre esta problematica fueron objeto de estudio
hace algunos afios en el Area de Educacion Matematica, del Instituto de Educacion y Pedagogia
de la Universidad del Valle, para, posteriormente, y en coherencia con los desarrollos mundiales
en investigacion en didactica del dlgebra, centrar la atencion en propuestas para un acercamiento
al algebra desde lo numérico y geométrico, y para favorecer el desarrollo del pensamiento
algebraico y variacional en los estudiantes en la escuela, que permitieran superar o abordar las
dificultades antes caracterizadas.

En esta direccion, inicialmente en el marco de los trabajos de grado, tanto de pregrado
como de maestria de esta area interesados en esta problematicas, se abordan los estudios
recopilados por Bednarz, Kieran y Lee (1996) que permiten determinar diversas perspectivas de
iniciacion al algebra, en las cuales se abordan aspectos fundamentales de la problematica
planteada por las investigaciones antes registradas sobre el paso de lo aritmético a lo algebraico.
Se propone, en estos trabajos el ingreso en una forma mas natural y constructiva al dlgebra en la
escuela. Perspectivas valoradas por la comunidad de educadores matematicos: el establecimiento
de actividades de generalizacion, el trabajo con el enfoque de funciones, el desarrollo de
actividades de modelacion, la resolucion de problemas y el enfoque desde una perspectiva
historica. La introduccion del texto, hace una sintesis importante de estas perspectivas para la
iniciacion del trabajo algebraico en la escuela. Aqui se presenta la manera como se perciben
estos enfoques incluyendo otras investigaciones en esa misma direccion como el texto de Filloy,
Puig y Rojano (2008) sobre el Algebra educativa, como una aproximacion tedrica y empirica en
este campo. Es asi que, en los trabajos de pregrado y maestria que abordan estas tipo de
problematicas, se reconoce que desde la etapa inicial del proceso de construccion de pensamiento
algebraico es fundamental la movilizacion de elementos asociados a la variacion, los cuales
permiten pasar del mundo de la cantidad al mundo de las relaciones, a través de la identificacion
de relaciones funcionales; estableciendo que el pensamiento algebraico integra el concepto de
variables con todas sus connotaciones, usos y conexiones, es decir acepta la existencia de lo
desconocido o lo que varia, representarlo a través de simbolos y operar sobre ello.

Una muestra de estos trabajos se presentara en el Taller, por ejemplo, en los trabajos
trabajo de grado de Rivera y Séanchez (2012) y Moreno (2015) sobre la generalizacion de
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patrones numéricos, se enfatiza en la aproximacion temprana al algebra, en la educacion
basica primaria, desarrollando elementos fundamentales del pensamiento variacional a través
de situaciones problemas contextualizadas donde el trabajo con patrones numéricos posibilitan
un acercamiento a las relaciones de dependencia entre cantidades y magnitudes desde la
estructura multiplicativa; en los trabajos de Calderén y Davalos (2011) y Hurtado (2014)
enfocados desde la perspectiva de la resolucién de problemas algebraicos, se explora, de una
parte, la potencialidades de algunas heuristicas utilizadas por los estudiantes de grado octavo
de la Educacion Basica colombiana en la resolucion de problemas algebraicos, y de otra, el
analisis didactico de las ecuaciones de primer grado con una incdgnita real en la resolucion de
problemas algebraicos, para potenciar el desarrollo del pensamiento algebraico en los
estudiantes y; en los trabajos de grado de Angulo (2014) y de Grueso y Gonzalez (2016) sobre
la modelacion matematica, en uno, se analiza la articulacion de proyectos productivos
agroindustriales y la funcion lineal a través de procesos de modelacion de fendmenos en el
marco de estos proyectos, y el otro, se aborda la funcidon como covariacion a través de la
modelacion de fendmenos geométricos.

En esta perspectiva, en el taller que aqui se propone se abordaran las situaciones de estos
trabajos para ser analizadas con los participantes y dilucidar las potencialidades y limitaciones
de sus enfoques de investigacion y ensefianza.

Marco teorico de referencia

El marco de referencia conceptual de estos trabajos tiene en comun aproximaciones y
desarrollo del trabajo algebraicos en la escuela, desde los enfoques de generalizacion de patrones
o de leyes que rigen los nimeros, la resolucion de problemas especificos o clases de problemas,
asi como la modelacion de fendmenos de distinta naturaleza.

Desde la perspectiva de generalizacion, se concibe el dlgebra como el lenguaje para la
expresion y manipulacion de generalidades (Mason, Graham, Pimm & Gowar, 1999) y por lo
tanto las tareas y actividades escolares para involucrar a los alumnos en el 4lgebra esta
relacionado con la generalizacion de patrones numéricos y geométricos y cuyo proposito es el
transito de lo particular a lo general y viceversa. Estos trabajos, centran la atencion en el proceso
inductivo, como estrategia heuristica para resolver problemas matematicos. Asi mismo
considerar que el lenguaje numérico es una herramienta fundamental para la identificacion de
patrones y la forma de expresion de la generalidad se hace generalmente en forma retorica, el
paso a la expresion algebraica es complejo. Es asi, como el proceso de generalizacidon comienza
en cuanto se intuye un cierto esquema general subyacente, aunque todavia no se pueda expresar
claramente. Este proceso lleva a hacer una conjetura sobre una gran cantidad de casos a partir de
unos pocos ejemplos. El proceso de justificar la conjetura trae consigo una nueva generalizacion
y ahora el énfasis se desplaza de intentar averiguar qué puede ser verdadero a tratar de ver por
qué ha de ser verdadero. Radford (2013) también ha realizado importantes contribuciones a la
perspectiva de la generalizacion de patrones para el desarrollo del pensamiento algebraico en
edades tempranas. Para este autor la generalizacion de patrones, numéricos, geométricos,
pictdricos, entre otros, comporta tres problemas fundamentales mutuamente relacionados. El
primero de ellos es el fenomenoldgico, en el cual se deben considerar las determinaciones
sensibles que se hacen sobre los casos particulares de la secuencia dada para tomar conciencia
sobre lo que es comun; el segundo es el epistemologico, sobre el cual se realizan las
generalizacion (llamadas por €l abducciones) de los aspectos comunes hallados sobre los hechos
concretos, de tal modo que se produce un nuevo objeto matematico; y finalmente el tercer
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problema esté relacionado con los medios semidticos que se disponen para objetivar y comunicar
la generalizacion lograda. Ademas, caracteriza dos tipos de generalizacion por las cuales es
posible pasar en el tratamiento de este tipo de actividades, la aritmética, que es simplemente
usada para pasar de un término de la secuencia al otro, anclada eminentemente al hecho
concreto, al caso particular; y la propiamente algebraica, en la cual se deduce una formula que es
usada apodicticamente para hallar cualquier término de la figura.

Coherente con lo anterior, es posible considerar que dentro del proceso de desarrollo del
pensamiento algebraico en los estudiantes, es fundamental presentar situaciones donde se
requiera establecer relaciones, identificar caracteristicas comunes de los casos especificos dados
y llegar a una lectura y escritura de lo general, que constituye el interés fundamental de dos de
los trabajos de investigacion que se compartiran en el taller.

En las investigaciones en las perspectivas de modelacion, la elaboracion de modelos
matematicos que den cuenta de fendmenos tanto del mundo real como de las matematicas y con
los que ademas se puedan predecir eventos futuros es considerada por autores como Freudenthal
(1983). Esta actividad, al inscribirse situaciones de las matematicas mismas, ha favorecido la
construccion de teorias y el avance cientifico de la disciplina en cuestion. En la literatura
especializada es posible encontrar diversos nombres para designar el proceso de elaboracion de
modelos, y aun en algunos casos, se establecen relaciones y/o diferencias entre ellos. Algunos de
estos nombres son: modelacion, matematizacion y modelaje. Este enfoque de Modelacion ha
cobrado en los ultimos afios un creciente y especial interés, mas precisamente desde la Didactica
de las matematicas, interés que ha arrojado como resultado de diversas investigaciones la
identificacion de diferentes perspectivas segun la didactica y los objetivos que se persigan. En
los Lineamientos Curriculares de Matematicas (1998), la modelacion se cataloga como un
proceso presente en toda actividad matematica con el cual es posible describir las interrelaciones
entre el mundo real y las matematicas. Asi, el proceso de modelacion implica la identificacion de
una situacion problematica real, la cual es puesta bajo observacion con el objeto de formularla
matematicamente, es decir, encontrar los aspectos matematicos presentes en ella; esto conducira
a la construccion del modelo, el cual sera objeto de un proceso de validacion a partir de su poder
de prediccion y descripcion de los fendmenos que hacen parte de la situacion problematica
originaria. Para llegar a identificar las matematicas presentes en distintas situaciones es preciso
descubrir relaciones entre las variables de un problema, descubrir regularidades, transferir un
problema de la vida real a un problema matematico, etc. Después de ello, el problema debe
tratarse con herramientas matematicas, para lo cual se puede representar una relacion en una
formula, utilizar distintos modelos, validarlos, entre otros aspectos. Janvier (1996) enmarca la
modelacion en el trabajo de construccion del lenguaje algebraico y la define como un proceso
que comprende dos fases: la fase de formulacion y la fase de validacion. En la fase de
formulacion se establecen las relaciones claves entre las variables del problema, lo cual puede
hacerse a partir de medidas o conjeturas; posteriormente, se ejecutan una serie de
transformaciones de tipo matematico que conducen a expresar el modelo en una expresion
simbolica. La fase de validacion comprende la constatacion de la validez del modelo a partir de
la comparacion con la situacion que lo origina. Esta validacion puede hacerse a través de
mediciones, célculos, etc, lo cual conduce a realizar ajustes en el modelo. Desde este enfoque, la
fase de formulacion es vital ya que en ella, desde la identificacion de las relaciones claves entre
las variables del problema, se deduce la regla que hace pertenecer esa relacion a una familia de
relaciones mas general y que en ultimas constituirian el modelo, en esta perspectiva se
presentaran dos trabajos en el Taller.
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Desde la perspectiva de resolucion de problemas verbales, Bednarz y Janvier (1996)
valoran el andlisis de los problemas y el razonamiento usado por los estudiantes al identificar la
estructura simbolica involucrada en el célculo relacional, que permite examinar el paso de la
aritmética al algebra y estimar la dificultad de los diferentes tipos de problemas dados en algebra.
De acuerdo con estos autores la estructura de todo problema de indole algebraica propone
cantidades tanto conocidas como desconocidas, relaciones entre estas cantidades y relaciones
entre tipos de expresiones, muchas de las cuales son mas implicitas que explicitas. La manera
como estos dos investigadores aluden a la estructura general de todo enunciado de problema que
requiere el uso de ecuaciones permite entonces reconocer dos actividades a las que se ven
enfrentados los estudiantes al intentar resolver los problemas. De una parte, es necesario realizar
una designacion de las cantidades desconocidas dadas en el sistema de lenguaje natural en el
nuevo sistema de representacion, esto es, la eleccion de la, o las, incognita(s); tal eleccion, a su
vez, debe involucrar las relaciones posibles, tanto con los datos conocidos como desconocidos,
para poner toda la informacion en términos de una sola variable. De otra parte, es necesario
establecer una igualdad entre las relaciones existentes, es decir, nombrar de dos maneras
diferentes la misma relacion para obtener la ecuacion. Estos investigadores llaman la atencion
sobre la exigencia y complejidad que se pone de manifiesto en la resolucion de estos problemas,
pues ello exige el andlisis de las relaciones que se deben identificar en el problema, tanto en
cantidad como en su naturaleza y sus vinculos, esto es, relaciones aditivas conjugadas con
multiplicativas que posteriormente tendran que operarse, mucha de las cuales son implicitas.

Metodologia y propésito del taller

Este taller, como espacio de interaccion entre los proponentes y los maestros,
investigadores y asistentes en general, mediado por la lectura y analisis de las situaciones
problematicas para movilizar reflexiones sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra en la
escuela, se ha organizado en cuatro momentos. Un primer momento (15 minutos) donde se
presentaran los aspectos mas relevantes de los enfoques de tedricos y metodologicos desde
donde se abordan las situaciones y tareas de los trabajos que se presentan; un segundo momento
(40 minutos) donde se trabajara la situacion 1 de cada uno de los seis trabajos de grado, en
grupos de 4 o 5 personas asistentes al taller, donde cada grupo abordara una situacion; un tercer
momento (40 minutos) donde se trabajara la situacion 2 de cada uno de los trabajos, se realizard
utilizando el mismo esquema del segundo momento. Finalmente, se realizard una plenaria (15
minutos) para socializar el analisis y las reflexiones de los grupos de trabajo. Al finalizar el taller
se recogeran las conclusiones y las recomendaciones para mejorar cada propuesta de trabajo en
el aula.

Este taller tiene como propdsito compartir algunas situaciones y tareas de las propuestas
de aula de los trabajos de grado de pregrado y maestria del Area de Educacion Matemética, de la
Universidad del Valle, los cuales se denominan: (1) Desarrollo del pensamiento variacional en la
Educacion Basica Primaria: Generalizacion de patrones numéricos, (2) Una aproximacion al
algebra temprana por medio de una secuencia de tareas matematicas de patrones numéricos, (3)
Analisis de la articulacion de proyectos productivos agroindustriales y las funcion lineal, (4) El
concepto de funcidon como covariacion en la escuela, (5) Potencialidades de algunas heuristicas
utilizadas por estudiantes de grado octavo en la resolucion de problemas algebraicos y (6)
Anadlisis didactico de las ecuaciones de primer grado con una incognita real y su impacto en la
Educacion Basica. Ademas, interactuar con los participantes a través de sus andlisis y reflexiones
sobre la pertinencia de las tareas, sus contenidos matematicos y los desempefios que movilizan.
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Plan de accion del taller
Algunas de las situaciones que se trabajaran en el taller son:
Del trabajo (1) de la Situacién problematica 2 y 3:

Actividad 2: En busqueda de la clave numérica
La jaula donde se encontraba encerrado Hansel estaba asegurada con un candado enorme que debia
ser abierto con una combinacion de 12 nimeros. Cerca de alli, habia una secuencia de nimeros

que podian ser la clave para liberar el candado, pero algunos de ellos estaban tapados y el nifio no
los podia ver. La secuencia es la siguiente:

Figura 1. Secuencia numérica para completar.

1. Aytdale a Hansel a completar la serie con los nimeros faltantes.

2. (Qué tuviste en cuenta en el momento de buscar los nimeros que faltaban para completar la
que podria ser la clave del candado?

3. Hansel cree que uno de los nimeros que completan la secuencia es el nimero 52, ;jestas de
acuerdo con el nifio? ;Por qué?

4. Si esta serie continua ;Existe alguna forma de calcular cualquiera de los nimeros que
siguen? Explica tu respuesta, escribiendo la manera de hacerlo.

5. Construye una serie numérica que sea la clave para abrir una caja fuerte (no olvides que
debe tener un patron).

Situacion 3: Patrones y producto con piedritas.

Actividad 1: El producto como organizador de arreglos con piedritas

Recuerda que Hansel y Gretel, cuando iban de camino a lo profundo del bosque, arrojaron un
grupo de piedritas, imagina que no eran sino 500 piedritas y que riegan por el camino 240 de
esas 500 piedritas en grupos a igual distancia.
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1. Indica el nimero de piedritas que le quedaron a los nifos, después de arrojar las 240
piedritas.

. Hansel y Gretel deciden armar grupos de tres piedritas. ;Cuantos grupos pudieron armar? |,

. Sino fueran grupos de tres piedritas ;Cuantos grupos podrian formar?

. Para hacer grupos iguales de piedritas, ;Cuantas piedritas han de recoger a la vez?

. Hansel y Gretel escribieron numéricamente las posibles organizaciones que podian hacer
con las piedritas, pero se le borraron algunos datos. Ayidale a completar la siguiente tabla.

whn B~ W N
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Tabla 1

Organizaciones de piedritas hechas por Hansel y Gretel

Grupo de piedritas Numero de piedritas por grupo Total
8 240
60 240
12 240

6. Encuentra y escribe una forma de escribir el total, teniendo en cuenta que el nimero de
grupos es a, el mimero de piedritas es b, y el total es c.

Los tres enfoques sobre los cuales versan las seis situaciones que se compartiran en el
taller han mostrado, a través de los distintos trabajos de grado, el potencial que tienen para la
introduccion del 4lgebra en la escuela y sus procesos asociados. Este hecho, desde luego, ha
nutrido la investigacion que en el Area de Educacion Matematica de la Universidad del Valle
se ha venido gestando en torno a la preocupacion que la investigacion en Didactica del Algebra
ha reportado sobre las multiples problemadticas que maestros y estudiantes enfrentan cuando el
algebra ingresa a la escuela, lo cual ha permitido que tanto la formacion de los futuros maestros
en las Licenciaturas de matematicas de la Universidad, asi como de profesores que estan en
ejercicio se nutra a partir de la reflexion conceptual y metodologica en aras de hacerles frente a
dichas problematicas.
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Resumen

Las creencias de autoeficacia son consideradas como el juicio de las propias
capacidades de cada individuo al momento de ejecutar acciones de una tarea en un
dominio especifico. Este trabajo de enfoque cuantitativo de tipo descriptivo con
disefio transversal tiene como objetivo estudiar las creencias de autoeficacia en la
solucion de tareas de sucesiones por estudiantes de Educacion Basica Secundaria del
municipio de Corozal (Colombia). Para la colecta de datos se disefié un cuestionario
de autoeficacia online de tipo escala Likert el cual contiene 10 tareas de sucesiones
con soluciones en el contexto matematico y computacional. Para el anélisis de los
datos, se realizé un andlisis estadistico descriptivo y probabilistico. Como resultado,
se obtuvo que las creencias de autoeficacia estan relacionadas con las variables,
niveles de educacion y género. Ademas, de que los estudiantes poseen creencias de
autoeficacia negativa en la solucion de tareas en el contexto computacional.

Palabras clave: creencias de autoeficacia, sucesiones, generalizacion de patrones,
pensamiento algebraico, Educacion Bésica Secundaria.

Introduccion

En el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, ademas de los aspectos
cognitivos, los aspectos afectivos y actitudinales también son de gran importancia, puesto que
influencian en el aprendizaje y la confianza de los estudiantes al resolver tareas matematicas
(Sander, 2018). Por lo que este estudio se desarrolla por la poca exploracion de esta tematica en
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el campo de la Educacion Matematica. Estudiando, especialmente, las creencias de autoeficacia
al resolver tareas de sucesiones, puesto que las creencias de autoeficacia son uno de los factores
del proceso de aprendizaje que se ha vuelto relevante en el proceso educativo (Rodrigues, 2015).

En este estudio el cuadro teorico estd integrado por dos tematicas: la creencia de
autoeficacia y sucesiones matematicas. De tal forma que las creencias de autoeficacia se
encuentran fundamentada por la Teoria cognitivo social, teoria desarrollada por el psicélogo
canadiense Albert Bandura (1986) quien defiende la concepcion del ser humano como un sujeto
activo que no vive pasivamente a merced de las fuerzas del medio ambiente que lo rodea ni por
los impulsos internos (cognitivo, afectivo y eventos bioldgicos). Y las sucesiones matematicas
son fundamentadas por autores que investigan esta tematica.

Segun Bandura (1986, 1994, 1997) las creencias de autoeficacia son consideradas como el
juicio de las propias competencias, habilidades, destrezas, conocimiento, etc., de cada individuo
al momento de desarrollar acciones requeridas para poder lograr un cierto grado de desempefio
en una determinada tarea en un dominio especifico. Asimismo, Bandura identificé cuatro fuentes
principales que constituyen las creencias de autoeficacia, las cuales son: experiencias anteriores,
estan relacionadas con las experiencias directas en el desarrollo de una tarea dada mediante la
mensuracion de los efectos e interpretaciones de las acciones realizadas; experiencias vicarias,
las cuales son adquiridas a partir de la observacion de modelos o imitacion del desarrollo de una
tarea por otras personas; la persuasion social, esta relacionada con los juicios verbales que otros
individuos realizan; por ultimo, las reacciones fisioldgicas y afectivas, que son producto de las
activaciones psicofisiologicas referentes a la organizacion y ejecucion de una tarea, como,
ansiedad, estado de humor, estrés, etc. (Moreno, 2017; Sander, 2018; Pinheiro, 2018).

En el contexto educativo, las creencias de eficacia son estudiadas en tres lineas de
investigacion, las cuales son: la autoeficacia docente; la autoeficacia académica, relacionada al
desempefio académico y el aprendizaje de los estudiantes; y la autoeficacia vocacional (Moreno,
2017). Por tanto, este trabajo nos enfocaremos en las creencias de autoeficacia académica que
permita determinar las convicciones personales que posee el estudiante en relacion con sus
propias capacidades para organizar y ejecutar cursos y acciones requeridos para producir ciertos
logros referentes a los aspectos intelectuales y de aprendizaje al realizar una determinada tarea
matematica y el grado de cualidad de la ejecucion de esta (Brito y Souza, 2015; Sander, 2018;
Moreno, 2017). Estas capacidades consideradas por el alumno y no necesariamente estan
presentes en €l, consiste mas bien en que este las cree tener y, ademas poseer la disposicion en
contemplar las exigencias y requisitos de una dada tarea que precisa ser desarrollada, debido a
que las creencias que cada persona tiene sobre sus capacidades estan intimamente relacionadas
en la forma que ellas actian (Bzuneck, 2001; Brito y Souza, 2015).

Una revision de la literatura muestra que las creencias de autoeficacia han sido objeto de
estudio en diversos campos como la psicologia, administracion, salud, deportes, etc., a nivel
nacional e internacional. De igual manera, ha sido estudiada en la Educacion Matematica con
distintos contenidos especificos matematicos, pero todavia son muy pocas investigaciones
existentes en el contexto educacional colombiano, en especial, las creencias de autoeficacias en
la solucidn de tareas de sucesiones. Destacandose trabajos que abordan la relacion del constructo
autoeficacia en el contexto matematico: la validacion transcultural del modelo cognitivo social
de elecciones vocacionales (Moreno, 2017); las actitudes (Dobarro, 2007); los objetivos en el
ambito del aprendizaje (Patricio, 2012); el desempeio en la soluciéon de situaciones problemas
(Brito y Souza, 2015; Sander, 2018); las atribuciones de éxito y fracaso (Morais, 2016); el
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autoconcepto (Souza y Brito, 2008) y la ensefianza del algebra en la formacion de profesores
(Pinheiro, 2018). Y en el contexto computacional se tiene los estudios de Lopez Vargas y Triana
Vera (2013) y Valencia-Vallejo, Lopez-Vargas & Sanabria-Rodriguez (2016) que abordan la
relacion entre autoeficacia y escenarios computacionales.

Por consiguiente, el objetivo de este trabajo es estudiar las creencias de autoeficacia en la
solucion de tareas de sucesiones en el contexto matematico y computacional por estudiantes de
7°, 8°y 9° grados en una Institucion Educativa publica del municipio de Corozal — Sucre
(Colombia). En el cual las sucesiones hacen parte de un contenido temético de estudio en el
campo de la educacion matematica puesto que esta relacionado con el razonamiento inductivo
(Canadas, 2007, Alvarez, 2012), pensamiento 16gico matematico (Morales, 2013), las estrategias
de generalizacion de patrones y su contribucion al desarrollo del pensamiento algebraico en
estudiantes de distintos niveles de educacion (Zapatera, 2018).

Ademas, el MEN (2006) en los Estandares Bésicos de Competencias en Matematica
recomienda la realizacion de tareas de sucesiones para el analisis de los fendmenos variacionales
y de generalizacion de patrones en niveles de Educacion Bésica Primaria, dado que se considera
como una manera adecuada para el desarrollo de un aprendizaje significativo y comprensivo de
los sistemas algebraicos, asi como su manejo simbdlico antes de llegar a los grados séptimo y
octavo de Educacion Basica Secundaria. Conjuntamente, se entiende por tareas un segmento de
la actividad de la clase, orientada para el desarrollo de un concepto matematico en particular que
puede contener distintas situaciones problemas relacionadas entre si o un trabajo amplio sobre un
problema complejo (Barbosa, 2010).

Metodologia

Este trabajo es de enfoque cuantitativo de tipo descriptivo con disefio transversal, debido a
que se pretende describir el grado de creencias de autoeficacia que los estudiantes poseen con
relacion a la solucion de tareas de sucesiones en el contexto matematico y computacional
(Hernandez Sampieri et al, 2014). Contiene una muestra no probabilistica, debido a que los
estudiantes que participaron en el estudio fueron seleccionados de una sola Institucion Educativa
del municipio de Corozal y no se implementaron técnicas estadisticas, puesto que no se tiene
interés en la extrapolar los resultados de esta investigacion (Hernandez Sampieri et al., 2014). La
muestra esta constituida por 114 estudiantes que llevaran firmado, por los padres, el termino de
consentimiento libre y esclarecido para poder participar en la investigacion (54,4% son de sexo
femenino y 45,6% son de sexo masculino). En el que 67 (58,7%) corresponden a 7°, 19 (16,7%)
a 8°y 28 (24,6%) a 9° grado oscilando entre edades desde los 11 a los 17 afios pertenecientes a
la Institucion Educativa Liceo Carmelo Percy Vergara sede principal del municipio de Corozal —
Sucre (Colombia).

Para la colecta de datos, se disefié un cuestionario de creencias de autoeficacia que
contiene 10 tareas de sucesiones, basadas en otras escalas de autoeficacia (Dobarro, 2007;
Sander, 2018) y las tareas de sucesiones (Cafiadas, 2007; Zapatera, 2018; Alvarez, 2012). Este
cuestionario estd dividido en dos partes, la primera parte tiene 6 tareas de sucesiones con
soluciones en el contexto de la matematica (Apéndice A). De manera general, estas tareas
proponen encontrar elementos cercanos (Tareas 1, 4, 6A, 6B y 6F) y lejanos (Tareas 2, 3, 6C y
6G) de una sucesion dada, asi como, explicar con sus propias palabras la relacion directa (Tarea
6D) e inversa (6H) de las variables de la sucesion y expresar mediante una formula matematica
la relacion directa (Tarea 6E) e inversa (Tarea 61) de las variables de la sucesion.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2124



Un estudio sobre creencias de autoeficacia en la solucion de tareas de Sucesiones por estudiantes
de Educacion Basica Secundaria en Colombia

La segunda parte, contiene 4 enunciados (tarea 7, 8, 9 y 10) sobre la solucion de las tareas
de la primera parte en el contexto computacional (Apéndice A), es decir, expresar el grado de
eficacia en que las tareas de sucesiones matematicas pueden ser programada para que el
computador ejecute y muestre las soluciones de la respectiva tarea, puesto que en el curriculo de
la Institucion Educativa aborda contenidos de programacion de computadores (el lenguaje
Scratch). Este cuestionario presenta opciones de tipo escala Likert para expresar el grado de
confianza que poseen los alumnos en el desarrollo de la solucion de las tareas anunciadas, la cual
varia entre 1 y 5 puntos, donde 1 hace referencia a nada confiado y 5 a totalmente confiado.

La aplicacion del cuestionario fue realizada de manera digital en la sala de informatica de
la Institucion Educativa con una duracion en promedio de 20 minutos. Por ello, se realiza,
primeramente, un andlisis de confiabilidad del cuestionario mediante el calculo del coeficiente
Alfa de Cronbach (0,735), que es considerada aceptable este tipo de investigaciones (Hernandez
Sampieri et al., 2014). Posteriormente, se realizaron el analisis estadistico descriptivo y
probabilisticos de los datos usando el software libre R-Studio y el paquete Rcommander.

Resultados y discusion

Para el analisis del grado de autoeficacia de los 114 estudiantes en la solucion de tareas de
sucesiones en contexto matematico y computacional, se realiza la suma de los puntos obtenidos
por cada alumno que varia de 18 a 90 puntos, puesto que el cuestionario tiene 18 items (10
tareas) y la escala es de 1 a 5 puntos. Seguidamente, con los resultados de los puntos se calcula la
media aritmética (62,89) y desviacion estandar (8,249). Estipuldndose que aquellos alumnos
cuya puntuacion estuviese por encima de la media, demostraban creencias de autoeficacia
positiva (o favorables) en la solucion de tareas de sucesiones, de lo contrario se consideran que
poseen creencias negativas (o desfavorables) (Brito y Souza, 2008, 2015; Sander, 2018).

Por tanto, describiremos los resultados del grado de autoeficacia que los estudiantes
consideran en cada item (N°) y posteriormente de forma general. Para el analisis de cada item se
toma que todos los estudiantes que poseen valores por encima de tres en la escala de autoeficacia
presentan creencias de autoeficacia positiva (AE+) y por debajo e igual a tres, tienen creencias
negativas (AE-).

Tabla 1

Distribucion de frecuencias de las categorias de las creencias de autoeficacia segun las seis tareas.

N° AE+ AE- N° AE+ AE- N° AE+ AE-

52 (45,6%) 62(54,4%) G6A  91(79,8%) 23(20,2%) 6F 73 (64%) 41 (64%)
55(48,2%) 59(51,8%) 6B  85(74,6%) 29(254%) 6G 64 (56,1%) 50 (43,9%)
53 (47,4%) 60 (52,6%) 6C 59(51,8%) 55(48,2%) 6H 57(50%)  57(50%)
58 (50,9%) 56 (49,1%) 6D 57(50%)  57(50%) 61  52(45,6%) 62 (54,4%)
39 (34,2%) 75(65,.8%) G6E  43(37,7%) 71 (62,3%)

D AW~

Fuente: Autoria propia.

Por ende, si analizamos las puntuaciones del grado de autoeficacia de cada tarea (Tabla 1),
se observa que los estudiantes poseen una mayor creencia de autoeficacia en la realizacion de
tareas de sucesiones, donde tiene que encontrar elementos cercanos de una relacion directa (tarea
6A, 6B, 4y 1) e inversa (6F, 6G) de las variables implicadas en la sucesion (Apéndice A).
Asimismo, presentan creencias de autoeficacia negativas al encontrar la relacion inversa de las
variables de la sucesion que le permita hallar los términos cercanos y lejanos, y expresar
verbalmente la regla general de forma algebraica. Estos resultados son muy similares al
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desempefio encontrado por Zapatera (2018) de los estudiantes de 3° a 6° grado Educacion Bésica
Primaria que resolvieron la sexta tarea que mostra que la mayoria de los estudiantes que
participaron en la investigacion lograron encontrar con facilidad los elementos cercanos de la
sucesion y presentaron dificultades al encontrar la relacion inversa de las variables de la sucesion
que le permita hallar los términos cercanos y lejanos, y expresar verbalmente la regla general de
forma algebraica. De esta manera, podemos afirmar que los participantes de este estudio tienen
creencias de autoeficacia similar al rendimiento de los estudiantes de Educacion Basica
Secundaria. Aclarando, que este estudio no est4d abordando el rendimiento académico de los
participantes en la solucion de tareas de sucesiones sino sus creencias de autoeficacia.

El grado de autoeficacia negativa por parte de los estudiantes en la solucion de las tareas de
sucesiones puede estar asociada a la falta de aplicacion y exploracion de tareas que aborden
patrones, regularidades y el proceso de generalizacion en distintas situaciones contextualizadas
en sala de aula que proporcionen distintas formas de resolver problemas de generalizacion de
patrones (Zapatera, 2018); el desarrollo y comprension del pensamiento inductivo (Alvarez,
2012; Cafiadas, 2007); y su articulacidon con otros contenidos matematicos y areas del
conocimiento en los distintos niveles de educacion (Alvarez, 2012). De igual manera, no se
potencializa y desarrolla los procedimientos o descriptores de los niveles de trayectoria para
solucionar una tarea de sucesiones en la clase de matematicas (Zapatera, 2018)

Tabla 2

Distribucion de frecuencias de las categorias de las creencias de autoeficacia segun las ultimas tareas.

N° AE+ AE-

7 75(65,8%) 39 (34,2%)
8  64(56,1%) 50 (43,9%)
9 35(30,7%) 79 (69,3%)
10 37(32,5%) 77 (67,5%)

Fuente: Autoria propia.

En el contexto computacional, que hace parte de las Gltimas cuatro tareas (Tabla 2), se
destaca que el 65,8% de los estudiantes poseen creencias de autoeficacia positiva con relacion a
su capacidad de identificar software de programacion para paginas web, video juegos o
aplicaciones de celulares; el 43,9% consideran que pueden usar software de programacion para
calcular las soluciones de las seis tareas para cualquier valor; el 30,7% creen que consiguen
expresar de forma verbal la programacion de las soluciones de las tareas para cualquier valor en
el software conocido; y el 32,5% consideran que pueden expresar de forma escrita (codigo) la
programacion de las soluciones de las tareas para cualquier valor en el software conocido.

Segun lo anterior, se considera que los estudiantes consiguen identificar software de
programacion de distintas aplicaciones, pero poseen creencias de autoeficacia negativas en la
utilizacion de ellas para encontrar las respectivas soluciones de las tareas de sucesiones, esto se
debe a que la ensefanza de la programacioén de computadores en la Institucion Educativa no es
articulada con los contenidos matematicos. De acuerdo con Pérez Palencia (2017) el uso de las
herramientas tecnologicas en las escuelas representan un gran potencial pedagogico, por ello no
debe centrarse en su forma simple de utilizacion, por lo contrario, debemos aprovechar el poder
computacional de estas para que fornezcan la apropiacion de contenidos disciplinares, el
desarrollo de los pilares del pensamiento computacional y la construccion creacion de artefactos
computacionales mediante la promocion de ambiente de instruccion guiada que articule
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situaciones contextualizadas. Ademas, los estudios de Lopez Vargas y Triana Vera (2013) y
Valencia-Vallejo, Lopez-Vargas & Sanabria-Rodriguez (2016) destacan que cuando los
estudiantes trabajan en escenarios computacionales donde se disefien e implementen andamiajes
autorreguladores (autoeficacia) propician la autorregulacion del aprendizaje y el logro
académico.

Al hacer el andlisis estadistico descriptivo general de los datos, se obtuvo que 60 (52,6%)
participantes presentan tendencia a creencias de autoeficacia positivas en tareas de sucesiones en
contexto matematico y computacional, de los cuales 40 (35,1%) estudiantes son de séptimo, 5
(4,4%) son de octavo y 15 (13,1%) de noveno. Mientras que 54 (47,4%) participantes presentan
tendencias negativas, donde el 27 (23,7%), 14 (12,3%) y 13 (11,4%) son estudiantes de séptimo,
octavo y noveno grado respectivamente.

Posteriormente, se realizé la prueba de hipdtesis de Chi-Cuadrado entre las variables
creencias de autoeficacia (categorizados como autoeficacia positiva y negativa), nivel educativo,
género y edad con el fin de encontrar relaciones entre las variables, encontrando una relacion
estadistica significativa entre las variables creencias de autoeficacia con: el nivel educativo
(x2=6.63 1; p <0,036), es decir, que a medida que los estudiante aumenta en el nivel educativo
disminuye las creencias de autoeficacia en la solucion de tareas de sucesiones; y el género
(x’=4.4982; p <0.03393), resaltando que los estudiantes de género masculino (28,9%) presentan
significativamente una creencia de autoeficacia mas fuerte que el género opuesto (23,6%).
Mientras que las variables creencias de autoeficacia y la edad son independientes (x*= 1.6061; p
<(0.448). Las relaciones encontradas en este estudio no estan en concordancia con los resultados
obtenidos por Brito y Souza (2015), ya que sus resultados demuestran significativamente que las
nifias poseen una creencia de autoeficacia mas fuerte que los nifios y con los trabajos de Pinheiro
(2018) y Dobarro (2007), puesto que no se identificaron diferencias significativas entre las
creencias de autoeficacia, cuando fueron agrupados por género y nivel académico. Esto puede
estar asociado a que estos trabajos se desarrollaron en distintos niveles académicos y con
diferente contenido matematico, puesto que la creencia de autoeficacia, se hace referencia a lo
que alguien cree sobre sus capacidades en realizar una tarea en un dominio especifico donde
puede variar su percepcion de sus capacidades dependiendo al contenido que aborda la tarea y el
nivel formacién académico que posee de esos contenidos (Sander, 2018).

Conclusiones

En este trabajo pretende contribuir a la comprension de las creencias de autoeficacia en el
contexto educacional. Evidenciando que las creencias de autoeficacia en la solucion de tareas de
sucesiones disminuyen a medida que los estudiantes avanzan en el nivel educativo y los
participantes del estudio de género masculino poseen creencias de autoeficacia mas fuertes que
el género opuesto, pero esta, es independiente a la edad de los estudiantes. Ademas, los
estudiantes poseen creencia de autoeficacia negativa en la solucion de las tareas de sucesiones en
el contexto computacional debido a la falta de articulacion de los contenidos matematicos en la
programacion de los computadores. Por tanto, consideramos que esta temdtica, creencias de
autoeficacia, merece una profundizaciéon mayor, en términos de investigaciones, ya que posee
fuertes influencias en el aprendizaje de las matematica en los alumnos de la Educacion Bésica.
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Apéndice A
Algunas tareas presentadas en el cuestionario de creencias de Autoeficacia en el contexto
matematico y computacional.

[ E] Tarea Grado de confianza

5e tiene |z siguients secuencia de ndmeros: 3,7,13,21..
Escribe los cuatro nomeras siguientes de la secuencia, justificando tu respuesta.

Imaginz que tienes unas baldosas cuadradas blancas v otras baldosas cuadradas grises son del mismo tamanio.
Hacemos una filz con las baldosas blancas: m

5 rodeamos lzs baldosas blancas con baldosas grises, tal y como muestra el dibujo: — ilz1zlz2ls

éCuantas baldosas grises necesitarias situvieras 1432 baldosas blancas y quisieras rodezrlas de la forma que
hemas hecho en el dibujo?, justificando tu respuesta.

Observa los siguientes ndmeros pentagonales:

¥ . . il- - .
5 " wa 1jzf3)al]s
L .. e
Pi=1 Py=5 Py=12 P=22
Expresar matematicamente, mediants ung formula, los nimeros pentagonales.,
Observa las siguientes figuras gue representan mesas y sillas. k bk bbb
& W N R
h b b kh b

GA Si continuamaos |a figura, dibujando otra mesa, o 523 4 mesas { Cuantas sillas hay?

&C sin hacer dibujos, ¢ Cuantos estudizntes pueden sentarse si colocamos 100 mesas?

6D Explica con tus palabras una regla que relaciene el numero de mesas v el numero de sillzs.

GE W si colocamos m mesas {Cudntos estudiantes pueden sentarse? ilzlz1als
6F SCuantas mesas necesitaniamos en una sals de clase para sentar 3 12 estudiantes? i lz1s1als
6l Expresar mediante una frmula matematica |z relacidn inversa de las variablas de la sucesion.

idzntificar software de programacion para paginas web, video juegos o aplicaciones de celulares.

Expresar de forma escrita [codigo) |a programacian de las soluciones de las & tareas para cualquier valor 2n el
10 software conocida. ilzfz)a]s

Fuente: Autoria propia (link: https://goo.gl/forms/xqCKf{Jdt8 AXzgyc73).
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Delimitacion del estudio

La ensefianza de las matematicas es por lo general atribuida a practicas mecanizadas y
memoristicas, con lo cual se descuida el desarrollo del pensamiento espacial, numérico, métrico
estocastico y variacional; este tltimo cominmente abordado en la escuela secundaria. Esta
situacion se convierte en una problematica por cuanto el pensamiento variacional, tal como lo
reconoce ¢l Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998, 2006), debe abordarse desde el
inicio de la escolaridad e integrando las otras formas del pensamiento matematico. Desde esta
perspectiva, se promueve el estudio de situaciones de variacion y cambio, lo que implica,
necesariamente, estudiar el concepto de funcion, dado que, como lo sostiene (Freudenthal)
(1983), es el concepto que matematiza estas situaciones.

Sin embargo, se evidencia que, por lo general, el estudio de las funciones suele presentarse
al margen del andlisis de situaciones variables que posibiliten formas de analizar e interpretar la
dinamicidad de las cantidades que ahi se presentan (Sierpinska, 1992), en este sentido, se tiende
mas a favorecer una ensefianza en la presentacion de definiciones, ejemplo instruccion o estudio
de modelos de funciones y posteriormente ejercicios. Por ello es necesario el desarrollo de
secuencias didacticas que planteen estrategias distintas a las tradicionales para abordar en el aula
el concepto de funcion, es necesario considerar la investigacion en Educacion Matematica, los
intereses de los estudiantes, el contexto cercano a ellos, asi como, la incorporacién de las
tecnologias de la informacion y la comunicacion (TIC), dado que; el estudio de las funciones se
puede optimizar con el uso de estos recursos. Es asi como el trabajo que aqui se reporta da
cuenta del disefio, implementacion y andlisis de resultados de una secuencia didéctica.

Marco de referencia conceptual
Para el disefio de la secuencia, asi como para el analisis de los resultados fruto de su
implementacion con el grupo de estudiantes focalizados, se tomd como referente algunos
elementos de politica publica nacional (MEN, 1998, 2006), asi como los cuatro primeros niveles
de razonamiento covariacional presentados por Carlson, Jacobs, Coe, Larsen, & Hsu. (2003). Los
cuales exponen: nivel 1. Se relaciona con la accion mental de coordinar el cambio de una variable

! La realizacion de este trabajo fue posible gracias al Programa de cualificacion y acompafiamiento a docentes del municipio de Jamundi
en el disefio de Secuencias Diddcticas para el desarrollo de competencias matemdticas en sus estudiantes, desarrollado por la Universidad
del Valle y la fundacién EPSA, con los docentes Juan Diego Mena y Nivaldo Carabali y con el acompanamiento del profesor Mg.
Cristian A. Hurtado Moreno.
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con cambios en la otra variable, nivel 2. Hace referencia a la accion mental de coordinar la
direccion del cambio de una variable con cambios en la otra, nivel 3. Indica la accion mental de
coordinar la cantidad de cambio en una variable con cambios en la otra y nive/ 4. Es la accion
mental de coordinar la razon de cambio promedio de una funcion con cambios uniformes en los
valores de entrada de la variable. Ademas se consideran los planteamientos de Sierpinska (1992)
sobre las condiciones para la comprension del concepto de funcion.
Disefio metodologico y analisis de los datos

La secuencia didactica disenada se configura por distintas tareas agrupadas en cuatro
situaciones: analizando un plan para celular, comparando planes de telefonia moévil, analizando
desplazamientos graficamente, y estudiando el crecimiento de 3 fetos; todos relacionados con
situaciones de variacion y cambio. Se implement6 con 27 estudiantes de grado décimo de la
Institucion Educativa Luis Carlos Valencia, institucion rural del municipio de Jamundi en el
Valle del Cauca, Colombia. Para el andlisis de los resultados se procedi6é con una metodologia
cualitativa de tipo descriptiva, en la cual se considero tanto las unidades de analisis dispuestos
por los referentes conceptuales como los propositos de las tareas de cada situacion, para revisar
las producciones escritas de los estudiantes asi como sus argumentos en las diferentes
intervenciones realizadas en el aula. En términos generales, el andlisis de las producciones de
los estudiantes permiti6 constatar que la mayoria de ellos logran pasar sin mayor dificultad por
los niveles 1 al 3 de razonamiento covariacional, y varios de éstos llegan a identificar tanto
analitica como graficamente que la razon de cambio en las situaciones presentadas es constante,
para lo cual el uso de Geogebra fue fundamental.

Conclusiones y Reflexiones
Se logré evidenciar el fortalecimiento de algunos procesos generales de aprendizaje en los
estudiantes tales como la modelacion, el razonamiento y la comunicacion. En general, durante el
desarrollo de las tareas se observo trabajo colaborativo entre los estudiantes, notdndose interés y
participacion permanente. Se puso en evidencia la importancia del uso de Geogebra en el aula,
ya que facilito el andlisis de aspectos importantes de la funcion lineal que no se habrian logrado
de esta manera mediante el uso de 14piz y papel. También se puso de manifiesto la importancia
del trabajo en el aula a partir de situaciones problematicas contextualizadas, las cuales deben ser
integradas en las planeaciones en tanto que los estudiantes le encuentran mas sentido y
significado al aprendizaje de las matematicas.
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Resumen

Este documento presenta los elementos teoricos y metodoldgicos que sustentan una
situacion de ensefianza para introducir el dlgebra en nivel octavo. Esta se desarrollo
en el marco de la maestria en educacion matematica, y se organiza en relacion con la
metodologia de los Experimentos de ensefianza y recoge la propuesta de Kieran
(2007) y Radford (2006) sobre la concepcion del algebra y el desarrollo del
pensamiento algebraico, respectivamente. La btisqueda en la investigacion se centrd
en un analisis pragmatico del discurso, retomando elementos expuestos por van Dijk
(1980) y Searle (1992, 2005, 2009) como una forma de reconocer y caracterizar, en
los procesos discursivos de los estudiantes, una construccion de significado de las
expresiones algebraicas; por lo que la situacion de ensefianza introdujo a los
estudiantes a las expresiones algebraicas mediante la comprension y el uso con
sentido de los diversos sistemas matematicos, sin negar el desarrollo de habilidades
procedimentales.

Palabras clave: Experimento de ensefianza, pensamiento algebraico, anélisis
pragmatico del discurso, procesos discursivos, construccion de significado.

Introduccion

Este trabajo presenta una propuesta de ensenanza guiada por la metodologia de los
Experimentos de ensefianza (Cobb, Steffe & Thompson, 2000), la cual retoma aspectos
fundamentales de la practica educativa, por ejemplo, la necesidad de reconocer al educador como
sujeto critico de su quehacer y la revision analitica de las situaciones de clase para la ensefianza
de las matematicas. Particularmente, en esta comunicacion se expone el resultado de la
implementacion de un Disefio que surge de una critica de la ensefianza del algebra,
especificamente de su introduccion en la escuela; pues si bien, es cierto que en el marco de
distintas investigaciones y de los referentes curriculares (MEN, 1998, 2006) se explicita la
necesidad de un aprendizaje del algebra desde la comprension de la variacion y el cambio, la
realidad de la ensefianza en Colombia parece no dar cuenta de esto.

La principal cuestion que dio lugar a la propuesta de ensefianza aqui expuesta fue la critica
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que se puede plantear en relacion con las formas de introduccion al dlgebra en la escuela, pues la
concepcidn que un educador tiene sobre el algebra, sin lugar a dudas, determina sus practicas de
ensenanza; por ejemplo, si asume este topico matematico como una manipulacion de simbolos,
entonces centrard su praxis en la movilizacidon exclusiva de propiedades y operaciones posibles
dentro del lenguaje alfanumérico. En este sentido, se retoma en este trabajo el modelo de Kieran
(2007) en el que sintetiza y organiza la idea del algebra como una actividad, a partir de las
propuestas de otros autores, quienes han sefialado que esta debe entenderse como una accioén
sobre los objetos que den lugar a una construccion de estos objetos algebraicos y a sus
transformaciones posibles.

En coherencia con esta idea se propone el disefio de la situacion de ensefianza en la que los estudiantes, a
través de un proceso de analisis sobre las caracteristicas de una manilla en mostacilla checa (ver

llustracion 1), cantidad de hilos y sus medidas, nimero de mostacillas y patrones tejidos,
pudiesen comprender las magnitudes que se involucran en el tejido de dichas manillas, y las
relaciones que se dan entre estas; para que posteriormente, mediante el disefio y elaboracion de
sus propias manillas, puedan avanzar en el desarrollo de un pensamiento algebraico,
particularmente, en relacion con tres elementos que ha propuesto Radford (2006): la designacion
simbolica, la indeterminancia y la analiticidad.

llustracion 1. Manillas en mostacilla checa.

Asi, la organizacion que se desarrolla en esta comunicacion corresponde a la presentacion
del marco metodoldgico y como sus elementos posibilitaron el Disefio de un experimento de
ensefianza; por tanto, se sefialan los referentes teoricos, en particular se hace énfasis en la meta
de aprendizaje planteada para el Disefio, la conjetura que guia la situacion de ensefianza, el
andlisis local y retrospectivo.

Disefio de un experimento de ensefianza

Como se ha senalado en la introduccion, los referentes centrales en esta investigacion
corresponden a la metodologia de los Experimentos de ensefianza, la cual establece una estrecha
relacion entre los referentes tedricos, el disefio de una situacion de ensefianza y el analisis del
Diseflo. Ademas, los referentes sobre el algebra escolar y el desarrollo del pensamiento
algebraico; y los referentes sobre un analisis pragmatico del discurso. Estos se presentan a
continuacion con la intencion de exponer su incidencia en el disefio de la situacién de ensefianza,
el analisis de esta y la determinacion de como finalmente aport6 a la construccion del
pensamiento algebraico de los estudiantes.

Asi, este trabajo muestra el Disefio de un experimento de ensefianza para la introduccion al
algebra en nivel octavo, el cual se fundamenta en la concepcion del dlgebra como una Actividad
y un analisis pragmatico del discurso para comprender el desarrollo del pensamiento algebraico
de los estudiantes. El disefio, que se compuso de dos situaciones, se propuso a tres grupos de
estudiantes de nivel octavo, cuyas edades se encuentran entre los 14 — 15 afios.

La primera situacion, que es objeto de presentacion en esta comunicacion, se compone de
tres actividades con las que se pretendia que los estudiantes conocieran los materiales requeridos
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para el tejido de manillas en mostacilla, y a partir de ellos establecieran formas de calcular
dichos materiales, lo cual supone que mediante estas formas los estudiantes se podrian acercar a
las expresiones algebraicas. La segunda situacion se propuso con el objetivo de que los
estudiantes, al tener la necesidad de preparar los materiales para el tejido de su propia manilla,
pusieran en juego las relaciones entre las magnitudes que tuvieron lugar en la situacion 1y
avanzaran en la construccion de significado de las expresiones algebraicas.

Los Experimentos de ensefianza se enmarcan en la Investigacion Basada en Disefio, y se
constituyen de dos aspectos ciclicos, el primero correspondiente al disefio y planeacion de su
puesta en acto, y el segundo a los analisis; este ultimo se da en dos momentos: los analisis
locales y el analisis retrospectivo.

En la primera fase, planeacion del Diserio, se establecen los elementos fundamentales que
se consideran en el experimento, es decir que en esta se define el fendémeno y los elementos de
andlisis sobre los que gira el experimento. En particular, es indispensable en esta fase aclarar que
el Disefio se concibe como todos aquellos elementos que constituyen la situacion de ensefianza y
no solo como el conjunto de tareas propuesto para dicha situacion.

En el marco de esta metodologia es fundamental la construccion de una meta de
aprendizaje y una conjetura que guian el experimento, las cuales pueden ser revisadas y ajustadas
en el transcurso de la implementacion. Estas son expresiones que recogen las propuestas tedricas
de la investigacion, con la diferencia de que la primera da cuenta del propdsito que se tiene con
el Disefio del experimento, mientras la segunda es “una proposicion en la que se determinan las
condiciones que deben tener las situaciones propuestas para posibilitar el desarrollo de la
actividad matematica de los estudiantes, los procesos que se espera que ellos realicen, las
intervenciones del docente y demas” (Correa, 2017, p. 32), esto implica que la conjetura expresa
el qué y como se va a ensefar.

De manera especifica, la meta de aprendizaje que se establecid para este Disefio pretendia
promover la construccion de un significado de los elementos constitutivos de las expresiones
algebraicas, a partir de la comprension de las cantidades, que se involucran en el disefio y
elaboracion de manillas, y las relaciones entre estas (Correa, 2017). La conjetura de la primera
situacion establece la necesidad de identificar magnitudes para aproximarse a las expresiones
algebraicas y comprender las relaciones entre ellas, para precisar aquello que se quiere ensefiar;
y, mediante la determinacion de la cantidad de los materiales necesarios para tejer una manilla,
establecer una estrategia de ensefianza, esta se expreso de la siguiente manera: “la identificacion
de cantidades variables y constantes, y establecer relaciones entre ellas para determinar la
cantidad de materiales requeridos en la elaboracion de distintos disefios de manillas, posibilita
una aproximacion a las expresiones algebraicas.” (Correa, 2017, p. 34)

En la primera actividad de la situacion 1 se propuso una busqueda de los materiales
requeridos en el tejido de manillas en mostacilla checa, lo cual permiti6 establecer unos
elementos basicos como el telar, el hilo, aguja, las mostacillas, entre otros; lo cual gener6 la
discusion sobre aspectos mas puntuales en el tejido como, por ejemplo, conocer qué condiciones
tienen los hilos que se utilizan y cdbmo optimizar este material. Las anteriores observaciones
posibilitaron, finalmente, establecer unos acuerdos para referirse al proceso de tejer la manilla,
por ejemplo, al haber dos tipos de hilos se nombro hilo vertical a aquellos que determinan el
largo de la manilla e hilo de entrelazar a aquel que atravesaba las mostacillas.

En la segunda actividad, se propuso el analisis de los materiales utilizados en una manilla
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que se entregd a cada pareja. Este analisis centraba la atencion en el hilo vertical, el hilo de
entrelazar y el nimero de mostacillas, particularmente en la forma de sus medidas o cantidades,
como se muestra en la ilustracion 2.

E10: Y el hilo que entrelaza, en la b, pues el hilo que entrelaza
la fila de mostacilla (sefiala la forma en que se ubica este hilo en
la manilla), que pasa doble, sola es 0.8 (indica la operacidén que
han realizado en su hoja) y lo multiplicamos por 2 porque pasa
dos veces por la misma linea, y entonces da 1.6 y el 1.6 por el
numero de filas (sefiala en la manilla cémo se ubican las filas)
lo multiplicamos, que son 56, y nos dio 89.6.

llustracion 2. Expresion de los estudiantes sobre la forma de calcular el hilo de entrelazar

En cuanto a la actividad tres, los estudiantes establecieron algunas generalidades sobre el
calculo de los hilos y la cantidad de mostacilla, lo cual les permiti6 avanzar hacia el desarrollo
del pensamiento algebraico en tanto a las formas de nombrar las magnitudes, las operaciones que
proponen y, sobre todo, la posibilidad de no necesitar conocer el valor de una cantidad
determinada para realizar dichas operaciones.

Respecto a la segunda fase, la experimentacion, se incluye no solo la puesta en practica de
la situacion de ensefianza propuesta, sino que se considera como parte de la experimentacion las
reuniones previas que tiene el equipo investigador para revisar la propuesta, ultimar detalles
tanto de la conjetura como los métodos de seleccion de la informacion, entre otras.

En esta fase de experimentacion tienen un lugar crucial los analisis locales, los cuales
dieron lugar al reconocimiento de las magnitudes sefialadas anteriormente (hilo vertical, hilo de
entrelazar, y nimero de mostacillas), y las expresiones lingliisticas utilizadas por los estudiantes
para referirse a las formas de calcular las cantidades asociadas a estas. Particularmente, los
analisis locales posibilitaron el reconocimiento de unos elementos pragmaticos del discurso para
comprender la construccion de significado de las expresiones algebraicas que los estudiantes
habian desarrollado a través de la situacion de ensefianza.

Finalmente, el analisis retrospectivo, se realiza al finalizar la aplicacion de las situaciones
de ensefanza, apunta al estudio de los resultados obtenidos en dicha aplicacion, es decir
configurar cuéles son los aportes a los que se llega, cudles son las observaciones resultantes de la
actividad, las limitaciones del experimento y los posibles caminos que se siguen. En esta fase se
plantean dos propodsitos esenciales: comprender la situacion de ensefianza en su globalidad y

reconocer los cambios generados a partir de las intervenciones del equipo investigador (Molina,
2011).

Para estos dos anélisis se presentan, a continuacion, los referentes teoricos que dieron lugar
a la comprension de la construccion que realizaron los estudiantes de las expresiones algebraicas
a partir de la situacion propuestas. Dichos referentes corresponden a una perspectiva sobre el
algebra escolar y el desarrollo del pensamiento algebraico y a un andlisis pragmatico del
discurso; con base en estos, se pudo reconocer en las expresiones discursivas de los estudiantes
relaciones entre las cantidades involucradas, las cuales vistas desde la perspectiva de Radford
(2006) permiten establecer un acercamiento al algebra escolar entendida como una actividad y
no como una manipulacion de simbolos.
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Una perspectiva sobre el algebra escolar

Como se ha sefialado anteriormente, la situacion de ensefianza surge de reconocer el
algebra como una actividad, cuyo sustento fundamental es el modelo de Kieran (2007) en el que
la ensefianza del algebra escolar implica tres tipos de actividades: Generacional,
Transformacional y Global/meta — nivel (GTG). Este modelo defiende ante todo la idea de
ensenar el algebra con apoyo en estas tres actividades y hace hincapié en la posibilidad de
plantear situaciones de ensefianza que involucren dos o tres tipos de actividades. Dichas
actividades mantienen una relacion ciclica, en la que hay una construccioén constante de
significados y una manipulacion de los objetos algebraicos en contextos especificos.

Particularmente, en este trabajo el disefio propuesto se relaciona con la actividad
Generacional, en tanto que pretendié que los estudiantes construyeran un significado de las
expresiones algebraicas a partir del establecimiento de relaciones entre cantidades que se
involucran en el disefo y la elaboracion de manillas. Con esta propuesta, se espera que los
estudiantes logren una construccion del pensamiento algebraico, el cual Radford (2006) ha
caracterizado con tres elementos: el sentido de la indeterminancia, esto dado que se reconoce en
el algebra objetos como las variables, los parametros y la incognita; la analiticidad, en el sentido
de poder operar con estos objetos; y la designacion simbolica, en cuanto a la posibilidad de
designar con determinados signos. Esto conlleva a asumir el pensamiento algebraico como una
forma de reflexionar mateméaticamente, por lo que se puede suponer la necesidad de reconocer el
razonamiento y el lenguaje algebraico como inherentes al pensamiento algebraico, como lo ha
sefialado Radford (2006).

Un analisis pragmatico del discurso

Un analisis pragmatico del discurso se ocupa no solo de las emisiones que realizan los
hablantes sino de establecer una conexion con ¢l contexto de enunciacion, en la cual se identifica
una situacion en la que un hablante interactia con otros, razon por la cual aquello que es
enunciado cumple con unas condiciones y caracteristicas particulares. Asi, una propuesta en el
marco de un analisis pragmatico involucra a los Actos de habla como unidad minima del
discurso (Searle, 2005, 2009) y el reconocimiento de una Intencionalidad (Searle, 1992) al decir
lo que se dice o al hacer cierto tipo de movimientos o gestos.

Debido a lo anterior, se presentan dos elementos del andlisis del discurso: primero, se parte
de reconocer que los discursos o conversaciones no se dan a través de Actos de habla
independientes, sino que es a través de una Secuencia de actos de habla que un hablante puede
expresar una idea alrededor de un tema, especificamente los elementos constitutivos de las
expresiones algebraicas; y segundo, la posibilidad de abstraer del discurso de los estudiantes
Macroactos que den cuenta de la construccion que han realizado de dicho significado. Estos
Macroactos estan asociados principalmente a un acto global o idea principal que se expresa
mediante una Secuencia de actos.

Un Macroacto de habla es un acto de habla que resulta de la realizacion de una secuencia de
actos de habla linealmente conectados. Los actos de habla se dicen linealmente conectados si
1) el discurso que los realiza es linealmente coherente y ii) satisfacen las condiciones para las
secuencias... (van Dijk, 1996, p. 72)

Asi, mediante un andlisis del discurso se desarroll6 el analisis local de la implementacion
de la situacion 1, lo cual dio lugar al reconocimiento de expresiones lingiiisticas que dan cuenta
distintos procesos para calcular las cantidades asociadas a cada magnitud. Con base en la
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implementacion, se identificaron tres procesos sobre la forma de calcular la medida del hilo
vertical y el hilo de entrelazar.
Tabla 1

Procesos de los estudiantes para calcular las medidas de las cantidades involucradas en el
tejido de manillas.

Cilculo de la medida el hilo vertical Calculo de la medida el hilo de entrelazar
g Toma en cuenta la medida del hilo en el Toman la m?dlda del largo de la manilla
= . _ . . (correspondiente a la parte en la que hay
= que se teje el disefio y la medida del hilo - . .
= . . mostacillas) y lo dividen entre la medida de
= que se necesita para realizar la trenza de .
& | Pl . , una mostacilla (0.2 cm), para conocer
g amarre, incluyendo unos centimetros . p .
.. . cuantas filas habria en la manilla y estas
4 adicionales porque con la trenza se encoje . ,
= . multiplicarlas por el nimero de columnas,
= el hilo. -
=3 multiplicado por 2.
2 Solo toma en cuenta la medida del hilo en
= P el que se teje el disefio y la medida del hilo | Es el producto de las filas por 2 por el
= que se necesita para realizar la trenza de numero de columnas
§ amarre
§ Solo toma en Cue?“a}a m.ed.lda d.e Ihilo en Se obtiene al multiplicar la fila por 2, sin
o el que se teje el disefio, sin incluir en la .
9 | P3 . . . considerar las veces que este debe pasar por
e medida del hilo unos centimetros .
= .. . toda la manilla.
R adicionales para amarrar la manilla.

Asi, con base en los procedimientos realizados y las distintas expresiones de los
estudiantes para referirse a las formas en que calcularon las cantidades correspondientes a las
magnitudes involucradas en el tejido de manillas en mostacillas checas, se planteo el analisis
retrospectivo en el que se establecid una relacion entre la propuesta de desarrollo del
pensamiento algebraico (Radford, 2006) y las expresiones tanto lingiiisticas como no
lingiiisticas, para identificar una construccion de significado de las expresiones algebraicas que
surgieron en el Disefio.

Analisis retrospectivo

La realizacion de este analisis retrospectivo inici6 con la determinacion de las Secuencias
de actos de habla que enunciaron los estudiantes para referirse a las formas de calcular la medida
de las magnitudes involucradas (andlisis local), en este proceso surgieron distintas Secuencias de
actos de habla, que permitieron identificar las formas en que los estudiantes comprenden las
relaciones entre las magnitudes. Esto implico reconocer distintas funciones de los Actos de
habla, para luego establecer el desarrollo del pensamiento algebraico de los estudiantes en tanto a
la indeterminancia, designacion de objetos y analiticidad que se promueve a través de este
Disefio.

Por ejemplo, se pueden identificar expresiones en las que los estudiantes sefialan que el
numero de hilos verticales estd asociado al nimero de columnas mas uno, lo cual es muestra de
que reconocen que hay cantidades que, aunque sus valores no siempre son conocidos, se pueden
operar con un valor constante. En relacion con este mismo componente, los estudiantes indican
que el nimero de mostacillas se puede obtener del producto entre nimero de columnas y nimero
de filas, mas, el numero de mostacillas que hay en la zona de cierre de la manilla.

Expresiones como “Aqui para saber cuanto hilo de entrelazado es el ancho de la manilla
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por dos por el numero de filas”, permiten senalar que los estudiantes identifican relaciones entre
las cantidades sin necesidad de indicar unos casos especificos, lo que refleja un acercamiento a la
construccion de expresiones algebraicas en un lenguaje natural, lo cual responde de manera
parcial a la meta de aprendizaje propuesta, y da cuenta de la conjetura planteada para la situacion
1, y posibilitdé que en la situacion 2 los estudiantes lograran después de las discusiones de clase,
reconocer el sentido que tienen las expresiones algebraicas en un lenguaje alfanumérico, tal
como se muestra en la [lustracion 3.

L

~
Hio Verheal = Lergo o b mania & “Ocp
Totel de los hilps verkenles= B ds coflimnas = (Lago 3 "o poo i 43/
¥
v A V= (Cer)e (L +20) ~F

Klo endelozador= Archo de to. manille » 2 = H Gl + 20
é" EzAe2 ~Fr2m> 2ZAF + 20
Tlustracion 3.Produccion de los estudiantes.
Conclusiones

Un primer resultado recoge la postura que se planted sobre la concepcion del dlgebra como
actividad, pues si bien se reconocen las perspectivas funcional, resolucion de problemas,
modelacion y generalizacion como perspectivas potentes para la ensefianza; es necesario
examinar en la practica docente formas de ahondar en situaciones que, de alguna manera,
engloben distintos aspectos que son propios del algebra, tal como lo hacen dichas perspectivas de
forma puntal. Es decir, se propone finalmente que la ensefianza del 4lgebra se pueda abordar en
relacion con las actividades Generacional, Transformacional y Global meta, debido a que en este
marco se pueden potencializar las perspectivas antes mencionadas, y que los maestros propongan
situaciones integradoras que den cuenta de la riqueza del 4lgebra no solo en sus formas de
representacion, sino en el desarrollo de un pensamiento algebraico.

La gestion de la profesora, durante las discusiones de cierre de la situacion 1, se centr6 en
establecer con los estudiantes formas de expresion mas generales de las relaciones que habian
planteado; esto conllevo a plenarias en las que los estudiantes ponian de manifiesto las formas de
calcular las medidas de los hilos. En este sentido, se lleg6 a afirmaciones como: el hilo vertical
es el largo de la manilla més 20 cm por el numero de columnas mas 1; y el hilo de entrelazar es
el ancho de la manilla por 2, por el nimero de filas méas 20 cm. Dichas expresiones, en las
plenarias, fueron transformandose en representaciones propiamente algebraicas al convenir con
los estudiantes que las cantidades como el largo de la manilla, el nimero de columnas, el nimero
de filas, y demas cantidades se pueden representar mediante signos (letras) cuyas relaciones se
marcan con operaciones. En este sentido, se resalta el lugar del investigador como profesor que
se propone en los Experimentos de ensefianza, debido a que se posibilita una continuidad entre
las situaciones propuestas en la investigacion y otras actividades de clase, cuestion que en el
trabajo investigativo permiti6 identificar un avance importante en planteamiento y resolucion
problemas en términos alfanuméricos como las ecuaciones e inecuaciones.

En relacion con el disefio de la situacion surgen inquietudes sobre otras formas de llevar a
cabo la implementacion de esta, pues bien podria plantearse que los estudiantes aprendan a tejer
estas manillas y que luego se realice un analisis de este proceso en términos matematicos. Asi
mismo, queda abierta una tercera situacion sobre el andlisis de los patrones que se tejen; dicho
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andlisis implicaria, por un lado, que con base en los disefios de manillas identificar la
organizacion de los colores, esto es reconocer una variacion de las mostacillas segtn el lugar que
ocupan y la forma que producen, y por otro, promover la explicacion sobre como fue pensado el
disefio, potencializando la lengua natural para referirse a los aspectos que componen los patrones
y las formas visuales de reconocerlos.

Finalmente, el trabajo investigativo permiti6 desarrollar una serie de actividades con las
cuales los estudiantes lograron avanzar en su formacion de pensamiento algebraico. Los analisis
desarrollados pusieron en juego diversas perspectivas tedricas que permitieron avanzar en la
comprension del papel de la lengua natural en la formacion de pensamiento matematico.
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Resumen

La presente comunicacion se inscribe en el marco del early algebra y se ocupa de
una problematica asociada con la naturaleza del pensamiento algebraico.
Inicialmente se discute la problematica existente en torno a la naturaleza del
pensamiento algebraico y se deja entrever que atender este asunto puede verse como
una posibilidad tedrica para generar analisis profundos sobre las filiaciones, rupturas
y discontinuidades entre la aritmética y el dlgebra. Seguidamente se presentan y
discuten las reflexiones teoricas que dieron lugar a la configuracion de un modelo de
algebrizacion, que incluye tres componentes fundamentales: /o relacional, lo
analitico y lo notacional, el cual puede resultar Util para identificar y caracterizar
formas de pensamiento algebraico, especificamente aquellas que emergen en la
actividad matematica desplegada por los estudiantes como resultado del trabajo con
tareas relativas a las ecuaciones lineales. Finalmente se exponen algunas reflexiones
y se presentan nuevas ideas para seguir investigando.

Palabras clave: early algebra, formas de pensamiento algebraico, resolucion de
ecuaciones lineales, modelo de algebrizacion

Introduccion

Desde hace unas décadas se viene considerando un cambio de perspectiva, hacia un
algebra para todos, como una red de conocimientos y habilidades que los estudiantes pueden
desarrollar a través de todo su ciclo escolar (Kaput, 2000). Este enfoque, reconocido
internacionalmente como early algebra plantea: a) la introduccion de formas de pensamiento
algebraico en la matematica escolar, pretendiendo la algebrizacion del curriculo; y b) nuevos
puntos de vista entre la aritmética y el algebra que promuevan continuidad entre estos dominios
(Carraher, Schliemann, Brizuela, & Earnest, 2006; Kaput, 2000).

En consonancia con la vision del early algebra se apertura un nuevo espacio curricular para
las matematicas del siglo XXI; se incorpora un nivel de coherencia, profundidad y poder a la
matematica escolar, tanto curricularmente como cognitivamente, y finalmente, se marginan los
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cursos abruptos, aislados y superficiales del 4lgebra de la escuela secundaria (Kieran, 2004).

Si bien, la algebrizacion del curriculo aliviana, en gran medida, la remarcada transicion de
la aritmética al algebra, también es cierto que genera un nuevo campo de discusion en torno a: 1)
la naturaleza del pensamiento algebraico y 2) la manera en que dicho pensamiento puede ser
desarrollado en el &mbito escolar (Aké, 2013). Aunque ambos aspectos se encuentran
intimamente relacionados, el énfasis de esta comunicacion estd puesto sobre el primero de ellos,
entre otros aspectos, porque durante los ultimos afios, numerosas investigaciones (e.g., Carraher
et al., 2006; Godino, Aké, Gonzato, & Wilhelmi, 2014) han sefalado la importancia de clarificar
y profundizar en la comprension de los procesos involucrados en el pensamiento algebraico.

En el marco de las consideraciones anteriores, esta comunicacion aporta al sefialado
panorama de discusiones teoricas —alrededor de la naturaleza del algebra escolar—; al poner de
manifiesto el proceso constitutivo de un modelo local de algebrizacion, que incluye tres
componentes fundamentales: lo relacional, lo analitico y lo notacional.

Contextualizacion de la problematica de interés

Diferentes investigaciones en el campo de la Educacion Matematica dejan entrever que se
conoce poco sobre la naturaleza del pensamiento algebraico. La complejidad detras de una
definicion precisa y concisa del pensamiento algebraico es producto de la amplia gama de
objetos y procesos relacionados, asi como de las diversas formas de concebir el pensamiento en
general (Radford, 2012). Por su parte, Aké (2013), indica que es necesario clarificar la naturaleza
del algebra escolar y responder a cuestiones, tales como: ;Qué formas de razonamiento son
algebraicas? y ;Cuadles son las caracteristicas de esas formas de razonamiento?. En esta misma
direccion, Vergel (2014) pone de manifiesto la necesidad de identificar y caracterizar las formas
de pensamiento algebraico que emergen en estudiantes jovenes cuando trabajan con
generalizacion de patrones.

Si bien, desde la perspectiva de la generalizacion de patrones hay numerosas
investigaciones (e.g., Radford, 2014; Vergel, 2014) que presentan resultados entorno al
pensamiento algebraico en estudiantes jovenes; se conoce muy poco acerca de las formas de
pensamiento algebraico de estos estudiantes, frente a situaciones inscritas en el contexto de las
ecuaciones. De hecho, pese a que existe un claro conceso que actividades relativas a la
formacion y manipulacion de expresiones simbolicas tienen relacion directa con formas de
pensamiento algebraico, sigue siendo discutible los contornes de la actividad algebraica en
actividades que incluyen la resolucion de problemas y la equivalencia de expresiones aritméticas
(Aké, 2013). En consecuencia, parece necesario incursionar en el contexto matematico de las
ecuaciones y re-descubrir por qué este contexto sigue ofreciendo elementos de estudio que son
importantes para comprender la actividad algebraica desplegada por los estudiantes.

Abordar el estudio del pensamiento algebraico desde un contexto simple, como es: la
resolucion de ecuaciones lineales, contribuye a la generacion de espacios para indagar sobre las
formas en que los estudiantes hacen explicito su pensamiento algebraico, pues tal como lo
indican, Carpenter, Levi, Franke, & Zeringue (2005) hay mucho que aprender de las
generalizaciones que hacen los estudiantes acerca de las propiedades de los nimeros y las
operaciones y de como ellos exploran y trabajan con relaciones entre cantidades.
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Hacia la construccion de un modelo de algebrizacion
Algunas conceptualizaciones sobre el pensamiento algebraico

Dentro de la diversidad de perspectivas teoricas, se pueden reconocer diferentes maneras
de entender y conceptualizar el pensamiento algebraico. Por un lado, Radford (2014) en el marco
de la teoria de la objetivacion define el pensamiento algebraico como una forma particular de
reflexionar matematicamente, la cual se manifiesta a través de diferentes recursos semioticos de
objetivacion, incluso sin hacer uso del simbolismo alfanumérico. De hecho, Vergel (2014)
siguiendo esta misma direccion, sefiala que tales manifestaciones, que dan cuenta del proceso de
conocer, no pueden ser descritas inicamente en términos de practicas discusivas y por lo tanto,
hace énfasis en la importancia que trae consigo los recursos cognitivos, fisicos y perceptuales
que los estudiantes movilizan cuando trabajan con ideas matematicas. Por otra parte, Godino et
al. (2014), en el marco del enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matemdtica
(EOS) prefieren hablar en términos del razonamiento algebraico. Definen este tipo de
razonamiento como una zona transicional, desde la aritmética hasta el algebra, en la que se
admite la presencia de tipos de tareas, objetos y procesos algebraicos de una forma gradual pero
creciente.

Aportes desde la resolucion de problemas y la modelacion matematica

Lins (1992) desarrolla una caracterizacion del pensamiento algebraico que incluye: pensar
aritméticamente, pensar internalistamente 'y pensar analiticamente. Fundamenta tal
caracterizacion en una revision de literatura sobre investigaciones previas concernientes a dos
topicos: a) desarrollo histérico del algebra y conocimientos matematicos en culturas matematicas
culturalmente situadas (e.g., aspectos de la cultura matematica griega, china, etc.) y b)
aprendizaje y ensefianza del algebra (e.g., dificultades causadas por el uso de la notacion literal).
Para este autor, el pensamiento algebraico es una forma de modelacion y de manipulacion de
modelos, como una via de organizacion del mundo que involucra diversas manifestaciones. En
concreto, el pensamiento algebraico puede entenderse como una “intencion’; es decir, una
manera en la cual una persona quiere hacer las cosas. Incluso si los conceptos o métodos
necesarios para llevar a cabo esa intencidon no estan disponibles o desarrollados.

Aritmética generalizada y pensamiento relacional

Jacobs, Franke, Carpenter, Levi, & Battey (2007) caracterizan el pensamiento algebraico
desde la perspectiva de la aritmética generalizada y el estudio de las relaciones. La
caracterizacion del pensamiento relacional incluye, la observacion de expresiones y ecuaciones
en su totalidad, en lugar de los procedimientos que se llevan a cabo paso a paso. Implica cierto
nivel de conocimiento de las operaciones y de las propiedades de los nimeros, pero no
necesariamente una comprension completa de ellas y de sus definiciones formales. La idea es
que al poner la atencion sobre las relaciones y propiedades fundamentales de las operaciones
aritméticas, en lugar de centrarse en los procedimientos de calculos de respuestas, se puede hacer
mas coherente la ensefianza y el aprendizaje con los tipos de conocimientos que apoyan el
aprendizaje del dlgebra, y al mismo tiempo, apoyar y mejorar el aprendizaje de la aritmética
(Carpenter et al., 2005).

Identificacion de los componentes constitutivos de un modelo de algebrizacion

En el presente marco conceptual, el pensamiento algebraico remite a la descripcion de una
actividad matematica que abarca a) el trabajo con ecuaciones lineales, b) significados del signo
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igual, c¢) formas analiticas de proceder, y d) diferentes notaciones para representar los objetos
matematicos. Asi, la conceptualizacion del pensamiento algebraico que aqui se esboza, sienta las
bases para construir un modelo de algebrizacion que incluye tres componentes: lo relacional, lo
analitico y lo notacional.

El componente relacional destaca hallazgos de diversas investigaciones, enmarcadas en la
resolucion de ecuaciones (e.g., Kieran, 1992), las cuales convergen en que el significado
relacional del signo igual es fundamental en el desarrollo del pensamiento algebraico. Al parecer
una comprension mas rica del signo igual, que la proporcionada por la aritmética tradicional,
genera mayores oportunidades de €xito con el 4lgebra de las ecuaciones.

Por otra parte, el componente notacional para ser indispensable en la comprension de la
actividad algebraica desplegada por los estudiantes (Godino et al., 2014; Van Amerom, 2003;
Vergel, 2014). Si bien, es necesario orientar una buena parte de la ensefianza del 4lgebra hacia el
aprendizaje y comprension de las reglas sintacticas, también hay que reconocer que el algebra
implica trabajo con otras formas notacionales que incluyen representaciones visuales y
materiales, tales como: dibujos, tablas y diagramas.

Finalmente, el componente analitico es considerado por la presencia de la analiticidad
como un aspecto distintivo del pensamiento algebraico (Lins, 1992; Radford, 2014) que tiene sus
origenes historicos en la formalizacion del “método analitico” definido por Vieta y Descartes,
alrededor del siglo XVI. La logica de este método es diferente a la utilizada para resolver
problemas aritméticos. En el método analitico, las relaciones entre las cantidades se describen
empleando los datos conocidos y los desconocidos de manera similar, construyendo relaciones
equivalentes a partir de ellos, hasta que se obtiene una respuesta al problema.

Configuracion de un modelo de algebrizacion

La revision de literatura en torno al pensamiento algebraico (e.g., (Aké, 2013; Godino et
al., 2014; Lins, 1992; Vergel, 2014), asi como la mirada a diversos trabajos de investigacion
enmarcados en el contexto de la resolucion de ecuaciones (e.g., (Andrews & Sayers, 2012; Van
Amerom, 2003) posibilitan la construccion de un modelo de algebrizacion. La estructura de este
modelo se basa en articulacion de tres componentes algebraicos que lo constituyen: a)
componente relacional, b) componente analitico y c) componente notacional (Fig. 1).

'S
§ %
N
< R
S %%
Y
'S [
> <0
< C, 2
£ 2.
< 'S
& -
3
representar
y buscar

Figura 1. Modelo de algebrizacion
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Individualmente cada componente aborda una dimension ontologica de las nociones
matematicas, en términos de dos categorias: operacional y estructural (Sfard, 1995; Sfard &
Linchevski, 1994). Aunque se reconoce el hecho de que esa diferenciacion es evidente en
algunos casos, y objeto de debate en otros, metodologicamente resulta util. En primer lugar, la
delimitacion aporta elementos para construir un puente entre la aritmética y el dlgebra. Y en
segunda instancia, se constituye en una herramienta para identificar formas de pensamiento
algebraico, en diferentes niveles de concrecion.

El componente relacional incluye dos significados asociados al signo igual. La literatura
de investigacion revela que gran parte de los estudiantes de Educacion Basica carecen de un
significado relacional del signo igual y en su lugar, presentan un significado operacional
(Jacobs et al., 2007)

El significado relacional indica una equivalencia entre dos expresiones que se encuentran a
ambos lados del signo igual. En contraste, el significado operacional, situa el signo igual como
un operador, es decir, una instruccion para realizar una operacion. La consideracion de dos
significados para el signo igual, tiene consonancia con numerosos estudios. La tabla 1 ilustra
algunas investigaciones, cronoldgicamente organizadas, que destacan este hecho.

Tabla 1.

Investigaciones que reportan dos significados relativos al signo igual

Investigaciones Significados del signo igual
Operacional Relacional
(Kieran, 1992) El signo igual anuncia un El signo igual representa una
resultado equivalencia
(Jacobs et al., 2007) Una sefial para realizar el Indicador de una relacion entre
calculo que le precede. dos expresiones

El componente notacional esta conformado por dos categorias que integran las cuatro
formas de representacion mas resonantes en la literatura de investigacion. Estas cuatro formas de
representacion pueden concebirse como una coleccion de herramientas que estan a disposicion
de los estudiantes al momento de resolver un problema (Van Amerom, 2003) y son consideradas
en diversos estudios para explorar perspectivas del pensamiento algebraico de los estudiantes
(e.g., Huntley, Marcus, Kahan, & Miller, 2007). Ademas, se pueden poner en correspondencia
con las fases del desarrollo historico del algebra, enmarcando las notaciones singulares tanto, en
la fase retorica como en la sincopada, y las notacionales simbolicas en la fase simbolica del
algebra (Van Amerom, 2003).

Las notaciones simbolicas, involucran el uso de simbolos alfanuméricos (literales) para
representar los objetos desconocidos y las relaciones matematicas entre las cantidades. En
contraste, las notaciones singulares, implican representaciones concretas, graficas y verbales; y
las letras aparecen, inicamente, como etiquetas o abreviaciones para designar un objeto.

Desde la vision adoptada para el componente notacional se rescata la importancia que
posee la notacion simbolica como un sistema de representacion basico de las matematicas y un
indicador de pensamiento algebraico (Brizuela & Schliemann, 2004); como una forma de
expresar los objetos y procesos algebraicos en niveles superiores de algebrizacion (Aké, 2013).
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Ademas, al igual que otras investigaciones (e.g., Kieran, 2004; Van Amerom, 2003) se reconoce
que el pensamiento algebraico esta asociado con diferentes formas de representacion que
desbordan el marco de la notacion simbdlica. Al respecto, Kieran (2004) sefiala que el algebra
simbolica-literal puede ser usada como herramienta o apoyo cognitivo de creacion y para
sostener un discurso en la escuela, pero insiste en que se puede estar involucrado en actividades
algebraicas sin utilizar, en absoluto, algun simbolo literal, por ejemplo; al analizar las relaciones
entre cantidades.

Finalmente, el componente analitico enmarca dos categorias: contextual y sintdctica.
Segun, Cai & Knuth (2011), un analisis detallado de las formas en las cuales los problemas se
resuelven usando aritmética y algebra puede ayudar a reconocer aspectos claves del pensamiento
algebraico. En palabras de Radford (2012, 2014), dicho andlisis es decisivo en la identificacion
de la analiticidad como componente fundamental del pensamiento algebraico. Ademas, tal como
indica Lins (1992), la forma analitica de abordar un problema parece ser una constante dentro del
pensamiento algebraico.

En términos generales, la conceptualizacion del componente analitico se basa en ideas de
Radford (2012) y Vergel (2014) sobre la analiticidad; como forma de trabajar los objetos
indeterminados o el reconocimiento del cardcter operatorio de los objetos basicos. Desde esta
postura, la analiticidad no emerge, exclusivamente, de manera sintdactica, sino que ademas, tiene
presencia en escenarios donde lo indeterminado empieza a ser objeto de discurso (Vergel, 2014).
Por lo tanto, el componente analitico, estd asociado al caracter operatorio de lo desconocido,
pero también se refiere a las deducciones que se hacen a partir de ciertas premisas.

De esta manera, se entiende la analiticidad sintdctica como la forma de operar con los
objetos indeterminados a través de las reglas sintacticas del algebra. Asi, lo desconocido es el
punto de partida del proceso de solucidn, en el que el simbolo, en si mismo, es el objeto de
manipulacion. En cambio, la analiticidad contextual implica una forma de trabajo que no opera
con la sintaxis algebraica. Si bien, pueden usarse literales para representar lo desconocido, los
calculos se realizan utilizando, esencialmente, las operaciones y sus inversas sobre cantidades
conocidas, de tal manera que lo desconocido no estd involucrado, directamente, en los calculos.
El énfasis esta puesto sobre las cantidades y sus relaciones.

Por un lado, la analiticidad contextual, en correspondencia con las ideas de Vergel (2014)
estd implicada en argumentos escritos por los estudiantes, que no necesariamente remiten a una
forma simbolica. Por otra parte, la analiticidad sintdctica le asigna un lugar protagénico a la
notacion simbolica. De este modo, la analiticidad sintactica guarda cierta relacion con los
planteamientos de Filloy, Puig, & Rojano (2008), quienes argumentan que el caracter analitico
del uso de los sistemas de signos, para reducir el enunciado del problema a una forma canoénica,
es una caracteristica de lo algebraico. De hecho, Godino et al., (2014) consideran que en un nivel
propiamente algebraico se opera de manera analitica/sintactica sobre un lenguaje simbolico-
literal.

Las conexiones entre los componentes algebraicos se delimitan sobre la base de la
perspectiva de la resolucion de problemas 'y la modelacion matematica. Los términos identificar,
buscary representar se entienden como acciones fundamentales que emergen y se desarrollan al
interior de los procesos de matematizacion en sus dos fases. Por un lado, se corresponden con la
matematizacion horizontal en aspectos, tales como: a) la identificacion de la matematica que es
relevante respecto al problema, b) la busqueda y hallazgo de regularidades, relaciones y patrones,
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y ¢) la esquematizacion, formulacion y visualizacion del problema desde diferentes puntos de
vista. Por otra parte, guardan alguna relacion con actividades propias de la matematizacion
vertical, tal como: el uso de diferentes representaciones sujetas a estrategias de reflexion,
generalizacion, prueba y simbolizacién (Van den Heuvel-Panhuizen, 2003).

Desde esta vision, el trabajo con tareas relativas a las ecuaciones lineales, implica
identificar las relaciones entre las cantidades, que son relevantes en el contexto de la tarea;
buscar nuevas relaciones matematicas a través de las formas analiticas de proceder y representar
las relaciones matematicas mediante las formas notacionales.

Reflexiones finales y nuevas rutas de investigacion

Es importante resaltar algunos aspectos, sobre la configuracion del modelo, que se
encuentran permeando la discusion pero que no son evidentes. En primer lugar, se trata de un
modelo “local” que no pretende constituirse en un marco explicativo global, pues no aborda
cuestiones asociadas, por ejemplo, a la resolucion de problemas funcionales. En segundo lugar,
no se sugiere que la actividad con ecuaciones y/o sistemas de ecuaciones lineales, pueda
estudiarse, inicamente, mediante los componentes sefialados y sus relaciones. La
indeterminancia, en el sentido de Radford (2012) es propio de lo algebraico, pero agrega una
variable que por si misma resulta compleja de aislar. Finalmente, el modelo se basa en la
resolucion de problemas y modelacion matematica, como perspectiva de introduccion del algebra
escolar, lo cual no sugiere que esta perspectiva sea independiente, o més importante que otras
perspectivas que han sido consideradas en el estudio del pensamiento algebraico.

Por otro lado, al tratarse de una primera version del modelo, indudablemente se requieren
otros estudios que ayuden a consolidar una mejor interpretacion de los componentes algebraicos
identificados, o bien proponer otros, que posibiliten la exploracion y comprension de la actividad
algebraica desplegada por los estudiantes.

En sintesis, esta comunicacion pone de relieve que una conceptualizacion del pensamiento
algebraico a partir de los tres componentes: relacional, analitico y notacional, podrian proveer
un adecuado modelo para intentar explicar y comprender la actividad algebraica desplegada por
los estudiantes cuando trabajan con la resolucion de situaciones relativas a las ecuaciones
lineales. De hecho, la implementacion de este modelo permitié reconocer, al menos, cuatro
formas de pensamiento algebraico que guardan una estrecha relacion con la manera en que los
estudiantes trabajan con los componentes algebraicos y sus conexiones, poniendo de manifiesto
la riqueza del modelo para explorar, describir y caracterizar la actividad algebraica; pero ello
sera objeto de otra comunicacion.
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Introduccion

Los resultados aqui mostrados son parte de una investigacion mas amplia, cuyo objetivo es
contrastar las acciones operativas y discursivas llevadas a cabo por los profesores en su
planeacion con respecto a las realizadas en su implementacion en el aula, en el caso de la
ensenanza de la ecuacion lineal. Una de las acciones implementadas para desarrollar dicha
contrastacion ha sido una revision documental de textos que sustentan y apoyan el trabajo de los
docentes, es decir, tanto los referentes curriculares como libros de texto. Aqui se presentan los
resultados de la revision y andlisis de los libros de texto seleccionados.

Ensefanza de las Ecuaciones Lineales

Dentro de las investigaciones referentes a la vision que los profesores tienen respecto a la
ensefianza del algebra (Tunks & Weller, 2009), se identifica que ésta es concebida, por algunos
profesores, como un conjunto de reglas para manipular variables, postura que se ve reforzada por
los mismos libros de texto. Asi, para muchos profesores, el dlgebra consiste en determinar
cantidades desconocidas y no se le ve como una actividad de razonamiento que involucra la
indeterminacion.

Esto se ve reflejado en el campo particular de la ensefianza de las ecuaciones lineales
donde se observa que las experiencias previas de aprendizaje y de ensefianza de los profesores
les indican que deben dedicar la mayor parte del tiempo en la escuela a desarrollar habilidades
procedimentales en vez de conceptuales. Para Attorps (2005) hay dos posibles explicaciones a
este hecho: una es que muchos libros de texto no dan suficiente apoyo para este tipo de
ensefianza, otra es que los maestros pueden no ser suficientemente competentes en sus
conocimientos conceptuales matematicos.

Tradicionalmente, en la ensefianza de las ecuaciones lineales si un estudiante logra resolver
un tipo de ecuacion, el profesor le proporcionard ecuaciones mas complejas, sin importar si el
estudiante la resolvid por prueba y error o a través de operaciones inversas (Linsell, 2009). Otro
aspecto que considerar es la importancia del contexto y como las preguntas hechas en contexto
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resultan mas sencillas que sus equivalentes simbdlicos.

En el caso de las ecuaciones aritméticas —con incognitas solo en un miembro de la
ecuacion— los estudiantes necesitan comprender las operaciones inversas y sus caracteristicas
(Linsell, 2009), mientras que para las ecuaciones algebraicas —con incognitas en ambos
miembros de la ecuacidon— se requiere tanto que los alumnos comprendan que las expresiones en
ambos lados del signo igual son de la misma naturaleza (o estructura) como que sean capaces de
operar con la incognita como una entidad y no como numero (Filloy & Rojano, 1989). En ese
sentido, las ecuaciones aritméticas son procedimentales mientras que las algebraicas son
estructurales. (Kieran, 1992). Sin embargo muchos estudiantes no logran esta transicion, siendo
incapaces de operar espontdneamente con o en la incognita por lo que terminan constreflidos a
realizar operaciones sin sentido con simbolos que no entienden (cognitive gap) (Herscovics &
Lichevski, 1994) aunque Pirie & Martin (1997) sostienen que esto se puede deber mas a una
didactica inapropiada que a una insuficiencia cognitiva.

En cuanto a las investigaciones relacionadas con las aproximaciones de resolucion de
ecuaciones algebraicas, utilizar la metafora de la balanza es de los recursos méas reportados, pues
ésta ayuda a los estudiantes a ver la ecuacion como un todo en vez de una instruccion a operar,
ayuda a los estudiantes a resolver ecuaciones algebraicas desde la perspectiva de hacer lo mismo
en ambos miembros de la ecuacidn; sin embargo, el uso de nimeros negativos sélo tiene cabida
de manera artificial (Vlassis, 2002).

Por su parte, el método de “cambiar de lado, cambiar de signo” se centra en transponer la
ecuacion de manera que la incégnita quede del lado izquierdo del signo igual, este movimiento
arbitrario de la incognita a la izquierda perpetia las concepciones operacionales del signo igual y
no promueve que los estudiantes comprendan que dicho movimiento no cambia la igualdad de la
ecuacion (Capraro & Joffrion, 2006 referido en Andrews & Xenofontos (2017)).

En cuanto a la estrategia de “ensayo y error”’, aunque promueve una comprension de la
naturaleza relacional del signo igual y el rol de la incognita en contexto (Knuth, Alibali, McNeil,
Weinberg, & Stephens, 2005) y puede ser apropiado como una estrategia inicial en un proceso de
ensenanza, es ineficiente y no promueve el aprendizaje de estrategias generales de resolucion de
ecuaciones (Filloy & Rojano, 1989). Esta estrategia también permite validar los resultados, sin
embargo, en cuanto se abandona como técnica de resolucion también lo hace para verificar la
solucion (Kieran, 1992).

Lo reportado en esta seccion sirve como referente para indagar en qué medida los libros de
texto que se analicen propician una solucion a las dificultades que han sido reportadas o si, por el
contrario, influyen en su generacion.

Analisis de libros de texto

A pesar de que, en educacion primaria y secundaria, los docentes cuentan con
orientaciones curriculares, la realidad es que la mayoria de los profesores usan los libros de texto
como principal recurso didactico (Kajander & Lovric, 2009). Dichos textos determinan tanto el
material que debe ser cubierto como la manera en la que seré presentado. De hecho, en lugares
como el Pais Vasco “el 90 por ciento de los centros declara tener un libro de texto para las
asignaturas de matematicas, que es utilizado ‘para todo’ en un 67% de los casos, fuera de un
11% que solo lo utilizan ‘para los problemas’” (Ruiz de Gauna Gorostiza, Davila Balsera,
Etxeberria Murgiondo, & Sarasua Fernandez, 2011).
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Una linea de investigacion en Matematica Educativa ha sido el analisis de libros de texto,
con el fin de responder a diversas cuestiones sobre el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas (Picado & Rico, 2011), por ejemplo, el Proyecto 2061, una iniciativa de la
American Association for the Advancement of Science (referido por Kajander & Lovric, 2009)
menciona que la mayoria de textos usados para ensefiar algebra tienen potencial para ayudar al
aprendizaje de los alumnos, aunque también presentan serias debilidades. De hecho, concluyen
que ningun libro de texto hace un trabajo satisfactorio en favorecer que los estudiantes superen
conocimientos previos inadecuados o carentes.

A pesar de haber interés por analizar el contenido y explorar la forma en que los libros de
texto son usados en el aula, muy pocos investigadores han optado por realizar un analisis
profundo de lo que hay en dichos libros, enfocandose en como el material es presentado y qué
tipo de aprendizaje es promovido (Kajander & Lovric, 2009).

Esto ultimo se ha convertido en un referente para este articulo, donde se tiene el interés de
identificar los elementos que son movilizados en los libros de texto y la manera en que
interactuan unos con otros, a fin de poder caracterizar lo que se espera aprendan los estudiantes.

Marco Teodrico

El marco tedrico utilizado en esta investigacion es el Enfoque Ontosemidtico (EOS) de la
Cognicion e Instruccion Matematicos (Godino J. D., 2017), a continuacion, se refieren las
herramientas teoricas, propias de este enfoque, que se han utilizado para analizar el tratamiento
propuesto en los libros de texto mexicanos para la nocidon de ecuacion lineal.

El EOS asume una vision antropoldgica y pragmatista de las matematicas, que se ve
reflejada en la nocion de practica matematica, la cual se refiere a “toda actuacién o manifestacion
(lingiiistica o no) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros
la solucidn, validar la solucion y generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino &
Batanero, 1994). Dichas practicas pueden ser realizadas por un sujeto o en el seno de una
institucion —conjunto de personas involucradas en una misma clase de situaciones
problematicas—.

Los objetos matematicos adquieren un estado derivado de las practicas que lo preceden; es
decir, que los individuos adquieren su experiencia a través de las practicas matematicas y de ellas
emergen los objetos matematicos. Una forma de conceptualizar las practicas matematicas es
considerarlas como la combinacion de una practica operativa, a través de la cual se leen y
producen textos matematicos, y una practica discursiva que permite reflexionar sobre la practica
operativa (Font, D. Godino, & Gallardo, 2013).

Dentro de los significados institucionales, entendidos en términos de los sistemas de
practicas en las que el objeto es determinante para su realizacion en el seno de una institucion
(Godino, Batanero, & Font, 2008), se encuentran los Significados Institucionales de Referencia,
Pretendido, Implementado y Evaluado. En el caso particular del Significado Institucional de
Referencia, este es considerado como el sistema de practicas usado como referencia para
elaborar el significado pretendido, dado que esta investigacion es parte de una mayor que tiene
como interés contrastar el Significado Institucional Pretendido con el Implementado, es
necesario el caracterizar el Significado Institucional de Referencia. Dado que los docentes con
los que se trabaja utilizan como principal fuente para su planeacion los libros de texto, es a partir
de ellos de donde se ha caracterizado dicho Significado.
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Cuando un agente realiza y evaltia una practica matematica activa un conglomerado
formado por situaciones — problemas (aplicaciones extra-matematicas, tareas, ejercicios, ...),
lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos, ...) en sus diversos registros (escrito, oral,
gestual, ...), conceptos (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta, punto,
numero, media, funcion, ...), proposiciones (enunciados sobre conceptos), procedimientos
(algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, ...) y argumentos (enunciados usados para validar o
explicar las proposiciones y procedimientos, deductivos o de otro tipo, ...) (Godino, Batanero, &
Font, 2008), los cuales son considerados objetos primarios.

Al realizar y evaluar una practica matematica, se analiza el conjunto formado por todos los
objetos primarios articulados en los que se considera una configuracion ontosemiotica, es decir,
una red de objetos primarios (intervinientes y emergentes) de los sistemas de practicas. Cuando
estos objetos son movilizados por parte de un sujeto en sus practicas matematicas, dicha
configuracion sera cognitiva, mientras que cuando se trata de objetos matematicos
institucionales, la configuracion sera epistémica (Parra Urrea & Pino-Fan, 2017).

Metodologia

Como se ha mencionado anteriormente, este trabajo es parte de una investigacion mas
amplia que pretende contrastar el Significado Institucional Pretendido con el Implementado de la
nocion de Ecuacion Lineal. Para caracterizar el significado institucional de referencia, se ha
estudiado el libro de texto que utiliza una de las docentes que es sujeto de investigacion: Block
Sevilla, D., Garcia Pena, S., & Balbuena Corro, H. (2018). Matematicas 1. México: SM.

El analisis de este texto cobra importancia, debido a que en el ciclo 2018-2019 se instaur6
un Nuevo Modelo Educativo (SEP, 2017), que tuvo como consecuencia modificaciones a los
planes y programas de estudio y en consecuencia a los libros de texto. El analisis de dichos
textos sera de utilidad para comprender los alcances de esta nueva propuesta y abona en la
posible mejora de la misma.

Esta investigacion, de tipo cualitativa, se centra en el andlisis del mencionado texto, el cual
divide en dos partes el estudio de las ecuaciones lineales, la Secuencia 5 llamada Ecuaciones 1,
subdividida a su vez en cuatro lecciones; mientras que la Secuencia 12 llamada Ecuaciones II se
ha subdividido en tres lecciones. Cada una de estas siete lecciones representa una Unidad de
analisis en este trabajo.

Para lograr los objetivos de esta investigacion se establecieron cuatro fases: 1) identificar
los objetos primarios intervinientes y emergentes de cada Unidad de anélisis, 2) construir una
configuracion epistémica de cada Unidad de andlisis, 3) construir la trayectoria epistémica de la
ensenanza de las ecuaciones lineales y a partir de lo anterior 4) caracterizar el Significado
Institucional de Referencia de la nocidon de ecuaciones lineales.

Resultados

Por cuestion de espacio, en este reporte se presentan la identificacion de objetos primarios
y configuracion epistémica de la Unidad de analisis 1 (figura 1), entendiendo que este mismo
trabajo se realiz6 con las unidades subsecuentes.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2151



Analisis Ontosemiotico de la nocion Ecuacion Lineal en libros de texto mexicanos

Adivinanzas

Seumica 3 Miesmeeo, dlgeben y variacién © G ke
Ecuaciones | L2 sepreminnes slgetericse de s aeraidad 2 ke Do muscinen § wor il
des (Senen el signo =} en las que huy una o mis cantidades desconocides que
tan (Imian I Tlaena

stvecn, b slividi nitn 5 y clatwes 25

{De cufl s trata?

=} Pensé un admers y lo multipliqué por 3; luegs sumé 15 § < resultade fue 30

e ayuda del prafasce, anaticen In siguients informacian.

fiem encontrar o welor

fensd un oimers y o multipligut por 5; luegs rosté 18 y cbtuve 75
gl camino dr regrenc can |

(e 124l ottty
j-1=n

ensé un nmero ¥ 1o AVIAL e 3. Tuegs sumvd 15 y o tesialtsda fye 23
ERS . « ol cumine 4o 143 commansy an ¥, 54 dIVide anrre i, 46 reots 15y se Lega 3 34

¢ Lo regreso oo a8 aris LvRTR COMUTES o0 24, ¥ Suma
ultiplics por 3y va fega sl val inchgnits, que an esto coec 4
107, Esee mbenero o5 ks sclucice .

o=

=cundeon ko que corresponde. Lar flechas
it (el

slar 13 weuacisn. Las snaranjo

contror la sclocién.

Con syuda dol profescr, waliden sus Jospuestss. Comenten s informacisn dof
recusdro

Figura 1. Block, D., Garcia, S., & Balbuena H. (2018). Unidad de anélisis 1. Recuperado de
https://libros.conaliteg.gob.mx/content/restricted/libros/carrusel.jsf?idLibro=2473#page/47

En la tabla 1 se aprecian los objetos primarios intervinientes y emergentes identificados en
la Unidad de anélisis 1:

Tabla 1
Situaciones problema asociadas a la Unidad de analisis 1

Objeto primario Interviniente Emergente

Situaciones SP1.1 Problemas donde se debe adivinar

problema un nuamero que es el resultado de aplicar,
en un primer momento una operacion y,
posteriormente, dos operaciones, donde
tanto los nimeros dados como los
resultados, son naturales.
SP1.2 Representar, en lenguaje algebraico, las
adivinanzas de la actividad anterior. No se encontraron.
SP1.3 Para cada una de las ecuaciones de
SP1.2, sustituir la incognita por el nimero que
se encontrd en SP1.1 y verificar que la
igualdad se cumple.
SP1.4 Plantear y resolver ecuaciones del tipo
de SP1.1 completando un diagrama, como se
observa en la Fig. 1.

Lenguaje Verbal: para plantear las situaciones problema, Algebraico: Para plantear las
para introducir definiciones y para describir ecuaciones lineales referentes
procedimientos. a los problemas planteados.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2152



Analisis Ontosemiotico de la nocion Ecuacion Lineal en libros de texto mexicanos

Conceptos

Proposiciones

Procedimientos

Argumentos

Diagramatico: para hacer ostensivas las
operaciones inversas relacionadas con como se
plantea la ecuacidén y como se resuelve.

Cantidad desconocida.

No se encontraron.

Suma, resta, multiplicacion, division.

No se encontraron.

Expresion algebraica,
ecuacion, literales,
incognitas, solucion de una
ecuacion, nocion de igualdad
como equivalencia entre
expresiones.

Propiedad de sustitucion de
la igualdad.

Resolver una ecuacion
mediante operaciones
inversas.

No se encontraron.

Una vez que se identificaron los objetos intervinientes y emergentes, se procedio a realizar
la configuracion epistémica de cada Unidad de analisis. La configuracion epistémica relativa a la
Unidad de anélisis 1 se muestra en la figura 2, esta nos permite observar la movilizacion que
tienen cada uno de los objetos primarios que fueron identificados en esta Unidad de anélisis.

SP1.1 — SP1.2

Conceptos:
Expresion algebraica,
ecuacion, literales,
Incognitas, SP1.3

Lenguaje: algebraico

sustitucion de

una ecuacion,

igualdad como

Procedimientos:

Resolver una
SP14 — ecuacion
’ mediante

operaciones
inversas

Figura 2. Configuracion epistémica asociada a la Unidad de andlisis 1

Al tener las configuraciones epistémicas relativas a cada Unidad de analisis, se procedi6 a
conjuntarlas en una trayectoria epistémica, lo cual fue de relevancia ya que a partir de ésta fue
posible determinar el Significado Institucional de Referencia asociadas a los libros de texto.

Conclusiones

Se concluye que los sistemas de practicas asociados a la nocidon de ecuaciones lineales en
el libro de texto comienzan con el alumno resolviendo adivinanzas, lo cual sirve para ir
movilizando los saberes previos de los estudiantes, de tal manera que al “adivinar” sean capaces
de encontrar relaciones entre la solucion y el “candidato a solucion” tales como “la solucioén debe
ser un nimero mayor (o menor) que...”, ademads se va construyendo la nocion de solucion de

una ecuacion.

Al pedir que esas adivinanzas se escriban como ecuaciones, emerge el lenguaje algebraico
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y conceptos como ecuacion, literal, incognita. Cabe destacar que el paso de las adivinanzas a la
modelacion en una ecuacion de las mismas podria estar lejano a la zona de desarrollo proximo de
los alumnos, a pesar de que se plantee trabajar en equipo.

Cuando se pide al alumno sustituir la incdgnita por el nimero encontrado en la primera
actividad emerge el concepto de solucion de la ecuacion como aquel nimero que hace que la
igualdad sea cierta, asi como la nocién del signo igual como una equivalencia de expresiones.

En la ultima actividad de esta Unidad de anélisis se propone completar un diagrama donde
a través de flechas y colores se hace ostensivo el procedimiento para modelar y resolver la
ecuacion, asi como las operaciones inversas que se ponen en juego. A pesar de que este recurso
resulta util para que los alumnos comprendan ambos procedimientos (modelacion y resolucion),
el texto cae en lo que menciona Attorps (2005) de no dar suficiente apoyo para un tipo de
ensenanza que favorezca lo conceptual, ya que el procedimiento es establecido por el texto, es
decir, no se favorece que sean los alumnos quienes desarrollen sus propias estrategias de
resolucion.

Referencias y bibliografia

Andrews, P., & Xenofontos, C. (2017). Beginning teachers’ perspectives on linear equations: A pilot
quantitative comparison of Greek and Cypriot students. Paper presented to the tenth Congress of
European Research in Mathematics Education. Berlin.

Attorps, L. (2005). Secondary school teachers’ conceptions about algebra teaching. Paper presented at the
Fourth Congress of the European Society for Research in Mathematics Education. Sant Feliu de
Guixols, Spain.

Block Sevilla, D., Garcia Pefia, S., & Balbuena Corro, H. (2018). Matemadticas 1. México: SM.

Disponible en
https://libros.conaliteg.gob.mx/content/restricted/libros/carrusel.jsf?idLibro=2473#page/1

Filloy, E., & Rojano, T. (1989). Solving Equations: the Transition from Arithmetic to Algebra. For the
Learning of Mathematics, 9 (2), 19-25.

Font, V., D. Godino, J., & Gallardo, J. (2013). The emergence of objects from mathematical practices.
FEducational Studies in Mathematics, 97-124.

Godino, J. D. (2017). Construyendo un sistema modular e inclusivo de herramientas teéricas para la
educacion matematica. En P. A.-M. J. M. Contreras (Ed.), Actas del Segundo Congreso
International Virtual sobre el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion
Matemadaticos.

Godino, J. D., & Batanero, C. (1994). Significado Institucional y Personal de los Objetos Matematicos.
Recherches en Didactique des Mathématiques, 325-355.

Godino, J. D., Batanero, C., & Font, V. (2008). Un enfoque ontosemidtico del conocimiento y la
instruccion matematica. Revista de Ensino de Ciéncias e Matematica, 7-37.

Herscovics, N., & Lichevski, L. (1994). A cognitive gap between arithmetic and algebra. Educational
Studies in Mathematics, 59-78.

Kajander, A., & Lovric, M. (2009). Mathematics textbooks and their potential role in supporting
misconceptions. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology,
40(2), 173-181.

Kieran, C. (1992). The learning and teaching of school algebra. En D. A. Grouws, Handbook of Research
on Mathematics Teaching and Learning: A Project of the National Council of Teachers of

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2154



Analisis Ontosemiotico de la nocion Ecuacion Lineal en libros de texto mexicanos

Mathematics (pags. 390-419). New York: Macmillan Publishing.

Knuth, E., Alibali, M., McNeil, N., Weinberg, A., & Stephens, A. (2005). Middle school students*
understanding of core algebraic concepts: equivalence and variable. ZDM (37), 68-76.

Linsell, C. (2009). Students' knowledge and Strategies for Solving Equations. Findings from the New
Zeland Secondary Numeracy Project 2008, 29-43.

Parra Urrea, Y., & Pino-Fan, L. (2017). Analisis Ontosemidtico de libros de texto chilenos: el caso del
concepto de funcién. En P. A. J. M. Contreras (Ed.), Actas del Segundo Congreso International
Virtual sobre el Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matemadticos.

Picado, M., & Rico, L. (2011). Analisis de Contenido en Textos Histéricos de Matematicas. PNA, 6(1),
11-27.

Pirie, S. E., & Martin, L. (1997). The equation, the whole equation and nothing but the equation! One
approach to the teaching of linear equations. Educational Studies in Mathematics, 34(2), 159-181.

Ruiz de Gauna Gorostiza, J., Davila Balsera, P., Etxeberria Murgiondo, J., & Sarasua Fernandez, J.
(2011). Los libros de texto de matemadticas del bachillerato en el periodo 1970-2005. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matemadtica Educativa, 16(2), 245-276.

SEP. (2017). Aprendizajes clave para la educacion integral. México: SEP.

Tunks, J., & Weller, K. (2009). Changing Practice, Changing Minds, from Arithmetical to Algebraic
Thinking: An Application of the Concernsbased Adoption Model (CBAM). Educational Studies in
Mathematics, 161-183.

Vlassis, J. (2002). The Balance Model: Hindrance or Support for the Solving of Linear Equations with
One Unknown. Educational Studies in Mathematics, 49(3), 341-359.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2155



j Conlerencia Interamericana de Educacion Matematica
Conférencia Interamericana de Educacdo Matematica
Inter-American Canference on Mathematics Education H
n

Medellin - Colombia ;

5 Universidad OUNIVE r
= fmay 20 10 UNIVERSIDAD
5 - 10 mayo/maiofmay 2079 # 5., de Medellin " Dr \1IOGEIA

Aspectos caracteristicos del pensamiento variacional en la
modelacién de fendmenos a través de la funcion cuadratica

Jhonatan Elias Posso Torres

Instituto de Educacion y Pedagogia, Universidad del Valle
Colombia

jhonatan.posso@correounivalle.edu.co

Ligia Amparo Torres

Instituto de Educacion y Pedagogia, Universidad del Valle
Colombia

ligia.torres@correounivalle.edu.co

Resumen

Esta comunicacion es el reporte de una investigacidén donde se analizan aspectos del
razonamiento covariacional desarrollados en estudiantes de grado noveno de la
educacion bésica, al modelar fendmenos mediante la funcion cuadratica. Al estudiar
la variacion desde el enfoque covariacional, asociada a la funcion cuadratica, en
situaciones de la vida cotidiana, las matematicas y otras ciencias, se movilizan
aspectos del razonamiento durante los procesos de modelacion, que pueden ser
identificados y caracterizados. Para esto, se elabord y se trabajé con estudiantes dos
situaciones contextualizadas tomando como referencia aspectos curriculares de la
educacion en Colombia, aspectos didacticos en relacion a la modelacion y el
razonamiento covariacional, y aspectos disciplinares de las matematicas afines a la
funcion. En los primeros analisis?, los estudiantes experimentaron acercamientos a la
situacion (modelacion situacional), uso de modelos de (modelacion referencial),
revelando indicios valiosos de las primeras acciones mentales al atender la
covariacion entre cantidades.

Palabras clave: Variacion, covariacion, razonamiento covariacional, modelacion,
funcién, funcion cuadratica.

1 Nota: Al momento del disefio de esta comunicacién se continda realizando los andlisis de los registros
de los estudiantes respecto al trabajo de la primera situacion y la aplicacion de la segunda, por lo cual se
espera que el dia de la presentacion se puedan exponer los resultados y conclusiones finales de la
investigacion.
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Aspectos del pensamiento variacional en la modelacion de fenémenos a través de la funcién
cuadrética

Probleméatica

La ensefianza y el aprendizaje del algebra escolar son procesos que histéricamente han
presentado diversas dificultades en las clases, algunas relacionadas con obstaculos
epistemoldgicos en la historia de las matematicas per se y otras identificadas con aspectos
metodoldgicos, cognitivos y de aula, entre otros. Algunas dificultades tienen que ver con la
forma como ciertos docentes presentan los contenidos en relacién al algebra, ya que se limitan a
explicar el tema y poner ejercicios donde se privilegia el calculo aritmético principalmente,
convirtiéndose en rutinas repetitivas de ejercitacion que carecen de sentido; en relacion a esto,
Castro (2012) indica que de esta manera el &lgebra no se ensefia a través de una progresion lenta
sino como mecanismo manipulador enfatizado en el célculo.

Andrade (1998) concluye que algunos textos escolares de matematicas poco contribuyen al
conocimiento del concepto de funcidn, pues ilustran la variable como una letra que representa
una cantidad desconocida o un nimero generalizado, no se comprende la relevancia de la
variable producto de la ruptura que hay del paso de la aritmética al algebra, ya que “para lograr
la variable fue necesario el uso de la letra como incdgnita y luego como cantidad general, antes
de pasar a representar la variacion” (p. 248); Castro (2012) afirma que las primeras
aproximaciones escolares donde no se comprende que representan las letras y los simbolos
algebraicos empleados en modelos, pueden entorpecer la construccion apropiada del concepto de
variable y el estudio de la variacion.

Chevallard (1984, 1989), Bolea (2002), Sutherland et al. 2000 (citados en Ruiz Munzén,
N; Bosch, M. y Gascon, J., 2007, p. 1) revelan en los resultados de sus investigaciones la
ausencia del “juego” entre pardmetros y variables, complicaciones para identificar o establecer
relaciones entre variables y pardmetros solicitados y la manipulacion de modelos algebraicos
principalmente en forma de reglas, ocasionando un acercamiento inapropiado a la comprension
de la nocion de funcion en general y funcion cuadratica en particular, “dificultando el estudio de
familias de funciones y el uso de estas familias como modelos de relaciones entre magnitudes”
(Ruiz Munzon, N; Bosch, M. y Gascon, J., 2007, p. 1).

Respecto al estudio y trabajo con los modelos algebraicos, anélisis como el llevado a cabo
por Carlson 1998, Monk y Nemirovsky 1994, Thompson 1994a (citados en Carlson et al., 2003,
p. 122-123) evidencian que incluso estudiantes de nivel de pregrado tienen dificultad para
modelar relaciones funcionales de situaciones de variacion continua entre variables y que segun
Kaput 1994 y Rasmussen 2000 (citados en Carlson et al., 2003, p. 123) “esta habilidad es
esencial para interpretar modelos de eventos dindmicos” y comprender otros conceptos
matematicos de mayor complejidad.

Problematicas como las expuestas permiten plantear la pregunta:

¢ Qué aspectos del pensamiento variacional se desarrollan en estudiantes de grado noveno a
través de una propuesta de aula que involucra la modelacion de fendmenos a través de la funcién
cuadratica?

Referentes tedricos y metodoldgicos

El marco tedrico comprende el andlisis de aspectos que implican el desarrollo del
pensamiento variacional, el estudio de la variacion, la comprension del concepto de funcion y de
funcidn cuadréatica desde tres perspectivas las cuales son: Perspectiva curricular, didactica y
disciplinar (de las matematicas).
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Los documentos curriculares de la educacion escolar colombiana como son los
Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) y los Estandares Basicos de Competencias (MEN,
2006) promueven el desarrollo del pensamiento numérico, del pensamiento espacial, del
pensamiento métrico, del pensamiento aleatorio y del pensamiento variacional; todos mediados
por cinco procesos: Formular y resolver problemas, modelar procesos y fendmenos de la
realidad, comunicar, razonar y formular, comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos. Para
esto, el docente debe tener la posibilidad de proponer a los estudiantes un contexto enriquecido
de situaciones las cuales pueda explorar, realizar representaciones, realizar abstracciones, llevar a
cabo el proceso de modelacion matematica, entre otras posibilidades (MEN, 1998). Vasco (2003)
sefiala la modelacién como la utilizacion mas poderosa del pensamiento matematico, que va mas
alla de la aplicacion de algoritmos conocidos y que es fundamental para el aprendizaje del
algebra escolar, el estudio de la variacion y de las funciones, ademas, plantea que el enfoque
covariacional permite la captacion y modelacion de la covariacion entre cantidades del magnitud,
y que al momento que el estudiante lleva a cabo estas actividades también piensa de manera
dinamica, formandose sistemas mentales propios del pensamiento variacional.

El razonamiento covariacional es el marco conceptual propuesto por Carlson et al. (2003) y
se define como “las actividades cognitivas implicadas en la coordinacién de dos cantidades que
varian mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra”
(p-124). En el desarrollo de este tipo de razonamiento se presta especial atencion a la covariacion
entre cantidades de magnitud que se relacionan de manera funcional en eventos dinamicos,
analizando la raz6n de cambio, de tal manera que se llega a formar imagenes de los cambios
hasta modelar las relaciones funcionales; los cinco tipos de acciones mentales pueden llegar a ser
evidenciadas y clasificadas en cinco niveles de acuerdo a este marco conceptual, tal como
también lo evidencian posteriormente Dolores y Salgado (2009) y Villa (2012) en sus
respectivos trabajos.

Las siguientes son las caracteristicas de las acciones mentales en el marco del razonamiento
covariacional:

Tabla 1
Acciones mentales del razonamiento covariacional
'xﬂ; T Descripcion de la accion mental Comportamientos

AM1 Coordinacion del valor de una Designacion de los ejes con indicaciones

variable con los cambios de otra. verbales de coordinacidn de las dos variables
(e.g., y cambia con cambios en x).

AM?2 Coordinacion de la direccion del Construccién de una linea recta creciente.
cambio de una variable con los Verbalizacion de la consciencia de la direccion
cambios en la otra variable. del cambio del valor de salida mientras se

consideran los cambios en el valor de entrada.

AM3 Coordinacion de la cantidad de Localizacion de puntos/construccion de rectas
cambio de una variable con los secantes.
cambios en la otra variable. Verbalizacion de la consciencia de la cantidad

de cambio del valor de salida mientras se
consideran los cambios en el valor de entrada.

AMA4 Coordinacion de la razéon de cambio  Construccion de rectas secantes contiguas para
promedio de la funcién con los el dominio.
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incrementos uniformes del cambio en  Verbalizacidn de la consciencia de la razén de

la variable de entrada. cambio del valor de salida (con respecto al
valor de entrada) mientras se consideran
incrementos uniformes del valor de entrada.

AM5 Coordinacion de la razon de cambio  Construccién de una curva suave con

instantanea de la funcién con los indicaciones claras de los cambios de la

cambios continuos en la variable concavidad.

independiente para todo el dominio Verbalizacion de la consciencia de los cambios

de la funcién. instantaneos en la razon de cambio para todo el

dominio de la funcion (los puntos de inflexion
y las concavidades son correctos)

Nota. Tomado de Carlson et al. (2003, p.128).

Las acciones mentales evidenciadas en los estudiantes conllevan a alcanzar los niveles de
razonamiento covariacional, los cuales se describen como:

Tabla 2

Niveles de razonamiento covariacional

Nivel

Descripcion del nivel de razonamiento covariacional

Nivel 1 (N1)
Coordinacion

Nivel 2 (N2)
Direccion

Nivel 3 (N3)
Coordinacion
cuantitativa

Nivel 4 (N4)
Razén
promedio

Nivel 5 (N5)
Razén
instantanea

En el nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacidn pueden sustentar a la
accion mental de coordinar el cambio de una variable con cambios en la otra
variable (AM1).

En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la direccion del cambio de una de las variables con
cambios en la otra. Las acciones mentales identificadas como AM1 y AM2 ambas
son sustentas por imagenes de N2.

En el nivel de la coordinacion cuantitativa, las imagenes de la covariacién pueden
sustentar a las acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio en una
variable con cambios en la otra. Las acciones mentales identificadas como AM1,
AM2 y AM3 son sustentadas por las imagenes de N3.

En el nivel de la razén promedio, las imagenes de covariacion pueden sustentar a
las acciones mentales de coordinar la razén de cambio promedio de una funcién
con cambios uniformes en los valores de entrada de la variable. La razén de
cambio promedio se puede descomponer para coordinar la cantidad de cambio de
la variable resultante con los cambios en la variable de entrada. Las acciones
mentales identificadas como AM1 hasta AM4 son sustentadas por iméagenes de N4.
En el nivel de la razén instantanea, las imagenes de covariacion pueden sustentar a
las acciones mentales de coordinar la razon de cambio instantanea de una funcion
con cambios continuos en la variable de entrada. Este nivel incluye una
consciencia de que la razén de cambio instantanea resulta de refinamientos mas y
mas pequefios en la razon de cambio promedio. También incluye la consciencia de
que el punto de inflexion es aquel en el que la razén de cambio pasa de ser
creciente a decreciente o al contrario. Las acciones mentales identificadas como
AM1 a AM5 son sustentadas por imagenes de N5.

Nota. Tomado de Carlson et al. (2003, p.129).

Por otra parte, la modelacion entendida como un proceso mediante el cual se pueden
producir modelos mentales, gréaficos y analiticos, entre otros (Vasco, 2003) es pertinente en el
estudio de la covariacion, ya que facilita asociar las imagenes o modelos mentales con
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expresiones en los variados registros de representacion. En la Educacion Matematica Realista? se
plantea que es fundamental que el estudiante pueda matematizar (organizar la realidad con
medios matematicos, incluida la matematica misma) distintas situaciones planteadas en
contextos realistas (imaginables, que tienen sentido para el estudiante) ya sean situaciones
cotidianas, de las matemaéticas y de otras ciencias y para ello se establecen niveles de
matematizacion (situacional, referencial, general y formal), que permiten la comprension de la
situacion y consolidan el proceso de modelizacidn, constituyendo la matematizacion en una
actividad fundamental en el aprendizaje de las matematicas (Freudenthal, 1973).

Aspectos experimentales

El trabajo de investigacion se desarrolla en una institucion educativa de caracter oficial de
la ciudad de Santiago de Cali, departamento del Valle del cauca, Colombia, con un grupo de
estudiantes de grado noveno de la educacion basica secundaria. La institucion queda ubicada en
la zona rural de la ciudad en el corregimiento EI Hormiguero, los estudiantes son habitantes del
lugar y de veredas aledafias, ubicados en zonas de estrato 1.

Las actividades de experimentacidn estan constituidas por dos situaciones, una en contexto
de la vida cotidiana y otro en contextos geométrico, compuestas por tareas organizadas de tal
forma que promovieran procesos de modelacion y movilizaran aspectos del razonamiento
covariacional. Dichas situaciones son presentadas a los estudiantes por tareas, en copias donde se
pueda llevar a cabo la lectura de las mismas, ademas, el desarrollo por parte de los estudiantes
fue escrito en hojas aparte.

La primera situacion que serd la analizada a continuacion, esta organizada a partir de un contexto
de la vida cotidiana de la siguiente manera:

Situacion 1:

¢ Los ingresos de un gimnasio aumentan o disminuyen?

El gimnasio Hércules cuenta con 150 socios inscritos los cuales pagan, cada uno, una
mensualidad de $60.000. Michael, el duefio del gimnasio, desea incrementar sus ingresos por lo
que ordena un estudio de mercado cuyo resultado recomienda reducir la mensualidad, ya que por
cada $1.000 que disminuya se inscribirdn cinco nuevos socios.

¢ Cuél es el maximo ingreso econémico que el gimnasio Hércules puede recibir si sigue las
recomendaciones del estudio?

La situacion se disefio para desarrollarse en cuatro tareas. La primera tarea teniendo como
referencia el proceso de modelacion de la Matematica Realista, se disefio para que los
estudiantes exploraran y comprendieran la situacion a partir de los primeros acercamientos a
esta, realizando algunos calculos iniciales, identificando cantidades como el nimero de rebajas,
tratar de realizar los primeros esquemas y expresar sus primeras ideas 0 argumentaciones
respecto a la situacion; esta situacion estd comprendida en el nivel situacional de modelacion y
no se esperaba que los estudiantes manifestaran algun tipo de accion mental de acuerdo al marco
del razonamiento covariacional, pero constituia parte importante para el surgimiento de las

2 Corriente didactica que nace en los afios 60 cuyo fundador es Hans Freudenthal, promueve la ensefianza
de las matematicas conectada con la realidad, llevando a cabo procesos de matematizacion de la realidad
con medios matematicos en niveles de matematizacion horizontal y vertical.
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primeras acciones mentales.
En la segunda tarea se proponia la siguiente tabla:
Tabla 3
Tabla de relaciones del valor de la mensualidad y nimero de socios

Valor de la
mensualidad 60.000 59.000 58.000 46.000
en pesos
Numero de 150 165 180
socios

A partir de la tabla se esperaba que los estudiantes la completaran e identificaran las
primeras regularidades presentes en las cantidades de las magnitudes indicadas, escribiendo
algunas expresiones para determinar los valores faltantes, identificando las primeras relaciones
de dependencia como es el caso de que la cantidad total de socios dependia de la cantidad de
rebajas realizadas y el valor de la mensualidad como resultado de esa rebaja. Ademas, al
cuestionar a los estudiantes acerca de como se comportaban los ingresos a medida que se
inscribian socios nuevos y se reducia la cuota de la mensualidad, se buscaba hacer una primera
aproximacion a la pregunta ;Coémo cambia?; esta situacion esta inscrita en el nivel situacional de
modelacion al continuar en el descubrimiento de regularidades y la esquematizacion de la
situacion.

En la tercera tarea se presentaba la siguiente tabla:

Tabla 4

Tabla de relaciones entre cantidades

[72] wn v -
T & §3 £s 88 & s_f % 2>8
T 8% o8 ©°35 =38 2 g m5% Eg 2T 35
s =g <=2 =287 8T 28 wiB88: T3 =829
S L8 T8& 8=3 B8 S5 Sicar 58 R
3 T < <Ry £S8 85, B3 B PSR = = o c o3 92 ¢
2 52 5% 52 Sag 2 2 £8r 3 8522
2 5 S22 g c& E E §9%f § s €85
S > $& SE e S O ° ¢ = £ £
0  1.000 0 60.000 60.000 150 O 150  9.000.000  9.000.000
1 1000 1.000 60.000 59.000 150 5 155  9.000.000  9.145.000
2 1.000 2.000 60.000 58.000 150 10 160 9.000.000 9.280.000
3
4 4.000 150 170
5 25

1.000  15.000 150 225
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En la tarea 3 se esperaba que los estudiantes completaran la tabla y a partir de la
informacion identificaran las regularidades presentes en la misma, identificando relaciones de
dependencia entre cantidades, como por ejemplo de que el valor total de cada rebaja dependia de
multiplicar el nimero de rebajas por $1000, hasta obtener las primeras expresiones o modelos
como 1000x en este caso. En esta tarea se esperaba que los estudiantes presentaran un nivel
referencial de modelacion al emplear modelos graficos y notacionales de la situacion para
analizar las dependencias y los cambios en las cantidades, desarrollando a su vez las primeras
acciones mentales (AML1) inscritas en el nivel 1 de razonamiento covariacional (N1)

En la cuarta tarea se planteaba la siguiente grafica:

peatevitesy,
..-.. --..‘.
‘e,

[T o b

Figura 1. Grafica de nimero de rebajas vs ingresos totales.

A partir de la gréafica se pretendia que los estudiantes continuaran identificando las
relaciones de dependencia en la situacién de tal manera que se analizara c6mo cambian los
valores de acuerdo a las rebajas realizadas. Estos modelos empleados son ain modelos
particulares de la situacion y por tanto se desarrollan en el nivel referencial de modelacion y de
acuerdo a la informacién suministrada, los estudiantes podian llevar a cabo algunas
argumentaciones acerca de la direccion del cambio en ciertos instantes, atendiendo a la
covariacion entre las variables y estos planteamientos pretendian acciones mentales de segundo
nivel (AM2), coordinando la direccion del cambio de una variable con los cambios de otra 'y
propiciando un paso a un segundo nivel de razonamiento covariacional.

Discusion de resultados

Los primeros resultados de los analisis de los registros de los estudiantes son el producto
de las aproximaciones al contexto de la situacion. Estos evidencian, principalmente, que los
primeros calculos y cuestiones acerca de la situacién en la tarea 1 fueron abordados de manera
natural por los estudiantes, llevando a cabo procedimientos que son similares a las practicas
habituales en clases de matematicas, pero que para este caso constituye principalmente el
acercamiento a las caracteristicas basicas de la situacion planteada para el estudio posterior de la
covariacion. De acuerdo al nivel situacional de modelacion, los estudiantes percibieron
caracteristicas de las magnitudes como la cantidad de socios, valor de la mensualidad y la dltima
en identificar de manera clara fue el nimero de rebajas, mostrando ciertas dificultades al
comprender esta Ultima como una de las magnitudes en cuestidn y que para el proposito de esta
situacion constituye un elemento fundamental en el proceso de modelacion y posteriormente el
andlisis de la covariacion.

En la tarea 2, al emplearse una tabla como otro registro de trabajo de situaciones con
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relaciones funcionales, la mayoria de estudiantes tuvo facilidad para completar la tabla mediante
calculos e identificar las relaciones de dependencia, como la del total de socios en relacion con la
cantidad de rebajas, el total de ingresos en relacion al total de socios, con el propoésito de
comprender el papel que advierte la cantidad de rebajas en la identificacion de dependencias y la
construccién de los primeros modelos mentales y algebraicos, aspecto clave en el estudio de la
covariacion. En los resultados de las tareas 1 y 2 no se evidenciaron de manera clara acciones
mentales relacionadas con el razonamiento covariacional.

En el desarrollo de la tarea 3 la mayoria de estudiantes realizaron los célculos y
completaron con cierta facilidad la tabla que comprendia suficiente informacion de las
cantidades en el estudio de la situacion. Los primeros modelos de (modelacion referencial) la
situacion fueron desarrollados por algunos estudiantes, por ejemplo al realizar preguntas como:
Escribe una expresion que permita calcular el valor total de cada rebaja, segun una cantidad de
veces (x). Lo anterior permitié evidenciar resultados de estudios previos en los cuales se hace
mencion a la dificultad que muestran los estudiantes en la construccién de modelos de
situaciones problema, esto debido a las rutinas habituales de trabajo y ejercitacion en forma
mecanica principalmente de ejercicios de calculo aritmético durante los niveles educativos
anteriores al afio lectivo en estudio. En la misma tarea se movilizaron en los estudiantes las
primeras acciones mentales del razonamiento covariacional, AM1, en las cuales justificaron las
relaciones entre cantidades presentes y en relacion a esto establecer la coordinacion de los
valores de una variable en relacidn a los cambios de la otra, acciones mentales esenciales para el
desarrollo de las siguientes tareas.
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Resumen
En esta comunicacion se presentan los resultados de una investigacion que centro la
atencion en caracterizar el razonamiento covariacional que los estudiantes de un grupo de
quinto grado (11-12 afios) manifestaron al desarrollar tareas de variacion y cambio. Para
este estudio, se usé el marco conceptual propuesto por Carlson et al., (2003) y se disefio
una situacion dindmica mediada por GeoGebra y contextualizada en apartes de “La vuelta
al mundo en 80 dias” de Julio Verne, adaptada mediante un comic. A partir de
observaciones directas y del andlisis de episodios de la interaccion entre estudiantes e
investigadores, se constato que la totalidad de estudiantes lograron identificar qué cambia,
qué no, y la direccion de cambio, pero no todos dieron cuenta de la cuantificacion del cambio
de las magnitudes involucradas en el estudio. Estos resultados alimentan la reflexion acerca del
desarrollo de razonamiento covariacional desde los primeros grados de escolaridad.

Palabras clave: razonamiento covariacional, variacion, covariacion, GeoGebra.

Presentacion del problema y Justificacion

La ensefianza y el aprendizaje del 4lgebra escolar han sido y siguen siendo objeto de
interés para multiples investigadores en el campo de la educacion matematica. En buena parte
esto se debe a la complejidad que distintas investigaciones como las de Kieran (1992), Molina
(2007), Socas (2011), Castro (2012), entre otras, han puesto de manifiesto en torno a su
ensenanza y aprendizaje. Es asi como se encuentran en la literatura reportes que expresan
diferentes obstaculos, dificultades y errores encontrados en el aprendizaje del algebra pese al
gran empefio que los maestros suelen colocar en su enseflanza. La toma de conciencia sobre
estas y otras situaciones ha generado que un buen numero de trabajos hayan intentado explicar el
origen de estas problematicas y buscar alternativas para hacerles frente.
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Es asi como Kieran (1992), afirma que buena parte de las dificultades en la ensefianza y
aprendizaje del dlgebra escolar estan asociadas, entre otras razones, con el significado de las
letras y el cambio de convenciones entre la aritmética y el dlgebra donde se privilegia lo
sintactico por encima de lo semantico, descuidando con ello sus aspectos conceptuales y su
conexion con otras areas del conocimiento. Tal manipulacion mecéanica de simbolos en algebra
podria explicar lo encontrado por Doorman y Gravemeijer (citado por Villa & Vahos, 2010),
quienes afirman que un gran numero de las dificultades que presentan los estudiantes en los
cursos de célculo tienen su génesis en la escasa familiarizacion con la construccion de modelos,
propdsitos, convenciones y formas de representacion en las situaciones y problemas a resolver.

Este panorama general de investigaciones en didactica del algebra se ratifica con la
experiencia pedagogica de los autores de la investigacion que aqui se reporta. En efecto, el
trabajo docente en la Institucion Educativa donde se realizo el estudio muestra como
tradicionalmente el abordaje del algebra se deja para unos afos en particular, por lo general, para
grado octavo de la educacion basica secundaria (estudiantes que oscilan entre los 13 y 14 afios de
edad). Lo anterior ha contribuido a la inconexion entre la aritmética y el algebra, dejando de
lado el abordaje de procesos tan importantes como son el estudio de la variacion y el cambio, la
generalizacion y la modelacion, entre otros aspectos.

En atencion a lo anterior, Godino y Font (2003) son claros en indicar que no se trata de
implementar el algebra desde la educacion basica primaria pero si de favorecer el desarrollo de
pensamiento algebraico. Igualmente, los Lineamientos Curriculares de Matematicas y los
Estandares Bésicos de Competencias en Matematicas (MEN, 1998, 2006) proponen el inicio del
desarrollo del pensamiento variacional y los sistemas algebraicos como un logro para alcanzar
desde los primeros grados de escolaridad. Esto es, entre otras cuestiones, una matematica
escolar que permita analizar, organizar y modelar matematicamente situaciones de variacion y
cambio en diversos contextos, para lo cual la incorporacion de las nuevas tecnologias puede
jugar un papel relevante. Asi, Vasco (2006) afirma que las reinterpretaciones dindmicas de
representaciones graficas y tabulares por medio de pantallas computacionales son una de las
maneras como puede desarrollarse el pensamiento variacional. Esto implicaria cambios
metodoldgicos que, a diferencia de estilos tradicionales, permitan una interaccion directa de los
estudiantes con las herramientas tecnologicas de tal modo que se acerquen, mediante la
visualizacion, al estudio de la variacion y el cambio.

Con la intencion de analizar el pensamiento variacional de un grupo de estudiantes y,
especificamente, cémo enfrentan situaciones de variacion y cambio, esta investigacion busco
identificar algunos rasgos del razonamiento covariacional en un grupo especifico de estudiantes
de quinto grado de la educacion basica Colombiana, para lo cual se disefi6 una situacion
dindmica en la que interviene el software GeoGebra.

Marco Teorico de Referencia

Para Posada y Obando (2006) el analisis de la covariacion debe incluirse en la relacion
entre multiplicacion y proporcionalidad e integrando el estudio de las magnitudes de tal manera
que no se produzca una desvinculacion entre la proporcionalidad y las funciones. Esto se puede
significar mediante la representacion tabular visibilizando la relacion directa entre la
multiplicacion y proporcionalidad directa simple, relacion que puede ser descrita de diferentes
formas como son la verbalizacion, la comparacion de representaciones y el empleo de variables
(Confrey y Smith, 2016).
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Carlson et al.,(2003) definen el razonamiento covariacional como “las actividades
cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las
formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra”(p.124). En este referente se
tienen en cuenta cinco acciones mentales con sus comportamientos asociados, que a su vez estan
relacionados con los niveles de desarrollo del razonamiento covariacional, en el cual se requiere
de la construccion de imagenes de dos variables, de manera que el estudiante identifique los
cambios simultdneos de una con respecto a la otra. Asi, en este marco se describen las acciones
mentales involucradas cuando sujetos ponen en juego su razonamiento covariacional al estudiar
situaciones dindmicas.

Las acciones mentales dentro del marco conceptual de Covariacion

Las imagenes de covariacion proveen un medio para clasificar los comportamientos de los
estudiantes cuando se enfrentan a tareas de covariacion. El andlisis de este conjunto de acciones
mentales y comportamientos permite determinar la habilidad de razonamiento covariacional de
un estudiante para una tarea en particular. Para describir las acciones mentales y sus respectivos
comportamientos, se presenta la Tabla 1:

Tabla 1
Acciones mentales en la covariacion (Carlson, et al., 2003, p.128)

Accion Descripcion de . .

s Comportamientos asociados
mental la accion mental
Coordinaciéon del valor Designacion de los ejes con indicaciones
AM1 de una variable con los cambios en la verbales de coordinacién de las dos variables
otra. (e.g., y cambia con cambios en x).

Coordinacion de la direccion del Verbalizacion de la consciencia de la direccion
AM2 del cambio del valor de salida mientras se

cambio de una variable con los X )
cambios en la otra variable consideran los cambios en el valor de entrada.

Coordinacién de la cantidad de cambio Verbalizacion de la consciencia de la cantidad
AM3 de cambio del valor de salida mientras se

de una variable con los cambios en la i X
otra variable. consideran los cambios en el valor de entrada.

Coordinacion de la razon de cambio Verbalizacion de la consciencia de la razon de
promedio de la funcion con los cambio del valor de salida (con respecto al
AM4 incrementos uniformes del cambio en valor de entrada) mientras se consideran
la variable de entrada. incrementos uniformes del valor de entrada.

Coordinaciéon de larazon de cambio

instantanea de la funcion con los Verbalizacion de la consciencia de los cambios
AM5 cambios continuos en la variable instantaneos en la razéon de cambio para todo el
independiente para todo el dominio de dominio de la funcion.
la funcion.

Conforme a la tabla anterior, un estudiante se encuentra en un nivel determinado cuando
sustenta las acciones mentales asociadas a ese nivel, dando cuenta también de las anteriores en el
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contexto de la tarea. A partir de la Accion Mental 1 (AM1), donde se identifica de manera
verbal lo que estd cambiando, las acciones mentales van incrementando su nivel de complejidad
hasta llegar a la Accion Mental 5 (AMS).

Niveles de razonamiento covariacional dentro del marco conceptual de Covariacion

Para describir la evolucion del razonamiento covariacional y clasificar a las acciones
mentales que se manifiestan en un estudiante frente a una tarea de cardcter covariacional,
Carlson et al., (2003) describen cinco niveles de desarrollo de las imagenes de la covariacion.
Estas imagenes de covariacion se presentan en términos de las acciones mentales sustentadas por
cada imagen.

Tabla 2
Niveles de Razonamiento Covariacional (Tomado de Carlson, et al., 2003, p.129)

Niveles del razonamiento Covariacional

Nivel 1 (N1). Coordinacién

En el nivel de coordinacion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a la acciéon mental de
coordinar el cambio de una variable con cambios en la otra variable (AM1).

Nivel 2 (N2). Direccion

En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las acciones mentales
de coordinar la direccion del cambio de una de las variables con cambios en la otra. Las acciones
mentales identificadas como AM1 y AM2 ambas son sustentas por imagenes de N2.

Nivel 3 (N3). Coordinacién cuantitativa

En el nivel de la coordinacidn cuantitativa, las imagenes de la covariacion pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio en una variable con cambios en la otra. Las
acciones mentales identificadas como AM1, AM2 y AM3 son sustentadas por las imagenes de N3.

Nivel 4 (N4). Razén promedio

En el nivel de la razén promedio, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las acciones
mentales de coordinar la razén de cambio promedio de una funcidon con cambios uniformes en los
valores de entrada de la variable. Las acciones mentales identificadas como AM1 hasta AM4 son
sustentadas por imagenes de N4.

Nivel 5 (N5). Razén instantinea
En el nivel de la razén instantanea, las imagenes de covariacion pueden sustentar a las acciones
mentales de coordinar la razon de cambio instantanea de una funcidén con cambios continuos en la

variable de entrada. Las acciones mentales identificadas como AM1 a AMS5 son sustentadas por
imagenes de NS.

De este modo, la evolucion de la imagen de covariacion sustenta un razonamiento
covariacional mas sofisticado. Es asi como dentro de una tarea particular, si el razonamiento
empleado por un estudiante se clasifica en el nivel 4 (N4), est4 en la capacidad de razonar en
dicha accién mental, en conjunto con los razonamientos de la AM1 a la AM3. Por consiguiente,
el estudiante est4 en la capacidad de coordinar la razéon de cambio promedio de una funciéon con
los cambios uniformes en los valores de entrada de la variable, lo que implica, haber identificado
lo que cambia y como cambios en una variable producen cambios en otra, la relacion en las
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direcciones de cambio de las variables y ademas cuantificar los cambio de una variable con
respecto a la otra.

Diseiio metodologico de la investigacion

El trabajo de investigacion se inscribi6 dentro del enfoque de investigacion cualitativo de
tipo descriptivo — interpretativo (Louis, & Lawrence, 1990). La situacion que se disefio fue
implementada con 15 estudiantes con edades entre 11 y 12 afios de una institucion educativa de
caracter publico del municipio de Tulud, Valle del Cauca, Colombia, con un analisis basado
tanto en las respuestas ofrecidas por los estudiantes al resolver cada una de las tareas propuestas
en la situacion, como en los didlogos ofrecidos por ellos al justificar sus actuaciones a partir de
las intervenciones realizadas por los investigadores (grabadas en video); se procedi6 a revisar los
datos recogidos tomando como unidades de anélisis los niveles de razonamiento covariacional,
fruto del marco conceptual adoptado para este estudio.

El disefio de la situacion se hizo a partir de cinco tareas dispuestas en cuatro archivos de
GeoGebra, en las cuales se estudiaba de manera dindmica la distancia y el tiempo, la primera
como variable dependiente de la segunda. Cada una de las tareas, a excepcion de la primera,
ponian en juego las primeras cuatro acciones mentales descritas por Carlson et al.,(2003), todas
contextualizadas en apartes del libro “La vuelta al mundo en 80 dias” de Julio Verne. En su
orden, las tareas desarrolladas por los estudiantes fueron: Tarea 1. Comprendiendo la situacion
(Figura 1), con la que se buscaba contextualizar a los estudiantes mediante un comic en la
narrativa dispuesta en los apartes del libro en mencion, haciendo énfasis en una persecucion en
elefante llevada a cabo en Bombay por el detective Fix a Phileas Fogg; Tarea 2. Reconociendo
relaciones entre magnitudes (Figura 2), en donde se indag6 sobre qué magnitudes cambiaban
cuando se recreaba en GeoGebra la persecucion en elefante, lo que pone en juego AMI; Tarea 3.
Identificando como cambian las magnitudes, con el proposito de identificar la direccion de
cambio de las magnitudes estudiadas en la persecucion, propio de AM2; Tarea 4. Cuantificando
los cambios de magnitudes variables, apareciendo por primera vez en registros tabulares valores
numéricos para las distancias recorridas y para el tiempo, favoreciendo asi la identificacion de
patrones de covariacion entre ambas cantidades, comportamiento propio de AM3. Finalmente la
Tarea 5. Estudiando los cambios de las relaciones entre magnitudes, se puso en juego la
coordinacion de la razon de cambio promedio entre la distancia recorrida por los personajes con
incrementos uniformes en el tiempo, lo que corresponde con acciones asociadas a AM4.

apvaasnrie wl s g et s e i et e 2 tpusee vifsmmrins

Figura 1. Fragmento del Comic: Figura 2. Fragmento Tarea 2: Reconociendo
Contextualizacion Tarea 1 (Adaptacion propia) relaciones entre magnitudes

Analisis de resultados
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Las respuestas ofrecidas por los estudiantes (E1, E2,...E15) a las preguntas de cada tarea
se clasificaron conforme a qué tan lejos o cerca se encontraban de las respuestas esperadas en el
contexto de cada accion mental del referente conceptual adoptado, lo cual, a su vez, permitia
identificar el nivel de razonamiento covariacional puesto en juego al responder a ellas.

Las producciones de los estudiantes en la Tarea 1, dejo notar que todos comprendieron la
situacion narrada mediante el comic, especialmente, que se trataba de una persecucion entre dos
personajes: el detective Fix a Phileas Fogg, y cudl fue el proposito que dio origen a tal evento.

A partir de las respuestas dadas en la Tarea 2 (en la cual se evaluo la AM1), se constatd
que el 80% (12) de los estudiantes lograron identificar que en la medida en que cambia el
tiempo (representado por el deslizador) la posicion de los personajes cambia. Esto se hace
evidente en sus producciones escritas, tal como se ilustra a modo de ejemplo en la Figura 3.
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Figura 3. Respuesta de uno de los estudiantes al item 2 de la Tarea 2 (;Qué esta variando o cambiando
en la situacién?)

En la Tarea 3 (que evaluaba la AM2), 12 estudiantes (80%) centraron su atencion en la
disminucioén de la distancia que separa los personajes (Fix y Phileas Fogg) a medida que
transcurre el tiempo, lo cual se interpreta como la identificacién de una correlacion inversa entre
estas magnitudes. Ademads de esto, los estudiantes identificaban que a medida que el tiempo
aumentaba también lo hacian las distancias recorridas de cada personaje (ver Figura 4).
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Figura 4. Ejemplo de respuestas ofrecida por un estudiante a los items 1 y 2 de la Tarea 3

A partir de las producciones realizadas por los estudiantes en la Tarea 4 (que se indagaba
por la AM3), se indagd sobre como ellos daban cuenta de la cuantificacion de los cambios de las
cantidades presentes en la persecucion y de la forma como covariaban dichas cantidades. En las
producciones de los estudiantes se observaron que facilmente 2 de ellos (13.3%) manifestaron
que mientras el tiempo cambia de 1 hora en 1 hora las distancias cambian de 5 km en 5 km para
el inspector Fix (Figura 5), y de 4 km en 4 km para el sefior Phileas Fogg, es decir, reconocieron
que cambios en la magnitud tiempo determinan cambios simétricos en la distancia recorrida por
los personajes. Los demas estudiantes también reconocieron esto, pero no de manera inmediata.

"
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Figura 5. Respuesta de un estudiante al item 3 de la Tarea 4
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Obsérvese como estos dos estudiantes establecen la razon entre las distancias recorridas y el
tiempo, identificando en el primer caso la razon 5 kilometros / 1 hora, y para el segundo caso la
razon 4 kilometros / 1 hora. De ahi que estos 2 estudiantes logran identificar la covariacion que
se presenta entre las cantidades de ambas magnitudes (tiempo y distancia recorrida).

Finalmente, en la Tarea 5 (AM4) ante solicitudes como: “Describe la relacion que hay
entre la distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg para cada hora transcurrida” cuya
intencion fue indagar sobre el comportamiento de la velocidad que tuvo el sefior Phileas Fogg
durante toda su huida, se logré apreciar que 3 estudiantes identificaron que las distancias
recorridas por el personaje son distintas para cada unidad de tiempo y parecieron tener una
nocion intuitiva de la velocidad cuando asociaron los cambios de las distancias recorridas a
elementos como el cansancio o la energia de los elefantes, tal como se muestra a manera de
ejemplo en la Figura 6.
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Figura 6. Produccion de un estudiante al item 1 de la Tarea 5 (Describe la relacidon que hay entre la
distancia recorrida por el sefior Phileas Fogg para cada hora transcurrida)

Conclusiones

Las producciones escritas y verbalizaciones de los estudiantes dejaron ver la emergencia de
caracteristicas relacionadas con el razonamiento covariacional enmarcado en esta propuesta
(Figuras 6). Si bien, conforme al marco conceptual adoptado (Carlson et al., 2003) los
estudiantes de esta investigacion no dieron cuenta de un nivel 4 de razonamiento covariacional
(Razén de Cambio Promedio), se pudo constatar que todos pasaron por N1 y N2 de este
razonamiento, sustentados por AM1 y AM2, esto es, la coordinacion del valor y direccion de
cambio de una magnitud con los cambios en la otra. Asimismo, 9 estudiantes presentaron
caracteristicas asociadas a N3, sustentadas por AM1, AM2 y AM3, siendo esta ultima la
coordinacion de la cantidad de cambio de una magnitud con los cambios en la otra magnitud. De
estos 9 estudiantes, 2 tuvieron un acercamiento intuitivo a la velocidad por medio de la
comparacion de las 2 magnitudes que aparecian en escena, pero sin llevar a cabo la coordinacion
de la razén de cambio promedio de la distancia recorrida (magnitud de salida) con los
incrementos uniformes del tiempo (magnitud de entrada), es decir, sin una verdadera
construccion de esta nueva magnitud (la velocidad). Este hecho sugiere que la construccion de la
razén de cambio como una nueva magnitud independiente de las que la generan, es asunto
complejo y que requiere tiempo.

La vinculacion entre el deslizador y la generacion de las tablas (Tarea 4) permitio a los
estudiantes la identificacion de patrones y relacionar la simulacion con la representacion tabular
(tiempo y distancia recorrida) para cada uno de los personajes (Figura 5). Ese asunto aporto al
reconocimiento de la variacion de las magnitudes en todos los estudiantes y, en algunos casos, la
forma en como dichas magnitudes covariaban. Por tal razon, la representacion tabular posibilito
el reconocimiento de la variacién de cada una de las magnitudes y en algunos casos de la
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covariacion dada entre ellas. En este sentido pudo verificarse lo que propone el MEN (2006)
cuando reconoce la importancia de usar tablas y graficas como formas de acercamiento temprano
al desarrollo de pensamiento variacional.

La incorporacion del comic en la contextualizacion de la situacion junto a las interacciones
con los archivos de GeoGebra propici6 una actitud receptiva en los estudiantes hacia la
implementacion de las tareas, facilitindose la indagacion en las caracteristicas del razonamiento
covariacional. Esta articulacion de la literatura, las matematicas, la tecnologia e incluso las
ciencias al intentar abordarse la construccion intuitiva de la velocidad, contribuyé a un
acercamiento al desarrollo de este razonamiento en los estudiantes.
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Resumen

Este documento muestra los avances de una propuesta de investigacion que busca
caracterizar las estructuras y mecanismos mentales que evidencian estudiantes de
secundaria (14 a 15 afios) al resolver tareas matematicas que requieren de la
coordinacion entre representaciones estaticas y dindamicas del concepto de funcién.
Para ello, se exponen los elementos que componen la Teoria APOE (Arnon et al.,
2014) y algunos aspectos de la Teoria de Registros de Representacion (Duval, 2004),
que fundamentan tedricamente esta propuesta. Ademas, se muestra una adaptacion
del Ciclo de Investigacion de la teoria APOE que direcciona el desarrollo de este
proyecto.

Palabras clave: funcion, coordinacion, representaciones, registros, APOE,
secundaria.

Introduccion

El concepto de funcion es una de las ideas fundamentales de las matematicas actuales, ya
que muchos de los otros conceptos de matematicas y otras ciencias giran alrededor de este.
Especialmente, se puede encontrar el concepto de funcion en los cursos de matematicas de la
escuela y la universidad. Sin embargo, este concepto es uno de los mas dificiles de comprender
(Eisenberg, 1991, Carlson y Oehrtman, 2005, Hitt, 2005, Sanchez, 2009). Una de estas
dificultades es la falta de coordinacion entre sus diferentes representaciones (Guzman, 1998,
Duval, 2004, Sanchez, 2009, Oviedo et al., 2012, Prada-Nufiez, Hernandez-Suarez y Ramirez-
Leal, 2016). Por ello, se hace necesario poner el foco en investigaciones previas, en las cuales se
haya trabajado sobre el concepto de funcion.
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Estudios sobre el concepto de funcion en Didactica de las Matematicas

Sin hacer un analisis exhaustivo, dentro de estos estudios se pueden citar autores como
Eisenberg (1991), Carlson y Oehrtman (2005), Hitt (2005), Sanchez (2009), quienes insisten que
los estudiantes siguen teniendo una comprension debil del concepto de funcion. Por ejemplo,
Carlson y Oehrtman (2005) proporcionan una vision general de lo que implica conocer y
aprender el concepto de funcion. Los autores afirman que el concepto es dificil de comprender
para los estudiantes porque en su ensefianza se hace mucho énfasis a los procedimientos.
Aseguran Carlson y Oehrtman (2005): “este fuerte énfasis procedimental no ha sido efectivo
para construir concepciones de funciones fundamentales, las que permiten la interpretacion
significativa y el uso de la funcion en varios escenarios representativos y novedosos” (p. 2).

Para contribuir sobre este fendmeno de estudio se han tomado como referentes tedricos la
teoria APOE (Arnon et al., 2014) y los Registros de Representacion Semidtica (Duval, 2004), ya
que se consideran complementos uno del otro. Por un lado, la teoria APOE es un modelo que
describe cdmo se pueden aprender conceptos matematicos; es un marco utilizado para explicar
cémo puede construirse en la mente de un individuo un concepto matematico. Por otro lado, la
teoria cognitiva de Duval estudia fendmenos relativos al conocimiento, es un marco para medir
niveles de comprension de los estudiantes.

Estudios sobre las representaciones semidticas y el concepto de funcion

Los estudios realizados bajo la teoria de registros de representacion, generalmente
muestran que una de las dificultades en el aprendizaje del concepto de funcion, es el paso de un
sistema de representacion a otro. Es decir, a los estudiantes se les dificulta conectar, o bien,
articular los diferentes registros de representacion, lo que hace que se limite el estudio del
concepto de funcidn, y por ende, la comprension del mismo. Guzman (1998), Duval (2004),
Sanchez (2009), Oviedo et al. (2012), Prada-Nufiez, Herndndez-Suarez y Ramirez-Leal (2016),
entre otros autores asi lo confirman en sus investigaciones. Se puede ver por ejemplo, el trabajo
de Guzman (1998), que toma el marco de las representaciones semidticas para su estudio. Alli la
autora considera tres registros para analizar algunas representaciones de las nociones de
funciones: gréfico, algebraico y lenguaje natural. Los resultados muestran que los estudiantes
recurren a un solo registro, en especial, el algebraico. Ademas, las respuestas de los estudiantes
se limitan al registro en el cual se plantea la pregunta, segun la autora, esto se debe a que no
logran coordinar dos 0 mas registros.

Estudios sobre el concepto de funcion visto desde la Teoria APOE

Un estudio preliminar hecho por Dubinsky (1991) sobre funciones, es fundamentado en la
Teoria APOE y en la comprensién que él tiene del concepto desde el punto de vista matematico.
Su intencion es ilustrar el poder explicativo de la teoria y establecer pautas para el trabajo
empirico posterior. Dubinsky manifiesta que una serie de actividades matematicas pueden lograr
que el estudiante construya un Esquema de funcidn, mas aun, estas actividades pueden requerir
que el Esquema se reconstruya a un nivel mas alto en el que una funcién, mas alla de ser un
Proceso interiorizado, es un Proceso que puede ser tratado como un Objeto por el sujeto como
resultado de la encapsulacién (Dubinsky, 1991).

En general, Dubinsky ha observado que una parte importante al entender una funcién, es
construir un Proceso que se pueda utilizar para dar sentido a un cierto tipo de fenémeno. Este
Proceso, necesariamente requiere de la interiorizacion o encapsulacion por parte del individuo.
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En otras palaras, mas alla de replicar algiin procedimiento, se requiere de mecanismos de
abstraccion reflexiva para que el individuo pueda construir el concepto de funcion.

Se resalta que aunqgue inicialmente las investigaciones realizadas bajo la Teoria APOE se
enfocaron en el estudio de pensamiento matematico avanzado, donde segin Romero (2016) se
espera gque los estudiantes ya cuenten con estructuras abstractas sobre las cuales trabajar, hoy se
pueden encontrar investigaciones en el nivel de secundaria, y otras mas, que se proponen por
ejemplo, con poblaciones con discapacidad auditiva.

Las investigaciones presentadas hasta aqui junto con otras ya realizadas por varios autores,
han reportado diversos acercamientos al concepto de funcion. Existen estudios didacticos,
cognitivos, histdricos, epistemologicos, entre otros, para explicar fendmenos de ensefianza y
aprendizaje, relacionados a este concepto.

Estos y otros estudios han reportado diversos acercamientos al concepto de funcion.
Existen estudios didacticos, cognitivos, histéricos, epistemolégicos, entre otros, para explicar
fendmenos de ensefianza y aprendizaje, relacionados a este concepto.

Para continuar, se describen las estructuras y mecanismos mentales que explican la
construccién de conocimiento matematico y su rol en el disefio de una descomposicion genética.
Ademas se explica de manera general el Ciclo de Investigacion que propone la teoria. Por otra
parte se discuten elementos fundamentales de la teoria de Registros de Representacion que son
usados para estudiar fendbmenos relativos al conocimiento.

Referente Tedrico
Elementos de la Teoria APOE

Estructuras y mecanismos mentales: Teoria APOE y construccién de conocimiento
matematico

En términos de APOE, una estructura mental es cualquier estructura relativamente estable
que usa un individuo para dar sentido a situaciones matematicas (Arnon et al., 2014). Dicha
estructura es construida en la mente del individuo y puede seguir desarrollandose gracias a lo que
se denomina: mecanismo mental (medio por el cual se desarrolla una estructura mental). En esta
teoria, las estructuras son definidas como: Accidn, Proceso, Objeto y Esquema, de ahi el
acronimo de APOE, y los mecanismos como: interiorizacion, encapsulacién, coordinacion,
reversion, desencapsulacion, tematizacion y generalizacion.

Una Accidn es una transformacion guiada por un conjunto de instrucciones externas al
individuo. Estas Acciones se realizan paso a paso, cada paso es fundamental y no es posible
omitir ninguno. Dichas Acciones pueden ser basicas o complejas dependiendo del contexto y la
experiencia de cada individuo. En el caso de las funciones, por ejemplo, si un individuo sustituye
algunos valores del dominio en funciones de las que conoce su expresion algebraica, y encuentra
su imagen, se considera que tiene una concepcion Accion del concepto.

Los Procesos son Acciones interiorizadas que se construyen usando el mecanismo de
interiorizacion o de coordinacion. A medida que las Acciones se repiten y el individuo ya no
depende de instrucciones externas, sino que ahora tiene control sobre ellas se dice que la Accion
ha sido interiorizada en un Proceso (Arnon et al., 2014). Esto es, el individuo tiene la capacidad
de omitir, invertir o imaginar el paso a paso, sin tener que realizar explicitamente cada uno de
ellos. Para el caso de las funciones, el individuo puede pensar en un elemento de entrada que es
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transformado dada una regla, para generar un elemento de salida. El mecanismo de
interiorizacion le permite al individuo considerar que todos los elementos del dominio han sido
transformados. Cuando el individuo construye un Proceso es consciente y reflexivo sobre las
Acciones que realiza.

El mecanismo de encapsulacion va mas alla de la concepcion Proceso, este ocurre cuando
un individuo busca aplicar acciones sobre un Proceso. Para el caso del concepto de funcion, este
mecanismo permite realizar composiciones y aplicar transformaciones sobre funciones. Es decir,
generar nuevas funciones a partir de funciones conocidas.

La desencapsulacion se da cuando un individuo necesita regresar al Proceso que dio origen
al Objeto, siempre que sea necesario.

El mecanismo coordinacion, fundamental en la construccion de algunos Objetos y mas
aun, en esta investigacion, se puede evidenciar cuando el individuo tiene dos 0 méas Procesos y
necesita construir un tnico Proceso que pueda ser encapsulado.

El mecanismo de reversion permite a un individuo revertir un Proceso existente dando
origen a un nuevo Proceso. Un ejemplo de este mecanismo puede darse cuando el individuo
necesita trabajar sobre la funcién inversa.

Los Esquemas son un conjunto de otras estructuras mentales (Acciones, Procesos, Objetos,
otros Esquemas) que contienen las descripciones, la organizacion y los ejemplos de dichas
estructuras que un individuo ha construido alrededor de un concepto matematico. Finalmente, el
mecanismo tematizacion es el que posibilita a un individuo aplicar transformaciones al Esquema
construido.

Las relaciones entre estas estructuras y mecanismos son generalmente presentadas como
aparece en la Figura 1.

Esquema

interiorizacicon

acciones

procesos
coordinacion

objetos reversion

encapsulacion

desencapsulacian

Figura 1. Estructuras y mecanismos mentales para la construccion de contenido matematico (Arnon et al.,
2014, p. 18)

La relacién entre los elementos que se muestran en la figura 1 es considerada por Dubinsky
(1991), citado en Arnon et al. (2014), como un “sistema de retroalimentacion circular”. Del
mismo modo Asiala et al. (1996, citado en Arnon et al., 2014), describen la interaccion entre las
estructuras y los mecanismos que la generan: La construccion de un Objeto matematico inicia
cuando un individuo manipula Objetos construidos previamente; esta manipulacion esta definida
por las Acciones que puede realizar sobre él. Dichas Acciones al ser interiorizadas por el
individuo son estructuradas en Procesos que posteriormente son encapsulados para formar
Objetos. Los Objetos, pueden desencapsularse para regresar sobre el Proceso que le dio origen.
Por ultimo, las Acciones, los Procesos y los Objetos pueden ser organizados en Esquemas.
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Las estructuras y mecanismos mentales que constituyen la Teoria APOE, fueron descritos
con el fin de dar paso al desarrollo de modelos tedricos que un individuo construye para aprender
un concepto. Estos modelos son llamados descomposiciones genéticas.

Descomposicion Genética

Una descomposicion genética en palabras de Arnon et al., es “un modelo hipotético que
describe las estructuras y mecanismos mentales que un estudiante podria necesitar para aprender
algun concepto matematico especifico” (p. 27).

Estas descomposiciones pueden ser fundamentadas desde experiencias de aprendizaje 0
ensefianza, hasta el analisis de libros de texto. Las descomposiciones genéticas también pueden
fundamentarse en resultados de investigaciones previas, el desarrollo histérico epistemologico de
los conceptos matematicos, entre otros aspectos que definen los conceptos matematicos y su
didactica. Las descomposiciones genéticas de un concepto o nocion matematica no son unicas,
estan determinadas por la experiencia de los individuos resolviendo situaciones mas o menos
relacionadas con un concepto o nocion particular.

Ciclo de investigacién basado en la Teoria APOE

Las investigaciones fundamentadas en APOE involucran tres componentes: analisis
tedrico, disefio e implementacion de instruccidn, y recoleccion y andlisis de datos.

Inicialmente, en el ciclo de investigacion, se propone un analisis tedrico del desarrollo
cognitivo del concepto a estudiar, en el caso de esta investigacion: el concepto de funcion. Esta
primera componente de analisis tedrico, genera una descomposicion genética preliminar basada
en la comprension matematica del concepto de funcion desde diversas maneras: como lo
comprende el investigador, los libros de texto, como se comprende histéricamente, a través de
las experiencias como docente, o de investigaciones hechas previamente, entre otras. Esta
descomposicion genética preliminar guia el disefio e implementacidn de ensefianza que es
justamente la segunda componente de este ciclo de investigacion. La ensefianza esta orientada,
en palabras de los autores, a “promover la abstraccion reflexiva en lugar de obtener respuestas
correctas” (Arnon et al., 2014, p. 58). Si esta descomposicion preliminar es una buena
aproximacion a la construccién del concepto de funcion, la tercera etapa, recoleccién y andlisis
de datos, va a permitir la validacion de la descomposicion genética y su implementacion en la
ensefianza. En esta implementacion, se recolectan los datos para dar respuesta a dos
interrogantes: ¢ Los estudiantes aparentemente realizan las construcciones mentales descritas por
la descomposicion genética? ¢ Qué tan bien aprendieron los estudiantes el concepto en cuestion?
(Arnon et al., 2014, p. 94).

Si el investigador concluye que en efecto, los estudiantes aparentemente realizan las
construcciones mentales descritas por la descomposicion genética preliminar, pero no
aprendieron el concepto en cuestion, el analisis tedrico es reconsiderado y modificado. Pero si ni
siquiera realizan las construcciones descritas por la descomposicion genética preliminar, la
ensefianza debe ser reconsiderada y modificada. Es decir, este ciclo puede ser repetido hasta dar
respuesta afirmativa a los dos interrogantes propuestos y tener como resultado, una
descomposicion genética validada.

Elementos de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica

Una representacion es interpretada por Duval como una “codificacion de la informacion”.
Ademas, Duval asegura que “no es posible estudiar los fendmenos relativos al conocimiento sin
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recurrir a la nociéon de representacion” (Duval, 2004, p.25). Por otro lado, Duval se refiere a la
semiosis como una implicacion de la variedad de signos que pueden ser utilizados para ponerlos
en correspondencia. En efecto, los sistemas semidticos, que permiten que se cumplan las tres
actividades cognitivas inherentes a toda representacion (representacion de alguna cosa,
transformar las representaciones, y convertir las representaciones) se denominan registros de
representacion semiotica.

El autor analiza entonces, las representaciones semidticas en las que se llevan a cabo todos
los aprendizajes sujetos a una ensefianza, ya que dichas representaciones permiten una “mirada
del objeto”. Las representaciones semioticas pueden ser: esquemas, figuras, graficos, expresiones
simbdlicas, etc. Ademas, Duval afirma que la propiedad méas importante de esas representaciones
es su transformabilidad en otras representaciones que guardan todo el contenido de la
representacion inicial, o que guardan solo una parte de ese contenido. Particularmente, esta
transformabilidad se da con las actividades cognitivas de las representaciones semioéticas, las
cuales son descritas a continuacion.

Actividades cognitivas de representacion inherentes a la semiosis

Las actividades de formacidn, tratamiento y conversion que se presentan en este apartado,
son fundamentales para el analisis de un aprendizaje conceptual. Dicho aprendizaje centrado en
el cambio y la coordinacion de los distintos registros de representacion, resulta muy beneficioso
en la comprensién de conceptos (Duval, 2004, p. 49).

La primera actividad, la formacion de una representacion semiotica, es el medio de
seleccion de unos signos que establecen lo que se quiere representar. Esto es, el medio para
expresar una representacion mental o para evocar un objeto real. Por ejemplo, se realiza la
actividad de formacion cuando se representa una funcion en lenguaje algebraico. La segunda
actividad, la actividad de tratamiento, consiste en transformar una representacion inicial en otra
representacion terminal dentro del mismo registro, con el fin de “expandir” la informacion
brindada. En el caso de las funciones, cuando se pasa de escritura conjuntista a escritura
funcional, se esta haciendo tratamiento de la representacion, ya que ambas escrituras hacen parte
del registro algebraico. La tercera actividad conocida como conversion, consiste en transformar
una representacion dada en un registro, a otra representacion de un registro distinto al inicial, por
ejemplo, trasformar una funcion del lenguaje algebraico a un esquema gréafico, pero sin ser
reducida a un algoritmo. Esta actividad puede favorecer la coordinacion de los registros de
representacion.

Método

El método que sera usado para la investigacion, es el ciclo de investigacién de la Teoria
APOE (Arnon et al., 2014) con algunas adaptaciones en el disefio e implementacion de
ensefianza. En dicha componente se puede ver el rol que juega la Teoria de Duval en esta
propuesta de investigacion.

A continuacion se describe el desarrollo de cada una de estas componentes.
Anélisis tedrico

El objetivo principal de esta componente, es disefiar una descomposicion genética
preliminar del concepto de funcion basada en estudios de libros de texto, investigaciones previas

y experiencia propia, que determine un camino viable para los estudiantes. Es decir, dicha
descomposicion debe ser realizable por los estudiantes, para que puedan construir el concepto de
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funcién.

Para el disefio de la descomposicion genética, se toma como guia el trabajo realizado por
Roa-Fuentes y Asuman Oktag (2010) en el cual dan a conocer el procedimiento que siguieron
para disefiar una descomposicion genética sobre el concepto de transformacion lineal.

Después de realizar la descomposicidn genética preliminar, se pasa a la siguiente
componente del ciclo de investigacion: disefio e implementacion de un modelo de ensefianza.

Disefio e implementacion de un modelo ensefianza

Los individuos que participan en esta investigacion son estudiantes que cursan noveno
grado (14 — 15 afios) en la institucion publica Fundacion Colegio de las Ameéricas, ubicada en el
municipio de Bucaramanga.

Inicialmente, se genera un espacio para que los estudiantes se familiaricen con un ambiente
dindmico, especificamente, con el software de geometria dindmica GeoGebra. Siguiendo el ciclo
metodoldgico de ACE (estrategia pedagdgica que consta de tres componentes: Actividades,
discusion en Clase, y Ejercicios), se busca introducir actividades en el aula para promover los
mecanismos asociadas a la abstraccion reflexiva. Las actividades buscan potenciar la
construccidn de estructuras mentales propuestas en la descomposicion genética preliminar. Estas
actividades debido a que estdn fundamentadas en la teoria de Duval, incluiradn problemas de
situaciones nuevas que involucren la transformacidn de estructuras previas y que permitan la
coordinacion entre las diferentes representaciones del concepto de funcion. En la discusion en
clase, se espera que los estudiantes reflexionen sobre el trabajo que estan desarrollando.
Finalmente, se dejan tareas extra-clase para que refuercen el trabajo que han realizado.

Recoleccion y analisis de datos

Para la validacion de la descomposicion genética preliminar y la implementacion de la
ensefianza, se usan tres instrumentos: 1. Prueba diagnostica, 2. Prueba pos-instruccién, y 3.
Entrevista semiestructurada.

La prueba diagnostica evalua las construcciones previas a la ensefianza sobre el concepto
de funcidn y si estas construcciones son las propuestas en la descomposicién genética preliminar.
Asimismo la prueba diagnoéstica evaluara las habilidades de los estudiantes en los registros de
representacion. Con la prueba pos-instruccion se espera caracterizar las concepciones
desarrolladas por los estudiantes y se pretende responder a los interrogantes planteados en el
ciclo de investigacion: ¢ Los estudiantes aparentemente realizan las construcciones mentales
descritas por la descomposicion genética? ¢Qué tan bien aprendieron los estudiantes el concepto
en cuestion? (Arnon et al., 2014, p. 94). Se recuerda que para validar la descomposicion genética
preliminar, la respuesta a estos dos interrogantes debe ser afirmativa. Finalmente, la entrevista
semiestructurada se propone para que los estudiantes tengan la oportunidad de defender sus
respuestas en la prueba pos-instruccion. Mas aun, la entrevista es el instrumento que ayuda a
validar las construcciones mentales que se caractericen en la descomposicion genética.

Reflexiones iniciales

Dado que las investigaciones realizadas bajo la Teoria APOE, inicialmente se enfocaron en
el estudio de pensamiento matematico avanzado (matematicas universitarias), se esperaba que
los estudiantes ya contaran con estructuras abstractas sobre las cuales trabajar. Esta propuesta,
por el contrario, pretende trabajar con estudiantes que tienen sus primeros acercamientos
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formales al concepto de funcion, para que estos logren construir estructuras mas sélidas del
concepto.

La descomposicion genética disefiada, podria servir como herramienta para describir y
predecir el pensamiento matematico de un individuo genérico, es decir, la descomposicion
genética puede ser usada por cualquier estudiante que tenga las caracteristicas generales del
grupo en el que se pretende llevar a cabo la ensefianza, esto es, “esta al alcance” de cualquier
estudiante que curse noveno grado. No es una forma que solo pueda usar un individuo con
caracteristicas particulares. Dicha descomposicion también podria ser una herramienta para
elaborar secuencias de ensefianza, incluso, secuencias elaboradas por el profesor mismo.

Se hace énfasis en que este documento muestra los avances de una propuesta de
investigacion, por ende, ésta sigue en construccion.
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Resumen

La presente comunicacion es un reporte de un trabajo de grado de maestria de
la Universidad del Valle y muestra aspectos teéricos, el disefio y algunos resultados
de la implementacion de una secuencia de actividades relacionada con el estudio de
la funcidn a través de situaciones de covariacion, en grado noveno de una Institucién
Educativa de Colombia.

La secuencia consta de tres situaciones, cuyo disefio se fundamenté en el marco
conceptual del razonamiento covariacional y se baso en una situacién problema sobre
la maximizacion del area de un rectangulo inscrito en una forma cuadrada. En
algunos resultados se pudo evidenciar la importancia de ensefiar la funcion desde una
perspectiva de dependencia y cambio sin hacerlo unicamente desde la
correspondencia. Igualmente, que la consideracion de la razéon de cambio, les
permiti6 a algunos estudiantes poder caracterizar el comportamiento y tendencia de
una funcion.

Palabras clave: Razonamiento covariacional; modelos tedricos locales; Covariacion;
Concepto de Funcion.

Introduccion y contextualizacion de la problematica

En la literatura se encuentra un acervo considerable de investigaciones sobre el concepto
de funcion, especificamente, estudios asociados a su ensefanza y aprendizaje. En este sentido, se
puede citar estudios como los de Kaput (1992), Dubinsky & Harel (1992), Sierpinska (1992),
Carlson (1998), Hitt (1998), Guzman (1998) y Ruiz (1994). En dichas investigaciones, ademas
de caracterizar las distintas dificultades que tienen los estudiantes al abordar dicho concepto, se
propone la ensefanza de la funcidén desde una perspectiva variacional que privilegie la relacion
de dependencia entre magnitudes.

A pesar de estas propuestas y otros estudios sobre la ensenanza del concepto de funcion, en
la actualidad, se sigue abordando la funcidon desde una perspectiva de correspondencia o de
asignacion. Ademads, muestran que su ensefianza obedece a ideas netamente algoritmicas o
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estaticas, sin privilegiar que la comprension del concepto de funcidén va mas alla de las letras o
de los simbolos que lo representan. Lo que significa, que su estudio se continua haciendo de
forma estatica, donde predomina la importancia por generar habilidades en la sintaxis y en los
procesos algoritmicos, mas que en la comprension de su significado y elementos constitutivos.

En consecuencia, no se puede desconocer que los estudiantes, ademas de cometer errores
en el manejo y tratamiento de funciones, no tienen claro dicho concepto; por consiguiente,
ensefiar y aprender este concepto es una tarea compleja, dispendiosa y de mucho cuidado, tal
como lo expresan Lopez y Sosa (2008)

La ensefianza del concepto de funcidn actualmente gira alrededor del registro algebraico, la
internacion de este registro con otros, como el grafico, suele ser limitado a una simple
ejemplificacion. Por ello, se sugieren tratamientos alternativos del concepto, como el numérico,
geométrico, etc., con especial énfasis en el aspecto discursivo para la resolucion de problemas y
la modelacion de fenémenos (p. 317)

De otra parte, los Lineamientos Curriculares para el Area de Matematicas (1998) en
Colombia proponen que: “Los contextos donde aparece la nocion de funcion establecen
relaciones funcionales entre los mundos que cambian, de esta manera emerge la funcién como
herramienta de conocimiento necesaria para “enlazar” patrones de variacion entre variables y
para predecir y controlar el cambio” (p.51). Sin embargo, esta directriz no se concretiza en las
propuestas de enseflanza para trabajar el concepto de funcion en el aula. Ademas, direccionan,
para los procesos de ensefianza, la movilizacioén de diferentes registros de representacion y las
transformaciones que son consecuencia del cambio de un registro a otro. “El cambio de registro
constituye una variable fundamental en didactica: facilita considerablemente el aprendizaje pues
ofrece procedimientos de interpretacion”. (Duval, 2004, p.62). Pese a lo anterior, es frecuente
que en la escuela, la funcidn se aborde desde dos o tres registros de representacion (algebraico,
tabular y grafico) de forma aislada, es decir, sin considerar las implicaciones que tienen las
variaciones de un registro en los de otro registro. Asi pues, ni siquiera el estudio de una gréfica
cartesiana puede asegurar el acercamiento dindmico a la funcion, si dicha grafica solo se
considera como el conjunto de unas parejas ordenadas en un plano cartesiano. Si no se estudia el
comportamiento de los cambios, la grafica puede esconder la covariacion. Cuando hay una
relacion de dependencia entre dos magnitudes, la covariacion, debe entenderse como el estudio
de los cambios de una magnitud atendiendo a los cambios de la otra (Carlson, 2003).

Por otra parte, el quehacer de la ensefianza para un docente, esta permeado por distintas
mediaciones que acompafian o complementan su intervencion directa con los estudiantes. Un
ejemplo particular de un recurso usado con frecuencia es el libro de texto, que en muchas
ocasiones se convierte en una fuente para preparar sus clases y actividades a proponer, por
consiguiente, muchas de las definiciones y ejercicios son tomados de forma explicita de dicho
texto escolar. Es por esta razon que los libros de texto pueden ser un indicador de lo que pasa en
una clase promedio, y de ahi la importancia de estudiar y analizar la forma en que estos textos
presentan un concepto tan relevante para el desarrollo del pensamiento variacional, como lo es la
funcién. En la mayoria de los libros utilizados en Colombia, privilegian el concepto de funcion
desde una perspectiva estatica, donde la correspondencia y asignacion son aspectos centrales
bajo un enfoque conjuntista. Como consecuencia, se presenta una definicion formal que propone
una abstraccion de los fendmenos de cambio, a través de la generalizacion de cuantificaciones y
notaciones matematicas. Aunque se suelen presentar aplicaciones, estas aparecen desligadas de
la necesidad de introducir el concepto, es decir, después de trabajar lo algoritmico se establecen
ejemplos que sirven de guia para resolver problemas de aplicaciones, lo cual implica la
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contemplacion, desde la instruccion, de la discriminacion de unas estrategias estandarizadas. De
esta manera, la covariacion dificilmente se logra trabajar desde la propuesta de ensefianza de los
textos.

Teniendo en cuenta la problematica descrita en este estudio, que se hizo en el marco de un
trabajo de grado para optar por el titulo de Magister en Educacion Matemadtica, se trata de dar
respuesta a la siguiente pregunta: ;Qué elementos o rasgos del concepto de funcion se
identifican, en un grupo de estudiantes de grado 9°, a traves del desarrollo de situaciones
problema de covariacion?

Algunos elementos teoricos de referencia

El marco tedrico y metodoldgico usado en el estudio fue el de los Modelos Tedricos
Locales (MTL) Filloy (1999), entendiendo que los MTL se fundamentan en la observacion
experimental y la replicabilidad de disefios experimentales. Asimismo, en la determinacion de
un MTL, se hace énfasis en la caracterizacion de cuatro componentes interrelacionados entre si,
y la consideracion de unas etapas durante la observacion experimental. Las cuatro componentes
teoricas son: Componente de ensefianza del Modelo Tedrico Local o, de forma abreviada,
Modelo de ensefianza. Componente de cognicion del Modelo Teérico Local o Modelo para los
procesos cognitivos. Componente de competencia formal del Modelo Tedrico Local o Modelo de
competencia formal y Componente de comunicacion del Modelo Tedrico Local o Modelo de
comunicacion. Dentro de cada componente se consideran elementos o referentes tedricos para
ayudar a documentar la problematica y poder proponer una secuencia de ensenanza que
consolide o sea acorde a dichos referentes.

El modelo de competencia formal, esta direccionado por un anélisis fenomenoldgico de la
funcion. En este orden de ideas, en el modelo de competencia formal, el andlisis fenomenologico
del concepto de funcidn se hace a partir de la fenomenologia historico-epistemoldgica y la
fenomenologia pura. De esta manera, se menciona de forma breve el transitar del concepto de
funciodn a través de la historia, para contemplar de forma paralela su vision epistemoldgica y por
consiguiente, las distintas concepciones que ha tomado, lo cual daré indicios de sus usos, formas
de difusion y posibles obstaculos epistemologicos. Asimismo, se hace énfasis en la concepcion
actual y usos del concepto de funcion. Para ello, se detalla como se concibe el concepto de
funcién desde el saber sabio, antes de ser transpuesto a un contexto escolar.

En el Modelo de ensefianza se estudia y analiza el marco legal curricular que propone el
Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (MEN), en particular, los Lineamientos
Curriculares en Matematicas (1998) y los Estandares Basicos de Competencias de Matematicas
(2006). Este acercamiento al marco legal curricular se hace con el fin de identificar su papel en el
estudio y ensefianza del concepto de funcion. Igualmente, se hace revision del concepto de
funcion en algunos libros de texto y revision de la propuesta curricular de la Institucion
Educativa Policarpa Salavarrieta con el proposito de caracterizar el modelo de ensenanza
predominante en el sistema educativo y que, en tltimas, ha permeado la ensefianza que han
recibido los estudiantes que son objeto de observacion en este estudio.

En el modelo cognitivo y de Comunicacion, es vital reflexionar y analizar sobre la forma
en que los estudiantes aprenden y logran adquirir o acumular conocimientos matematicos
nuevos. Para ello, se requiere contar con un instrumento bien estructurado, soportado en un
marco conceptual, que permita clasificar las actuaciones de los estudiantes en torno a las
actividades de covariacion. Este modelo se apoya fundamentalmente en el Razonamiento
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Covariacional (Carlson, et al. 2003). Este razonamiento es definido como: “Actividades
cognitivas implicadas en la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se atiende a las
formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra” (p. 130).

El estudio y desarrollo del razonamiento covariacional va ligado a fendmenos o situaciones
dindmicas que no necesariamente deben ser modeladas en un software como Cabri o0 GeoGebra.
Estas situaciones dindmicas permiten que el estudiante construya imagenes de dos variables
dependientes de una funcidén que cambia simultdneamente con el cambio imaginado de una
variable independiente, por ejemplo el 4rea de la sombra de un edificio con respecto a la hora del
dia. Como no se puede percibir directamente lo que piensan los estudiantes, los comportamientos
se convierten en el mayor insumo para saber qué accion mental se encuentra asociada. Por
ejemplo, para Carlson, los estudiantes deben ser capaces de analizar patrones de cambio en
varios contextos y esto debe ir ligado a como los estudiantes interpretan y construyen
enunciados. Asi pues, Carlson contempla cinco acciones mentales relacionadas con el grado de
evolucion que muestra el estudiante al desarrollar tareas que implican la covariacion. Las
acciones mentales en orden ascendente de complejidad, estan dadas por la coordinacion: del
valor de una variable con los cambios de la otra, direccion del cambio entre las cantidades,
cantidad de cambio entre las variables, razon de cambio promedio de la funcion que relaciona las
variables, razon instantanea de dicha funcion.

Ademas de estas cinco acciones mentales, Carlson propone cinco niveles de Razonamiento
covariacional donde se puede evidenciar el grado de pensamiento covariacional desarrollado por
el estudiante. Para la covariacion, propone que cada nivel se va alcanzando de acuerdo a su
desarrollo en la sustentacion de las anteriores acciones mentales, por ejemplo, si un estudiante
estd en el nivel 3, es porque manifiesta los tres comportamientos que sustentan cada uno de estos
tres niveles, es decir que de manera acumulada muestra las caracteristicas de las acciones
mentales uno, dos y tres (AM1, AM2 y AM3).

Para la clasificacion de los estudiantes, Carlson también manifiesta que hay que tener
cuidado con los pensamientos pseudo-analiticos ya que estos derivan comportamientos pseudo-
analiticos. Un comportamiento pseudo-analitico se entiende como un comportamiento que no
esté ligado a los caracteristicas o propiedades de un concepto, mas bien estd ligado a la memoria
del estudiante porque seguramente lo vio, pero no lo comprende, es decir, esta ligado a procesos
mas mecanicos o algoritmicos, por ello, al mostrar estos comportamientos, se pueden clasificar a
los estudiantes de manera erronea.

A continuacidn se explicitan los niveles de razonamiento covariacional que guiaron el
estudio.

Tabla 1
Niveles de razonamiento covariacional
NIVELES CARACTERISTICAS
Nivel 1 Las iméagenes de la Covariacion pueden sustentar a la accién mental de
Coordinacion coordinar el cambio de una variable con cambios en la otra variable
(AM1).
Nivel 2 Las iméagenes de Covariacion pueden sustentar a las acciones mentales
Direccién de coordinar la direccion del cambio de una de las variables con

cambios en la otra. (AM1 y AM2).
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I(\jli)\;erldfnaci on Las imagenes de la Covariacion pueden sustentar a las acciones
Cuantitativa mentales de coordinar la cantidad de cambio en una variable con
cambios en la otra. (AM1, AM2 y AM3).
Las iméagenes de Covariacion pueden sustentar a las acciones mentales
Ni de coordinar la razoén de cambio promedio de una funcidén con cambios
IV?I 4 uniformes en los valores de entrada de la variable. La razén de cambio
Razoén . . . .
. promedio se puede descomponer para coordinar la cantidad de cambio
Promedio de la variable resultante con los cambios en la variable de entrada (AM1
hasta AM4).
Las iméagenes de Covariacion pueden sustentar a las acciones mentales
de coordinar la razoén de cambio instantanea de una funciéon con cambios
Nivel 5 continuos en la variable de entrada. Este nivel incluye una consciencia
Razén de que la razon de cambio instantanea resulta de refinamientos mas y
Instantanea més pequefios en la razén de cambio promedio. También incluye la

consciencia de los puntos de inflexion (AM1 hasta AMS).

Tomado de Carlson et al. (2003)

En cuanto a las demas componentes que integran el MTL, El modelo de competencia
formal, est4 direccionado por un anélisis fenomenologico de la funcion. En este orden de ideas,
en el modelo de competencia formal, el andlisis fenomenologico del concepto de funcidn se hace
a partir de la fenomenologia historico-epistemoldgica y la fenomenologia pura. En cuanto al
modelo de ensenanza, se estudia y analiza el marco legal curricular que propone el Ministerio de
Educacion Nacional de Colombia (MEN), en particular, los Lineamientos Curriculares en
Matematicas (1998) y los Estandares Basicos de Competencias de Matematicas (2006). Este
acercamiento al marco legal curricular se hace con el fin de identificar su papel en el estudio y
ensenanza del concepto de funcion. Igualmente, se hace revision del concepto de funcion en
algunos libros de texto y revision de la propuesta curricular de la Institucion Educativa.

Al indagar sobre el aprendizaje y estudio del concepto de funcion, mediante la secuencia
de tareas que proponen los componentes de los MTL, este estudio o investigacion es de caracter
cualitativo y cuantitativo en el marco de un enfoque descriptivo en la medida en que se quieren
detallar procesos, actitudes y aptitudes de los estudiantes al desarrollar unas tareas propuestas.
La primera fase consiste en identificar la problematica y posteriormente hacer un analisis previo
del problema.

Como consecuencia del analisis previo, en una segunda fase, se formula una hipotesis que
a su vez, sugiere el disefio de una propuesta de aula a partir de la articulacion de los componentes
mencionados anteriormente. Dicha propuesta se implementa con 22 estudiantes de grado 9° de la
Institucién Educativa Policarpa Salavarrieta (de caracter rural) de la ciudad de Yumbo. De
acuerdo con el andlisis previo de la fase 1, la secuencia de tareas se enfoca en poder tener en
cuenta en cada pregunta, la forma de que las posibles respuestas puedan ser analizadas en el
marco del Razonamiento Covariacional y por ende, permitan dar una respuesta a la hipdtesis. A
partir de los resultados, se categorizan las actuaciones de los estudiantes mediante una
tipificacion de las respuestas, para posteriormente analizar esos resultados a la luz de unas
variables de andlisis predeterminadas por los referentes tedricos mencionados en cada
componente del MTL.
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El analisis de los resultados permite, que en una fase final, se puedan consolidar unas
conclusiones y reflexiones didécticas en términos, también de los referentes tedricos y la posible
respuesta a la hipdtesis planteada.

Algunas conclusiones y reflexiones

Tanto la fenomenologia pura como la epistemolodgica, proponen una definicién que
actualmente, esta en términos de una vision conjuntista, sin embargo, para el disefo de las tareas
de covariacion se retoma la definicion dindmica, pues lo historico la presenta como prevalente,
ademas, el no hacerlo, seria desconocer el largo camino que ha sido necesario recorrer para
llegar a las definiciones clasicas que respondian a la necesidad de estudiar el movimiento.
Adicional a lo anterior y pese a la definicion conjuntista, en la revision de la literatura, los usos
que se proponen se dan en el marco del estudio del cambio. La puesta en escena de tareas en
torno a la covariacion permitio evidenciar en los razonamientos de los estudiantes, el
acercamiento a nociones asociadas al concepto de funcion, como: variables independientes,
variables dependientes, dominio, rango, maximos y minimos relativos, monotonia en el
comportamiento creciente o decreciente de una funcion.

Con las tareas de covariacion se logré que los estudiantes pasaran del reconocimiento de
una relacion entre magnitudes, a capturar la covariacion como tal. En este orden de ideas, es
importante resaltar que los puntos en el plano cartesiano representan relaciones entre
magnitudes, a su vez, la comparacion de dos puntos da cuenta del cambio, cambio que
relacionado con otros de la misma gréfica, da cuenta de la variacion. Asi pues, con las tareas se
logrd que los estudiantes analizaran los cambios de los cambios, es decir, que compararan los
cambios; esto implico el reconocimiento de la correlacion de la forma de cambio entre dos
cambios.

En el estudio realizado, el razonamiento covariacional (Carlson, 2003) fue una herramienta
importante para clasificar las actuaciones de los estudiantes como consecuencia de
comportamientos asociados a determinadas acciones mentales, para posteriormente situar a los
estudiantes en unos niveles de razonamiento covariacional. Esto pone de manifiesto la
importancia de que los profesores puedan contar con herramientas que permitan poder clasificar
y observar las actuaciones de los aprendices, en procura de poder analizar los procesos
cognitivos que subyacen a las respuestas de sus estudiantes y que por consiguiente le permitan
reflexionar y reorientar sus practicas pedagogicas.

La metodologia propuesta para la aplicacion y evaluacion de las tareas de covariacion, se
caracterizo por tener en algunos momentos trabajos en parejas (trabajo colaborativo) lo cual
permitid la discusion y confrontacion de saberes que posteriormente condujo a la
institucionalizacion de saberes.

El trabajo con la covariacion se puede articular en instrumentos de intervencion en el aula,
sin importar la edad. Esto se vio reflejado cuando los estudiantes enunciaban aspectos
relacionados con el comportamiento de los cambios y no necesariamente requerian de pre-
requisitos de caracter sintactico del algebra escolar.

De acuerdo al marco conceptual de Carlson, el nivel N5 no fue abordado en las tareas, lo
cual es una limitacion en el estudio de la razon instantanea y su relacion con la funcion derivada.
De esta manera, un posible estudio futuro podria estar basado en el disefio y posterior aplicacion,
de actividades donde las respuestas esperadas estén relacionadas con la funcidn derivada y casos
asociados al limite cuando la variacion de una variable tienda a ser cero.
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La puesta en escena de tareas en torno a la covariacion permitio que los estudiantes, con
preguntas especificas se fueran encaminando y obteniendo avances en las formas del
razonamiento que usaban. En dichos razonamientos fue evidente el acercamiento a nociones
asociadas al concepto de funcion, como: variables independientes, variables dependientes,
dominio, rango, maximos y minimos relativos, monotonia en el comportamiento creciente o
decreciente de una funcion. Esta conclusion se hace a partir de los resultados de las actuaciones
de los estudiantes en las tres tareas de la situacion 2, donde las preguntas también tenian la
intencion de observar elementos presentes en el discurso de sus explicaciones para poder tener
mas informacion acerca de la forma en que estan entendiendo o comprendiendo alguna situacion.
Asimismo, estos comportamientos observados en los estudiantes dan cuenta del porqué se les
clasifico en el nivel N3 de razonamiento covariacional del marco conceptual propuesto por
Carlson, puesto que los estudiantes, en sus actuaciones, dieron cuenta de la comprension del
comportamiento de los cambios desde el punto de vista cualitativo y cuantitativo.

Algunos estudiantes llegaron a reconocer que para esbozar una grafica, no necesariamente
se debe tener una expresion algebraica que la soporte predeterminadamente. Esto se evidencio
cuando ellos esbozaban la forma de la curva dependiendo del comportamiento de los cambios de
una variable respecto a la otra, en términos de la coordinacion cualitativa y cuantitativa de las
cantidades involucradas.

En relacion con la hipdtesis que se pretendia contrastar en el MTL inicial, se puede afirmar
que en efecto, el concepto de funcion se puede y se deberia trabajar a partir de tareas de
covariacion, ya que estas permiten observar el comportamiento dindmico que subyace a dicho
concepto. El desarrollo del pensamiento variacional y en particular, el aprendizaje de la funcion,
se ve potencializado a partir del estudio del razonamiento covariacional.

Teniendo en cuenta que el estudio de la funcidn es el eje principal para la comprension del
calculo, es importante destacar que la funcion debe ser estudiada no s6lo desde la definicion de
sus elementos asociados, sino también desde los aspectos dinamicos que ella modela o
representa. En este orden de ideas, el estudio del comportamiento de los cambios posibilita que
la funcion realmente sea el epicentro del estudio del calculo. En la escuela, normalmente, la
funcién se muestra aislada de otros aspectos como los limites, la derivada y las integrales, es
decir, el célculo diferencial e integral pierde sentido si no se le ha adjudicado al concepto de
funcioén su caracter dinamico.
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Introduccion

Actualmente, observamos que la mayoria de los estudiantes ingresantes a las diferentes
universidades de nuestro pais, en su estadia, presentan dificultades en el proceso de aprendizaje de
las matematicas y, la Universidad Nacional de Canete (UNDC) no es ajena a esta problematica.
Existen investigaciones como la de Yam (2009) que manifiesta que los estudiantes presentan
diversos obstaculos en la adquisicion de un nuevo conocimiento y en el uso del concepto de
funcién. Segin Chumpitaz (2013) asegura que los universitarios de la carrera de ingenieria
muestran obstaculos en el aprendizaje de la funcion por tramos. En este estudio nos basaremos en
la Teoria de Duval por los elementos tedricos que permite la investigacion en el aprendizaje de la
funcién por tramos. Asi, por la relevancia ya evidenciada, nos planteamos investigar: ;Qué
dificultades presentan los estudiantes del ciclo I de contabilidad en la comprension de la nocion de
funcion por tramos cuando transitan por los distintos registros de representacion semiotica?

Aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica (RRS)

La Teoria propuesta por Raymond Duval se enfoca en el uso de los registros de
representacion semidtica para la ensefanza y aprendizaje de las matematicas. Asimismo, Duval
(2006) incide que en la actividad matematica lo importante no es la representacion de un objeto
matematico, sino las transformaciones que pueden realizarse: tratamiento y conversion. Segin
Duval la comprension de un objeto matematico se basa en el uso de al menos dos RRS. Nuestro
objeto matematico en estudio, funcidon por tramos, se basa en los RRS: verbal, grafico y algebraico.

Metodologia

El trabajo se realizo con 10 estudiantes (entre 17 a 25 afios) que se encontraban cursando el
ciclo I de la carrera de Contabilidad de la UNDC. Ellos no contaban con conocimientos previos
sobre funcion por tramos. Estos estudiantes participaron de manera voluntaria en esta investigacion
luego de realizarse una convocatoria a todos los estudiantes del curso de Matematica basica.

La metodologia aplicada en este estudio esta dada en un enfoque cualitativo con estas etapas:
1) Aplicacion de la sesion de clase: a partir de una situacion problematica se trabajé la construccion
de la nocion de funcidn por tramos tanto en su representacion verbal, tabular, algebraica y gréafica.
2) Elaboracion de la actividad: se disefi6 3 tareas. La tarea 1 busco transitar del registro verbal al
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algebraico, es un problema referido al pago del impuesto a la renta de un trabajador peruano. La
tarea 2 busco transitar del RRS grafico al algebraico. El grafico propuesto es una funcion que esta
compuesto por secciones de una funcion lineal, cuadratica y constante. La tarea 3 tratd transitar
del RRS grafico al verbal. A partir de un grafico propuesto se buscd que los estudiantes inventen
una situacion, el cual evidencien: relacionar las variables independientes y dependientes, describir
el comportamiento de la grafica, corresponder a cada valor del registro de partida un tnico valor
en el registro de llegada y asociar las unidades. 3) Experimentacion y 4) Resultados.
Experimentacion y resultados

Se realizaron dos sesiones, la sesion 1 y 2 con una duracion de 4 y 3 horas, respectivamente.

Respecto a la tarea 1 se observd en los estudiantes las siguientes dificultades: expresan
parcialmente la situaciéon como representacion algebraica de una funcién por tramos, por ejemplo:
no expresan completamente la regla de correspondencia, ausencia del dominio o no describen el
significado de las variables empleadas en la expresion matematica. Para la tarea 2, los estudiantes
determinaron parcialmente la regla de correspondencia, especialmente, las dificultades halladas
han sido obtener la regla de correspondencia cuando una de las secciones de la grafica es una
funcion cuadratica con un vértice que no es (0,0) y, otras de las dificultades han sido para
representar el dominio de la funcién. En el caso de la tarea 3 observamos que los estudiantes
inventan situaciones que relacionan las variables (independientes y dependientes) y asocian las
unidades, por ejemplo, los metros que recorre una liebre depende de la velocidad que emplee. Sin
embargo, la dificultad encontrada es que en sus problemas solo asocian valores enteros de las
variables, es decir, consideran los puntos (3;3), (4;3), etc. y no consideran (3;3.2), (4;3.7), etc.

Conclusiones

La pregunta de investigacion, se responde: Las respuestas de las tareas evidencian que los
estudiantes del I ciclo de contabilidad presentan dificultades para la comprension de la nocion
funcion por tramos cuando estos transitan por los distintos registros de representacion semiotica.

Las dificultades encontradas en las respuestas de los estudiantes respecto a cada tarea son
distintas. La tarea 3 result6 ser la de mayor dificultad para los estudiantes, pues el hecho de transitar
del registro grafico al verbal, demanda una interpretacion global de la grafica y comprension del
significado de la relacién que existe entre las dos variables. Consideramos, que esta dificultad se
debe a que este tipo de tareas son poco trabajadas tanto en las clases y en los libros de textos. Por
otro lado, en la tarea 2, la dificultad para los estudiantes es lograr asociar la representacion grafica
de cada curva con su respectiva regla de correspondencia. Para conseguir lo esperado en las tareas
debemos tomar las sugerencias dadas por Tocto (2015), en base a su investigacion y sus resultados
obtenidos, el de utilizar el RRS tabular para luego transitar del RRS grafico y al RRS algebraica.
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Resumen

En este trabajo se identifican los tipos de razonamientos [cuantitativo, inductivo y
representacional] surgidos en estudiantes de bachillerato al resolver tareas que
involucran situaciones geométricas dindmicas. Se trata de un estudio de tipo cualitativo
surgido desde una concepcion de la Teoria Fundamentada, que permite identificar la
manera en como los estudiantes se acercan —desde el punto de vista cognitivo— al
Esquema de Funcion disefiado [por los autores] en este trabajo. Los resultados
muestran que las tareas, los conocimientos previos de los estudiantes y el adecuado
uso de los ambientes de trabajo, ambiente Tecnologico Digital como complemento del
ambiente de Lapiz y Papel, promueven [en conjunto] la interrelacion de los registros
de representacion que son esenciales para promover los razonamientos asociados con
los conceptos involucrados.

Palabras clave: Tipos de razonamiento, relacion funcional, bachillerato, lapiz-y-papel,
tecnoldgico digital.

Introduccion y planteamiento del problema

Diversos autores (p.ej, Doorman & Drijvers, 2011; Freudenthal, 1983; Weigand & Weller,
2001) afirman que el concepto de funcion es una de las nociones mas potentes y utiles dentro de las
Matematicas y su manejo integral se relaciona con la capacidad no s6lo de comprender y utilizar
sus representaciones, sino también de relacionarlas entre si y transitar de una a otra con fluidez. El
transito entre diferentes representaciones constituye un instrumento importante para el aprendizaje
de los conceptos matematicos y, en particular, las variadas representaciones del concepto de
funcion se han enriquecido y vuelto mas accesibles y manipulables con ayuda de la tecnologia
(Cuoco & Goldenberg, 1997). De acuerdo con la NCTM (2000), si no se promueve la transicion
entre los diferentes registros serd menos probable que los estudiantes favorezcan su razonamiento e
identifiquen la relacion de los diferentes registros de representacion, lo cual provocaria que sea mas
probable el desarrollo de conceptos erroneos.
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Un problema que surge cuando se emplea el ambiente Tecnologico Digital (TD) en la
ensefianza, consiste en como integrar las habilidades que los estudiantes han adquirido para
trabajar en ambiente de Lapiz y Papel (LyP). En este trabajo, se disefiaron tareas para promover en
los estudiantes, el uso de distintos registros de representacion con base en sus conocimientos
previos y sus habilidades en ambiente LyP. Estas tareas se implementaron y se recogi6 el registro
escrito con sus respuestas. La base de las tareas fue el reconocimiento de la variacion de areas de
figuras geométricas en funcion del desplazamiento de un punto, con la finalidad de obtener su
expresion algebraica que pueda explorarse con ayuda del ambiente TD.

Antecedentes

Hay una gran cantidad de investigaciones sobre el concepto de funcion. Aqui s6lo
mencionaremos algunos trabajos representativos. En el andlisis del concepto de funcion,
Freudenthal (1983, p. 496) la enfatiza en su relacion con la variacion, considerando que es la
relacion de elementos que varian libremente a elementos que varian bajo restriccion. Para Cafiadas
y Molina (2016, p. 211), el trabajo con funciones depende de y aporta comprension sobre las
variables, la manipulacion de formulas y la relacion entre diferentes representaciones. La
comprension del concepto de funcion es un aspecto critico del razonamiento algebraico y la
construccion de relaciones funcionales es una actividad que debe aprovechar el poder de las
capacidades de los estudiantes para razonar acerca de las cantidades y el uso de multiples
representaciones, con la finalidad de fomentar una comprension profunda del concepto de funcion
(Ellis, 2011; Kieran, 1992).

Por un lado, diversos autores (e.g., Ellis, 2011; Kieran, 1992) afirman que los estudiantes
demuestran una vision limitada del concepto de funcion, a pesar de que algunos sean capaces de
detectar patrones, ya que es posible que no puedan formalizar esos patrones correctamente
escribiendo ecuaciones o expresiones algebraicas apropiadas. Por otro lado, los estudiantes tienen
problemas para interrelacionar correctamente las representaciones tabulares, graficas y algebraicas
de las relaciones funcionales y pueden volverse excesivamente dependientes de un tipo de registro;
se restringen a una manipulacion algebraica que produce una limitacion en el desarrollo de este
concepto, de tal manera que los estudiantes no pueden hacer una conexiéon adecuada entre las
distintas representaciones; la falta de conciencia algebraica hace que el razonamiento con
funciones sea complejo (Doorman & Drijvers, 2011; Ellis, 2011).

La utilizacion de diversos sistemas de escritura para los nimeros, notaciones simbolicas para
los objetos, diagramas, graficos cartesianos o figuras geométricas son esenciales para el desarrollo
de las actividades cognitivas fundamentales (e.g., Arcavi, 2003; Duval, 2006; entre otros). La Unica
manera de tener acceso a los objetos matematicos y tratar con ellos es a través de sus
representaciones semioticas (Duval, 2006). Para que los estudiantes comprendan y utilicen formas
pertinentes de representaciones, deben entender el significado de éstas (e.g., en representaciones
geométricas se requiere comprender el significado de las rectas, los numeros y variables, entre
otras). Debido al uso de diversos sistemas de representacion no son faciles de emplear en la
actividad matematica, por ello es necesario que los alumnos tengan conocimiento considerable de
los simbolos y convenciones de ellas de modo que esas representaciones adquieran sentido para los
estudiantes (Eisenberg, 1992). Algunos investigadores (e.g., Doorman & Drijvers, 2011; Ellis,
2011; Freudenthal, 1983) afirman que para lograr razonar y comunicarse en torno al tema de
funciones se requiere conocer y emplear de manera adecuada su notacion; cada una resalta
aspectos especificos del concepto de funcion asociado.
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En general, no hay una sola concepcion de funcion para la ensefianza, pues se puede
caracterizar de diferentes maneras segun el aspecto en que se quiera enfatizar; por ejemplo: como
regla de correspondencia, como parejas ordenadas, como una curva en el plano cartesiano o como
covariacion de cantidades. En la presente investigacion nos hemos centrado en las primeras tres
caracterizaciones. Con la finalidad de desarrollar en los estudiantes el sentido de funcion se debe
promover la habilidad de visualizar graficas de funciones, sin embargo, la mayor parte de los
estudiantes cuando trabajan en ambiente LyP no pueden conectar la grafica de la funcion con su
descripcion analitica, ya que se requieren habilidades de nivel superior en el analisis y desarrollo
del argumento cognitivo que el procesamiento visual de ideas matematicas proporciona para
identificar esa interconexion (Eisenberg, 1992). El uso del ambiente TD promueve la interconexion
entre conceptos, ya que permite generar ejemplos que invitan a la clasificacion, reconocimiento de
patrones, generalizacion e indagacion de relaciones (Doorman & Drijvers, 2011), pero la
efectividad del aprendizaje matematico con tecnologia depende en gran medida del tipo de
estudiantes.

Disefio y metodologia

En el estudio participaron 16 alumnos de bachillerato (17 afios en promedio) que se
encontraban inscritos en la asignatura de Matematicas VI (Calculo Diferencial e Integral) y
cursaban el sexto afio con orientacion a las carreras universitarias de fisicomatematicas. Los
alumnos trabajaron en parejas, formando ocho equipos a los que referiremos como: E1, E2, E3...
E8. Las tareas se elaboraron con la idea de guiar a los estudiantes para que construyan una
expresion algebraica surgidas de un patron de covariacion emergente a partir de una situacion
geométrica [funcion] y obtengan su expresion simbolica, después, con ayuda del ambiente TD,
pudieran explorarla mediante su representacion grafica empleando algunas transformaciones. La
tarea implementada para este trabajo se divide en dos momentos: (i) trabajo en ambiente estatico
con el recurso de Ldpiz y Papel, (ii) trabajo en ambiente dindmico con el recurso Tecnologico
Digital (GeoGebra). En seguida se expone la primera de tres actividades que se implementaron.

Actividad

La actividad a realizar en un ambiente de Ldpiz y Papel, fue la siguiente: La Figura 1
muestra el segmento AB cuya longitud es 10 unidades. Coloca un punto Q sobre el segmento AB.
Dibuja el cuadrado A0CD cuya longitud de sus lados es el segmento AQ. Enseguida, dibuja el
cuadrado OBEF cuya longitud de sus lados es el segmento QB.

. .
A B

Figura I. Segmento AB empleado en la primera actividad.

a) Con base en las caracteristicas de la figura obtenida, determina el area del poligono
ABEFCD. Explica tu procedimiento.

b) Coloca en el segmento un punto R diferente al del problema anterior. Calcula el area del
poligono ABEFCD y comparala con la obtenida en el inciso anterior. ;Cudl es mayor o son
iguales? Explica tu procedimiento [Hay que notar que no se pide la expresion algebraica sino
el calculo del area].

c) ¢De qué depende el valor del area del poligono ABEFCD? Justifica tu respuesta.

d) Suponiendo que un punto P se desplaza a lo largo del segmento AB y se forman distintos
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poligonos ABEFCD con las caracteristicas mencionadas en el enunciado inicial ;El area del
poligono ABEFCD es constante? Explica tu razonamiento

e) Calcula el 4rea para los casos en que AB = 10y AP = 2,4.5,7.3

f) (Qué expresion permite calcular el area del poligono ABEFCD para cualquier punto P
ubicado en el segmento AB? Justifica tu respuesta.

g) La expresion simbolica propuesta en el inciso anterior. ;puede representarse graficamente?
En caso afirmativo, ;qué tipo de grafica se obtendra? Explica tu razonamiento

h) Elabora la representacion grafica de la expresion simbolica obtenida en el inciso anterior.
La actividad a realizar con ayuda de GeoGebra consistio en lo siguiente:

a) [Instrucciones para construir en GeoGebra la figura solicitada].

b) Mueve el punto P sobre el segmento AB: observa los valores involucrados en la “Vista
grafica” y contesta ;qué sucede al mover el punto? ;como se comporta el poligono
ABEFCD? Explica tu razonamiento.

c¢) De acuerdo con la configuracion del poligono ABEFCD, calcula su area para cualquier
punto P que se coloque sobre el segmento AB. Explica tu procedimiento

d) [Obtén con GeoGebra las areas de los poligonos que se calcularon en Lapiz y Papel y
compara].

e) (Como son los resultados usando Ldpiz y Papel (segunda columna) comparados con los
resultados dados por el software (tercera columna)? Explica.

f) (Qué expresion permite calcular el 4rea del poligono ABEFCD para cualquier punto P
ubicado en el segmento AB? Justifica tu respuesta.

g) Elabora la grafica de la expresion simbolica obtenida en el inciso anterior. {Qué sucede
con la grafica al duplicar el valor del segmento AB. ;Cudl es su expresion simbdlica?

Los datos y su analisis

Los datos que se analizaron son las respuestas a las preguntas formuladas, que los estudiantes
escribieron en sus hojas de trabajo y que mediante las respuestas registradas en grabaciones de
video de las discusiones entre los estudiantes y entre estudiantes e investigador. Estas se
transcribieron en archivos electronicos para poder manipularlas, se codificaron comparando las
respuestas entre si y se agruparon cuando se identificaron rasgos similares, con base en la Teoria
Fundamentada (Glaser & Strauss, 1967/2008; Birks & Mills, 2014), que recomienda no adherirse
a alguna teoria preestablecida sino generar conocimientos y construir una teoria [local] con base en
los datos. Mediante este proceso se determinaron las categorias que forman parte de los resultados
propuestos al identificar los tipos de razonamiento que llevaron a cabo.

Resultados

Los participantes identificaron el comportamiento del poligono cuando se mueve el punto P
sobre el segmento AB. Con ayuda del software los estudiantes se dan cuenta que el 4rea del
poligono ABEFCD varia de manera no lineal y encuentran que el area minima se alcanza en el
punto medio del segmento AB (véase Figura 2).

A continuacion, ofrecemos ejemplos de respuestas que dan cuenta de diferentes tipos de
razonamiento de los estudiantes, que llamaremos: Razonamiento cuantitativo, Razonamiento

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

2193



Del Contexto Geométrico al Razonamiento Funcional

inductivo y Razonamiento representacional. Cuando estos tipos de razonamiento se integran en un
solo razonamiento decimos que se alcanza el razonamiento funcional.

(a) (b)

Figura 2. Desplazamiento del punto P sobre el segmento AB, por parte de E2: (a) identifican como cambia
el area del poligono; (b) el area minima del poligono se localiza en el punto medio del segmento AB.

El razonamiento cuantitativo involucra cantidades concretas; se presenta cuando se
reconocen rasgos comunes en secuencias de figuras y se determinan valores numéricos mediante el
calculo de area del poligono ABEFCD. Este tipo de razonamiento se present6 cuando los
estudiantes calcularon los valores del area del poligono ABEFCD para varias posiciones del punto
P con base en una expresion general previamente construida. Posteriormente verificaron que sus
resultados son validos con ayuda del software. Una de las formas en que el software (GeoGebra)
influy6 [de manera positiva en la reflexion de los alumnos] fue provocando conflictos en los
estudiantes que habian obtenido un resultado diferente en la actividad previa de Lapiz y Papel; por
ejemplo, en los equipos 1 y 4 (véase Figura 3) surgi6 la necesidad de modificar y adecuar la
expresion algebraica original y se promovieron los razonamientos cuantitativo e inductivo de
manera simultanea.

Figura 3. Evidencia del razonamiento cuantitativo. Respuestas del Equipo 4 al comparan los resultados
propuestos en LyP respecto a los dados por el ambiente TD.

Diremos que se presenta un Razonamiento inductivo cuando a partir de los casos particulares
se formula una expresion simbdlica general. La mayoria de los estudiantes utilizan notacion
geométrica (véase Figura 4.a), otros combinan esta notacion con expresiones verbales (véase
Figura 4.b) y finalmente, s6lo un Equipo utiliza una notacion algebraica (véase Figura 4.c);
también hay quien hace mezclas con los diferentes tipos de notacion (véase Figura 4.d). El
razonamiento inductivo se manifiesta con mayor claridad cuando los estudiantes representan
simbolicamente el area del poligono ABEFCD. Tres equipos expresan el area del poligono
utilizando simbolos y notacién propia del contexto geométrico, con el cual fue formulado el
problema, a saber: AP, AB y p. Otros equipos dan la expresion para PB en términos de AP y AB.
Dos equipos utilizan notacion algebraica; mientras que otro expresa el drea en notacion funcional.
Un estudiante, E3 realiza operaciones en su expresion original, desarrollando el binomio y
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simplificando (véase Figura 4.c). Finalmente, hay dos equipos que muestran dificultades; el
primero, E1 representan el drea del poligono como la suma de las areas de los dos cuadrados,
mientras que el segundo, E4 calculan el 4rea del poligono como el producto del doble de cada uno

de sus lados (véase Figura 4.d).

Fe M3EFp = APty B

T — 2 g R =
Al o = AU 4 PR* ABEFD= APE v (Ab - AR ) "
PE=(ab-aP)
(b)
. dispenpe ¥ el =p - AUGF)
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i o 01 6 dglarca que Ao
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Figura 4. Evidencias del razonamiento inductivo para el calculo de area del poligono ABEFCD en TD. (a)
Respuesta dada por E2. (b) Respuesta dada por ES8; (c) Respuesta dada por E3; (d) Respuesta dada por E4.

El razonamiento representacional se presenta cuando los estudiantes vinculan las diferentes
representaciones, en especial, la expresion algebraica con su representacion grafica (véase Figura
5.a); de modo les permite ir construyendo la nocion de funcion. Para propiciar este tipo de
razonamiento, se pidio a los estudiantes reformular la expresion simbolica del area del poligono de
modo de uniformizar la notacion para ser introducida en el software. Esto implica, sustituir el
segmento AP por “x”, y hacer las demas sustituciones, como AB por 10, etc. Al emplear el
software y generar la representacion grafica, el total de los equipos indican que al activar el rastro y
desplazar el punto P sobre el segmento AB, se genera una parabola (véase Figura 5.b). Con base
en los resultados e inferencias previas, los equipos definen el comportamiento de la grafica al
aumentar al doble la longitud del segmento AB y argumentan que dada la configuracién
geométrica del problema cuando se aumenta el segmento AB seguird manteniéndose una
representacion grafica relacionada con una pardbola y el valor minimo de area del poligono
ABEFCD se encontrara, en todo momento, cuando el punto P se encuentre a la mitad del segmento
AB (véase Figura 6.c).
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(c) (d)
Figura 5. Evidencia del razonamiento representacional. (a) Respuesta dada por E1 en LyP; (b) grafica que
proporciona el software GeoGebra a El; (c) Comportamiento de la grafica al aumentar al doble la longitud

del segmento AB dada por E6. (d) Modificacion del valor asignado al deslizador “#” empleado por ES.

En seguida, el Equipo 5 propuso en notacion geométrica la expresion y = x? + (n — x)? se
aprovecho6 para que todos los equipos exploraran el efecto del pardmetro “n” en la representacion
grafica. Se utilizé el comando “slider” para encontrar que la forma parabolica de la grafica se
conserva y que el vértice se desplaza a lo largo de un segmento de recta. En la Figura 6.d se
observan los resultados de algunas de las exploraciones.

El razonamiento funcional integra todos los razonamientos anteriores y emerge cuando se les
pregunta a los participantes cudl es la expresion algebraica para definir el comportamiento de area
del poligono ABEFCD para cualquier longitud del segmento AB. Al proponer expresiones
algebraicas para el poligono con un parametro, cuatro equipos proponen representar al pardmetro
con una variable algebraica: n, z 6 b. Cinco equipos expresan el area del poligono como una
combinacion de variables [algebraica y geométrica]; un equipo mantiene totalmente una notacion
geométrica AP y AB. Otro equipo expresa el 4rea del poligono de dos maneras diferentes:
algebraica y geométrica. Cuando se les entrevista explican que para los diferentes valores de AB se
mantendra la forma parabdlica que representa la variacion del area del poligono cuando cambie
“x” (véase Figura 6). En general, con base en la expresion simbolica que cada equipo obtuvo,
explicaron que cuando la longitud del segmento AB cambia, la grafica se comporta con
caracteristicas similares a la original (como parabola).
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Figura 6. Representacion simbolica para cualquier valor del segmento AB: (a) Respuesta dada por E1. (b)
Respuesta dada por ES5. (c) Respuesta dada por E6; (d) Respuesta dada por E7.

Conclusiones

La actividad propuesta llevo, a los estudiantes, a reconocer que la parabola expresa la
relacion entre la magnitud del segmento AP y el area del poligono ABEFCD; para hacerlo tuvieron
que aplicar los diferentes tipos de razonamiento que hemos caracterizado. En primer lugar,
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encontrar numéricamente areas particulares y percibir que la relacion no era constante o lineal. En
segundo lugar, hallar una expresion algebraica que expresara la relacion general de la covariacion
entre el lado y el 4rea del poligono. Esta expresion se daba con un lenguaje simbolico geométrico o
algebraico y geométrico, y fue necesario que lo transformaran en un lenguaje algebraico para
representar su grafica con ayuda del software. En cada uno de esos pasos algunos estudiantes
tuvieron mas dificultades que otros, pero en conjunto en el avance de la actividad lo comenzaron a
lograr. Cabe destacar que el papel del ambiente Tecnoldgico Digital (7D) contribuy6 a consolidar
las representaciones que los estudiantes propusieron en ambiente de Lapiz-y-Papel, permitiéndoles
corregirlas y refinarlas. El papel de las tareas fue crucial para movilizar los conocimientos de los
estudiantes y para promover su razonamiento, permitiendo su integracion con ayuda de la
tecnologia digital y, como consecuencia generando nuevos conocimientos sobre el concepto de
funcion.
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Resumen

A la luz de la necesidad de aportar a la transformacion del curriculo de la educacion
basica primaria, en el contexto rural, frente a la inclusion del algebra temprana, el
objetivo de esta investigacion es analizar como el maestro moviliza sus concepciones
en la actividad matematica para la ensefianza del algebra en la educacion basica
primaria, teniendo como fundamentacion tedrica la perspectiva de la objetivacion de
Radford y los medios semioticos que permiten promover formas de pensamiento
algebraico.

Est4 fundamentada en un paradigma cualitativo y el método fenomenologico; se
realizara por medio de encuentros de formacion con maestros, a través de la
estrategia microcentro rural; la produccion de los datos se hara sobre las tareas de
formacidn, utilizando técnicas como: grupos de discusion, la observacion, la
entrevista, los diarios y el mural de situaciones. Se espera aportar a las
investigaciones sobre cOmo preparar profesores de primaria para ensefiar algebra.

Palabras clave: élgebra temprana, actividad matematica, concepciones, curriculo,
ensefianza, formacion de maestros, medios semidticos, microcentro rural,
movilizacion, objetivacion.
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Planteamiento del problema

En la educacion del contexto rural, donde el maestro multigrado es quien se encarga de los
grados que corresponden al ciclo de educacion bésica primaria y al nivel de preescolar, con
estudiantes en diferentes situaciones de aprendizaje, contextos familiares y sociales, se requiere
pensar en la escuela como un escenario propicio de educacion integral, en el cual necesariamente
el maestro reflexione sobre su practica pedagogica, curriculo, didactica, saber, ambientes
educativos, metodologias y demads aspectos que en ella le permiten educar en y para el contexto.
Segun Moretti (2007) “El profesor se constituye profesor al objetivar su necesidad de ensenar y
por lo tanto de organizar la ensefanza para favorecer con la praxis pedagogica, la transformacion
de la realidad escolar” (p. 213).

En este sentido, puede ser pertinente pensar en el colectivo de maestros o redes académicas
que se conforman en las instituciones educativas como escenarios para el dialogo, la reflexion y
la puesta en escena del devenir del maestro en su préctica pedagdgica; tal es el caso de la
estrategia microcentro rural, que promueve la formacion de maestros, posibilita el compartir y la
socializacion de experiencias pedagogicas significativas, buscando soluciones a las dificultades
que se presentan en el aula, a la vez que propende por el mejoramiento continuo de la calidad
educativa. Esta estrategia de microcentro rural se adopt6 en la I.LE.R Zoila Duque Baena de la
vereda Chagualal, Municipio de Abejorral, con la participacion de 24 maestros rurales, formados
en diferentes areas especificas y con atencion a los modelos de escuela nueva, posprimaria y
escuela graduada, maestros convocados por el rector y la docente investigadora quien coordina la
estrategia pedagdgica; estos espacios de reflexion propician la formacion, el didlogo de
experiencias compartidas y la movilizacion de sus pensamientos, conocimientos y hacer
educativo.

Asi entonces, desde los microcentros rurales, una mirada sobre la practica no escapa al
escenario de la educacion matematica, donde se hacen conversatorios y se abren espacios de
discusion que permiten explicitar situaciones que a diario convergen en el aula; una reflexion
sobre el curriculo y los pensamientos matematicos que en ¢l emergen, como posible espacio de
consolidacion para una propuesta de unificacion de criterios en la ensefianza que se imparte en
las diferentes sedes educativas que hacen parte de la institucion, ha permitido dilucidar la vision
sobre lo que se ensefia en la basica primaria, encontrando como un factor relevante la primacia
del pensamiento numérico, pues este es considerado en las concepciones de los maestros de
primaria, parte elemental del curriculo (mallas curriculares, planes de area, planeaciones de los
maestros, entre otros) como la base principal donde el estudiante aprende lo que debe saber al
finalizar el grado quinto y enfrentarse a la secundaria, por ello probablemente otros pensamientos
como el espacial, métrico, aleatorio, variacional y sistemas algebraicos ocupan un espacio
secundario.

Algunas razones que enmarcan estas concepciones de los maestros se asocian posiblemente
a la importancia que estos dan al pensamiento numérico en la basica primaria, asi como a
motivos relacionados a la durabilidad de los periodos académicos, el cual, mediado por
diferentes actividades extracurriculares se hace corto y obstaculiza el poder ampliar la ensefanza
hacia pensamientos como el espacial, que se trata con alguna frecuencia, en comparacion con las
reducidas ocasiones en que se incorpora el pensamiento variacional o sistemas algebraicos a la
ensefianza de las matematicas; como resultado de lo anterior, una mirada sobre el algebra, desde
los primeros grados de escolaridad, no se tiene en cuenta en el curriculo y en la actividad de
ensefianza como necesidad e interés de aprendizaje y con ello, seglin los maestros de
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matematicas de la basica secundaria de la institucion, se hacen mas evidentes las dificultades de
los estudiantes en la posterior formacion de este nivel.

En este sentido, investigaciones como las de Wagner & Kieran (1989); Bednarz, Kieran y
Lee (1996); Kieran (2007); Filloy, Rojano y Puig (2008) ponen de manifiesto diversas
dificultades de los nifios en el paso de la aritmética al algebra en la escuela secundaria. Estas
investigaciones han descrito aproximaciones al razonamiento algebraico que, posteriormente,
permitieron aportar datos experimentales y justificaciones teodricas para apoyar la inclusion del
algebra desde la escuela primaria. Asi, este campo de la investigacion puede convertirse entonces
en un escenario para la discusion, el analisis y la puesta en comun en las actividades con los
profesores del microcentro rural, quienes al movilizar sus concepciones sobre el algebra pueden
conocer otras maneras de ensefiarla en la escuela, mas alla de letras complejas, a través de la
emergencia de pensamiento algebraico desde la mirada de otros mundos posibles alrededor de
las matematicas.

En otros escenarios, una posible causa de las concepciones de los maestros que ensean
matematicas radica en la formacion disciplinar como licenciados en otras areas especificas:
ciencias naturales, lenguaje, educacion fisica, ciencias sociales, las cuales dificultan el tener el
saber disciplinar para llevar de manera asertiva y pertinente la ensefianza de las matematicas a la
practica en el aula; es asi como los maestros en las reflexiones generadas en el microcentro rural
manifiestan la necesidad de tener un conocimiento disciplinar sobre el algebra y la manera de
coémo ensenarla de forma armdnica con el pensamiento aritmético, considerando que este ha sido
la base fundante de lo que los estudiantes aprenden en matematicas en los niveles de la
educacion bésica primaria.

En este sentido, la incorporacion del pensamiento algebraico al aula requiere de una nueva
vision del maestro como agente de cambio e impulsor de un nuevo cambio curricular, como lo
afirma Radford (2000) “necesitamos profundizar en nuestra propia comprension de la naturaleza
del pensamiento algebraico y la manera en que se relaciona con la generalizacion” (p. 38), para
brindar al estudiante las posibilidades de educacion que le seran posiblemente pertinentes en su
proceso formativo y que al maestro le permitan ampliar su conocimiento y concepcion sobre el
pensamiento algébrico, en tanto “la forma de saber de un profesor llevaba consigo unas actitudes
hacia la iniciacion del trabajo algebraico, hacia sus estudiantes y hacia la introduccion de cambio
en su ensefianza, y una percepcion especifica de su eficacia personal” (Agudelo, 2005, p. 402).

En coherencia con estos planteamientos, el inicio del trabajo algebraico escolar en el marco
de una ensefianza basada en la comprension y el significado de la misma no deberia centrarse en
la presentacion de simbolizaciones prefabricadas llamadas expresiones algebraicas, sino en la
organizacion de actividades para el aula que involucren activamente a los estudiantes en
procesos matematicos, donde el pensamiento algebraico pueda surgir y ser comprendido;
indiscutiblemente es aqui, donde el maestro, a partir de la reflexion de su actividad de ensefianza
matematica, puede permear posibles transformaciones futuras en la forma de ensenar el algebra.
Radford (2003) propone que los estudiantes de los primeros niveles educativos también pueden
usar otros medios de expresion para representar objetos y procesos de indole algebraica, en
particular el lenguaje ordinario, grafico, tabular, incluso gestual; para que esto suceda es
necesario que el maestro “provea formas apropiadas de apoyo profesional que le permita
producir cambios en las practicas curriculares” (Blanton y Kaput, 2005).

Es pertinente entonces, comprender como el maestro puede llevar el algebra a la practica
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de la basica primaria desde su conocimiento matematico y la movilizacion sobre su actividad de
ensenanza, para ello se debe dar una mirada amplia sobre su formacion, sus concepciones en la
actividad matematica y especificamente sobre la manera como concibe el dlgebra y sus formas
de llevarla al aula, en tanto, como lo plantea Agudelo (2005) “los profesores no ven sus
concepciones de las matematicas escolares como el factor determinante crucial de su practica de
ensefianza” (p.403).

Con el panorama de ideas expuesto, en el cual se consideran las reflexiones que se suscitan
en la practica de los maestros de la .LE.R Zoila Duque Baena y las distintas investigaciones, que
vislumbran en la incursion del dlgebra temprana una necesidad manifiesta para el campo de la
educacion matematica, se propone para la presente investigacion la pregunta: ;Coémo el maestro
moviliza sus concepciones en la actividad matematica para la ensefianza del algebra en la
educacion bésica primaria? y el objetivo propuesto es analizar como el maestro moviliza sus
concepciones en la actividad matematica para la ensenanza del algebra en la educacion bésica
primaria.

Horizonte tedrico

Indagar sobre los principales elementos tedricos que sustenten la investigacion implica rastrear
teorias que posibiliten acercarnos a la manera como el maestro moviliza su comprension y
concepciones sobre el dlgebra temprana, para encontrar medios posibles de llevarla al aula en la
basica primaria, como un nivel de ensefanza a través de medios de expresion que permitan al
estudiante entenderla y aprenderla, para iniciar con ella un proceso ameno y pertinente hacia la
basica secundaria. Bajo esta mirada, para Ponte (2006) iniciar el desarrollo del pensamiento
algebraico en los primeros afios, exige una profundizacion de la comprension del algebra, de lo
que esta envuelve y de donde est4 presente y, también, de sus relaciones con otros temas
matematicos, para fomentar el establecimiento de conexiones del dlgebra con toda la matematica,
fundamental para el desarrollo del pensamiento matematico de los alumnos.

Es asi como, después de un rastreo bibliografico, acompanado de una reflexion sobre el
problema de investigacion, se vislumbra que la teoria de la objetivacion, como una aproximacion
histérico-cultural, puede enmarcar el camino sobre el abordaje del 4lgebra temprana en esta
investigacion para la formacion de los maestros. Desde esta teoria el conocimiento es producto
de un tipo especifico de actividad humana (Radford, 2006), precisamente, de una muy especifica:
el pensamiento, una actividad reflexiva y sensible mediada por signos, materializada en la
corporeidad de las acciones, gestos y artefactos; partiendo de estas premisas hacemos un
entretejido dindmico entre lo que se puede ir constituyendo como pensamiento algebraico para el
maestro y como este puede hacerlo posible en el aula a través de diferentes medios de expresion.
Segun Radford (2006), “el pensamiento es una reflexion, es decir, un movimiento dialéctico
entre una realidad constituida historica y culturalmente y un individuo que la refracta (y la
modifica) seglin las interpretaciones y sentidos subjetivos propios” (p. 108).

En esta perspectiva, los procesos de objetivacion (Radford, 2009) indican un proceso que tiene
como objetivo mostrar alguna cosa (un objeto) a alguien; en esta investigacion se trata de mirar
la manera como el algebra puede ser concebida por el maestro para posteriormente ser ensefiada
en el aula. Pero, ;cuéles son los medios para mostrar el objeto?, ;cudles son los medios posibles
para ensenar el algebra? Radford (2003) los llama medios semidticos de objetivacion; esto es,
objetos, artefactos, términos lingiiisticos y en general signos que se utilizan para comunicar o
hacer visible una intencidn y para llevar a cabo una accion. Para Radford (2003), los medios
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semidticos de objetivacion son todos los medios utilizados por los individuos que se encuentran
en un proceso de produccion de significados, para lograr una forma estable de conciencia, para
hacer presente sus intenciones y organizar sus acciones y asi adquirir las metas de sus acciones.

Asi, pensar en tareas de formacion, concebidas por Ponte et al. (2009), como tareas de aprendizaje
profesional para los maestros, implica propender por medios posibles para que las concepciones
del maestro sobre el dlgebra puedan darse en otros escenarios y a partir de otros medios para su
ensefianza, al respecto Radford (2010) reconoce tres formas de pensamiento algebraico o estratos
caracterizados por los medios semidticos de objetivacion movilizados por los sujetos en su
actividad reflexiva, incluyendo percepcion, movimientos, gestos y lenguaje natural. Estas formas
de pensamiento algebraico para Radford (2010) son el pensamiento algebraico factual,
pensamiento algebraico contextual y pensamiento algebraico simbolico.

Desde las anteriores consideraciones, se pretende que las tareas de formacion con los maestros
sean disefiadas a través de medios semidticos de objetivacion que respondan a cada uno de los
niveles de pensamiento algebraico propuestos por Radford, teniendo en cuenta que una
experiencia de formacion al maestro puede proporcionar el desarrollo del conocimiento
matematico de los alumnos y su conocimiento didactico (Ponte y Chapman, 2008), permitiria un
escenario para movilizar su actividad de ensefnanza, desde la reflexion de su ser y que hacer
profesional, su practica y la manera como concibe la matematica y el algebra.

Para ello, se requiere de la formacion continuada del maestro en la educacion matematica,
independiente de no tener su formacion de pregrado en esta area; dicha formacidon se convierte
en factor fundamental para desarrollar buenas practicas educativas, saber y saber hacer en el
estudiante, pues ser maestro multigrado en el modelo de escuela le exige ensenar todas las areas
y formar de manera integra en sus respectivos ambitos, saberes y dimensiones, asi lo requiere su
formacion académica, personal y social. Al respecto, investigaciones como las de Ponte y
Chapman (2008) evidencian como en los ultimos afos se ha desarrollado una mejor comprension
de los procesos por los cuales se aprende a ensefiar Matematicas y se desarrolla la identidad
profesional del profesor durante su formacion.

Horizonte metodoldgico

Esta investigacion esta fundamentada en un paradigma cualitativo, el cual, segiin Denzin,
Guba y Lincoln (1994) “posibilita indagar en situaciones naturales, intentando dar sentido o
interpretar los fendémenos en los términos del significado que la personas les otorgan” (p.10). En
este sentido, realizar una investigacion cualitativa se enfoca en la posibilidad de alcanzar
transformaciones en las circunstancias de los sujetos y aportar a un mejoramiento en los procesos
cotidianos que desarrollan. Asi mismo, se adopta el método fenomenologico, en el cual, de
acuerdo con Alvarez — Gayou (2003) tiene como propésito principal explorar, describir y
comprender las experiencias de las personas con respecto a un fenomeno y descubrir los
elementos en comun de tales vivencias, permitiendo asi, en esta investigacion, a través de la
formacion continuada de maestros, desarrollar e implementar tareas de formacion que
posibiliten el dialogo, la reflexion y la movilizacidon de concepciones, practicas y actividad de
ensenanza sobre el fenomeno del algebra temprana, para entender lo que sucede en su inclusion a
la basica primaria.

La investigacion se desarrollara con seis maestros a través de la estrategia microcentro
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rural como escenario de formacion continuada para maestros en el contexto rural; desde el
trabajo colaborativo, la reflexion en la ensefianza, la produccion e intercambio de experiencias,
entre otras acciones, que permitan explorar, describir y comprender lo que lo maestros tienen en
comun de acuerdo con sus experiencias compartidas a priori y posterior a las tareas de
formacion. Para ello, se proponen diferentes encuentros con temas de discusion sobre la
incursion del dlgebra temprana a la actividad de ensefianza. El trabajo de campo se realizard con
los maestros de la Zona Santa Ana, pertenecientes a cuatro sedes educativas de la .LE.R Zoila
Duque Baena, dichos encuentros se llevaran a cabo dos veces al mes, desde febrero y hasta junio
del afio 2019. Los sitios de encuentro se proponen de manera aleatoria en cada una de las sedes,
para facilitar el desplazamiento de los maestros protagonistas y un compartir de experiencias, el
reconocimiento de sus contextos educativos y un ambiente propicio para la discusion, el dialogo
y el trabajo formativo.

La produccion de los datos se hard sobre las experiencias de los participantes en las tareas
de formacion a través del reconocimiento en los enunciados desde las voces de los maestros
protagonistas de la investigacion, utilizando técnicas como: grupos de discusion, la observacion,
la entrevista semiestructurada, los diarios reflexivos y el mural de situaciones. Las voces de los
maestros protagonistas segun Bajtin (2009), sus enunciados, sentires, expectativas y utopias,
permitiran analizar los comportamientos y narrativas personales en la manera como llegaron a
constituirse maestros. Asi mismo, se pretende llegar a reconocer como ha sido su experiencia en
la actividad de ensefianza de las matematicas en la basica primaria, y a través del modelo de
escuela nueva como estrategia multigrado propia del contexto rural; y de manera especifica
analizar cudles son las concepciones que subyacen entorno a la incursion del dlgebra temprana en
el curriculo de la basica primaria.

Los grupos de discusion, la entrevista semiestructurada y el mural de situaciones seran
técnicas que en el trabajo de campo pretenden identificar las unidades de significado, donde el
maestro, a partir de sus concepciones, discusiones, reflexiones y tareas de formacion, valida o
refuta medios de objetivacion posibles para comprender el dlgebra temprana, la manera como
puede ser incorporada a la actividad de ensefianza y su importancia desde los primeros grados de
escolaridad. Estas tareas de formacion sobre el dlgebra temprana seran llevadas al campo
aplicado de la préctica de cada maestro, por ello los diarios reflexivos seran una técnica
importante para develar las reflexiones de lo que subyace al aula y lo que sucede en el
aprendizaje de los estudiantes en la aplicacion de las mismas. Conforme se realice el trabajo
colaborativo de formacion con los maestros, se llevara a cabo la sistematizacion de los registros
y triangulacion de datos que surjan conjuntamente con ayuda de herramientas como el Atlas Tiy
en forma digital en la interpretacion de experiencias y datos, que posibiliten el analisis de las
categorias.

Resultados esperados

Se espera que los resultados encontrados durante el desarrollo de la investigacion permitan
identificar como el maestro moviliza sus concepciones en la actividad matematica para la
ensenanza del algebra en la educacion bésica primaria, aportando asi a la linea de formacion de
maestros, y a los estudios que reportan investigaciones sobre como preparar profesores de
primaria para ensefiar algebra temprana.

Asi mismo, desde el conocimiento tedrico se busca que la investigacion dilucide aportes
pertinentes a la manera como el maestro moviliza sus concepciones y la actividad matematica
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desde la Teoria de la objetivacion y los medios semioticos de representacion para el pensamiento
algebraico en la perspectiva de Radford.

La investigacion por tener influencia en los maestros pretende contribuir a nivel local en el
desarrollo del Plan Educativo Municipal de Abejorral, desde la linea estratégica de formacion de
maestros y motivar con ella a la reestructuracion de la red de matematicas municipal y a nivel
regional, nacional e internacional participar a través de reportes de investigacion en eventos
como Foros, Congresos, CIAEM 2019, RELME 2019.
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