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EDUCACION MATEMATICA EN LAS AMERICAS 2019
Presentacion

Para el Comité Interamericano de Educacion Matematica (CIAEM) es un placer y un honor
ofrecer a la comunidad educativa este Volumen de Educacion Matemdtica en las Américas
2019, en donde se pueden encontrar muy importantes insumos para comprender el
momento histérico que atraviesa la Educacién Matematica desde la perspectiva de las
Américas.

La XV Conferencia Interamericana de Educacion Matemdtica se realizé entre el 5y 10 de
mayo del 2019 en Medellin, Colombia. La Universidad de Medellin y la Universidad de
Antioquia fueron las organizaciones académicas anfitrionas del evento. Las sesiones
fueron realizadas en el campus de la Universidad de Medellin. Participaron 700 personas
provenientes de 25 paises de cuatro continentes: Europa, Asia, Africa y las Américas.
Participaron centenares de docentes en servicio de la ciudad de Medellin y del
Departamento de Antioquia.

Alrededor de 400 trabajos fueron presentados: conferencias plenarias y paralelas, mesas
plenarias, minicursos, sesiones tematicas, comunicaciones cortas, talleres y posters. Unas
50 personalidades del mayor nivel en la comunidad internacional de Educacion
Matematica expusieron sobre sus investigaciones. Entre ellas Jill Adler (Surafrica),
Ferdinando Arzarello (Italia), Salvador Llinares (Espafia), Yoshinori Shimizu (Japdn),
Michael Shaughnessy (EUA), Luis Rico (Espafia), Fidel Oteiza (Chile), Carlos Vasco
(Colombia), Carlos Sanchez (Cuba), Luis Carlos Arboleda (Colombia), Edwin Chaves (Costa
Rica), Nelly Ledn (Venezuela), Vilma Mesa (EUA). Aunque fisicamente no pudo estar
presente envid su contribucién en forma de video Ubiratan D’Ambrosio (Brasil). Los
trabajos dentro de la plataforma del congreso se pueden consultar en https://ciaem-
redumate.org/conferencia/index.php/xvciaem/xv/schedConf/presentations

La revisidn cientifica de todos los trabajos fue responsabilidad de un Comité Asesor
Internacional, un Comité Internacional del Programa y el Comité Ejecutivo del CIAEM. Se
conto con la coordinacion central de Directores de tema y la Direccidn de la plataforma
cientifica realizada por el académico Yuri Morales con el apoyo de la profesora Johanna
Mena (ambos de Costa Rica) y con la participacién voluntaria de muchisimos revisores
cientificos de muchos paises.

Este volumen incluye trabajos que fueron efectivamente presentados en ese congreso.

Expreso mi agradecimiento a todos los miembros de los comités cientificos, directores de
tema, revisores cientificos, y directores de la plataforma cientifica. También deseo
agradecer por su apoyo en el registro de este libro a Sarah Gonzalez y a la Pontificia
Universidad Catodlica Madre y Maestra en Republica Dominicana. Agradezco mucho a
todos los autores que decidieron compartir su trabajo en las instancias que abrimos
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mediante la XV CIAEM. También a Yuri Morales quien técnica y formalmente generd este
volumen para su registro.

En las diversas dimensiones del congreso, de cuya realizacidn este libro es producto,
quiero aprovechar esta ocasidon para reconocer la valiosa contribucién de las
Universidades de Medellin y de Antioquia y al Comité Organizador Local de la XV CIAEM, vy,
ademas, agradecer al equipo humano del Proyecto Reforma de la Educacion Matemdtica
en Costa Rica que ha sido durante muchos afios un sostén crucial en la organizacion de
todos los eventos del CIAEM y de la Red de Educacion Matemdtica de América Central y El
Caribe; y en particular de este libro que hoy sacamos a la luz publica.

Este volumen es una parte del libro de Memorias completo (son 15 volumenes que se
pueden ver/descargar). Se ha respetado aqui la paginacion del libro completo. Y las
referencias deben hacerse con base en el libro y su paginacion. No es necesario indicar el
volumen especifico donde se cita pues esta es una version funcional al servicio de una
mejor visualizacion o descarga de este valioso material.

Invitamos a los lectores de este libro a promoverlo en sus diversas actividades de
docencia, investigacidon, extension y divulgacion en todos sus paises.

Con afecto

Angel Ruiz
Presidente
Comité Interamericano de Educacion Matematica

Presentacion del 17 de julio de 2024
Costa Rica
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Recursos para la gestion
de problemas de modelaje en clases de geometria

Patricio Herbst
University of Michigan
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Resumen

Esta comunicacion se enmarca dentro del estudio de la gestion del ensefante. Se
identifican situaciones de construccion y de demostracion presentes en la ensefianza
tipica de cursos de geometria en escuelas secundarias en Estados Unidos. Y se
muestra como las mismas pueden servir como recursos para que un maestro gestione
el trabajo de sus estudiantes en un problema de modelaje geométrico. Se propone la
nocion de que tales situaciones pueden servir para contextualizar o enmarcar el
trabajo de los estudiantes de manera tal que ellos puedan usar las normas de las
situaciones de construccion y demostracion como soporte para pensar en las
demandas de una tarea nueva.

Palabras clave: educacion, matematica, ciencias, didactica, pedagogia, formacion.

La nocion de modelaje matematico ha cobrado interés en la comunidad de investigadores en
educacion matematica en los Ultimos veinte afios. Kaiser y Sriraman (2006) describieron una
variedad de perspectivas sobre el uso del modelaje, entre ellas la que ellos llaman la perspectiva
epistemologica, en la que tareas de modelaje se utilizan como instrumento para construir
conocimientos matematicos. Autor y Colegas (2017) utilizan esta nocion de modelaje como
marco de una propuesta de investigacion y desarrollo en la ensefianza de la geometria en
secundaria. La presente comunicacion se basa en esa perspectiva y examina los recursos
disponibles para la gestion del docente en tales tareas de modelaje, utilizando como caso una
leccion sobre tridngulos observada en tres clases de geometria en los Estados Unidos.

El modelaje geométrico y la gestion didactica
Nuestra pregunta de investigacion concierne la gestion didactica. Desde el punto de vista del
aprendizaje, tareas de modelaje permiten a los estudiantes ver las conexiones entre la matematica
y la vida real, involucran al estudiante en la traduccion de aspectos del contexto en términos de
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representaciones matematicas, y permiten el uso del sentido comiin como recurso para la
resolucion de problemas. En la medida que esas tareas incluyen aquellos elementos de la vida
real que apoyan al razonamiento, es posible utilizarlas, a pesar de su novedad, para desarrollar la
comprension de conceptos nuevos: El estudiante puede abordar el problema y tomar decisiones
aun si los conceptos matematicos en juego estan en curso de ser descubiertos como resultado del
modelaje. Desde el punto de vista de la gestion del maestro, sin embargo, hace falta saber qué
tipo de acciones del maestro proveen suficiente apoyo para asegurar que el estudiante participe
en aquellas tareas sin disminuir su nivel cognitivo (Hennigsen y Stein, 1997). La investigacion
sobre la gestion didactica ha documentado tensiones y dilemas que los maestros deben de
manejar cuando involucran a los estudiantes en este tipo de tareas nuevas, sean éstas tareas de
modelaje o puramente matematicas (Ball, 1993; Lampert, 1990). Nuestro trabajo contribuye a
esta tradicion, no solamente identificando tensiones sino también caracterizando recursos
disponibles al maestro. En lo que sigue describimos primeramente la tarea utilizada y cudl es su
objetivo de ensefianza. Luego describimos la metodologia usada en el andlisis de la gestion
didéactica.

Una tarea de modelaje geométrico: El problema de la piscina

La tarea propuesta a los estudiantes fue una variacion de lo que llamamos el problema de la
piscina. Se les dice a los estudiantes que tres nadadores van a zambullirse en una piscina
rectangular desde tres lugares distintos: uno de ellos desde una esquina y los otros dos desde
lugares a lo largo de los bordes de la piscina que son adyacentes a aquella esquina. Los
nadadores competiran nadando hacia un premio ubicado en un lugar en la piscina (sujeto a un
lugar mediante un ancla). Los estudiantes deben investigar si es posible anclar el premio de tal
manera que la competencia sea justa.

Debe notarse que salvo la mencion verbal de la forma rectangular de la piscina el problema no
les da a los estudiantes ninguna representacion geométrica. Sin embargo, si ellos representaran la
piscina como un rectangulo y a los nadadores como puntos a lo largo de los lados del rectangulo,
el problema podria conceptualizarse en términos de encontrar un cuarto punto que sea
equidistante de los tres puntos dados. Varias estrategias pueden llevar a los estudiantes a la
conjetura de que el punto medio del segmento entre los puntos que representan a los dos
nadadores que no estan en la esquina es también equidistante del vértice del rectangulo que
representa la esquina donde el tercer nadador se ubicara. En efecto, el trabajo en este problema
da origen a la conjetura de que el punto medio de la hipotenusa de un triangulo rectangulo es
equidistante de los tres vértices del tridngulo. La prueba puede verse en la Figura 1. El problema
formulado en términos de nadadores a lo largo de los lados de la piscina, contiene una fuente
importante de generalidad con respecto al resultado geométrico que se busca introducir: El
triangulo rectangulo con el que trabajaran no depende de una figura particular ya que sus catetos
estan definidos por posiciones arbitrarias de los nadadores ubicados en los lados de la piscina. En
ese sentido, el problema ilustra como al presentar el problema en el contexto de una situacion
real es posible hacer cargo al estudiante de tratar con el problema en general.
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D S Si consideramos el rectangulo AEFH determinado por las posiciones
de los tres nadadores (F, 4, y E), se puede probar primero que las
diagonales AH y EF son congruentes y se intersectan en su punto
e medio. Por consiguiente, los segmentos GF, GA, y GE son
congruentes.

Figura 1. Demostracion de la proposicion

Obviamente, es posible para el maestro producir una representacion como la de la figura 1y
luego demostrar que el punto G es el punto deseado. Sin embargo, si el maestro hiciera eso
reduciria dramaticamente la oportunidad de que los estudiantes modelen el problema usando
geometria. Por otra parte, la mera presentacion del problema en términos de la piscina no provee
ninguna garantia de que los estudiantes haran un modelo geométrico. Si la seleccion del
problema responde a la necesidad de ensefiar un teorema geométrico, y no solamente a la
decision de involucrar a los estudiantes en la resolucion del problema, se presenta aqui una
tension posible para el maestro. Esta tension podria describirse en términos de los siguientes
extremos. Por una parte, el maestro puede limitarse a presentar el problema sin presionar para
que los estudiantes utilicen ningiin modelo en particular, aceptando como valida cualquier
estrategia que los alumnos utilicen, y de esa manera arriesgarse a que los conocimientos
geométricos que llevaron a la seleccion del problema no puedan encontrarse en esta ocasion. Por
otra parte, el maestro puede proveer, ademas del problema dado, representaciones e instrucciones
que aseguren que los conocimientos en juego sean encontrados en la manera deseada. Haciendo
eso, el maestro podria arriesgarse a limitar el nivel cognitivo de la tarea del alumno. Nuestro
trabajo consiste en identificar posibles recursos para la gestion del maestro que le permitan, en
particular, manejar aquella tension sin necesariamente reducir las demandas cognitivas.

Recursos para la gestion didéctica

Nos interesa aqui destacar los recursos disponibles al maestro para apoyar a los alumnos al hacer
ellos mismos la tarea. En las clases de geometria en Estados Unidos existen dos casos de las que
hemos llamado situaciones de instruccion (Autor y Colegas, 2010) que podrian ser utiles al
maestro para incorporar este problema a su practica: Las situaciones de construccion y de
demostracion.

Llamamos situaciones de instruccion a especificaciones del contrato didactico (Brousseau, 1997)
que permiten realizar transacciones particulares de conocimientos. Las actividades de estudiantes
y su maestro en clase se pueden describir como transacciones en las que lo que los alumnos
hacen en una tarea (tal vez con algo de ayuda del maestro) sirve de evidencia para que el maestro
pueda decir que ellos conocen o no ciertos saberes que estdn en juego: Son transacciones
simbdlicas entre un tipo de representacion del saber (como accidon contextualizada en una tarea)
y otro tipo de representacion del saber (como conocimientos a ser aprendidos, formulados en el
contexto mas amplio del curso de estudios). En el caso del problema bajo consideracion, existe
una transaccion posible entre las actividades que los estudiantes hagan en respuesta al problema
de la piscina y la proposicion que describe la propiedad del punto medio de la hipotenusa de
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cualquier tridngulo rectangulo. Tal transaccion no es inmediata, a juzgar por los posibles
extremos de la tension mencionada mas arriba: Los estudiantes podrian hacer trabajo que no dé
evidencia de que conozcan la proposicion en juego, o tal vez la evidencia esté presente pero su
existencia no dependa tanto del trabajo del alumno como de las decisiones tomadas por el
maestro.

Esté claro que la posibilidad de que el maestro pueda efectuar tal transaccion favorablemente
depende de que los estudiantes tomen una serie de decisiones correctas, lo que no es inmediato.
Por ejemplo, los estudiantes podrian mantener el problema en la escala de la piscina y del
tamafio de los nadadores (lo que Berthelot y Salin, 1998, llamaron el mesoespacio),
representandolos con ubicaciones en distintos lugares del salon de clase, y producir estimaciones
del lugar donde ubicar el premio que fueran aproximadas mediante contar pasos, jamas dandose
cuenta que el punto obtenido esta en uno de los lados de un tridngulo. O podria ser que luego de
construir un modelo geométrico a una escala mas pequeiia (lo que Berthelot y Salin, 1998,
llamaron el microespacio) los estudiantes pudieran visualizar el tridngulo y encontrar el punto en
la hipotenusa, pero que no vieran mas necesidad para confirmar su ubicacién que simplemente
hacer algunas mediciones. Aqui es donde la nocién de situacion de instruccion se vuelve ttil para
describir los recursos disponibles para el maestro.

En trabajos anteriores (Autor y Colegas, 2010) hemos descripto situaciones de construccion y de
demostracion en términos de las normas que regulan la division del trabajo entre el estudiante y
el maestro. Cada situacion se desarrolla alrededor de tareas candnicas en las que se provee al
estudiante de una meta particular y de ciertos recursos y se espera que el estudiante ejecute la
tarea usando ciertas operaciones. En la situacion de construccion, las tareas suelen identificar
como meta construir una figura particular y proveen como recursos la regla y el compas (o
alternativamente un software de geometria dinamica como GeoGebra) ademas de algun objeto
geométrico que se debe de usar como dado al hacer la construccion. Los estudiantes no
solamente deben de producir la figura deseada sino también dejar visible las lineas auxiliares que
les permitieron arribar a la construccion deseada (Schoenfeld, 1986). En la situacion de
demostracion, las tareas suelen identificar la proposicion a probar, enunciandola en términos de
su representacion en un diagrama, dandole a los estudiantes un diagrama con todas las
construcciones auxiliares hechas y sus puntos etiquetados, y proveyendo ademas los enunciados
que se pueden usar como premisas. Los estudiantes deben de escribir una serie de enunciados
que describan la figura dada, justificandolos con teoremas y definiciones que han sido estudiadas
con anterioridad y que conecten las premisas con la conclusion (Autor y colegas, 2009). En una
clase donde estas situaciones han sido establecidas, podria ser posible para el maestro gestionar
el trabajo en el problema de la piscina mediante transformarlo en dos tareas sucesivas,
enmarcadas cada una de ellas en distintas situaciones. La figura 2 muestra como podria el
maestro reducir el problema de la piscina utilizando las situaciones descriptas.

Tarea 1 Tarea 2
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Construye un Dado que ABCD es un D o
rectangulo. Ubica rectangulo, demuestra que
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rectangulo y luego /i
encuentra un punto ¢
equidistante de aquellos 1
dos puntos y del vértice :
donde se intersectan :
aquellos lados. 2

Figura 2. Reduccion del problema de la piscina a las situaciones de construccion y demostracion

Noétese que mientras esta reduccion del problema a dos tareas candnicas podria producir trabajo
mas cercano a la validacion del teorema en juego, haria tal cosa a costa de que el maestro tome
muchas de las decisiones en lugar del alumno. Esto esta particularmente claro en el caso de la
tarea de demostracion, donde es el maestro quien provee las construcciones auxiliares necesarias
para hacer la demostracion. Al hacer eso, el maestro reduce la probabilidad de que otras
demostraciones originales puedan ofrecerse, que otras lineas auxiliares se usen, etc. Por ejemplo,
hemos observado estudiantes trazar una circunferencia con centro en el punto medio de la
hipotenusa y ocuparse de argumentar que el vértice del rectangulo esta también en la
circunferencia. Tal construccion seria poco probable de observar en una clase donde el maestro
hubiera provisto la Tarea 2 (Figura 2). Mas alin, la separacion del problema en estas dos tareas
reduce las oportunidades de discusion entre los estudiantes, las cuales podrian dar lugar a la
participacion de mas estudiantes en la resolucion del problema.

Aun si las situaciones de construccion y de demostracion parecen transformar radicalmente al
trabajo de los estudiantes en el problema de la piscina, es importante notar que esas dos
situaciones, y tal vez otras situaciones como las de exploracion o de calculo, son recursos
sociotécnicos disponibles para el maestro. Sus usos posibles van mas alla de la mera
transformacion de la tarea; pueden también servir de recursos para establecer nuevas maneras de
interactuar—para negociar un contrato didactico ad-hoc que sirva para el trabajo en esta tarea
nueva.

El rol de las situaciones de instruccion en la gestion didactica

Este tipo de uso de los recursos sociales es corriente en la vida diaria. En efecto, nuestras
interacciones en sociedad frecuentemente se apoyan en esquemas compartidos de accion en
sociedad (Goffman, 1959). Consideremos tres tipos de cenas compartidas: Cena de trabajo, cena
familiar, y cena intima, son distintos tipos de cenas cuyos esquemas promueven ciertas acciones
y el uso de simbolos y tecnologias particulares. Esos esquemas condicionan co6mo nos vestimos
para la ocasion, qué vocabulario usamos, cuanto compartimos de nuestra vida privada con
nuestros acompafantes, etc. Esos tipos de cenas no agotan las posibilidades de una cena
compartida. Pero esos esquemas nos ayudan a pensar en como manejar problemas nuevos: Una
cena familiar en la que también estara presente un pariente lejano que es un posible empleador
nos presentara con un problema nuevo en el que dos de los esquemas mencionados més arriba (la
cena familiar y la cena de trabajo) podran ser usados como recursos para decidir como usar el
tiempo, como vestirnos, como hablar, etc.

En la ensenianza de las matematicas, las situaciones de instruccion instaladas en un curso de
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estudios son recursos sociotécnicos que pueden servirle al maestro y a los estudiantes para
facilitar sus transacciones de conocimientos atin en el caso de problemas que no se ajustan
directamente a las tareas canonicas de esas situaciones. Decimos que esas situaciones son
recursos sociotécnicos porque combinan normas y recursos sociales (e.g., dados los participantes
presentes, a quién le toca hacer cada cosa) con recursos y normas técnicas (e.g., dados los
recursos matematicos disponibles, qué se puede o debe de hacer con ellos).

Entonces el problema de la gestion didactica en lo que concierne al problema de la piscina se
puede reformular como sigue. Ante la oportunidad de involucrar a los estudiantes en el
descubrimiento de un teorema (e.g., el que caracteriza al punto medio de la hipotenusa de un
tridngulo rectdngulo) mediante un problema formulado en lenguaje de la vida real, ;cémo
pueden las situaciones de construccion y de demostracion proveer recursos para que el maestro
gestione una transaccion de conocimientos en la que los estudiantes hagan el trabajo matematico
deseado en el periodo disponible?

Observando el problema de la piscina en tres clases de geometria

Hemos observado el uso del problema de la piscina en tres clases paralelas de geometria,
ofrecidas durante el mismo dia en una escuela secundaria. Los estudiantes estaban en la gran
mayoria de los casos en el décimo grado (15 afios). La leccion fue planeada en conjunto con la
maestra a quien referimos como Megan. Durante nuestras reuniones de planificacion
compartimos con Megan y otros docentes los ejemplos de situaciones de instruccion
mencionados mds arriba (construccion y demostracion); también hicimos saber que nuestro
interés en la investigacion era explorar en qué medida esas situaciones proveen de recursos al
docente para gestionar el trabajo de los estudiantes en tareas nuevas.

A través de las observaciones en tres clases paralelas en el curso del dia hemos visto como
Megan hizo pequefias modificaciones a la leccion que le permitieron, llegado el final del dia,
hacer posible una variedad de objetivos relacionados con el uso del problema de la piscina para
estudiar la propiedad del punto medio de la hipotenusa. Durante la primera leccion del dia,
Megan presentd su version del problema—basicamente la misma citada arriba, a la que Megan le
agreg6 elementos de color local incluyendo el premio por el cual los alumnos iban a competir.
Luego de discutir el enunciado, Megan les pas6 computadoras portatiles a los alumnos y les dijo
que usaran GeoGebra para construir un modelo de la piscina y luego ubicar el punto. Si bien los
estudiantes habian utilizado GeoGebra con anterioridad, observamos que los estudiantes
dedicaron mas de la mitad de periodo de clase a la tarea de construccion del rectangulo. En
muchos casos sus dificultades radicaban en recordar como construir perpendiculares usando los
menus del programa. Algunos de ellos no habian logrado ir més all4 de construir un rectangulo
para representar la piscina cuando Megan llamo la atencidon a toda la clase para escuchar algunas
de las soluciones. Otros estudiantes lograron construir el rectangulo y pudieron utilizar
dindmicamente la posicion arbitraria de los dos nadadores ubicados a lo largo de los lados del
rectangulo para desarrollar la intuicion de que las distancias de los tres vértices a un punto cerca
del punto medio de la hipotenusa se mantendrian iguales entre si a pesar de que cambiaran de
valor para distintas posiciones de los nadadores. Sin embargo, la ubicacion de tal punto no
resultd por lo general de utilizar una construccion dinamica; resultd de arrastrar el punto hasta
que las distancias fueran iguales. Un grupo de estudiantes tuvo la idea de construir un circulo,
ajustarlo en tamafio, y moverlo sobre la pantalla para que pasara por los tres vértices, luego eligio
el centro de tal circulo como punto equidistante propuesto. Luego de que la clase discutiera las
distintas soluciones propuestas, no hubo tiempo para volver a trabajar sobre la prueba del

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1692



Escriba aqui el titulo de comunicacion o taller

teorema. Al final de la clase Megan les hizo notar a los estudiantes el enunciado del teorema y la
clase termind.

Durante el segundo periodo, Megan hizo disponibles las computadoras sin insistir que los
estudiantes las usaran. En lugar de ello, Megan invit6 a los estudiantes a esbozar (en inglés,
sketch) el contexto del problema. Si bien un par de grupos echdé mano a las computadoras, otros
prefirieron hacer diagramas en papel, a los que les agregaron marcas para indicar segmentos
congruentes. El tiempo que anteriormente se habia dedicado a construir el rectdngulo inicial fue
ahorrado en todos los casos—Ilos estudiantes parecian entender que el rectangulo inicial era de
poca importancia. Muy pocos estudiantes exploraron mas de una ubicacion posible para los dos
nadadores en los lados del rectangulo. Sin embargo, la generalidad de la solucién pudo
observarse cuando los estudiantes compartieron soluciones—Ios tridngulos se veian claramente
distintos a pesar de todos ellos ser tridngulos rectangulos, y en todos los casos la solucion
propuesta fue la misma—el punto medio de la hipotenusa. Hubo tiempo para que Megan hiciera
que los estudiantes dediquen tiempo a buscar un argumento que justifique el teorema. Hacia el
final de la clase se observo algunos estudiantes proveyendo un argumento similar al ofrecido mas
arriba (usando las diagonales de un rectangulo). No hubo tiempo para dedicar mucha atencion a
estos argumentos, sin embargo.

Durante el tercer periodo, Megan introdujo el problema y similarmente dirigi6 a los estudiantes a
esbozar un diagrama, pero no hizo referencia a posibilidad de construirlo con GeoGebra. En
discusiones con los estudiantes, sin embargo, Megan les pregunt6é qué habian hecho para
determinar la ubicacion del punto. Fue asi que un estudiante (hablante del castellano, con poca
facilidad en inglés) describi6 los pasos que siguid para encontrar una solucion distinta a la de
muchos otros. Este estudiante encontrd lo que serian las mediatrices de estos lados del tridangulo
e identific6 al punto de interseccion de las mediatrices como el punto deseado. La figura 3
muestra la solucion de ese estudiante al problema de encontrar el punto. Si bien el diagrama es
claramente un esbozo y no una construccion precisa, el diagrama deja ver cuales fueron los pasos
seguidos para determinar el punto. El uso de esbozos en lugar de construcciones sirvié ademas
para justificar la desconfianza de las mediciones y la necesidad de un argumento. Luego de
discutidas las distintas construcciones, hubo oportunidad para que la clase construya un
argumento de por qué tanto el punto medio de la hipotenusa como la interseccion de las
mediatrices de los lados perpendiculares resultarian ser el mismo punto. El argumento
construido, sin embargo, fue un argumento oral en el cual algunos de las expectativas de la
situacion de demostracion no se presentaron: Por ejemplo, mientras que en la situacion de
demostracion se espera que los enunciados se escriban y se lean usando las letras que designan a
los objetos representados en el diagrama, en esta leccion la discusion se mantuvo al nivel de los
conceptos representados en el diagrama y de gestos indexicales a los objetos diagramaticos.

Figura 3. La solucion de un alumno
Discusion y conclusion

Una observacion general, importante para nuestros propositos, es que, si bien las situaciones de
construccion y de demostracion fueron utiles para Megan, el uso que ella les dio no fue candnico.
En la primera leccion del dia observamos que Megan intentd organizar la primera parte de la
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tarea utilizando una reduccion del problema a la situacion de construccion, pero en las lecciones
subsiguientes el uso de la situacion de construccion fue mucho mas sutil. De manera similar, la
situacion de demostracion no fue utilizada para reformar la tarea. La situacion de demostracion
proveyo algunos elementos que contextualizaron la tarea original, permitiéndoles a los alumnos
llegar a algo que se asemejaba a una prueba del teorema. En lugar de utilizar las situaciones de
construccion y demostracion para cambiar la tarea, Megan las utiliz6 a esas situaciones de
manera metaforica y como marcos o contextos para que los estudiantes hagan partes de la tarea.
Este fendmeno que llamamos en inglés framing y que podria traducirse al castellano como
enmarcado o encuadrado, consiste en hacer presentes algunas claves que sugieren la pertinencia
de las normas de aquellas situaciones (de construccion y de demostracion) sin necesariamente
requerir a los estudiantes que cumplan con todas las normas de tales situaciones.

Una importante ventaja de usar de marea metafdrica estas situaciones ha sido la posibilidad que
la maestra tuvo de controlar mejor el tiempo que la clase dedico a encontrar el punto buscado, lo
que hizo posible dedicar tiempo a la busqueda de un argumento. Desde el punto de vista del
contrato didactico, éstas observaciones enfatizan la importancia de la negociacion permanente
del contrato, ademas del valor de algunas situaciones de instruccion que sirvan de puntos de
partida para tal negociacion.

Las normas de las situaciones de instruccion pueden jugar un rol heuristico para los estudiantes.
El uso de la palabra esbozar (en inglés, sketch) en lugar de construir, por ejemplo, no impone la
necesidad de usar GeoGebra o regla y compads, pero si sugiere que el estudiante debera de decidir
sobre qué elementos creara como parte de su esbozo y la secuencia con la cual los creard. Tales
decisiones podrian ser objeto de preguntas mas adelante que pongan en juego consideraciones
sobre las condiciones de posibilidad de cada construccion. De la misma manera, la situacion de
demostracion podria ser usada metafoéricamente para encuadrar la tarea—claves como justifique
o provea razones pueden servirle al maestro para hacer a los alumnos responsables de construir
un argumento que vaya mas alla de haber obtenido una solucion efectiva. Si bien justificar hace
un llamado metaférico a la nocidon de demostracion, por ejemplo, sugiriendo cuales podrian ser
las justificaciones (teoremas, definiciones, etc.), tal palabra no requiere que se cumpla con todas
las normas de la situacion de demostracion (véase Autor y Colega, 2009).

Por supuesto, para que esbozar y justificar puedan cumplir con aquél rol heuristico, es necesario
que las situaciones de construccion y de demostracion existan de antemano. El punto es
importante en el contexto de las reformas educativas, y sirve enfatizarlo como una conjetura
general. Si bien las tareas de modelaje, y las tareas nuevas en general, pueden dar lugar a
comportamientos muy interesantes de parte del alumno, es previsible que el maestro tendra que
apoyar estos comportamientos de alguna manera. La utilizacién metaforica de situaciones de
instruccion anteriores, enmarcando la tarea a realizar, puede servir para que los alumnos se den
una idea de qué es lo que pueden hacer, sin que esto implique ni cambiar la tarea ni decirles
explicitamente como resolver el problema.
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Resumo

Esta pesquisa objetiva apresentar uma experiéncia na formagao inicial do professor
de Matematica para o ensino da Geometria com o suporte do recurso literario cordel.
Balizada na expressao literaria popular, quais as potencialidades do cordel para a
promog¢ao de um ambiente de aprendizagem comprometido com um fazer
Matematica interdisciplinar? A tipologia da pesquisa compreende uma abordagem
qualitativa e exploratoria do tipo aplicada. Os sujeitos participantes passaram a se
apropriar de conhecimentos, com os quais criaram relagdes sociais constituidas de
sensibilidade, criatividade, autonomia e criticidade, caracteristicas essenciais para
transformagdo da realidade em que estdo inseridos. Contudo, a abordagem
interdisciplinar demanda aprofundamento teérico e metodoloégico, bem como
ressignificagdo do planejamento em virtude da demanda do publico-alvo que
compreende o campo de atuagdo. Trata-se de uma estratégia de ensino potencial que
a partir de suas especificidades e ampliagdo do olhar comprometido com uma praxis
contextualizada pode corroborar para a aprendizagem significativa da Matematica.

Palabras chave: ensino, geometria, interdisciplinaridade, recurso didatico, literatura
de cordel.

Introduciao

O presente texto objetiva apresentar uma experiéncia na formagao inicial do professor de
Matematica para o ensino da Geometria, dada énfase ao estudo dos sélidos geométricos, com o
suporte do recurso literario cordel realizada durante a disciplina de Pesquisa aplicada ao ensino
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de Matematica II, do curso de Licenciatura em Matematica de uma institui¢do publica. A referida
disciplina reservou espaco em seu programa para a inser¢ao de recursos didaticos e pedagogicos
literarios como estratégia de ensino. Com efeito, aqui trataremos de aspectos observados no
momento da pratica de ensino a partir de uma abordagem interdisciplinar entre as areas de
Matematica e Linguagens e Codigos desenvolvida em uma escola publica de educagdo bésica
estadual situada no sertdo paraibano, por representar uma seara fértil para por em pratica a
construgdo desse conhecimento.

E sabido que no processo educacional, desde o passado, vem ocorrendo constantes
mudancas em busca de melhorias e conquistas para a diade ensino e aprendizagem da
Matematica. S3o inumeros os obstaculos que o aluno de hoje enfrenta para se apropriar do
conhecimento escolar de forma robusta. Souza et al. (2007, p. 68) sugerem que, por vezes, as
dificuldades encontradas pelos estudantes brasileiros no aprendizado de Matematica decorrem
das estratégias de ensino utilizadas por seus professores. A fim de mudar tal realidade, propde-se
neste trabalho mostrar que por meio da literatura de cordel e numa perspectiva interdisciplinar é
possivel viabilizar o processo de ensino e aprendizagem da Matematica escolar, isso por que o
ensino mediante essa visdo pedagogica torna-se mais atrativo e interessante. Arriscamos novas
linguagens nas aulas de Matemadtica para que, do ponto de vista da aprendizagem significativa,
sejam mais interessantes.

Neste contexto, sinaliza-se nossa questao de investigacdo: balizada na expressao literaria
popular, quais as potencialidades do género literario cordel, enquanto recurso didatico e
pedagogico, para a promocao de um ambiente de aprendizagem comprometido com um fazer
Matematica interdisciplinar?

O cordel ¢ uma cultura popular brasileira e tem uma grande representatividade no Nordeste
do pais. Para Araujo (2007, p. 17), o cordel se torna um recurso didatico quando “Ao ser
articulado a educagdo, o cordel, por tratar de conteudos culturais e de aprendizagem, pode
enriquecer o ato educativo, nas situa¢des de ensino-aprendizagem, ampliando a compreensao
sociocultural nordestina, por parte do educando”. Assim, o trabalho pedagdgico a partir da sua
utilizagdo pode potencializar a pratica interdisciplinar em virtude do género literario abordar
tematicas acerca dos problemas sociais. Outrossim, conforme Amorim (2008, p. 191):

Pelas suas licdes, a literatura de folheto apresenta larga aplicagdo dentro do ambiente escolar.
Ela se presta a estudos em diversas disciplinas e em varios niveis. Alguns de seus empregos
sd0 obvios; outros, nem tanto. Na area da linguagem, a lista estender-se-ia desde os mais
simples conceitos da poética — como as no¢des de metrificacao, rima, verso, estrofe, enfim,
tudo ou quase que se faz geralmente com a poesia candnica — até as reflexdes e criticas
proporcionadas pelo proprio contetido de um folheto.

Conforme as Orienta¢des Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (BRASIL, 2006), o
estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento de competencias,
habilidades e atitudes para resolver problemas praticos do cotidiano. A guisa de exemplificagio,
orientar-se no espago, ler mapas, estimar e comparar distancias percorridas, reconhecer
propriedades de formas geométricas basicas, saber usar diferentes unidades de medida.

Por meio do estudo dos cordelistas da regido que comprende nosso campo empirico da
pesquisa, bem como dos aspectos que constituem a produc¢do da literatura de cordel foram
abordados topicos referentes ao célculo da area e do volume dos solidos geométricos. A
abordagem interdisciplinar da estratégia de ensino deu-se através da integracao da produgdo do
conhecimento das areas da Matematica, Lingua Portuguesa, Literatura Brasileira e Artes. Para
Fazenda (2011, p. 73), a interdisciplinaridade é:
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[...] € um termo utilizado para caracterizar a colaboragdo existente entre disciplinas diversas
ou entre setores heterogéneos de uma mesma ciéncia [...]. Caracteriza-se por uma intensa
reciprocidade nas trocas, visando a um enriquecimento mutuo. Nao € ciéncia, nem ciéncia
das ciéncias, mas € o ponto de encontro entre 0 movimento de renovacao da atitude diante
dos problemas de ensino e pesquisa e da aceleragdo do conhecimento cientifico.

Diante do exposto, este trabalho tem como base para a discussao o eixo “Ensino de
Geometria, a interdisciplinaridade e o género literario cordel”. Sendo detalhado o percurso
metodoldgico e a experiéncia a partir do uso do cordel nas aulas de Matematica. Dessa maneira,
o trabalho tem uma grande relevancia em virtude da valorizacdo da cultura popular, bem como
do estudo das potencialidades desse recurso didatico e pedagogico.

Referencial tedrico: Ensino de Geometria, a interdiciplinaridade e o género literario cordel

O conhecimento matematico ¢ inerente a atuacdo de um sujeito protagonista no meio o
qual estd inserido, bem como em seu entrono. A Matemética compreende subareas, quais sejam:
Aritmética, Algebra e Geometria; que por sua vez estdo dispostas de forma desarticulada e/ou
excludentes, ou seja, sdo tratadas de forma que uma apresenta-se em detrimento da outra (FILHO
ARCANIJO; TAVARES, 2015). Outrossim, os autores destacam que o ensino de Geometria nao
tem sido priorizado por parte dos professores de Matematica. Assim, assumindo o segundo plano
de um planejamento que demanda sua apropriagdo em virtude da articulagdo necessaria para
formagao desse sujeito. Segundo Ferreira (1999, p. 983):

¢ ciéncia que investiga as formas e as dimensoes dos seres matematicos” ou ainda ‘“‘um ramo
da matematica que estuda as formas, plana e espacial, com as suas propriedades, ou ainda,
ramo da matematica que estuda a extensao e as propriedades das figuras (geometria Plana) e
dos solidos (geometria no espago).

O ensino de Geometria se justifica pelo fato de suas especificidades para o
aperfeicoamento e ampliagdo de competéncias para a aprendizagem da Matematica, bem como
para o auxilio as outras areas do conhecimento. Nesse sentido, Kaleff (2003, p.14) cita os
estudos de Van Hiele em que “a visualizacdo, a andlise e a organizacao informal (sintese) das
propriedades geométricas relativas a um conceito geométrico sdo passos preparatorios para o
entendimento da formalizacdo do conceito”. A titulo de ilustracdo, destaca-se Lorenzato (1993,
p. S):

Na verdade, para justificar a necessidade de ter a Geometria na escola, bastaria o argumento

de que sem estudar Geometria as pessoas nao desenvolvem o pensar geométrico ou o

raciocinio visual e, sem essa habilidade, elas dificilmente conseguirdo resolver as situagdes

de vida que forem geometrizadas; também nao poderao se utilizar da Geometria como fator

altamente facilitador para a compreensao e resolugdo de questdes de outras areas de

conhecimento humano. Sem conhecer Geometria a leitura interpretativa do mundo torna-se
incompleta, a comunicacdo das ideias fica reduzida e a visdo da Matematica torna-se

distorcida.

Diante do exposto, a interdisciplinaridade pode potencializar o desenvolvimento de
competéncias, habilidades e atitudes necessarias para a apropriacdo dos conceitos geométricos no
cotidiano do sujeito em processo de formacgdo. Segundo Sommerman (2006), o termo
interdisciplinaridade ¢ bastante controverso e que historicamente ha apari¢des que datam antes
do século XX, bem como sua consolidacdo se deu na década de 70 do século passado no I
Seminario Internacional sobre a Pluridisciplinaridade e a Interdisciplinaridade, realizado na
Franga. Ademais, Silva e Rodrigues (2009, p. 1) destaca que “O interesse pela
interdisciplinaridade, que nao ¢ novo, tem suas raizes na Grécia Antiga, nas idéias de Platdo e
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Aristoételes. No decorrer da histdria, ha, em determinados momentos, a busca por um saber
unitario, com vistas a uma visdo global de Universo”.

Ser professor sempre foi desafiador. No escopo da sua atuagdo na area de Matematica o
desafio parece ser exaustivo quanto a falta de interesse por parte dos alunos e o déficit da
aprendizagem dos conteudos da referida disciplina. De forma generalista, para promover um
ambiente de aprendizagem convidativo, bem como significativo ¢ imprescindivel ter como ponto
de partida todas as situagdes possiveis do cotidiano com as quais se pode deparar e a
reexploragdo do conhecimento escolar para tentar minimizar os impasses existentes. A partir do
nosso objeto de estudo, destaca-se a falta de leitura que reflete no ato de interpretar e
compreender conceitos. Também, os alunos t€ém uma tendéncia a s6 ler o que o professor
escreve, sem assumir uma postura protagonizadora, ou seja, ndo buscam descobrir novas formas
e sensacdes promovidas pelo habito da leitura. Para Nogueira (2009, p. 4):

Por serem essenciais na formagao escolar a leitura e a escrita merecem atengao especifica
dos professores das diversas areas. A escola deve criar um circulo virtuoso em que esses dois
segmentos melhorem e ajudem na aprendizagem global do aluno. E de suma importancia,
ndo somente a leitura de materiais que se encontrem na sala de aula, é preciso ir mais longe,
¢ preciso, como dizia Paulo Freire, uma leitura de mundo para que se possa compreender a
propria realidade onde se esta inserido.

Assim, enfatiza-se que a interrelacdo da area de Linguagens e Codigos com a Matematica
pode potencializar a compreensdo de conteudos matematicos. Para que a interdisciplinaridade
possa ser introduzida no ambiente escolar € preciso partir de um modelo construtivista, em que
se objetiva que o ser humano nasce com capacidade de aprender e esta se desenvolve em
interagdo com o mundo: “Com nova concepg¢ao de divisdo do saber, frisando a interdependéncia,
a interacdo e a comunicacao existentes entre as disciplinas e buscando a integracao do
conhecimento num todo harmonico e significativo” (ANDRADE, 1995, p. 23).

Segundo Cereja e Magalhaes (2005, p. 11), “o ser humano dispde de diferentes linguagens
para se comunicar com o mundo e com as pessoas”. No tocante a poesia, sua pratica de
reescrever passa a ser do proprio aluno o que o torna capaz de ser, ele mesmo, o produtor dos
cordéis, com suas ideias e criatividade fixando o processo de aprendizagem. Para ZOBOLI
(1998, p. 56) a “poesia € um instrumento educativo que gera imagens e visdes poéticas ficticias,
estimula a motivacao e inflama, aguga, a imaginagao de quem aprende passando a adquirir novas
atitudes”.

Quanto ao género literario cordel, sua historicidade, remonta a Grécia antiga e no Império
Romano quando os artistas populares ja versejavam animando os saraus da alta nobreza periodo
medieval. No Brasil foi introduzido pelos portugueses em meados do século XVIII e
transformado em linguagem popular a partir das bases lusitanas. Os primeiros poetas cordelistas
declamadores surgiram no interior do Nordeste, mais precisamente no sertdo paraibano, bem
como um dos momentos de auge da literatura de Cordel foi entre 1950 e 1980, quando ocorreram
os grandes festivais de repentistas e declamadores nas principais cidades nordestinas (GALVAO,
2001). Segundo Curran (1998, p. 17), a literatura de cordel:

¢ uma poesia folclorica e popular com raizes no Nordeste do Brasil. Consiste, basicamente,
em longos poemas narrativos, chamados “romances” ou “historias” que falam de amor,
sofrimento ou aventuras, num discurso herdico de fic¢do [...] exibe métricas, temas e
performances da tradig¢do oral.

Este género literario pode expressar a situacao socioecondmica de uma determinada regido
e/ou publico-alvo, bem como outros temas de ordem. Ademais, este viés revela a linguagem
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como manifestacdo cultural, muito utilizada como ponto de articulagdo dos processos
ideoldgicos e dos fenomenos linguisticos. Assim, essa literatura engajada a realidade transforma-
se em um recurso interdisciplinar para o ensino e para educag¢do quando amplia conhecimentos
em forma de didlogo do cotidiano.

Um dos grandes desafios enfrentados pelos professores de Matematica € despertar o
interesse do aluno pelo contetido abordado em sala. No ambito das dificuldades enfrentadas
pelos alunos nas aulas de Matematica, a literatura de cordel apresenta uma oportunidade para que
os alunos tenham acesso a textos com uma linguagem mais acessivel o que corroborar para a
construcao do conhecimento matematico de forma mais significativa.

Metodologia

A tipologia da pesquisa compreende uma abordagem qualitativa e exploratoria do tipo
aplicada. O periodo desta experiéncia compreendeu o semestre letivo 2018.1, de acordo com o
calendario académico da graduacdo da instituicdo de ensino. Tendo como tomada de partida o
uso do género literario cordel, buscou-se a exploragdo de algumas obras dos principais
cordelistas da regido, bem como a proximidade da cultura popular e a produ¢ado da literatura de
cordel a partir da compreensdo dos elementos constitutivos do referido género literario, dada
énfase ao estudo do célculo da area e do volume dos sélidos geométricos.

Quanto ao percurso metodoldgico, inicialmente, foi realizada a ambientag@o dos alunos
participantes acerca dos conceitos preliminares sobre os solidos geométricos e as caracteristicas
que compreendem a literatura de cordel necessarias para sua elaboragdo, quais sejam: ritmo,
estrofe, métrica e rima. Em seguida, foi realizado um breve levantamento e estudo acerca dos
principais cordelistas nordestinos e/ou paraibanos, desde sua biografia até o contetido das
respectivas obras selecionadas. Sendo formado 10 grupos de 06 alunos de turmas do 1°, 2° e 3°
ano do Ensino Médio. Cada grupo teve a autonomia de escolha das obras. Por fim, os cordéis
foram confeccionados e expostos em uma atividade de culminancia das obras produzidas.

A abordagem interdisciplinar deu-se por meio da producao textual que pode compreender
um contexto histdrico, social, filosofico, religioso, cultural e politico. Outrossim, por meio da
identificacdo, leitura, representagdo e utilizagcdo da linguagem poética para representacao dos
conteudos matematicos que foram abordados em forma de versos e que refletiram no
estreitamento de uma ampla integragao e socializagdo dos conhecimentos da Matematica e os da
Lingua Portuguesa, pois, como afirma Veloso (1997), “a frase, o texto, o enredo, o verso e, sem
duvidas, sobretudo o verso, ¢ que podem langar mundos no mundo (...)".

Resultados

A linguagem de cordel apresentou-se como uma forma bem humorada, com um ritmo
proprio, de se estudar Matematica. Trabalhou-se com diversas possibilidades para expressar esta
linguagem poética aplicada ao ensino de Matematica o que foi verificado na produg@o dos versos
elaborados pelos alunos participantes. Na perspectiva da ndo linearidade dos conhecimentos foi
promovido um ambiente de aprendizagem irreverente e contextualizado dos saberes
matematicos. A ludicidade foi potencializada em virtude da efetivacdo de uma proposta na forma
de brincandeira com relagdes matematicas e produgao textual.

O discurso de uma prética de ensino contextualizada e efetiva ¢ emergente para a
aprendizagem da Matematica. O estreitamento das relacdes sociais dos alunos foram
identificados nos versos elaborados que enfatizaram temas de urgéncia social a partir da
utiliza¢do da linguagem matematica e suas relagdes com os objetos em seu torno.
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A literatura de cordel estd presente no cotidiano do paraibano, suas raizes originaram-se
em parte por este estado. Seu uso como recurso no ensino de Matematica promoveu a
compreensdo de temas que sdo discutidos no dia-a-dia do aluno na escola como no convivio em
seu contexto social. A partir da pratica escolar, alunos e professores carregam consigo
experiéncias vividas que fazem parte de sua vivencia e que devem ser levadas em consideragdo
quando ¢ realizado o planejamento de ensino.

Foi delimitado o célculo da area e do volume dos s6lidos geométricos em virtude da
demanda diagnosticada no nosso campo empirico da pesquisa. As Figuras 1-2 ilustram exemplos
da produgdo de temas acerca do célculo dos s6lidos geométricos em formatos de folheto de
cordel:

Figura 1. Cordéis produzidos.

Figura 2. Mostra dos cordéis produzidos.

Constatou-se, que a producao da literatura de cordel assistiu de forma significativa o déficit
dos alunos quanto ao conteudo matematico, ou seja, surge como recurso didatico pedagogico
tactil, cotidiano e nitido. Identificado na fala dos alunos, o ensino de Geometria ndo ¢é
interessante pelo fato da falta de compreensao de sua aplicabilidade e 0 modo de que sdo
abordados os contetidos nas aulas de Matematica. Com a dinamica de utilizagao deste recurso, os
alunos mostraram-se mais produtivos e motivados nas aulas, ou seja, contribuiu para melhora da
aprendizagem quanto aos conteidos objeto de estudo. Todavia, as dificuldades dos alunos
surgem com mais frequéncia quando as conversdes sdo representagdes de registros diferentes, ou
seja, a transposi¢ao da linguagem escrita para a linguagem geométrica e vice-versa. Quanto as
produgdes, as Figuras 3-4 expressam a simplicidade de um grupo dos alunos participantes
adaptarem o conteudo a poesia, escrevendo seu proprio verso:
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Figura 3. Cordel “Passeando pela area”.
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A abordagem interdisciplinar despertou ndo somente a motivag@o por outras areas do
conhecimento, como pelas Artes, Literatura e Lingua Portuguesa em suas diferentes formas, mas
potencializou competéncias e habilidades que compreendem esta drea do conhecimento
(Linguagens e Codigos), quais sejam: analisar, interpretar e aplicar os recursos expressivos das
linguagens, relacionando textos com seus contextos, mediante a natureza, fun¢do, organizagao,
estrutura das manifestagdes, de acordo com as condi¢des de produgdo e recepgao e compreender
e usar os sistemas simbolicos das diferentes linguagens como meios de organizacdo cognitiva da
realidade pela constitui¢do de significados, expressao, comunicac¢ao e informagao.

Assim, os alunos passaram a se apropriar de conhecimentos, com os quais criaram relagdes
sociais constituidas de sensibilidade, criatividade, autonomia e criticidade, caracteristicas
essenciais para transformacao da realidade em que estdo inseridos.

Outrossim, constatou-se que a pratica de ensino na perspectiva da interdisciplinaridade
demanda aprofundamento teoérico e metodoldgico, bem como ressignificacdo do planejamento
em virtude da demanda do publico-alvo que compreende o campo de atuagao.

Consideracoes

O presente trabalho teve como objetivo nuclear relatar uma pratica de ensino de
Matematica dos solidos geométricos a partir da apropriacao do género literario cordel na
perspectiva da interdisciplinaridade. Para isso foi desenvolvida uma estratégia de ensino em uma
escola de educagdo basica publica no sertdo paraibano.

Os resultados obtidos sdo indicativos de que a literatura de cordel pode despertar maior
interesse por parte dos alunos e promover a eficiéncia da aprendizagem da Matematica. Assim,
aponta-se a relevancia de uma pratica de ensino dessa natureza por agregar valor pedagdgico
potencial para melhora da qualidade de ensino da Matematica. Contudo, depreende-se que ¢ um
exercicio arduo, porém passivel de realizacdao. Portanto, demanda-se por parte do sujeito
professor propriedade quanto ao entendimento de uma pratica interdisciplinar, bem como da
apropriacao de recursos didaticos e pedagdgicos para o ensino de Matematica.
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Resumen

Este taller estd orientado a la presentacion y estudio de ciertos referentes tedricos
geométricos (semejanza y simetria) y estrategias didacticas circunscritas al Triangulo
de Pascal, permitiendo un aprovechamiento algebraico, desde diversos andlisis
provenientes de investigaciones recientes como la de Usoén y Ramirez (2006) que
enriquecen su estudio con relaciones geométricas, entre otras, que surgen a partir de
las discusiones generadas en el aula. Ademas, se observan ilustraciones, propuestas
en diversos textos, que muestran dicho tridngulo con aplicaciones diversas, en
cuadriculas, en fractales, y otras opciones didacticas que de forma amena revelan
nuevas relaciones y series numéricas asociadas a las formas geométricas, en lo
historico se revisa la biografia de este matematico, anécdotas y otros personajes
vinculados a la época. Las herramientas que seran proporcionadas, facilitaran la
visualizacién de aspectos teoricos de este objeto matematico y la generacion de
problemas atendiendo la contextualizacion intra y extra matematica (fractales).

Palabras clave: Triangulo de Pascal, Contextualizacion, Didactica, Geometria.
Introduccion

El Triangulo de Pascal, constructo matematico vinculante en diversas areas de esta
disciplina, es un elemento fascinante y enriquecedor desde el punto de vista didactico, donde se
puede mostrar en diversas opciones como material de trabajo fundamentado en los conceptos
geométricos y algebraicos que contemplan las asignaturas relacionadas con el area. El estudio de
este tema permite dinamizar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria plana con
una perspectiva que haga aflorar la creatividad en los actores involucrados en esta tarea, con la
inclusion de los conceptos de la geometria fractal entre otras areas de las matematicas.

Con el taller se han planteado una serie de objetivos tales como: dar a conocer ciertos
referentes tedricos donde es aplicable el Tridngulo de Pascal, hacer un analisis de topicos
geométricos en relacion con el Triangulo de Pascal, visualizar la integracion de este constructo
matematico en relacion con otras dareas de las matemadticas, presentar recursos didacticos
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referentes al Tridngulo de Pascal en relacion con diversas areas de las matematicas, reconstruir
ciertos conceptos geométricos a partir del estudio del Tridngulo de Pascal.

Para alcanzar los objetivos planteados, se presentaran diversas actividades que permitiran
la articulacion e integracion de diversos referentes tedricos y didacticos de las Matematicas en
relacion con el Tridngulo de Pascal.

Pretendiendo asi, generar un aula taller, en la que se aspira que cada participante
construya y descubra sus propios alcances de aprendizajes, dandole espacio al asombro de
generar la novedad en lo que se realiza, para ello se propone un plan de accién donde se busca: a)
Complementar cada construccion geométrica con los patrones numéricos sugeridos, b) Resaltar
las observaciones que emergan de la discusion sobre los tridngulos ya elaborados, c) Constrastar
las relaciones con lo fractalico y d) Presentar las construcciones realizadas y su aprovechamiento
didacticos.

Referentes teoricos

Son diversos los matemadticos a los que se les acufia el descubrimiento del tridngulo
aritmético, presentado en la época del renacimiento, que, aunque lleva el nombre del genial
matematico Pascal, fue usado anteriormente por otros como Tartaglia, Stifel y Stevin (Ruiz,
2009), luego existio la expansion para (at+b)" con n entero, que es el llamado teorema del
binomio, relacionado con el tridngulo, el cual también era conocido por los arabes del siglo XIII.
Es por esto que en diversas ocasiones a este aporte matematico se le conoce con el nombre de
triangulo de Tartaglia o tridngulo de Pascal

El matematico italiano, Nicola Fontana, que nacié en el afio 1499, conocido como
Tartaglia (por su tartamudez) adquiri6 una reputacion de matematico prometedor. A este
matematico se le vincula con el estudio de este tridngulo aritmético, debido a que segun diversos
acontecimientos histdricos y primeramente en 1535, se dio una competencia entre Tartaglia y
Fior, este ultimo un estudiante de Del Ferro que cuando estaba en el lecho de muerte le informo a
su pupilo como resolver una ecuacion cubica. Fior confiado por la informacion que su maestro le
habia transmitido, sometié a Tartaglia a una serie de preguntas acerca de estas ecuaciones y en
menos de dos horas Tartaglia pudo resolverlas. Fior perdi6 la competencia. Cardano, que
presencio la competencia, le solicitd a Tartaglia su solucion para incluirla en su libro, a lo que
Tartaglia se neg6. En 1539, viajé a Milan a visitar a Cardano y en esta ocasion le reveld la
solucion. Tiempo después, Cardano junto a su asistente Ferrari publicarén las férmulas y otras
derivaciones de éstas y se acreditd a Del Ferro y a Tartaglia el descubrimiento (Ruiz, 2003 y Rey
Pastor y Babini, 1997).

Pascal es un matematico, cofundador junto a Fermat en el siglo XVII de la teoria
matematica de probabilidades, considerada como uno de los cinco progresos progresos
principales en el origen de la matematica moderna (Bell, 1949), a parte de dar aportes posteriores
junto a Desargues hacia la Geometria Proyectiva Sintética, para su invencion, la cual se atenu6
hasta principios del siglo XIX, ¢l fue un matematico de grandes alcances, aunque al igual que a
Descartes y Leibniz se le recuerde popularmente por otras cosas, pero Pascal fue ain mas
genuinamente precoz que este ultimo. De muchacho no fue una simple esponja que absorbiera el
saber de los demas, sino un matematico creador. A los doce afios redescubri6 y demostr6 para si
mismo varios de los teoremas mdas sencillos de la geometria elemental, por lo cual es de
visualizar que su aporte hacia el tridngulo aritmetico podria contener enriquecimiento
geométrico.
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Inmerso dentro de la didactica, se ha buscado predominar, dentro del ambito escolar, la
contextualizacion de los contenidos presentes en el tridngulo de Pascal, ya sea desde lo
intramatematico como lo extramatematico, resaltando comunmente los contenidos algebraicos y
aritméticos (Carrrera, 2010), pero desde un enfoque social y natural podria adaptarse al campo
geométrico, su desarrollo externalista en proximidad, estd dado en el uso de las combinaciones
en la vida cotidiana, aunque desde el punto de vista de la naturaleza y el acercamiento de este
contenido a lo fractélico, es posible la visualiacion del mismo a través de estos ambitos tedricos.

El tridngulo de Pascal es una construccion aritmética partiendo de la suma en donde se
consideran los siguientes pasos:
Se inicia colocando el nimero uno (1) en la fila cero (0)
1 <+«—fila 0
Luego, debajo, se coloca en la siguiente fila dos uno (1) a los lados del superior
1
1 1 <«—filal
En las siguientes filas escribimos un 1 en cada extremo y cada nimero interior es
obtenido sumando los dos que estan encima de ¢l

1 2 1 <« fila2

Asi sucesivamente se va continuando, hasta obtener el famoso tridngulo de Pascal o
Tartaglia que se aprecia en la figura 1.

S T T
1§ 5 8 356
s 80Tt
1§ 8 % » % &8 1
oy % o % 0 & ¥ 9 1
om & oo s mme n !

Figura 1. Triangulo de Pascal o Tartaglia

En Iran este tridngulo se le conoce como el tridngulo de Khayyan (1048-1131), en china
se le conoce con el nombre de triangulo de Yang Hui (1238-1298), pero las referencias existentes
desde hace 200 afios, hacen ubicar al mismo en el renacimiento, otorgandole esta originalidad a
Pascal y Tartaglia (Duarte A., Moya A. y otros; 2014b).

Otro concepto vinculante en la presente investigacion es lo referente al termino fractal,
que fue acuflado por Beniot Mandelbrot, en 1975, para describir formas complejas y este
proviene del adjetivo latino fractus que significa “interrumpido”, “irregular” o “fraccionado” y
en cierta forma los objetos provenientes de la naturaleza poseen esta caracteristica (Carrera,
2010), en si un fractal es una figura geométrica en la que un patrén se repite pero siempre

disminuyendo la escala. Es por esto que los fractales son semejantes entre si, entre los mas
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conocidos estan, el pentagono de Durero, el arbol de Pitagoras, la esponja de Menger, la
alfonbra, el tridngulo y tetraedro de Sierpinski. (Mandelbrot, 1996 y Martinez, 1994)

Metodologia del taller

El desarrollo del taller se hara en dos partes, la primera basada en un recuento histérico de la
generacion de este famoso triangulo y los personajes a los cuales se refiere, segundo se propondran
una serie de actividades vinculantes a diversas formas de apreciar el triangulo de Pascal dentro de las
matematicas, desde la parte aritmética, pasando por la algebraica hasta llegar a la geométrica,
buscando que las personas participantes conozcan y ejecuten diversas propuestas de trabajar este
constructo matematico dentro de su abundante enriquecimiento en problemas y curiosidades,
propicios para la generacion de una didactica integrativa de lo intramatematico

Actividades sugeridas

Actividad 1. Triangulo y Cuadrados de cifras de uno (1)

En esta actividad se apreciard las curiosidades presentes entre las cantidades resultantes
de los cuadrados de cifras de 1, primero observese bien la construccion de los siguientes
cuadrados:

Fila Potencia Resultado

0 12 1

1 112 121

2 1112 12321

3 11112 1234321

4 111112 123454321

5 1111112 12345654321
6 1111112 1234567654321

En el desarrollo de estas potencias se evidencia una distribucién, que es una de las
curiosidades de los nlimeros, simétricos entre si, denominados palindromos, los mismos pueden
leerse bien de derecha a izquierda como de izquierda a derecha, esta relaciéon que se presenta
también se observa en el tridngulo de Pascal pero con cifras desvinculadas (Ver figura 3).

Actividad 2. Triangulo de Pascal, los Nimeros y sus formas

En esta actividad se busca observar las cantidades presentes en cada diagonal con la
denominacién de los niimeros triangulares y cuadrados, como también otras cantidades que se
evidencian en el triangulo.

Los numeros triangulares o cuadrados, conocidos como guijarros (Garcia, 2006) son
aquellos que se les denomina por la forma de agruparse ya sea en forma de tridngulos
(triangulares) o en forma de cuadrados, los griegos se dieron cuenta que en los primeros se
obtenian con sumas de nimeros naturales consecutivos. Los numeros cuadrados resultan de los
cuadrados perfectos pero los griegos se dieron cuenta debido a la forma en que se distribuian las
piedras para formar un cuadrado.
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Numero Triangulares Numeros Cuadrados
,3,6,10, 15,21 ... ,4,9, 16, 25, 36....

Apreciando el tridngulo de Pascal, es posible observar la disposicion de los numeros
triangulares, en forma diagonal a partir de la segunda fila en dicho tridngulo y los cuadrados son
los resultantes de sumar dos de estos nlimeros triangulares consecutivos, dispuestos en la misma
diagonal.

Numeros triangulares —_—

oy &% o I If & ¥
D N S e O

Figura 2. Triangulo de Pascal o Tartaglia y nimeros triangulares

Numeros Cuadrados
1, 1+3 =4, 3+6=09, 6+10=16.....

Estas no son las Unicas clases de nimeros que podemos encontrar en el andlisis interno
del Tridngulo de Pascal, también podemos encontrar nimeros naturales, tetraédricos, entre otros,
formas que dependen de figuras bidimensionales y tridimensionales (Uson y Ramirez, 2006).

Actividad 3. Triangulo de Pascal y el Fractal.

En esta actividad se busca apreciar la relacion de este tridngulo con algunos contenidos
geométricos, tales como la simetria, geometria fractélica, resaltando ciertas cantidades presentes
en el tridangulo.

Primeramente podemos apreciar en el tridngulo de Pascal la existencia de un eje de
simetria vertical (Ver Figura 3), término matematico muy utilizado en la naturaleza y en la
geometria (Weyl, 1975).
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18 % % B % 71

L8 % 0 0 % 4 1

& U o@ma e nl

Figura 3. Eje de simetria sobre el Triangulo de Pascal

Para esta actividad, es necesario ubicar los nimeros pares e impares en el tridngulo, a los
impares le asignaremos el nimero uno (1) y a los pares el numero cero (0), tal como se aprecia

en la Figura 4.

1
i1
101
11311
1001
110011
1010101
S e e i
10000001
1100000011
1O0LODDO0AL
111100001111
10001000 L000L
11001 100110011
101010101 010L0L
1I1FIIIIIIIERATIIL
lele alnlalula uintelala nle ok
1100000000000 000 1 E
1010000000000 L0L
1113000000000 0011EL
L0001 0000DO0000 1O00L
110011 00000000001 10011
101010 1000000000 LOL010L
1113133 10000000011113113
1OD0NO001 DOGDO0O0 1 00D0ED0 L

11000000 L 10000001 100000011
10100000 L01L0D0010L 00000101
1113000011 1100001 L1 IO ELL R
1000 L0 1LO00 1000 L0000 10001 0001
1100110011001 1001 1001100110011
101010101 0100L0101010L0L0101010L
11E1F31I1IATIITIIIINAFIIRITANINLE

Figura 4. Triangulo en ceros y unos

Se resalta en la distancia ciertos tridngulos formados por los ceros (0), de diversos

tamaios, pero semejantes entre si.

1
11
101

10001
110011
1010101

10000000
1100000011
10100000101

11001100110011
101010101010101

10000000000000001
110000000000000011
1010000000000000101
111 1000000000GO0L111
10001000000000001 6001
11001 10000000000110011

1100110011001 100110011001 10011
10101010101010101010101L01010101

A

Figura 5. Triangulo de Pascal en ceros y unos (coloreado)

Figura 6. Generacion del Triangulo de Sierspinski

Este triangulo que se ha formado (ver figura 6) es semejante al popular Triangulo de
Sierspinski, fractal que se puede construir a partir de un tridngulo equilatero, generando
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triangulos interiores cuyos vértices estdn en el punto medio de los lados. En este momento de
aprovechar para el estudio en geometria fractdlica de temas como semejanza, proporcionalidad y

AA::‘:A,.
ISVv S

Figura 7. Triangulo de Slersplnskl

En la anterior construccion sobre el triangulo de Pascal, se podria decir que la
transformacion de los impares a uno (1) y los pares a cero (0) es el resultado de dividir cada
elemento entre 2 y sustituirlo por el resto de la division. Caso interesante seria seguir haciendo
estas divisiones de las cantidades del tridngulo de Pascal a ver que sucede, por lo cual se procede
a estudiar el caso en que la division sea entre tres (3) y cada valor del tridngulo sea sustituido por
el resto de la division (ver figura 8). En el mismo se observa la relacion de autosemejanza de un
fractal (ver figura 9) evidenciada en parte en similitudes existente de acuerdo a las cantidades.

1

1 a 1 1 Lo /:r’ i
1 1 2 1 g b} 2 o TR
rd ¥ %
1 o o 2 ] 1 A o ] x o X
t 1 0 2 e 1 1 {1 a A S
1 z z 1 2 1 2 1 z ,,Z' 1 k! 1 z %
4 4 “
¢ ¢ 3 2 o @ © @ 1 A o a A 3 0 w4 @
/ ; --
1 1 o [ 0 o 3 o 1 1 £ & 2 = 1
Figura 8. Triangulo de Pascal en cociente Figura 9. Triangulo de Pascal en cociente 3 autosemejanza

Actividad 4. Triangulo de Pascal y Geometria.

En esta actividad se busca apreciar dentro del tridngulo de Pascal las diversas cantidades
de rectas y diagonales de poligonos presentes en n puntos.

Observemos primero las rectas que pasan por n puntos no colineales, distribuidos
exactamente de manera de obtener un poligono regular y las diagonales presentes.

Numero de puntos Numero de rectas Numero de Diagonales en el poligono

1 infinitas 0
2 1 0
3 3 0
4 6 2
5 10 5
6 15 9
Taller XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1710



Recreando el triangulo de Pascal

7 21 14

En el tridngulo de Pascal, si observamos detenidamente aparece esta relacion. Cuando se
observa en los elementos seleccionados que el valor de la izquierda corresponde a el nimero de
puntos y el de la derecha (ver figura 10) a las rectas que pasan por €l, y si ejecutamos la
sustraccion entre los mismos nos daran el nimero de diagonales del poligono determinado por
dichos puntos.

1 . 1D
Nemn>
1 1 6D 1
1 (}Afg) 10 b 1
1 & @my @ B g 1
1 (?::;ﬂ:) 35 3 01 7 1

Figura 10. Triangulo de Pascal resaltando relacion de rectas y puntos

Consideraciones finales

Son diversas las contribuciones de este constructo hacia las areas de las matematicas, mas
que todo en la probabilidad, con aportes a la teoria combinatoria (Brett, 2003), en el algebra,
visto hacia el desarrollo de los productos notables, y en la combinacion de ambas, durante el
estudio del binomio de Newton y los Multinomios (Rodriguez, 1995). Dentro del area de la
geometria su desarrollo ha sido a través de los aportes con los numeros y sus formas, las lineas
en los poligonos y los fractales, que estdn presentes en situaciones cotidianas generalmente a
través del arte y la naturaleza. Son muchos los aportes que hacia la construccion de nuevas
actividades en torno a este constructo se pueden hacer, pero para el tiempo requerido es
necesario la adecuacion acertada de ciertas actividades concretas.
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Resumen

Se generaliza el teorema de Pompeiu a tridngulos isdsceles y escalenos. Se presenta la
deduccion de la desigualdad que describe la region R del plano xy compuesta por los
puntos P que satisfacen dicho teorema. Ademads, se caracteriza dicha regidon para
tridngulos isésceles y se presentan graficas que ilustran los diferentes casos analizados.
Para ello se usaron scripts implementados con las herramientas GeoGebra y/o
Mathematica que permiten visualizar y validar los resultados obtenidos.

Palabras clave: Teorema de Pompeiu, geometria plana, ley de cosenos, lugares
geométricos, GeoGebra.

Introduccion

En 1936 el matematico rumano Dimitrie Pompeiu (1873-1954) publicé su conocido teorema de la
geometria plana (Pompeiu, 1936):

Teorema de Pompeiu
Dado un triangulo equildtero ABC y un punto P cualquiera del plano, si P no
pertenece al circulo I' circunscrito al tridngulo ABC entonces con los segmentos
AP, BP y CP se puede formar un tridngulo.

La mayoria de los textos de geometria plana no incluyen este interesante resultado, pero existen
muchas demostraciones y una gran cantidad de resultados se han propuesto alrededor de dicho
teorema (Bényi y Casu, 2009; Sandor, 2005).

Observe que si el punto P pertenece al circulo I', entonces la medida de uno de los segmentos
AP, BP o CP esigual a la suma de los otros dos. Sin embargo, para un tridngulo que tenga al menos
dos sus lados con longitudes diferentes, podemos escoger un punto P tal que las medidas de los
Segmentos AP, BP y CP no correspondan a las medidas de los lados de un tridngulo. Para lograr
esto basta elegir un punto P “fan cerca” como sea necesario del punto A de forma que |[CP| >
|AP| + |BP|, como se muestra en la Figura 1.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019

1713



Sobre el teorema de Pompeiu

C B

Figura 1. Punto P tal que los segmentos AP, BP y CP no forman un tridngulo.

Esto nos lleva a plantear la siguiente pregunta: ;Para cuales puntos P del plano xy los segmentos
AP, BP y CP forman un tridngulo? Sea R la region del plano xy que contiene a estos puntos y sea
RE el complemento, es decir, el conjunto de puntos P para los cuales los segmentos AP, BP y CP
no forman un triangulo.

En el presente trabajo deducimos una desigualdad que describe de forma general la region R y
caracterizamos dicha region para el caso de tridngulos isdsceles. El trabajo esta organizado de la
siguiente forma: en la seccion 2, se deduce la desigualdad que describe de forma general la region
R, en la seccion 3 se deduce la desigualdad que describe la region R para tridngulos isdsceles y en
la seccion 4 se caracteriza la region R€ para este tipo de triangulos y por tltimo, en la seccion 5
se describe graficamente algunos casos de la region R€ para triangulos escalenos.

Caracterizacion de la region R

Dado un triangulo CAB y un punto P cualquiera en el plano, como se muestra en la Figura 2, los
segmentos AP, BP y CP forman un triangulo si y solo si

|BP| + [CP| > [4P| (1)
4P| + [CP| > |BP| @)
|AP| + |BP| > |CP| 3)

Por comodidad denotemos las longitudes de los lados del triangulo por: |AB| = c, |AC| = b,
|BC| = a.

c

Figura 2. Los segmentos AP, BP y CP forman un triangulo.

Sean <ACB = a, ¥PCB =0y |CP| = r (como se muestra en la Figura 2), al aplicar la ley de
cosenos al triangulo CPB obtenemos
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|BP|? = |CP|? + |CB|? — 2|CP||CB|Cos(8) = r? + a? — 2ar Cos(6)
De igual forma, al aplicar la ley de cosenos, pero al triangulo CPA obtenemos
|AP|? = |CP|? + |CA|? — 2|CP||CA|Cos(8 — a) =72 + b? — 2br Cos(6 — a)

Con lo cual las desigualdades (1), (2) y (3) se transforman respectivamente en

r+ \/r2 + a? — 2ar cos(8) > \/7‘2 + b% — 2br cos(0 — a) 4)
7+ 72+ b2 — 2br cos(8 — a) > /2 + a® — 2ar cos(H) ®)
Jr2+ b2 — 2brcos(6 — a) + /2 + a? — 2ar cos(f) > r (6)

Se puede comprobar que cada una de estas desigualdades, al eliminar los radicales, conducen a la
desigualdad (7). A manera de ejemplo, tomando cuadrados a ambos lados de la desigualdad (5)
obtenemos

2 4+ b? — 2br cos(8 — @) > r? + a® — 2ar cos(0) — 2ry/r2 + a? — 2ar cos(6) + r?

Simplificando

2r\12 + a? — 2ar cos(6) > r? + a® — b? + 2br cos(6 — a) — 2ar cos(h)
Tomando de nuevo cuadrados a ambos lados de la desigualdad anterior obtenemos

4r?2(r? 4+ a? — 2ar cos(8)) > (r* + a? = b*)? + 4r(r?* + a® — b?)(bcos(6 — a) —
acos(0)) + 4r2(b cos(8 — a) — a cos(H))? (7)

Asi, laregion R queda determinada por los puntos P = (r, 8) que satisfacen la desigualdad (7).

Region R para triangulos is6sceles

Si el tridngulo CAB es isésceles, |BC| = a = |AC| = b la ecuacion (7) se transforma en

4r?2(r? + a? — 2ar cos(8)) > r* + 4r3a(cos(8 — a) — cos(6))
+ 412a?(cos(8 — a) — cos(H))?

Que simplificando obtenemos
r2(3r? — 4ra(cos(8 — a) + cos(0)) — 4a?*((cos(6 — a) — cos(0))> —1)) >0 (8)
Por lo tanto, para que la desigualdad (8) se satisfaga es suficiente que

3r2 — 4ra(cos(8 — a) + cos(8)) — 4a?((cos(f — a) — cos(8))?—1) >0 9)
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Con lo cual la regiéon R para triangulos isosceles queda determinada por los puntos P = (1, 6)
que satisfacen la desigualdad (9).

El caso de igualdad en (9) corresponde a una ecuacioén cuadratica que podemos resolver para
determinar la frontera de la region R. Calculando el discriminante de dicha ecuacion obtenemos

A = 16a?(cos(0 — a) + cos(8))? + 16a? - 3((cos(8 — a) — cos(68))? — 1)
— 1642 (6052(9 —a) +2cos(68 — a) cos(8) + cos?(0) + 3cos?(0 — a))
—6c0s(8 — a) cos(0) + 3cos?(0) — 3
= 16a?(4cos?(0 — a) — 4cos(8 — a) cos(0) + 4cos?(0) — 3)
= 64a?(cos?(0 — a) — cos(8 — a) cos(6) + cos?(9) — 3/4)

cos?(0) N 3cos%(0) 3/ )
— /4

= 64a? (cosz(e —a) —cos(6 — a) cos(0) +

4 4
2
= 64a> <<cos(9 —a) — COSZ(B)> + ZCOSZ(Q) - Z)
2
= 64a? <cos(0 —a)— cos2(0)> - %sen2 ©))

= 64a? (cos(@ —a) — COSZ(H) - ?sen (9)) <cos(9 —-a) — cos2(9) + gsen (9))

= 64a? (cos(@ —a) —cos("/3 - 9)) (cos(@ —a) —cos("/3 + 0))

0—a+"/,—0 0—a—-"/,+6 0—a+T/,+0
= 64a? [—Zsen< /3 > - sen( /3 ) - —256n< /3 )

2 2 2

sen(2e )

De donde
n T/ +a 20 —a—-T 20—a+T
A= —256a?-sen @ - sen /3— - sen —/3 - sen —/3
2 2 2 2
Con lo cual las soluciones de dicha ecuacion cuadrética estan dadas por:
2a(cos(6 — a) + cos(0)) + 8a+/T(6)
r(0) = 3
(10)
2a(cos(0 — a) + cos(6)) — 8a+/T(0)
,(0) = 3
donde
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s s _ T _ T
T(H) = —Ssen (%) - sen (ﬂ) - sen <m> - sen <29 a+ /3> (11)

2 2 2

Cuando el triangulo CAB es equilatero se tiene que a = g, con lo cual T(8) = 0, por lo que la

ecuacion cuadratica asociada a la desigualdad (9) solo tiene una solucién, dada por:

2a
= ?(605(9 —a) + cos(0))

4 V3
r = ?a. cos(6 —T/,) -y (12)
2a

T = ﬁ cos(6 — 77/6)

Observe que la expresion (12) es la ecuacion de un circulo de radio % que pasa por el origen con
centro en (%, g) , el cual corresponde al circulo I' circunscrito al tridngulo CAB. Por otro lado,

dado que la desigualdad (9) en este caso se reduce a (r — ;)% > 0, todo punto P = (r,8) del
plano que no esté en I' satisface dicha desigualdad (Figura 3), tal y como lo afirma el teorema de
Pompieu.

'
I3

Figura 3. Regién R® = I para tridngulos equildtero, @ = /3.

Caracterizacion de la region R¢ para triangulos isésceles

Las ecuaciones en (10) describen la frontera de la region R, lo cual nos permite obtener su
representacion grafica. Para esto, observe que T (6) puede reescribir de la siguiente forma:

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1717



Sobre el teorema de Pompeiu

T) = %(% — cos(a)) (% — cos(26 — a))

Con lo cual el signo de T(8) queda determinado por la expresion % — cos(260 — a) ya que
e Si0<a< g, entonces %— cos(a) <0
) Si% < a < m, entonces %— cos(a) >0
Esto no permite determinar para un valor dado de «, el dominio de T'(8) y asi poder graficar la

frontera de la region R usando las ecuaciones dadas en (10). Esto nos lleva a distinguir dos tipos
de regiones, segun sea el valor del angulo a.

Regiones R, con a E]O,g[

La Figura 4, muestran la region R para los casos @ = 45° y @ = 55° y a = 10. Observe que este
tipo de regiones tienen una forma semejante a la de un “rision”.

(a) a=10y a = 45°. (b) a=10y a = 55°.
Figura 4. Region R tipo “rifion”, E]O,g [
Regiones R, con a €] g [

La Figura 5, muestran la region R para los casos @ = 90 y @ = 150° y a = 10. Observe que este
tipo de regiones tienen una forma similar a una “/emniscata”.

—15

(a) a=10y a =90°. (b) a=10y a = 150°.
Figura 5. Regiones R€ tipo “lemniscata”, para a €] g, .
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Sobre el teorema de Pompeiu

Es interesante analizar el comportamiento de la region R€ para valores frontera de a, es decir,
T . T . .. ,
valores cercanos a 0, YT Por ejemplo, cuando a — 3 las regiones son similares a una lunula,

. wt . . ,
como se muestra en la Figura 6a. Cuando a — 3 las regiones se asemejan a un par de lunulas
. . s ’
como se muestra en la Figura 6b. Estas regiones conforme a — 3 convergen al circulo '

circunscrito al tridangulo CAB.

10

=54

(a) a=10y a = 59°. (b)a=10y a = 61°.
Figura 6. Regiones R cuando a — g

Por otro lado, cuando a — 0% las regiones son casi circulares como se muestra en la Figura 7a 'y
cuando a = 7~ laregion R€ es “‘casi’’ una lemniscata como se observa en la Figura 7b.

(a) a=85ya=10° (b)a=10ya =175
Figura 7. Regiones R€ cuando a — m.
Representacion grafica de la region R¢ para triangulos escalenos

Caracterizar la region R€ para el caso de triangulos escalenos resulta mucho mas complejo que
para el caso de tridngulos isosceles, pues la desigualdad (7)
4r2(r?2 + a? — 2arcos(0)) > (r> + a? — b®)?> + 4r(r®> + a®? — b®)(bcos(6 — a) —
acos(0)) + 4r?(bcos(6 — a) — a cos(6))?
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Sobre el teorema de Pompeiu

que describe dicha region depende de un parametro mas, a saber b, la longitud del lado |BC|. Pero,
aun asi, podemos describir graficamente algunos casos que nos permiten tener una idea de la
posible forma de la region R¢, como se muestra en la Figura 8. Pareciera que en este caso la region
R€ siempre es disconexa, pero es parte de las cosas que queda por investigar.

1ol

(@) a=15b=10,a = 15°. (b) a=15,b=10,a = 45°.

a=15b=10,a=120°

Figura 8. Region R para triangulos escalenos.

Conclusiones

Se obtuvo una desigualdad que describe de forma general la region R compuesta por los puntos P
del plano xy para los cuales las longitudes de los segmentos AP, BP y CP corresponden a las
medidas de los lados de un tridngulo, en este sentido se generaliza el teorema de Pompeiu para
cualquier tipo de triangulo. En particular se logra caracterizar la region para triangulos isosceles y
se presentan algunas graficas que ilustran la region para el caso de tridngulos escalenos. En el
desarrollo de esta investigacion ha sido fundamental el uso de herramientas como GeoGebra,
Octave y/o Mathematica que permitieron visualizar y validar los resultados obtenidos, esto
reafirma la importancia de incorporar este tipo de herramientas en el quehacer académico.
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A experiéncia ora exposta ocorreu por ocasido da I EXPO CEPACS — Exposi¢ao de
Trabalhos ¢ Producdes Cientificas, Literarias e Quantitativas, ocorrida no CEPACS — PR
(CEPACS, 2018). O objetivo era mostrar a comunidade “A beleza da Matematica” em suas mais
variadas formas, deixando claro sua importancia no cotidiano e em todas as ci€éncias. Os
estudantes proponentes sao do 3° ano do Ensino Médio (~ 17 anos) e o publico que participou
voluntariamente das experiéncias tinham as mais variadas idades ja que eram, em sua maioria,
alunos do Colégio, pais de alunos e membros da comunidade. O envolvimento dos estudantes
proponentes fui singular, enquanto alguns explicavam os conceitos, outros efetuavam as medidas
e outros com a calculadora, encontravam os resultados da beleza da matematica. Acredita-se que
o conhecimento trabalhado ocorreu da melhor forma possivel.

Neste contexto, a beleza da Matematica foi demonstrada, em uma de suas partes, através de
medidas e calculos como uma pessoa pode constatar sua beleza. Neste caso, a beleza tem um
valor, que ¢ simbolizado por B, comparado com o valor de ¢ (f7), o nimero de ouro, com valor
aproximado de 1,618. Para se chegar ao nimero de ouro ou aproximar-se dele, os estudantes
proponentes do trabalho, determinavam a razao/divisao da medida da altura (h) da pessoa pela
medida da altura do umbigo (u) até o solo do voluntario. A equacao/férmula é:

h
B = —
u

E possivel com esta formula, apenas mudando as incégnitas, descobrir se a pessoa tem um
rosto bonito. Nesse caso, divide-se a medida do queixo da pessoa até o inicio de seus cabelos na
testa pela medida de uma orelha a outra em linha reta, o resultado deve se aproximar do nimero
de ouro. Outras medidas do corpo do homem podem ser feitas, usando a mesma férmula, para
descobrir se essa pessoa ¢ bonita matematicamente. Nesse sentido, dividir a distancia entre o
joelho e o umbigo pela distancia entre o joelho e o solo ¢ uma delas, dividir a distancia da base
do nariz até o queixo pela distancia dos olhos até a base do nariz ¢ outra (Smole & Diniz, 2005).
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A beleza da matemdtica

De maneira geral todos os voluntarios apresentavam medidas muito préxima a razao aurea, o que
os deixavam felizes.

Em outra parte do trabalho, a Matematica mostrava a questao da saide do ser humano,
através de duas medidas matematicas, uma delas o IMC — Indice de Massa Corporal e a G% -
Porcentagem de Gordura. Os calculos eram feitos com as respectivas formulas/equagdes:

IMC = m e %G = circunferéncia do quadril (cm) - 18
h2 h A/h (m)

Iniciando com o IMC, os estudantes responsaveis pela experiéncia mediam e calculavam
baseados na massa (m) e na altura (h) do colaborador voluntario. Quanto a porcentagem de
gordura, os calculos foram efetuados levando-se em consideragdo a circunferéncia do quadril
(cm) e a altura (m) do individuo participante. Aos voluntérios que se distanciavam das medidas
“ideais”, os estudantes proponentes mostravam uma tabela com as implica¢des para a saude.

Noutra parte do trabalho, os estudantes mostraram que a Matematica explica inclusive qual
¢ a idade ideal para uma pessoa se casar, baseando-se no matematico Dennis Lindley (2007) que
criou uma pequena equacao para descobrir essa idade. Os estudantes calcularam a idade ideal
para se casar (M) daqueles que tinham interesse em descobrir (maiores de 16 anos), baseando-se
em uma relacdo entre a expectativa da pessoa (x) somada com a experiéncia particular no amor
(y) com a colaboracgao da constante de Euler (e). A idade ideal ¢ calculada pela equagao/féormula:

M=y+ -y
e

Por fim, o ciclo do trabalho fechou com um jogo baseado no “Passa ou Repassa”, famoso
“torna na cara”, com questoes que envolviam Matematica. O jogo necessitava de dois jogadores
que competiam entre eles, a questao era realizada por um estudante mediador, ao término da
questdo, o jogador que acreditava saber a resposta, apertava um dispositivo e acertando, o
adversario levava torna na cara, se ndo acertasse, ele seria castigado com a torta na cara.

O ambiente onde ocorreu todo o ciclo que mostrava toda a beleza da matematica estava
“decorado” com frases que aludiam a esta beleza, que lembrava também da importancia que esta
ciéncia teve e tem na evolucdo da humanidade e inimeras frases mostrando o humor nesta
disciplina (Baroni, Giolo & Pourrat, 2012).

O que se quer apresentar € que nestas cinco etapas da experiéncia, mostrou-se a beleza da
Matematica aos estudantes e demais participantes da I EXPO CEPACS, a beleza pessoal, a
beleza proveniente da saude do individuo, a beleza do casamento e por fim, a beleza de conhecer
Matematica e perceber que a mesma esta imersa em toda atividade humana desde seu nascimento
até o final. A participagdo do publico foi excelente, ndo faltaram elogios ao trabalho, ficando
claro a importancia da Matematica.
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Lindley, D. (2007). Idade ideal de casamento. 2007. Disponivel em:
http://www.profcardy.com/calculadoras/aplicativos.php?calc=10. Acesso em: 10/10/2011.

Smole, K.S. & Diniz, M.1. (2005). Matematica: ensino médio. 5. ed. Sao Paulo: Editora Saraiva.
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Resumen

Desde nuestra practica docente podemos ser testigos que los estudiantes presentan
dificultades con el concepto area. Segun diversos autores, esto se debe a la forma
mecénica en la que se presenta dicho concepto en las aulas, asociado siempre al uso
de férmulas. En esta investigacion se utilizd aspectos de la Teoria de Registros de
Representacién Semiodtica como marco tedrico y aspectos de la Ingenieria Didactica
como marco metodolodgico. Este taller tiene como proposito analizar la
reconfiguracién que realizan estudiantes de segundo grado de educacion secundaria
(13 y 14 afios de edad) para determinar la medida de area de poligonos. En la primera
parte mostraremos como se aborda la reconfiguracion a través del tangram y la malla
cuadriculada. En la segunda parte, se presentara la reconfiguracion que realizaron
estudiantes de segundo grado de secundaria y como esta les permitio determinar la
medida de areas de poligonos.

Palabras clave: reconfiguracién, a&rea como magnitud, registro de representacion
semiotica, aprehensiones.

Introduccion

En el Perd menos del 50% de estudiantes a nivel nacional puede responder correctamente
problemas vinculados al célculo de la medida de area segun el Ministerio de Educacion del Perl
(2016). Diversos autores (Douady & Perrin-Glorian (1987), Corberan (1996), Herendiné (2016))
mencionan que estas dificultades responden a la forma de ensefianza que se da en la escuela,
enfocada mas en la manipulacion numérica y algebraica mediante la aplicacion de formulas, en
vez de la exploracion de las relaciones geométricas que proporciona la figura.

Frente a esta realidad, surgen otras alternativas para abordar el concepto de area en el aula
como la descomposicién y composicion. Segun Duval (2012b), es posible hallar la medida del
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Reconfiguracién de poligonos para determinar la medida de su area

area de un poligono a partir de su reconfiguracion. Asimismo, existen otras variables que
favorecen la operacion de la medida del &rea, como el uso de la malla cuadriculada (Pessoa,
2010). Esto quiere decir que los estudiantes podrian determinar el area de un poligono, como el
trapecio por ejemplo, mediante la reconfiguracion y la malla cuadriculada sin hacer uso de la
férmula. (Borja, 2015).

En esta investigacion nos focalizamos en analizar la reconfiguracion para determinar la
medida de area de poligonos, realizada por dos estudiantes de segundo grado de educacion
secundaria (aproximadamente entre 13 y 14 afios de edad. Asimismo, analizamos los tipos de
aprehensiones que utilizan durante la aplicacion de la actividad.

Teoria de Registro de Representacion Semiotica

Utilizamos aspectos de la Teoria de Registro de Representacion Semidtica de Duval como
marco tedrico, centrandonos en el registro figural y en la aprehension operatoria de
reconfiguracién. Para Duval (2011) es esencial que en la actividad matematica se puedan
movilizar muchos registros de representacion semiotica. Segun el autor existen cuatro tipos de
registros: el registro de lengua natural, el algebraico, el figural y el grafico. En esta investigacion,
nos enfocaremos en el registro figural. Segun Duval (2004) las figuras juegan un papel
fundamental en la comprension de problemas de Geometria ya que forman un soporte intuitivo
para las actividades mediante la exploracion.

Duval (2012b) considera a la figura como una aprehension cognitiva y menciona que
existen cuatro maneras diferentes de aprehender el registro figural, segun su rol estas son:
aprehension perceptiva, operatoria, discursiva y secuencial; cada una de ellas independiente de
las otras. En esta investigacidn trabajaremos con tres de ellas las cuales describiremos a
continuacion. La aprehensién perceptiva es la que permite identificar o reconocer
inmediatamente una forma o un objeto matematico en el plano o en el espacio. La aprehension
discursiva es aquella que corresponde a la explicacion desde las propiedades matematicas de la
figura a las indicadas por la leyenda o por la hipétesis. Y la aprehensidn operatoria tiene que ver
con las modificaciones o transformaciones que podemos hacer a las figuras para lo cual se
distingue tres tipos: la modificacion mereoldgica, la modificacion optica y la modificacion
posicional (Duval, 1994).

Duval (2012a) menciona que la reconfiguracién es un tipo de modificacion mereoldgica
que consiste en la descomposicién en unidades figurales de la misma dimension que la inicial,
para luego ser recombinadas en otra nueva figura. En la operacion de reconfiguracion, toda
figura geométrica puede ser dividida en sub-figuras de diferentes formas como se observa en la
Figura 1.
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Figura 1. Tratamiento en el registro figural por reconfiguracion (Castillo, 2018)
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Reconfiguracion de poligonos para determinar la medida de su area

Existen ademas tres tipos de reconfiguracion: estrictamente homogénea, homogénea y
heterogénea. La primera se da cuando las sub-figuras de la descomposicion tienen la misma forma
que la figura inicial; la segunda, cuando las sub-figuras tienen la misma forma entre ellas pero
diferente a la inicial; y la tercera, cuando las sub-figuras tienen diferente forma entre ellas y
diferente forma a la inicial.

Area como magnitud

Douady y Perrin-Glorian (1987) también mencionan que las dificultades observadas en
relacion con el concepto medida de area estan relacionadas con la introduccion prematura de un
acercamiento a la medida del area mediante el uso de férmulas, es decir un enfoque del area
como numero.

Por esta razon los investigadores proponen la necesidad de construir la nocion de area
como magnitud. En ese sentido, Da Silva (2011) adopta una organizacion conceptual para el area
en tres cuadros y presenta un esquema inspirado en las investigaciones de Douady y Perrin-
Glorian (1987) como se muestra en la Figura 2.

Cuadro geométrico

(lineas v figuras planas)

Relacion de

; . Funcion
equivalencia j %

Cuadro numérico

Cuadro de las e
: o (nameros reales
magnitudes (longitud v ;

positivos — medidas de

area) . o .
: longitud v drea)

Unidades de
longitud ¥ drea

Figura 2. Organizacion conceptual de referencia del campo de las magnitudes longitud y area, y sus
medidas (Da Silva, 2011)

Segun Ferreira y Bellemain (2016), el cuadro geométrico esta constituido por las
superficies planas (cuadrado, rectangulo, triangulo, paralelogramo, trapecio, etc.) y sus
propiedades; el cuadro numérico esta constituido por las medidas de area de las superficies
planas que pertenecen a los nimeros reales positivos; y el cuadro de las magnitudes esta
constituido por las clases de equivalencia de figuras de la misma area.

Los cuadros estan constituidos por objetos que pertenecen a diferentes ramas de la
matematica, las relaciones entre los objetos, sus formulaciones y sus imagenes mentales. Es por
ello, que consideramos que un estudio del &rea como magnitud implica establecer distinciones
entre el area y la figura, y entre el &rea y el nimero. En la distincion entre area y figura, la
operacion de la reconfiguracion juega un papel importante, pues a partir de una figura inicial se
puede producir otra figura por la descomposicion y recomposicion de sus partes, obteniendo asi
una nueva figura que mantiene la misma medida de area.

Metodologia

En cuanto a la metodologia, este estudio es de tipo cualitativo y como método utilizamos
aspectos de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995) pues como nuestro interés es analizar los
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procesos que realizan los estudiantes cuando trabajan en situaciones que involucran la medida
del area de un poligono mediante la reconfiguracién, consideramos que la Ingenieria Didactica es
la mas iddnea para nuestra investigacion.

Como parte de la metodologia, se cred dos actividades cada una con cierta cantidad de
items que promovian en los estudiantes la comparacion de areas de figuras y la reconfiguracién
de diferentes poligonos para determinar su medida de area. En la Tabla 1 mostramos la
organizacion de la secuencia de actividades y el tiempo utilizado en cada una de ellas:

Tabla 1
Descripcion de la secuencia de actividades

Actividad Descripcion Tiempo
1. Trabajemos Realizar reconfiguraciones mediante el uso del Tangram 80 min
con el Tangram para comparar las areas de figuras de forma diferente.

2. Hallemos la Determinar la medida del area de poligonos usando lapiz 40 min
medida del area y papel mediante el uso de la malla cuadriculada.

de poligonos Movilizar los conocimientos de reconfiguracion.

El proposito de la Actividad 1 fue analizar las aprehensiones perceptiva, operatoria y
discursiva que realizan los estudiantes mediante el uso del Tangram, pues con esta actividad se
buscaba relacionar el cuadro de las magnitudes con el cuadro de las figuras. Mientras que el
proposito de la Actividad 2 fue analizar las reconfiguraciones que los estudiantes realizan a
diferentes poligonos para determinar la medida de su area, usando lapiz, papel con malla
cuadriculada y colores. Asimismo, que los estudiantes movilicen los conocimientos de
reconfiguracién adquiridos en la primera actividad, es decir lo que se esta provocando es
relacionar el cuadro de las figuras con el cuadro numeérico.

Desarrollo de las actividades y analisis

Si bien esta investigacion se realiz6 con 13 estudiantes de segundo grado de educacion
secundaria (entre 13 y 14 afios) pertenecientes a una institucion educativa privada de Lima, en el
andlisis de las actividades solo se trabaj6 con dos estudiantes (Sara y Abril) quienes fueron las
gue mostraron mayor interés durante toda la aplicacion y nos proporcionaron mayor informacion
en sus fichas de actividades. En este documento solo mostraremos el analisis a priori y el anélisis
a posteriori del item 1 resuelto por Sara.

item 1

En el item 1 se le pidi6 al estudiante determinar la medida del area de las figuras
considerando a cada cuadradito como unidad de medida y luego se le pidi6 justificar su repuesta,
como se muestra en el Figura 3.

1

Figura 3. item 1 de la Actividad 2(Castillo, 2018)
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Analisis a priori: Las variables didacticas que intervienen en este item son: nitidez de la
figura (sin malla visible) y posicion relativa del poligono en relacion con la malla (todos los
lados coinciden con la linea de la cuadricula).

Para resolver este item esperamos que el procedimiento mas usado sea el conteo de
cuadraditos con el que se obtiene como respuesta 22u. Por otro lado, es posible que surjan otros
procedimientos como por ejemplo la descomposicién de la figura en once rectangulos cuyos
lados midan 2 y 1, es decir, una descomposicion homogénea. Después, se determine la medida
del area de uno de los rectangulos y luego se multiplique este valor por la cantidad de
rectangulos que hay en la figura. Otro posible procedimiento seria la reconfiguracion
heterogénea. Por ejemplo, la figura inicial se puede descomponer en tres sub-figuras: dos
rectangulos y un dodecagono. Luego, mediante una aprehension operatoria de modificacion
posicional se traslade los dos rectdngulos y se obtenga una nueva figura en la que sea més fécil
determinar su area (ver Figura 4).

Luego de ello, esperamos que el estudiante movilice su aprehension discursiva que le
permita explicar el procedimiento utilizado para resolver el item. Por otro lado, pensamos que
este item seria el mas facil de la actividad puesto que todos los lados de la figura coinciden con
las lineas de la malla cuadriculada.

Figura inicial Figura final

U

Figura 4. Posible reconfiguracién del item 1

Anélisis a posteriori de Sara: ella decidi6 usar colores como una forma de organizar
mejor su trabajo. Como se muestra en el Figura 5, Sara movilizé su aprehension perceptiva y
operatoria de modificacion mereoldgica de descomposicién heterogénea, para transformar su
figura inicial en dos rectangulos. A diferencia de lo previsto en el anélisis a priori, Sara realiz6
mas descomposiciones en la figura. Ella descompuso la figura inicial en cuatro cuadrados, un
rectangulo y un octégono. Luego, mediante una modificacion posicional, traslado los dos
cuadrados verdes y los dos cuadrados rojos para completar los “espacios vacios” y formar dos
rectangulos, uno cuyos lados midan 6 y 3, y otro cuyos lados midan 4 y 1.

En cuanto a su aprehension discursiva, podemos observar que Sara us6 el término
“mover” para referirse al movimiento de traslacion, uso la frase “agrandar mas de la cuenta” para
referirse a una figura compuesta en la que no se puede obtener el rea desde un principio.
Cuando Sara dice que desea “crear dos figuras que me den el area” pensamos que Sara cree que
solo puede calcular el area de figuras conocidas como el rectangulo por ejemplo. Por otro lado,
podemos observar que Sara respondio correctamente la medida del area de la figura, sin
embargo, fallo en la unidad de medida elegida. Ella escogio al centimetro cuando el item
indicaba que la unidad de medida era u.

Es importante mencionar que en nuestro analisis a priori, habiamos pensado que este seria
el item mas facil y que por lo tanto les tomaria menos tiempo. Sin embargo, pudimos observar
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que las estudiantes se demoraron en responder este item porgque no encontraba numeros de forma
explicita y por esta razdn pensaban que la pregunta no se podia resolver.

Aprehension operatoria Aprehension discursiva
L 1o fex 3713 s Respuesta; 2.2 (N

oYX =0 jRryg=z 77
Justifique su respuesta:

u MOV ICS CoQdiQans
OLE NaCIOn Oue 1O

¥ H kIO BE, GOSN 0 o
= 132 S50 PVFRTEY
-' = = eSPOLISS eSrantes
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;) el Qiea

Figura 5. Reconfiguracién del item 1 de la Actividad 2 producido por Sara

En el taller se pretende mostrar también el andlisis a posteriori de los otros items
resueltos por Sara cuyas imagenes se encuentran en el Apéndice A.

Después de realizar el analisis de las actividades, pudimos observar que ambas
estudiantes (Sara y Abril) utilizaron a la reconfiguracién como una estrategia para poder
determinar la medida del area de los poligonos presentados en la ficha. No obstante,
manifestaron dificultades en la seleccion de la unidad de medida.

También observamos que ambas estudiantes realizaron mas descomposiciones que las
que esperabamos en el analisis a priori, pensamos que esto se debe a que su aprehension
perceptiva se apoyd en la cuadricula de la malla cuadriculada. Por otro lado, ambas estudiantes
lograron articular sus aprehensiones perceptivas, discursivas y operatorias. A lo largo de las dos
actividades, las estudiantes lograron realizar conversiones de un registro a otro, generando asi el
aprendizaje.

Conclusiones

El tangram es un recurso que permite la produccion de figuras por el proceso de
reconfiguracién. Este material facilité que las estudiantes comprendieran que dos figuras que
tienen diferente forma pueden tener la misma area, siempre y cuando estén compuestas por la
mismas sub-figuras. Asimismo, permitio que las estudiantes realizaran reconfiguraciones
homogéneas y heterogéneas.

La malla cuadriculada por su parte, propicié la reconfiguracién mediante la
descomposicion y composicién de las figuras. Las reconfiguraciones mas utilizadas en las
figuras fueron las de tipo heterogénea. Asimismo, la malla cuadriculada facilité el poder
determinar la medida del area de los poligonos mediante el conteo de cuadraditos o la generacion
de rectangulos. En ese sentido, medir el area se entendid por determinar cuantas veces un
cuadradito cabia en la figura.

Confrontamos los analisis a priori y a posteriori de las actividades planteadas, afirmamos
que se logré validar el uso de la reconfiguracion como una operacion en el registro figural que
permitié obtener la medida de area de diversos poligonos.
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Apéndice A
Respuestas de Sara a los 6 items de la Actividad 2
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El presente documento presenta una breve descripcion de la planeacion de la clase
realizada bajo la metodologia de Lesson Study con un grupo de primer grado de primaria. Aqui
seran mostradas las experiencias mas significativas de esta propuesta. El aprendizaje de la clase
estaba enfocado en el concepto de medir (medidas de longitud de cualquier objeto, o lugar han
sido necesarias siempre desde las antiguas civilizaciones hasta nuestros dias). En la vida
cotidiana de una persona se hace uso constante de las unidades de medidas, asi que su ensefianza
y aprendizaje, dentro del pensamiento métrico y sistemas de medidas, estan establecidas por la
necesidad que hay de entenderlas como parte del diario vivir del nifio. Asi mismo teniendo
presente el derecho basico de aprendizaje en el cual fue orientada la clase: (i) realiza medicion de
longitudes, capacidades, peso, masa, entre otros, para ello utiliza instrumentos y unidades no
estandarizadas y estandarizadas; (ii) mide longitudes con diferentes instrumentos y expresa el
resultado en unidades estandarizadas o no estandarizadas comunes; (iii) toma decisiones a partir
de las mediciones realizadas y de acuerdo con los requerimientos del problema. Ademas, se hace
necesario resaltar que la planeacion fue pensada hacia la exploraciéon de los nifios y la resolucion
de varias preguntas por medio de juego de roles y reflexiones dirigidas durante la clase.

Lesson Study es una metodologia de origen japonés que privilegia el aprendizaje conjunto
de quienes participan. Inicialmente fue propuesto para mejorar las practicas de matematicas y
ciencias bajo el lema de maestros aprendiendo juntos (Lewis, 2002). Las reflexiones suscitadas
por la identificacion de necesidades de ensefianza y aprendizaje de los estudiantes, nacen a partir
de la observacion a un grupo de estudiantes, que al complementar con la experiencia de otros
(futuros) profesores, promueven ciclos de discusion y reflexion que posibilitan el aprendizaje a
partir de la “problematizacion de diferentes practicas de ensefianza en matematicas” (Acevedo y
Fiorentini, 2017, p.40).

Este modelo permite planear, reflexionar y analizar las necesidades de ensefianza, mediante
las siguientes fases de ejecucion: (i) observacion en el salon de clases; (ii) identificacion del tema
a desarrollar en la clase; (iii) planeacion; (iv) implementacion de la clase; (v) reflexion y
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sistematizacion de la experiencia. Estas fases seran detalladas en el siguiente apartado, donde se
haré la relacion del referente tedrico de la metodologia de Lesson Study, con las practicas de
ensenanza y aprendizaje en una institucion Educativa.

Luego de varias semanas de observacion a dos grupos de primero de primaria, esta era la
primera vez en abordar este tema, por lo que se hizo necesaria la busqueda y lectura de varias y
variadas actividades. Se tenia claro que se pretendia planear una clase participativa en donde los
nifios fueran los protagonistas de esta, pues ellos debian de llegar a encontrarle significado a
medir y sus herramientas a usar. Teniendo presente que en los dos grupos de nifios tenia 33
estudiantes muy activos y curiosos, escogi una actividad en donde ellos debian tener un rol o
mision para descubrir, fue asi como la idea de que fueran exploradores surgio para la clase, pues
pretendia que ellos iniciaran la construccion de la nocién de medida.

La clase pretendia: medir el largo de objetos o trayectos haciendo uso de unidades no
estandar. Esta, a su vez, estuvo organizada en varias actividades fue orientada de la siguiente
manera: (i) La profesora se ubica al frente del salon, para dar las respectivas instrucciones de
toda la actividad y sus partes (Saludo, dindmica de grupos, preguntas acerca de la medicion, e
instrucciones de silencio para abordar la actividad), se hacen preguntas como ;Qué es medir?,
(Les gustaria ser exploradores?, ;Qué hacen los exploradores?, ;Como se mide?, ;para que se
mide?, ;Qué usamos para medir?; (ii) la docente lee en voz alta y haciendo mimica con el rostro
a los nifios un cuento “midiendo en el bosque de los colores” asi mismo, crea expectativa entre
los nifios por medio de los problemas que tiene (la mariposa) uno de los animales del bosque, se
hacen algunas preguntas respectivas de la lectura para verificar la comprension de esta, (iii)
seguidamente se muestra en el tablero como se debe de llenar la guia entregada y posteriormente
se realiza la asignacion de los equipos de 6 estudiantes, se asigna nombre de animales
respectivos del cuento, (iv) la profesora entrega a cada uno los atuendos de exploradores
(escarapela del animal correspondiente y tabla de registro), se asignan los lideres de cada grupo
en donde cabe resaltar que fueron elegidos por poca participacion observada en las clases
anteriores. Los nifios se organizan en los grupos de animales para salir del salon y la profesora
hace el recorrido por el bosque junto con los grupos exploradores. Los nifios toman los datos
midiendo con los materiales (huella de los animales por cada grupo) y lo registran. (v) Devuelta
al salon, se utiliza la tabla anexa para registrar los pasos de los animales y trayectos propuestos
para medir, haciendo preguntas para que los alumnos pudieran reflexionar al respecto de lo
realizado. Finalmente, en el cierre de la actividad, donde (vi) la profesora pregunta si la actividad
preparada les gustd, los lideres de cada equipo cuentan su experiencia, ademas verifica si
aprendieron algo de la actividad, lo cual fue satisfactorio pues los nifios hicieron comentarios
como:

- Qué actividad tan divertida
- profe me gusto caminar como un animal

- ahora podemos medir con diferentes objetos, pero necesitamos ponernos de acuerdo con
uno para que tener la misma medida.

La planeacion de la clase “la medida, en el bosque de los colores” realizada el lunes 17 de
septiembre del 2018 en la institucion educativa publica, colegio Liceo Patria con dos grupos de
primero de primaria, fue Gnica y muy significativa ya que se pudo desarrollar con éxito, cada una
de las actividades y preguntas pensadas fueron abordadas y correspondidas con agrado de los
nifios, sacarlos del aula de clase y ponerlos a trabajar en grupos de animales, fue una buena
decision ya que ellos deben de organizarse y asignarse pequenas tareas para lograr la actividad.
Resalto que los nifios en medio de sus diferentes perspectivas a la hora de hacer una observacion
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o una pregunta lo ponen a prueba como docente dandonos asi la oportunidad de ver un enfoque
mas profundo en un tema en especifico.

Quiero resaltar que el trabajar con material concreto ayuda a que esta actividad sea mas
real, los estudiantes se apropien de las tareas asignadas facilitando asi su desarrollo y
aprendizaje, los materiales disenados fueron apropiados para la implementacion de las diferentes
actividades.

Por mejorar, hubiera sido ideal trabajar el tono de voz mas alto, pero contando con que son
nifios, se entiende que es algo normal en el aula de clase. El tiempo que se plane6 para llevar a
cabo la clase fue suficiente. Respecto a las preguntas planteadas y las situaciones problema que
fueron abordadas, hizo que los estudiantes estuvieran siempre atentos y con el foco en terminar
la actividad bien, teniendo presente si lo que hacia estaba bien o no, lo cual me agrado
demasiado ya que eran los nifios quienes debia validar los proceso, discutir si lo hacian bien,
confrontar por medio de argumentos y dar una aprobacion de lo encontrado. Siempre hubo
trabajo en equipo respectando las tareas asignadas, si se veian en aprietos que no podian resolver
me llamaban y ante una nueva pregunta que les hacia iniciaban la resolucion nuevamente, hasta
llegar al resultado y registrarlo en la tabla, buscando en ellos crear argumentos y construccion del
concepto trabajado.

Podria concluir que el éxito de la clase estd enfocado al tiempo, la dedicacion, las constante
revisiones que se le hicieron a las actividades y el analisis previo de cada pregunta con la
respuesta suministrada. La participacion de los estudiantes fue fundamental pues estos eran los
encargados de que la clase fuera evolucionando por cada uno de los aportes. El hecho de tener
observadores en la clase es bueno en la medida de que le dan un punto de vista o sugerencias
para poder poner en practica a la hora de desarrollar nuevamente la actividad como lo fue con el
segundo grupo abordado, pues se hizo la retroalimentacion de la primera clase con sus
observaciones y se llevaron a cabo en la segunda clase lo cual mejoro notablemente tanto las
preguntas que se les hacia como las respuestas de ellos y comprension en el tema abordado. El
trabajar con niflos en demasiado gratificante porque es un aprendizaje mutuo y constructivo
integralmente.
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Resumo

A pesquisa tem como principal objetivo investigar os trabalhos produzidos no ambito
do ensino e aprendizagem da geometria escolar, no que se refere as suas
contribui¢des para o trabalho do professor da Educacdo Basica. A fonte de dados se
constituiu na producao cientifica dos dois maiores grupos brasileiros de pesquisa em
Psicologia da Educagdo Matematica — PME — de duas universidades estaduais
paulistas. O delineamento utilizado foi a pesquisa documental e foram analisadas 12
pesquisas desenvolvidas em niveis de mestrado e doutorado. A andlise dos dados
apontou 2 eixos de contribui¢des para o trabalho do professor, em sala de aula: Eixo
1 —ensino e aprendizagem: valoriza aspectos referentes aos exemplos e
contraexemplos e atributos definidores de figuras geométricas; Eixo 2- formacao de
professores: necessidade de trabalho com os contetidos matematicos, principalmente
na formacao inicial e continuada de professores que ensinam matematica nos anos
iniciais do Ensino Fundamental.

Palavras chave: geometria, ensino, aprendizagem, pesquisas, formagao.

Introduciao

O PROCAD - Programa Nacional de Cooperacao Académica da Coordenagdo
Académica da Comissdo de Aperfeicoamento de Pessoal do Nivel Superior, CAPES, ¢
desenvolvido pelo Programa de Pos-Graduagao em Educacdo para a Ciéncia da Universidade
Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho, UNESP/Bauru, desde 2015, em parceria com outras
universidades brasileiras: Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia e a Universidade Federal
de Sergipe. O tema central do PROCAD ¢ a formag¢ao de educadores em Ciéncias e Matematica
por meio das aproximagdes entre ensino e pesquisa. Este artigo traz uma investiga¢ao, no ambito
do PROCAD, e que teve como objetivo analisar as contribui¢des de trabalhos de mestrado e
doutorado, com énfase no processo de ensino e aprendizagem da geometria escolar,
desenvolvidos por dois grandes grupos de pesquisa brasileiros: O GPPEM, Grupo de Pesquisa
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em Psicologia da Educagdo Matematica, da UNESP/Bauru e o PSIEM, Grupo de Pesquisa em
Psicologia da Educagdo Matematica da Universidade Estadual de Campinas, UNICAMP.

O interesse em investigar esse tema se deve ao fato de o ensino de geometria ainda
continuar sendo relegado a um plano secundario. Pavanello (1993), ja na década de noventa
denunciava o abandono do ensino de geometria nas escolas brasileiras. Embora algumas acdes,
em termos de politicas educacionais tenham apresentado alguns avangos, como a execucao de
programas de formagao continuada de professores, como o Pacto Nacional pela Alfabetizagdo na
Idade Certa, e o Plano Nacional do Livro Didatico, com o objetivo de melhor a qualidade dos
livros didaticos utilizados nas escolas publicas brasileiras, o que se percebe ¢ uma auséncia do
ensino de contetidos de geometria ou um ensino conduzido de forma equivocada, alicergado em
procedimentos prontos € acabado, embasado na memorizagdo arbitraria de formulas e
procedimentos, como apontam os trabalhos de Silva (2018) e Souza (2018).

Os Grupos de pesquisa GPPEM e PSIEM tém se dedicado ao estudo de varios temas
relacionados com os processos de ensino e aprendizagem da Matematica escolar e, entre eles,
estd a geometria. Embora as pesquisas desenvolvidas por esses grupos apresentem resultados
importantes no campo da cogni¢do, como os de Pirola (2000), Tortora (2014) e Souza (2014), e
no campo da afetividade, como as pesquisas de Nascimento (2008) e Morais (2018), percebe-se
que tais estudos ainda estdo longe de serem utilizados/refletivos pelos professores da Educacgao
Basica. Pirola, Sander e Silva (2016) destacam que a transferéncia dos resultados de pesquisas
desenvolvidas na academia tem se constituido em um dos maiores desafios dos pesquisadores da
area educacional. De acordo com esses autores, muitos sao os fatores para que isso ocorra, entre
eles sdo destacados os problemas na divulgacao de pesquisas em que a maior parte dos
professores ou nao tem acesso a elas, ou, em virtude da carga horaria excessiva de trabalho em
sala de aula, ndo conseguem encontrar tempo para os seus estudos.

Pirola, Sander e Silva (2016) apresentam algumas possibilidades para que as pesquisas
cientificas, desenvolvidas nas universidades, possam ser discutidas pelos professores. Entre elas
destacam o horario de trabalho pedagogico (HTP), presentes na maior parte das escolas
brasileiras. Nobrega e Casavechia (2008) apontam que esse horario tem sido subutilizado, muitas
vezes caracterizando-se por um momento destinado a resolver problemas burocraticos da escola.
O HTP poderia ser aproveitado como um espago para aproximagdes entre as pesquisas € 0 ensino
da Matematica escolar, além de se constituir em um momento de formac¢ao continuada dos
professores. No campo da geometria, poderiam ser discutidas pesquisas que abordam os
processos cognitivos e afetivos no desenvolvimento do pensamento geométrico, uso de
tecnologias e de diferentes materiais didaticos para a aprendizagem de conceitos geométricos.

Metodologia

A pesquisa tem carater bibliografico que, de acordo com Fonseca (2002) ¢ desenvolvida a
partir de levantamento de referéncias teoricas ja publicadas em diferentes meios, como
eletronico, livros, revisas, entre outros. Ainda, de acordo com esse autor, na pesquisa
bibliografica procuram-se essas referéncias com o “objetivo de recolher informagoes ou

conhecimentos prévios sobre o problema a respeito do qual se procura a reposta” (Fonseca,
2002, p. 32).

A fonte de dados se constituiu em teses e dissertagdes, sobre ensino e aprendizagem de
geometria, produzidas por dois grandes grupos de pesquisa: GPPEM e PSIEM. Esses grupos
foram escolhidos por terem uma vasta producgdo na pesquisa em Psicologia da Educagao
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Matematica e por desenvolverem pesquisas, com um olhar alicer¢ado em teorias da Psicologia,
sobre aprendizagem de conceitos geométricos.

Foram seguidas as seguintes etapas: 1- Sele¢ao de todos os trabalhos de mestrado e
doutorado produzidos pelos dois grupos de pesquisa; 2- selecdo dos trabalhos cuja temdtica era
ensino e aprendizagem da geometria escolar; 3- leitura, fichamento e resumo de todos os
trabalhos, com enfoque nas contribui¢des que os trabalhos podem dar ao professor da educagao
basica.

Com base nos critérios elencados acima, foram selecionados os seguintes trabalhos:
Tortora (2014), Proenca (2008), Kochhann (2007), Nascimento (2008), Moraco (2008), Silva
(2018), Silva (2016), Rezi (2001), Viana (2000,2005), Pirola (1995, 2000) e Souza (2018).

A analise dos trabalhos permitiu a identifica¢do de dois eixos: Eixol: ensino e aprendizagem de
geometria; Eixo 2: formacao de professores.

Analise e discussao dos resultados

No que diz respeito ao eixo 1, os trabalhos de Pirola (1995),Tortora (2014), Proenga
(2008), Viana (2005), Souza (2018) e Moraco (2008) investigaram os conhecimentos que 0s
alunos da Educagdo Bésica possuiam em relag@o aos conceitos geométricos. Todos os trabalhos
apontaram o baixo conhecimento desses alunos em geometria. As maiores dificuldades
encontradas pelos alunos, participantes dessas pesquisas, se concentraram na identificacao de
atributos definidores das figuras geométricas, na diferenciacdo entre exemplos e contraexemplos
de figuras planas e espaciais. Além disso, o trabalho de Rezi (2001) que realizou um estudo
exploratdrio sobre os componentes das habilidades matematicas presentes no pensamento em
geometria, mostrou a dificuldade dos estudantes do ensino médio no processamento e
manipulacdo de imagens mentais. Esses mesmos resultados também foram encontrados por
Viana (2005). O trabalho de Moraco (2008) mostrou a dificuldade de alunos do ensino médio na
representacdo mental de figuras geométricas tridimensionais. O trabalho de Tortora (2014)
investigou o desenvolvimento de habilidades bésicas de alunos dos anos iniciais do Ensino
Fundamental. De acordo com Pirola (2013), problemas como os identificados nas pesquisas
citadas anteriormente, apontam para um problema que tem sido bastante recorrente no ensino da
geometria que ¢ uma énfase muito grande no ensino de procedimentos, em detrimento ao ensino
de conceitos.

Os resultados dessas pesquisas podem mostrar ao professor da educacdo basica: 1- a
importincia, no processo de formacao de conceitos geométricos, do trabalho com os atributos
definidores (AD) (caracteristicas das figuras geométricas que permite fazer relacdes e
diferenciagdes entre as figuras geométricas). Além disso, o trabalho com os AD pode ajudar o
professor a desenvolver nos alunos as relacdes superordenadas (relagcdes que vao dos casos mais
especificos aos mais gerais) e subordinadas (relacdes que vao dos casos mais gerais aos mais
especificos); 2- o trabalho com os exemplos e contraexemplos ¢ extremamente importante para a
construcdo de conceitos e para evitar o processo de supergeneralizagdo que ocorre quando sdo
apresentados contraexemplos em pouca quantidade ou excessivamente parecidos. Como
ilustragdo, o estudo de Pirola (1995) mostrou que um quadrado rotacionado era considerado, por
uma grande dos estudantes do Ensino fundamental, como sendo um contraexemplo de quadrado,
conforme mostra o trabalho de Pirola (1995). Dessa forma, os resultados dessas pesquisas
descritas nesse eixo podem levar o professor a reflexao de que o trabalho com atributos
definidores e exemplos e contraexemplos sdo essenciais para a formacao de conceitos.
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De acordo com Pirola, Sander e Silva (2016), as pesquisas podem se aproximar ainda
mais dos professores por meio dos Mestrados Profissionais (MP) desenvolvidos no Brasil,
destinados a professores da Educacdo Bésica. De acordo com esses autores, no MP os
professores desenvolvem os produtos educacionais, a partir de problemas identificados em suas
aulas. O trabalho de Souza (2018) identificou dificuldades dos alunos dos anos iniciais do Ensino
Fundamental no desenvolvimento de habilidades geométricas. Diante disso, a pesquisadora
elaborou uma historia em quadrinhos (HQ) valorizando os atributos definidores e exemplos e
contraexemplos de figuras bidimensionais e tridimensionais. Além de trabalhar com conceitos a
partir da teoria das habilidades de Hoffer (1981), a HQ teve um carater motivador na
aprendizagem das criancas.

No que diz respeito ao eixo 2 os trabalhos de Kochhann (2007), Nascimento (2008), Silva
(2018), Silva (2016) e Pirola (2000) mostram as dificuldades conceituais em geometria
apresentada por professores que atuam nos anos iniciais do Ensino fundamental.

Os problemas conceituais evidenciados pelos alunos da Educacao Basica, descritos nas
pesquisas de Pirola (1995), Souza (2018) e Proenga (2008), relacionados aos atributos
definidores, exemplos e contraexemplos, também foram identificados nos professores.

Dessa forma, as pesquisas de Kochhann (2007), Nascimento (2008), Silva (2018), Silva
(2016) e Pirola (2000) contribuem com o ensino de geometria, na medida em que identificam a
fragilidade dos cursos de formagao inicial no que se refere ao conhecimento geométrico. Neste
sentido, para Pirola (2013) os programas de formagao continuada pode ser um caminho possivel
para que os professores possam encontrar fundamentos tedricos e metodologicos para a reflexdao
da propria pratica docente.

As pesquisas elencadas nos dois eixos também mostram a importancia de articulagao
entre os conhecimentos declarativos e de procedimentos. De acordo com Sternberg (2000) o
conhecimento declarativo diz respeito ao “o que €”, ou seja, 4 formagao conceitual. Ja o
conhecimento de procedimento corresponde ao “como”. Sendo assim, o que sabemos sobre uma
determinada figura geométrica, como por exemplo, atributos definidores, exemplos e
contraexemplos, ¢ o conhecimento declarativo. A sequencia de agdes para executar uma tarefa,
como por exemplo, resolver uma equagao, diz respeito ao conhecimento de procedimento. Dessa
forma, o estudo de Pirola (2000) indica algumas possibilidades dessa articulacao.

Conclusoes

Esta pesquisa teve como principal objetivo investigar algumas contribuicdes de pesquisas
desenvolvidas no campo da Psicologia da Educagdo Matematica, no campo do ensino e da
aprendizagem da geometria escolar, produzidas por dois grupos de pesquisa.

A andlise dos estudos, distribuidos em dois eixos: ensino e aprendizagem de geometria e
formacao de professores apontam para:

1- anecessidade de o professor considerar, na formacao de conceitos geométricos, os
atributos definidores, exemplos e contraexemplos de figuras geométricas planas e
tridimensionais. Esse procedimento pode levar os alunos a superarem as dificuldades de
inclusdo de classes das figuras geométricas, bem como evitar os processos de
supergeneralizagao;

2- A necessidade de desenvolvimento de programas de formag¢ao continuada para
professores dos anos iniciais do Ensino fundamental que valorizem nao somente os
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aspectos metodologicos, mas também o conhecimento geométrico em seus aspectos
declarativos e de procedimentos. Além disso, destaca-se a importincia de se valorizar os
HTP como um momento de aproximagao de pesquisas académicas com o trabalho do
professor em sala de aula;

3- A necessidade de o professor utilizar diferentes recursos metodologicos, incluindo as
tecnologias da informagao e conhecimento, para o desenvolvimento das habilidades
geométricas;

4- A necessidade de articulagdo dos conhecimentos geométricos com diferentes campos das
ciéncias, artes e cultura;

E Importante e desejavel que os cursos de licenciaturas, prevejam em seus projetos
pedagodgicos, momentos para se tratar das articulagdes entre as pesquisas € o ensino da
Matematica escolar, seja por meio do Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) e projetos de
iniciacdo cientifica, seja por meio das transposi¢des didaticas presentes em cada disciplina do
curso.
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Resumen

Este articulo presenta una propuesta didéctica para la comprension de la elipse en
estudiantes de primer semestre de la asignatura de calculo diferencial de ingenieria
topografica, empleando la métrica del taxista, que permite trabajar diferentes
representaciones semioticas de la misma con la conviccion de que el estudiante
entiende la elipse cuando transita entre las distintas representaciones semioticas. La
eleccion de estas métricas se debi6 a la utilizacidon que tienen los estudiantes de
Ingenieria Topografica para medir. Consideramos que el énfasis en la ecuacion
cartesiana de la elipse promueve la pérdida de su estructura como lugar geométrico y
presenta resultados interesantes y sorprendentes que permiten el desarrollo de un
aprendizaje mas critico y significativo.

Palabras clave: didactica, lugar geométrico, métrica del taxista, elipse.
Introduccion
Descripcion de la problematica y objetivos de investigacion

La elipse es un objeto matematico que se trata en nuestra universidad en la asignatura
calculo diferencial, correspondiente al primer semestre de la ingenieria topografica. En donde se
comienza el uso de técnicas analiticas, y se espera que los estudiantes puedan reconocer conicas
a partir de las ecuaciones cartesianas que las caracterizan. Los estudiantes que han trabajado la
elipse bajo el enfoque tradicional, si bien comprenden la elipse a partir de las ecuaciones que la
definen, y son capaces de graficarlas, presentan grandes dificultades para entenderla como un
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lugar geométrico, como se observo en la investigacion realizada por Bonilla y Parraguez (2013)
sobre la elipse. Con el objetivo de ver las diferentes representaciones semioticas que pueden
elaborar los estudiantes sobre una situacion planteada en el aula se disefi¢ esta investigacion, en
donde los artefactos utilizados en las representaciones son creacion propia de los estudiantes.

Marco tedrico

(Qué comprension es mejor para el aprendizaje de la elipse? Para hacer una eleccion entre
la comprension relacional y la comprension instrumental de la elipse, el problema ya debe haber
sido identificado y, por lo tanto, comprendido, esto esta dentro de la paradoja del presente
cognitivo. Es decir, se debe aprender en contexto, se debe entender lo que se aprende, esto
permite que no sea olvidado y cuando se necesita solo con recordar una parte se puede
reconstruir el todo, toda esta reconstruccion no seria posible sin una comprension instrumental,
por todo esto el aprendizaje de las matematicas no puede ser memoristico, porque se olvida
cuando pasa la evaluacion; en otras palabras, se aprende para pasar la evaluacion.

La comprension relacional permite que el aprendizaje de las matematicas construya una
estructura conceptual (esquema) a partir de la cual su poseedor puede (en principio) producir un
numero ilimitado de planes para llegar desde cualquier punto de partida dentro de su esquema
hasta cualquier punto de llegada.

Este tipo de aprendizaje es diferente en varios aspectos del aprendizaje instrumental.

* Los medios se independizan de los fines particulares que deben alcanzarse.

* La construccion de un esquema dentro de un area de conocimiento dada se convierte en un
objetivo intrinsecamente satisfactorio en si mismo.

* Cuanto mas completo sea el esquema de un estudiante, mayor sera su confianza en su
propia capacidad para encontrar nuevas formas de “llegar hasta alli” sin ayuda externa.

* Pero un esquema nunca estd completo. A medida que nuestros esquemas se amplian,
nuestra conciencia de las posibilidades se amplia. De esta manera, el proceso a menudo se
vuelve auto-continuo.

Por lo anteriormente dicho se podria tener en cuenta que el aprendizaje de las conicas es
introducido, en los niveles iniciales, desde una perspectiva procedimental, como generalizacion
de procedimientos abstractos, tratdndose las representaciones de la elipse como generalizaciones
de las operaciones algebraicas y siendo evaluadas dichas generalizaciones para valores concretos
de las variables. Sin embargo, rapidamente pasa a ser considerada desde una perspectiva
estructural. Entonces, las representaciones de las conicas son concebidas como objetos
matematicos en los cuales se llevan a cabo operaciones estructurales.

Este cambio obliga a los estudiantes a afrontar la necesidad de una comprension relacional
que, a menudo, no han experimentado en su aprendizaje matematico previo. En el aprendizaje de
las conicas los estudiantes deben tratar representaciones simbolicas como objetos matematicos, y
operar estos objetos con procesos que habitualmente no conducen a la obtencion de una
respuesta numérica. Por otra parte, deben modificar sus interpretaciones previas sobre los
simbolos y empezar a representar problemas verbales con operaciones que, a menudo, son las
inversas de las que utilizan para resolver problemas similares en el 4lgebra. Los estudiantes, ante
este cambio, no s6lo encuentran importantes dificultades en adquirir una comprension relacional,
sino también en conjugarla con su comprension instrumental de las conicas; aspectos a los que
habitualmente no se les presta especial atencion en la ensefianza.
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Propuesta didactica

Para disefiar la propuesta didéctica, indagamos en las bases epistemoldgicas de la
Geometria No Euclidiana para pensar la elipse, las cuales nos dio luces sobre los elementos
matematicos que permiten articular las representaciones semidticas. Destacamos como
antecedentes didacticos, la investigacion de Parraguez y Bozt (2012) que, en una de sus
conclusiones, reportan para su objeto matematico de estudio, que aquellos estudiantes que logran
transitar entre los modos de pensamiento muestran en sus argumentos una cercania con las
definiciones formales de los conceptos. Asi también, Bonilla y Parraguez (2013) realizan un
estudio sobre la elipse desde la perspectiva la teoria los modos de pensamiento, donde afirman,
que los estudiantes que han trabajado la elipse bajo el enfoque tradicional, si bien comprenden la
elipse a partir de las ecuaciones que la definen, y son capaces de graficarlas, presentan grandes
dificultades para entenderla como un lugar geométrico.

Con el proposito de que los estudiantes comprendan la elipse —como figura que la
representa, como pares ordenados y como lugar geométrico—, nos propusimos como objetivo
general de investigacion: Disefiar una propuesta didactica que promueva el transito entre las
diferentes representaciones semidticas de pensar la elipse, para estudiantes de 16-21 afos,
utilizando como sistema de referencia el plano en la geometria del taxista (Krausse,1986).

Elementos historicos

En el istmo, entre el mar Mediterrdneo y el Lago Maredtis, al oeste del delta del rio Nilo,
en una antigua aldea de pescadores y pastores llamada Rhakotis, naci6 la ciudad de Alejandria.
En sus geométricas calles cuya planificacion se atribuye al urbanista Dinocrates', Euclides
escribid su obra "Los Elementos" que estd compuesta de un conjunto de 13 libros. De que s6lo se
han encontrado versiones y traducciones muy tardias, en donde Euclides busc6 dar a las
matematicas griega una base solida utilizando el método axiomatico.

El método axiomatico consiste en un grupo de objetos o términos no definidos, llamados
objetos o términos primitivos, en funcion de los cuales se definen todos los demas términos u
objetos; un conjunto de proposiciones que se hace sobre los objetos o términos primitivos y
aceptados sin demostracion, que se llaman axiomas o postulados, y finalmente un conjunto de
proposiciones demostradas utilizando la l6gica deductiva que se denominan teoremas.

Euclides inicia el Libro I de los Elementos citando 23 definiciones en que busca dejar la
comprension de los objetos y términos, que tendran sus propiedades estudiadas y establecidas en
el transcurso de su obra, de forma bien clara y precisa.

A continuacion, Euclides escribe los postulados y axiomas delimitando asi las hipotesis
que se utilizan en las demostraciones de los teoremas y en el desarrollo de toda la teoria. El
cuestionamiento mas importante de la obra de Euclides y que permiti6 a las matematicas
expandir y abrir nuevos caminos y areas de estudio, gird alrededor del Quinto Postulado, también
conocido como Postulado de las Paralelas, ya que puede ser asi enunciado: punto, exterior a una
recta, puede trazar una sola recta paralela a la recta dada.

! Arquitecto y urbanista originario de Rodas o Macedonia, vivio en la época de Alejandro el Grande, y
también construy6 la gran pira funeraria en Hefestion.
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Durante muchos afios, nos dice Aaboe, los investigadores creyeron que el Quinto
Postulado dependia de los anteriores y, por lo tanto, era posible probarlo y el mismo no deberia
estar explicitado como un postulado. Varias tentativas de demostracion aparecieron y fueron,
cada una de ellas, refutadas.

La obra de Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733), padre jesuita, profesor de teologia,
filosofia y matematica, publicada en 1773 y titulada "Euclides ab Omni Naevo Vindicatus"
(Euclides Libre de todos los errores) es una mas que tiene como foco la demostracion del Quinto
Postulado de Euclides. El enfoque de Saccheri fue negar el Postulado de las Paralelas, o sea, ¢l lo
tomo como falso y aceptd como premisas verdaderas las 27 primeras proposiciones del Libro I
de Euclides. A partir de ahi comenz6 a buscar alguna evidencia de que el Quinto Postal era de
hecho cierto. El utiliz un cuadrilatero con dos lados opuestos congruentes y perpendiculares a la
base que hoy conocemos como cuadrilatero de Saccheri estudiando asi sus propiedades. Se
puede decir que ¢l descubri6 una nueva geometria o la primera Geometria No Euclidiana, sin
haber percibido de tal hecho. Desafortunadamente Saccheri analiz6 sus hechos bajo una dptica
mas volcada en la creencia existente en la época en que la verdadera y inica geometria era la
Euclidiana, que en lo que la l6gica le estaba mostrando, dejando asi de caminar en la direccion
de una nueva e interesante area de las matematicas. Hoy se considera como un precursor de una
geometria no euclidiana.

Finalmente, en 1820 un preocupado padre con el futuro profesional del hijo le da un
consejo por carta: "No desperdicies una hora en el problema. En vez de ser recompensador,
envenenara toda tu vida. Este celoso padre todavia sigue tratando de disuadir al hijo para otros
intereses escribiendo: "los mayores gedmetras ponderaron el problema durante cientos de afios y
no consiguieron probar el postulado de las paralelas sin un nuevo axioma." Y poniendo la
autoridad de padre: "Creo que yo incluso investigue todas las ideas posibles ... ".

A pesar de los llamamientos de Farkas Wolfgang Bolyai, el joven de 21 afios, Janos
Bolyai, nacido en Kolozsvar, Hungria (actualmente Cluj, Rumania), escribi6 a su padre el 3 de
noviembre de 1823 relatando: "He realizado descubrimientos maravillosos que me dejaron
extasiados y, seria motivo de lamento si las perdiera. Cuando las veas, querido padre, también lo
percibir. En la misma carta Janos Bolyai escribe una conocida frase "He creado un universo de la
nada". Y como se disculpd por el hecho de no haber seguido el consejo del padre afirma: "Estoy
seguro que me traerd honor, tal como si ya hubiera completado el descubrimiento".

Una vez que nuevas y buenas ideas no son privilegio de una sola persona, pudiendo ocurrir
de modo simultaneo entre personajes que nunca se conocieron, Farkas Bolyai aconsejo a su hijo
a actuar con rapidez: "primero porque las ideas pasan facilmente de unos a otros, que las pueden
de inmediato publicar, y, segundo, hay alguna verdad en el hecho de que muchas cosas tienen
una época para ser descubiertas al mismo tiempo en varios sitios ".

En esa época Farkas Bolyai trabajaba en su libro Ensayos sobre los Elementos de
Matematicas para Jovenes Estudiosos e inmediatamente invit6 a Janos Bolyai para incluir en ¢l
su investigacion. Pero s6lo en 1832 Janos Bolyai publicé sus estudios en un apéndice del 1°
volumen de los Ensayos de Farkas Bolyai, con el pomposo titulo "La ciencia del espacio
absoluto con una demostracion de la independencia de la verdad o falsedad del axioma XI de
Euclides (que no puede se decidira a priori) y también la cuadratura del circulo en el caso de su
falsedad.
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Un poco antes, otro personaje de esa historia, Nikolay Ivanovich Lobachevsky, fue el
primero en publicar un trabajo que presentd una geometria no euclidiana, que hoy conocemos
como la Geometria Hiperbodlica. En 1829 en una desconocida revista cientifica rusa, El
Mensajero de Kazam, Lobachevsky presentd un articulo titulado Sobre los Fundamentos de la
Geometria. En ese articulo, escrito en ruso, ¢l relat6 todo el desarrollo de lo que llam6 Geometria
Imaginaria.

Tanto Bolyai como Lobachevsky no conocian el trabajo el uno del otro y como afirma
Mlodinow "... desafortunadamente, nadie tampoco sabia. Matematicos esencialmente oscuros,
cuando hablaron nadie escuchd ". Bolyai nunca més publico ningun otro trabajo y Lobachevsky
se convirtid en rector de la Universidad de Kazam. Mlodinow todavia completa afirmando:

... podrian haber desaparecido en el limbo desconocido, no fuera su contacto con Gauss.
Irénicamente, fue la muerte de Gauss que finalmente llevo a la revolucion no euclidiana.

Gauss fue un cronista meticuloso de las cosas a su alrededor. Tenia el placer de coleccionar datos
bizarros, tales como la duracion de la vida de sus amigos muertos, o el nimero de pasos desde el
laboratorio donde trabajaba hasta varios lugares que le gustaba visitar. También hacia registros
de su trabajo. Después de su muerte, los expertos estudiaron con atencién sus anotaciones y
correspondencia. Alli, descubrieron su investigacion sobre el espacio no euclidiano, asi como los
trabajos de Bolyai y Lobachevsky. (Mlodinow, 2010, pg.125).

So6lo en 1862, cuando Richard Baltzer, en la segunda edicion de su libro Element der
Mathmatik incluy6 los trabajos de Bolyai y Lobachevsky, los convirti6 en referencias estandar
para aquellos que estudian esas nuevas geometrias. Asi, de Euclides alrededor de 300 aEC hasta
Bolyai y Lobachevsky en el siglo XIX, mucho tiempo se pas6 para que las matematicas
consolidaran las ideas y consideraciones en torno al Quinto Postulado de los Elementos y abrirse
camino para el estudio de nuevas geometrias que hoy conocemos como las Geometrias No
Euclidiana. Tales geometrias son asi llamadas, pues contrarian el Quinto Postulado de los
Elementos o algunas de sus consecuencias.

Hoy en dia llamamos Geometria Euclidiana, Geometria Hiperbdlica y Geometria Eliptica
aquella que adopta como el Quinto Postulado respectivamente la afirmacion de que por un punto
exterior a una recta se puede trazar una Unica recta paralela, infinitas rectas paralelas o ninguna
recta paralela a la recta paralela a la recta dado.

A continuacion, presentamos una Geometria No Euclidiana que por su simplicidad de
comprension y uso puede ser insertada y trabajada para contextualizar topicos de la Ensefianza:
La Geometria del Taxista.

Representaciones semioticas

En busqueda de evidencias empiricas para las diferentes representaciones semidticas que
pueden elaborar los estudiantes sobre la elipse, se selecciono una situacion problema de nuestra
secuencia exploratoria para darla a conocer en este articulo, se plantea la siguiente situacion:

Un ciclotaxista que trabaja en el centro de la ciudad se desplaza por las calles y las
carreras, que son perpendiculares a las calles. Solo se les permite detenerse en las
esquinas, por lo cual ellos miden las distancias en “cuadras’ y siempre utilizan los
recorridos tales que la suma de las cuadras a las dos estaciones de transporte en este
lugar sea de 9 cuadras.
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Las representaciones obtenidas se fueron las siguientes:

Figura 1. Representacion grafica.

La figura 1 muestra la representacion semidtica que la mayoria de los estudiantes
realizaron de la situacion problema, en donde se ve el lugar geométrico, pero no lo identifican
como una elipse.

Figura 2. Representacion verbal

En relacion con la figura 2, se muestran evidencias de estar en via de comprender un lugar
geométrico por medio de una representacion semidtica verbal, donde prueban a través de las
distancias la propiedad que define la elipse, pero no logran establecer una ecuacion.

Figura 3. Representacion algebraica

La figura 3, evidencia una comprension de una representacion semiotica algebraica en
donde establecen una ecuacion para todos los puntos que forman la elipse.

Es importante destacar que los estudiantes pueden mostrar que un punto especifico es parte
de la elipse, sin embargo, su dificultad radica en generalizar un punto de la elipse, es decir, si
(a,b) es un punto ;cémo se muestra que ese punto (a,b) es parte de la elipse? Por otro lado,
evidenciamos que uno de los elementos que favorecen la conexion entre las representaciones de
la elipse es la concepcion del conjunto solucidon de una ecuacion. Ademas, damos cuenta que, si
bien los estudiantes han trabajado las conicas en la geometria euclidiana, las definiciones
presentadas en la actividad exploratoria acuden al concepto de lugar geométrico, por lo tanto, es
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posible que las definiciones de elipse, en la geometria del taxista como lugar geométrico se
hayan construido a través de las actividades realizadas en el mismo instrumento exploratorio.

Resultados finales

Esta investigacion proporciona al profesor de célculo diferencial una forma de observar las
matematicas bajo un aspecto integrador y critico, posibilitando que ¢l mismo incluso pueda
reflexionar sobre los procesos de ensefianza y las posibilidades que las representaciones
semidticas proporcionan un objeto de aprendizaje. La representacion semiotica grafica permite
modelar el ambiente como un objeto de aprendizaje de comprension natural y lidica. La métrica
del Taxista es un modelo natural para la geografia urbana y su conocimiento posibilita, la
construccion de otras propuestas motivadoras, interdisciplinares y cercanas al cotidiano del
estudiante, posibilitando la ruptura de paradigmas y fomentando enfoques mas criticos y,
desarrollos mas consistentes del aprendizaje. Esperamos con ese trabajo, que el profesor de
matematicas de calculo diferencial, abra nuevos caminos en su practica docente y se sienta
motivado en crear sus propias estrategias, buscando nuevos conceptos de aprendizaje.
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Resumen

En este trabajo se reflexiona en torno a una experiencia de un taller que se lleva a
cabo con profesores y futuros profesores en matematica. En el mismo se analizan
diferentes definiciones de poligono de distintos libros de texto.

Se pone énfasis en el andlisis de la experiencia respecto a cuestiones que emergen en
instancias de debate colectivo. Cabe destacar que la discusion versa en la
arbitrariedad de las distintas definiciones presentadas, la relacion que existe entre
representaciones y definiciones formales, la presentacion de ejemplos y no ejemplos
del concepto de poligono y la equivalencia entre definiciones.

Palabras clave: Definicion, Poligono, Libros de texto, Futuros Profesores,
Profesores en Matematica.

Introduccion

En la ensefianza de la matematica, actualmente, los libros de textos son los principales
recursos didacticos empleados en los diferentes niveles del sistema educativo (Carcamo, 2012).
Braga Blanco y Belver Dominguez (2014) destacan la necesidad de que los profesores no
utilicen diferentes libros de textos de un modo cegado, sino que realicen analisis de los mismos
teniendo en cuenta el lugar preponderante que ocupan en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje de la matematica. Consideraciones similares se sefialan en Carcamo (2012).

En Argentina los documentos regulatorios producto de las ultimas reformas curriculares
revalorizan el trabajo en geometria (NAP, 2011). Sin embargo, diversos autores ponen de
manifiesto la pérdida de presencia de este dominio en las clases de matematica en este pais
(Schaefer y Sgreccia, 2016; Grossi y Sgreccia, 2016) y parece que esta tendencia se evidencia
también a nivel internacional (Ibarra, Formeliano, Patagua, Velazquez, Baspiieiro, y Mendez,
2013; Olivero, Bosch y Gascon, 2013).
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La definicion de conceptos en matematica tiene un papel destacado, al respecto Winicki
Landman (2006) afirma “Las definiciones, junto a los axiomas y los teoremas son los ladrillos
con los que se construyen todas y cada una de las teorias matematicas” (p. 528). En este sentido,
cabe destacar que diversos investigadores en Educacion Matematica manifiestan la preocupacion
por el modo en que se llevan a cabo los procesos de enseflanza y aprendizaje de la definicion
(Vinner y Dreyfus, 1989; Tall y Vinner, 1981; Vinner, 1991).

Atendiendo a las consideraciones realizadas se disefia un taller con el fin de reflexionar,
analizar y discutir con docentes y futuros docentes definiciones de poligono que se presentan en
libros de textos (manuales y académicos). Este taller se lleva a cabo en el XIIT Congreso
Argentino de Educacion Matematica realizado en octubre 2018 en la ciudad de La Plata en la
provincia de Buenos Aires (Argentina). En este trabajo se propone analizar la reflexion realizada
por futuros profesores en matematica y profesores de matematica en desempefio en torno a cada
una de las definiciones de poligono presentadas en el marco del taller mencionado.

Referentes teoricos

En el presente trabajo se abordan las particularidades que presentan los conceptos
geométricos que llevan implicito una definiciéon y una representacion del mismo, considerando
para esto diferentes tedricos que reflexionan sobre esta problematica.

Vinner (1991) hace referencia a definicion conceptual cuando remite al significado
matematico, es decir, a la definicién formal. El autor considera que el nombre de un concepto
conocido en raras ocasiones permite evocar su definicion formal, sino que hace recordar un
“algo” formado por un conjunto de representaciones visuales, imagenes, impresiones 0
experiencias. Esto es lo que el autor denomina imagen conceptual. En la formacion de conceptos
geométricos, esta imagen conceptual que se crea en la mente de los sujetos estd formada por los
diversos dibujos, figuras o representaciones que se recuerdan como ejemplo de este concepto y el
conjunto de propiedades que asocian al mismo. La imagen del concepto es correcta cuando le
permite al sujeto discriminar sin errores todos los ejemplos de ese concepto y cuando las
propiedades que lleva asociada son todas relevantes.

Winicki-Landman (2006) destaca que la secuencia clasica de trabajo en el aula de
matematica, definicion, ejemplos y no ejemplos, potencia el proceso de elaboracion de la imagen
conceptual. Propone una diferencia entre la definicion formal del concepto y la personal. Con la
formal se hace referencia a la definicidon matematica aceptada por la comunidad matematica y
con la personal a las interpretaciones, construcciones o reconstrucciones que cada individuo hace
respecto de la definicion formal.

Guillén (1991) sostiene que la imagen que el estudiantes se forma de un concepto esta
basada en sus atributos criticos, los que debe poseer para ser un ejemplo de determinado
concepto y los no criticos que solo lo poseen algunos ejemplos. La autora considera que a
medida que el mundo de ejemplos y no ejemplos posibles aumenta la imagen se amplia. Al
respecto, Vinner y Dreyfus (1989) y Tall (1989) sefalan la importancia de la presentacion de
ejemplos y no ejemplos en la construccion de la definicidén de un concepto geométrico.

Otra consideracion a tener en cuenta es la equivalencia y no equivalencia entre definiciones
formales de un mismo concepto matematico.

Van Dormolen y Zaslavsky (2003) sostienen que la equivalencia entre dos definiciones se
da si definen el mismo concepto. En caso que se tengan definiciones equivalentes, en la practica,
se debe elegir una de ellas y considerar que las demas pueden probarse como propiedades. Lo
mencionado posibilita que un sujeto pueda elegir entre varias definiciones equivalentes la que le

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1749



Escriba aqui el titulo de comunicacioén o taller

resulte maés elegante, por diversas razones, entre ellas, necesita menos cantidad de palabras,
menos simbolos o porque usa conceptos generales mas basicos.

Winicki-Landman (2006) destaca:

En el proceso de definir se influyen criterios que no siempre se revelan cuando
las definiciones son presentadas como hechos consumados [...]. Desde el punto de
vista lo6gico, la definicion de un concepto: a) Debe ser precisa. b) Debe basarse
solamente en otros conceptos previamente definidos o en conceptos primitivos
(criterio de jerarquia, segin Van Dormolen y Zaslavsky, 2003) c¢) Debe ser
consistente con definiciones anteriores en la que ella se apoya. d) Es arbitraria. ¢)
Establece condiciones necesarias y suficientes, es decir es bicondicional. (p. 530y
531)

Modalidad de trabajo

El taller se lleva a cabo en un encuentro que posee una duraciéon de dos horas. Participan
profesores en matematica que desempefian en nivel secundario y/o superior y futuros profesores
en matematica de Argentina, Uruguay, México y Chile.

El taller se disefia con el fin de discutir con los participantes consideraciones en torno a: la
arbitrariedad de la definicion de poligono, las imagenes conceptuales que poseen y el valor de los
no ejemplos en la formacion de dichas imdgenes conceptuales. Teniendo en cuenta lo
mencionado se ponen en juego dos momentos de trabajo en grupos de al menos seis sujetos.

Para el primer momento se trabaja en torno a la siguiente tarea:

Tabla 1

Tarea 1 que se presenta a los asistentes al taller.

TAREA 1: Analizar las definiciones que se presentan de poligonos a partir de ideas
disponibles a fin de justificar si son adecuadas o no.

Para el desarrollo de la tarea se trabaja con cinco definiciones de poligono tomadas de
libros de texto de la escuela obligatoria y un libro de Geometria Euclidea destinado a la
educacion superior. Se entregan en formato papel tres definiciones de poligono a cada uno de los
grupos. Luego que cada grupo finaliza la discusion se realiza un debate colectivo. El andlisis que
se realiza para el presente trabajo se concentra en discutir la reflexion realizada por los
participantes en torno a cada definicion por lo que no exponemos hasta el analisis cada una de
ellas.

En el segundo momento de trabajo se presentan imagenes de ejemplos y no ejemplos de
poligonos construidas en el software de geometria dindmica GeoGebra a fin de justificar cuales
consideran representaciones de poligonos y cuéles no. En esta instancia se muestra la vista
grafica 2D y 3D con el fin de incentivar la reflexion acerca de la relacion entre construcciones
bidimensionales, tridimensionales y las definiciones de poligonos. En el debate colectivo se pone
especial énfasis en conocer los supuestos de los asistentes sobre poligonos y qué determina para
cada individuo que una representacion sea un poligono o no, la definicion o la imagen. A su vez
se reflexiona acerca del potencial del empleo del software de geometria dindmica GeoGebra en
las vistas simultaneas de una representacion en 2D y 3D, se propone la discusion acerca del
papel que juegan los no ejemplos en la construccion de conceptos matematicos, entre otros.
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Es de destacar que durante el taller y con el consentimiento de los participantes se registra
la discusion en audio. En este trabajo se realiza el analisis de las cuestiones que emergen en torno
al primer momento llevado a cabo en el mismo.

Reflexion de discusiones colectivas

Se organiza el analisis presentando cada una de las definiciones y posteriormente una
reflexion acerca de lo discutido en torno a la misma en el taller. Cabe destacar que los extractos
de transcripciones textuales se presentan en letra cursiva.

Definicién 1:

™ Pouiconos

Un poligono: esté formado por una St A i g1t
poligonal smple ¥ cerrada, jurte con la
regicn del plana gue delimita, g ntsrier i b

3l
caoie fiagoml ol

Figura 1. Definicion recuperada de Kaczor, P.J.; Pifeiro, G.E.; y Serrano, G.B. (2012).
Actividades clave. II Matematica. Buenos aires: Santillana.

El grupo A manifiesta que se emplean conceptos que no se encuentran definidos
anteriormente en el texto, como ser, poligonal simple y cerrada. También destacan que el texto
de la derecha hace referencia a un poligono convexo cuando la definicién que se presenta a la
izquierda es de poligono. La primera consideracion puesta de manifiesto evidencia la necesidad
de emplear el criterio de jerarquia al definir (Van Dormolen y Zaslavsky, citado en Winicki-
Landman, 2006) La segunda hace referencia a la formacion del concepto, este modo de
presentacion podria contribuir negativamente la formacion de la imagen del concepto (Vinner,
1991).

El grupo B agrega a lo mencionado que los elementos que se presentan en el dibujo
podrian suponer que un triangulo no es un poligono convexo por no tener diagonales. “Estos son
los elementos, que yo alumno de segundo aiio como plantea ahi, estas son las cosas que tengo
que encontrar en un poligono convexo, la diagonal en un triangulo no existe entonces, /el
triangulo dejo de ser un poligono convexo?” Se manifiesta que esta categorizado como los
demas, y afirma que si se elimina un lado de un poligono convexo deja de ser un poligono.

El grupo C rescata como positivo que se considera el poligono como una region. Parece
que debe cumplir estrictamente la definicion dicha condicion, sin embargo las definiciones son
arbitrarias (Winicki-Landman, 2006).

Finalmente el Grupo A plantea que una definicion debe responder a la pregunta, ;qué es?,
tanto en el &mbito de trabajo matematico como en otros 4mbitos. Y afirma que en este caso no
responde a esta pregunta.

Definicién 2:

Cuadrilateros y poligonos .
E L35 prélpeang &
- . neriran de diferertas

| Inareras, segin 3
cantiloc de adis que
tienan.

3 Inens: dridngule
4 adns! cuadkildtern
5 ladios: pentigono
B lundos: tewigane
T lafas: haptagone
10 fadus: decagono
ILLSB figuree que tsnen todos los lados ectos se T pobigonos. L#s palabss “pal lzonn”
e > == “pentaganc’ ‘hesagard’,
= . etcétera, tienan zu o~ 287
@ Reoded a5 Nguras anterlores qup: sean poligoncs ','.claslflcalc-s saginla . e ol p-agy atigua:
cant did da fados, Luege, maarcé les dnualos inleriores mayores que 180¢ -
: ;2 ’ .
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Figura 2. Definicion recuperada de Sessa C. (Coord.). (2015). Hacer Matematica 7/1. Buenos
Aires: Estrada.

El grupo D presenta la imagen 4 que considera que verifica la definicion DE{?Q,.
pero no corresponde a la imagen conceptual de poligono (Vinner, 1991). En '
este sentido se discute acerca de la necesidad de emplear conceptos
previamente definidos (Winicki-Landman, 2006) y la importancia de los
acuerdos en la comunidad clase que se trabaja.

Se presenta una discusion en torno a la expresion “lados rectos” y
manifiestan que lados son segmentos y por tanto s6lo pueden ser rectos.

Definicion 3: Figura 3. Representacion Grupo D

o Aitda ad s sLRRIN

Seguramente recuerdas que llamamos poligono a.toda 2n9Vesxterior angulo interor B
figura plana delimitada por segmentos. "_ B

En un poligono reconocemos los siguientes elementos:
vértices, lados, dngulos interiores, dngulos exterlores,
diagonales.

~——lado

C

i

Figura 4.: Definicion recuperada de Sadovsky, P., Kass, M., Panizza, M.G. y Reyna, [.M. (1989)
Matematica 2. Buenos Aires: Santillana.

El grupo A expresa la confusion que puede representar la imagen debido a la continuacién
del lado que se realiza para considerar el &ngulo exterior y al representarlo como el segmento
determinado por dos vértices consecutivos. Nuevamente se pone de manifiesto la influencia de
las representaciones visuales en la construccion de un concepto (Vinner, 1991). El grupo B
agrega que es importante el uso de lineas de puntos para representar con el fin de diferenciar el
lado del poligono de la extension del lado. A su vez los integrantes destacan que lo que se
presenta no es una definicion, no se profundiza esta afirmacion porque no realizan mayores
consideraciones al respecto.

Definicién 4:
1.7 - Poligonos

Las figuras geométricas
formadas por lineas rectas
EON MUy COMUNSs €n
nuestro mundo. Tales .
figuras reciben el nombre de

poligonas,

Este poligono tiene ocho Definlclon 1.26

€ b lados. Los puntos 4, B, C,  Un poligono es lo unién de
: D, E F, Gy H son sus segmentos que se juntan sdlo
8 & vértices, A cada segmento de  en sus extremos, de tal manera
un poligono se le llama lado, que: (1) como méxime, dos
A : SEgmEntos s¢ encuentran en un
i Se escribe: punto, v (7) cada segmenio
poligono ABCDEFGH. toca exactamente 2 otros dos.

Figura 5. Definicion recuperada de Stanley C., Phares G. y Cooney, T. (1998). Geometria con
aplicaciones y solucion de problemas. Distrito Federal: Addison Wesley Longman.

El grupo A manifiestan que los autores consideran la poligonal, por lo que no toma como
otros textos la region. En esta afirmacion se explicita la no equivalencia entre las definiciones
trabajadas (Van Dormolen y Zaslavsky, 2003). También manifiestan que en la descripcion y en
la definicidon se emplean diferentes términos para referir al mismo concepto, por ejemplo,
“formados por lineas rectas dice primero, cuando después en la definicion habla de segmentos, es
la brecha entre lo que cuenta y lo que define”, también hacen referencias, entre otros, a los
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términos, puntos, vértices. A su vez sefialan que el concepto estd “muy anclado” en la
representacion que es un poligono convexo puede dificultar la formacion de la imagen
conceptual de poligono (Vinner 1991).

Definicién 5:

Si n puntos del plano, A, B, C, ... F ze han podido ordenar de moda que
lrés consecutivos no estén alineados y las rectas determinadas por cado dos
punios conseculives dejan en un misme semiplong los n—2 puntos restantes,”
se llnma wpaligons convexon al conjuntn de los puntos comunes a lodos estos

semiplanos.

Los puntes A, B, C, ..., F sc laman vértices del polfgone. Los eegmentas
AB, BC, ... EF, determinados por cada dos vértices consceutivos se llaman
ladas del poligono. Su conjunto =e lama contorno del poligono, Los segmen-
tos determinados por dos vértices no consecutives se llaman diagonales.

Figura 6. Definicion recuperada de Puig Adam, P. (1980). Curso de Geometria Métrica. Tomo 1.
Fundamentos. Euler, G. Madrid: Puig Ediciones.

El grupo A diferencia esta definicion de la presentada en la imagen 1 respecto al concepto
de diagonal, puesto que en este caso se expresa que se determinan considerando vértices no
consecutivos, en consecuencia no se excluye al tridngulo como poligono convexo. Nuevamente
se reflexiona en torno a la no equivalencia entre las definiciones presentadas (Van Dormolen y
Zaslavsky, 2003)

El grupo B manifiesta que este texto no lo presentaria en la escuela secundaria por la
formalidad con que esté escrito, pues un libro destinado a la educacion superior.

Definicioén 6:

‘ Para dererminar un poligono (del griego
polis, mucho, v gonia, dngulo) podemos,
por ejemplo, colocar sobre una mesa tres o
mds tiras de papel de distinta longirud y
“encerrar” con ellas una porcion de la su-
perficie de la mesa haciendo coineidir los
extremos de las tiras consecutivas, Podemos
pensar que cada tira representa un segmen-
to ¥, por ¢l modo en que las colocamas, que
todas forman una poligonal cerrada.

Una poligonal estd formada por segmentos consecutivos, v si ademds los extremaos
del primero y del Glimo coinciden, la poligonal es cerrada.

l Se [_lama poligono a l unién de una poligonal cerrada y la region del plano que ella
Snclerra.

Figura 7. Definicion recuperada de Amenado M.B., Carranza, S.G., Difieiro, M.T., Grau, J.E. y

Latorre, M.L. (1996). Matematica 2. Buenos Aires: Santillana

El Grupo C destaca que “Se coloca en el mismo nivel de andlisis y complejidad la palabra,
mesa, tirita y poligono”, el grupo D responde que les parece adecuada la presentacion. Se hace
referencia al material concreto que se emplea para representar los lados, algunos grupos expresan
que es interesante el trabajo con el mismo para iniciar la comprension del concepto y visualizar,
y otros consideran que no son adecuados los materiales, puesto que la “firita de papel puede
mojarse y doblarse. Tiene propiedades que no tiene el concepto, por ejemplo, espesor, una
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superficie, ;qué es un punto?, ;qué es un vértice en esa superposicion de dos tiras?”. Al
respecto se debate que todas las representaciones tiene limitaciones y que nunca la
representacion es la definicion formal, en este sentido cabe destacar la importancia de lograr la
fusion entre esta y sus representaciones (Vinner, 1991).

Un integrante del grupo D expresa que el trabajo con el material concreto podria
representar cinco tiras articuladas lo cual puede redundar en beneficios de la construccion del
concepto de poligono debido a que potencia la visualizacidon de representaciones de poligonos
cdncavos y convexos, esta cuestion se encuentra en sinergia con lo planteado por Guillén (1991).

Reflexiones finales

En el taller se pone de manifiesto y discute la arbitrariedad de la definicion en matematica.
Sin embargo, al hacer referencia a poligonal y region poligonal parece haber una resistencia en
algunos docentes en aceptar alguna de ellas como definicion de poligono que contradice su
propia concepcion de este concepto. Esto puede influir en instancias de produccion de
definiciones en el aula de matematica.

Cabe destacar que la reflexion en torno a la equivalencia y no equivalencia entre las
definiciones presentadas puso de manifiesto la necesidad de realizar un analisis del libro de texto
a utilizar antes de emplearlo en el aula con estudiantes. Esta cuestion se acrecienta mas atin
cuando se realiza recopilacion de diferentes textos de distintos autores y por tanto con
perspectivas disimiles.

Emerge en las discusiones con los profesores y futuros profesores la importancia del
empleo de representaciones visuales, imagenes, etc. en instancias de formacion de conceptos.
Respecto al analisis realizado es evidente que en la mayoria de textos presentados estas
representaciones son escasas, estereotipadas y que en algunos casos pueden generar
contradiccion con la definicion dada por el mismo autor. A su vez se destaca la potencialidad del
uso de ejemplo y no ejemplos en los proceso de ensefianza y de aprendizaje; en particular se
reflexiona la importancia de presentar no ejemplos que cumplan algunas de las condiciones de la
definicion y no otras.’

El taller permitio a los participantes reflexionar acerca de diversas cuestiones, entre otras,
la discusion respecto al lugar que ocupa la definicion en matematica y la importancia de analisis
de libros de textos, dado que puede redundar en beneficios en la ensefianza de la asignatura
matematica y consecuentemente contribuir al logro de resultados satisfactorios de estudiantes.
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En este poster se describe una experiencia de clase llevada a cabo en la asignatura de
Matematica para la Carrera de Arquitectura, perteneciente a la Facultad de Arquitectura, Disefio
y Artes (FADA) de la Pontificia Universidad Catdlica del Ecuador, Sede Quito. El objetivo del
proyecto fue promover una actitud positiva hacia el estudio de las matematicas, dentro de un
contexto donde generalmente los estudiantes no muestran un gran interés por la asignatura.

Los fractales y su actual aplicacion en situaciones de la cotidianidad fueron el punto de
conexion entre los estudiantes y la matematica. El proyecto estuvo basado en varias actividades
que poco a poco fueron sumergiendo al estudiante en el mundo de los fractales; donde se le dio
primacia a la aplicabilidad de éstos en la actualidad con el estudio de las formas y los elementos
matematicos de rigor fueron abordados de forma superficial, sin embargo, esto ultimo no impidid
que el estudiante pudiera manipular formulas complejas para crear fractales, pero lo hizo
mediante un simulador (fractfinder, 2018).

El proyecto estuvo fundamentado desde el punto de vista didactico matematico en la teoria
de la etnomatematica (Ubiratan, 2008).

Especificamente se llevaron a cado las siguientes actividades:

Actividad 1: Elaboracion de un mapa mental por parte de los estudiantes en base al video:
“la geometria fractal de la naturaleza”. En tal sentido cada estudiante tuvo que disefiar un mapa
mental en base a lo que pudo interpretar del material audiovisual. Este recurso fue evaluado
siguiendo los lineamientos de una rubrica facilitada al estudiante previamente.

Actividad 2: Video Didéctico por estudiantes sobre la aplicacion de los fractales en
Arquitectura y Disefio. Para la actividad dos, cada estudiante debe elaborar un video haciendo
uso de cualquier plataforma o recurso visual, en donde se evidencie la aplicabilidad de los
fractales en la carrera de Arquitectura.
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Actividad 3: Elaboracion de una maqueta empleando elementos fractales en su
construccion. Finalmente para esta tltima actividad cada alumno debid elaborar una maqueta de
alguna estructura observada en su contexto donde se apliquen las teorias de fractales.

Para concluir, se les presentd una encuesta a los estudiantes de Arquitectura sobre su
apreciacion de la experiencia realizada; en la cual se lograron resultados positivos, ya que ellos
manifestaron el interés por el estudio de los fractales, asi como también su aplicabilidad en su
campo laboral.

En tal sentido se pudo lograr el objetivo que era generar la motivacion por el estudio del
topico matematico Fractal, y su aplicabilidad en el contexto profesional de los Estudiantes de
Arquitectura del curso de Matematica en los estudiantes de la Pontificia Universidad Catdlica del
Ecuador.
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Resumen

El presente trabajo es parte de una investigacion en curso que tiene por objetivo
caracterizar los niveles de razonamiento del modelo de van Hiele asociados a la
comprension del concepto de pardbola como lugar geométrico. Basados en nuestra
experiencia docente y de acuerdo a la literatura abordada, hemos evidenciado que la
gran mayoria de estudiantes de primeros semestres de universidad presentan
dificultades para comprender el concepto de pardbola como lugar geométrico. De
acuerdo a Londono (2011), la entrevista de caracter socratico permite generar, por un
lado, experiencias de aprendizaje en relacion con un conocimiento matematico y, por
otro, avanzar en la comprension del concepto en cuestion; este estudio retoma esta
idea y la adapta al software GeoGebra. Dos hallazgos emergieron de este proceso y
nos permitieron caracterizar la comprension: Un conjunto de descriptores de los
niveles de razonamiento de van Hiele y un guion de entrevista socratica mediada por
GeoGebra.

Palabras clave: Lugar geométrico, Descriptores, GeoGebra, Parabola, Entrevista
socratica Dindmica.

Introduccion

Basados en nuestra experiencia docente y de acuerdo a la literatura abordada, los
estudiantes de primer afio de universidad presentan dificultades en la comprension de las
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secciones conicas, situacion que ha sido documentada hace mas de 30 afios por investigadores
como Just y Carpenter (1985), Santa y Jaramillo (2007), Gémez y Carulla (2000), quienes
aseguran que los estudiantes que aprenden de memoria las ecuaciones de las conicas, no
comprenden las propiedades ni hacen procesos de analisis; lo anterior conlleva a dificultades en
relacion a la representacion algebraica y geométrica, impidiendo su comprension como lugar
geométrico.

Lo anterior sefiala la necesidad de aportar elementos que permitan a los profesores mejorar
el proceso de ensefanza de las conicas, en especifico, de la pardbola como lugar geométrico.

En esta investigacion, en particular, interesa aportar a la solucion de la problematica de las
dificultades en la comprension de la parabola como lugar geométrico en estudiantes de
educacion media. Para ello, nos hemos planteado la siguiente pregunta de investigacion: ;Como
comprenden los estudiantes de educacion media el concepto de parabola como lugar
geomeétrico, haciendo uso del software de geometria dinamica GeoGebra?

Fundamentacion tedrica

El problema de la comprension en conexion con el aprendizaje de la geometria ha sido
abordado desde antafio por Pierre Van Hiele (1957) quien resalta su importancia al afirmar que “la
adquisicion de comprension es, con razon, uno de los objetivos de la ensefianza de las
matematicas” (p. 10). Para ello, Pierre sefiala que se deben crear las condiciones bajo las cuales la
comprension se pueda dar, lo cual conduce a pensar que es, quizas, por la forma tradicional que se
ensena que los estudiantes presentan dificultades en el aprendizaje y la comprension de los
conceptos matematicos.

El modelo de van Hiele

Como docentes de matematicas siempre estamos buscando la forma en que nuestros
estudiantes mejoren su actividad en el area, cuestion que resulta frustrante en ocasiones.

“Habia partes de la materia en cuestion que yo podia explicar y explicar, y aun asi los
estudiantes no entendian. Podia ver que ellos lo intentaban realmente, pero no tenian
éxito. Especialmente al comienzo de la geometria, cuando habia que demostrar cosas
muy simples, podia ver que ellos daban el maximo de si, pero la materia parecia ser
demasiado dificil. Pero debido a que yo era un profesor inexperto, también tenia que
considerar la posibilidad de que yo fuera un mal profesor. Y esta ltima y
desagradable posibilidad se afirmaba por lo que ocurria posteriormente: de pronto
parecia que comprendian la materia en cuestion, podian hablar de ella con bastante
sentido y a menudo decian: «no es tan dificil, pero ;por qué nos lo explicé usted de
forma tan complicada?» En los afos que siguieron cambié mi explicacién muchas
veces, pero las dificultades se mantenian. Parecia como si siempre estuviese
hablando en una lengua distinta. Y considerando esta idea descubri la solucion, los
diferentes niveles del pensamiento.” (van Hiele, 1957, p. 39)

Estas reflexiones, sobre su propia practica pedagdgica, llevaron a los profesores Van Hiele
a plantear su teoria para la ensefianza-aprendizaje de la geometria. Su mentor de tesis doctoral,
Hans Freudenthal, preciso:
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Ellos se observaron a si mismos cuando ensefiaban, recordaron lo que habian hecho y
lo analizaron. De hecho el pensamiento es una actividad continua, pero existen
niveles relativos a esta actividad. En el nivel mas alto, la accion del nivel mas bajo
se convierte en objeto de analisis. Eso fue lo que los van Hiele reconocieron como
caracteristica sobresaliente de un proceso de aprendizaje, nombrandolo de la manera
como ellos lo aprendieron ensenando. Ellos transfirieron esta caracteristica del
proceso de aprendizaje, que era la meta de su ensefianza, al proceso de aprendizaje de
los estudiantes quienes estaban aprendiendo matematicas. Alli, ellos descubrieron
niveles similares. Para mi, esto se parece a un descubrimiento importante.
(Freudenthal, 1973)

Este descubrimiento del que habla Freudenthal es lo que en la actualidad se conoce como
el Modelo de Ensefianza-Aprendizaje de van Hiele, debido a que da una explicacion integral del
proceso ensefianza-aprendizaje de la geometria de la gran mayoria de estudiantes.

Prat (2105), indica que cualquier modelo educativo se compone de tres etapas
diferenciadas, las cuales son:

a. Observacion: la primera etapa detecta la repeticion de determinados patrones de
comportamiento en los estudiantes bajo unas condiciones concretas.

b. Planteamiento: acorde a las regularidades observadas se definen y formulan las
caracteristicas del modelo, que describen como se produce el desarrollo o aprendizaje de los
estudiantes.

c. Analisis: se realizan diversas experiencias que corroboren o rectifiquen los
planteamientos hechos.

El modelo de van Hiele atraveso estas tres etapas, y se validé por parte de los van Hiele en
la ensefianza de la geometria en educacion secundaria. La geometria fue escogida como un
ejemplo debido a que es la piedra angular de las matematicas. No obstante, el modelo se ha
extendido y validado en ramas diversas de las mateméticas como el analisis matematico, la
aritmética, la trigonometria, entre otras.

El modelo de van Hiele es “una excelente guia para los profesores pues (...) ensefa a
descubrir como debe comunicarse el profesor con los alumnos, para presentarles nuevos
conceptos de manera que se fomente la comprension de las matematicas” (Jaime y Gutiérrez,
1990, pp. 302-303).

El modelo de Van Hiele esta fundamentado en tres aspectos:

a) “niveles de razonamiento”, los cuales referencian una secuencia continua de tipos de
razonamientos mediante los cuales progresa, sin saltarse alguno. Permiten analizar la capacidad
de razonamiento matematico de los individuos, desde que empiezan su aprendizaje hasta que
alcanzan su maximo grado de desarrollo.

b) “fases de aprendizaje”, orientada a los profesores, las cuales brindan directrices para
encaminar a sus estudiantes hacia un nivel superior de razonamiento.

¢) y la percepcion-insight, que es el interés original y el tema de disertacion.
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La entrevista socratica

El método socratico ha ganado un importante lugar en la educacion ya que facilita el
ambiente para construir conocimiento bajo una caracteristica especial: el profesor, quien dirige el
didlogo, asume una actitud de humildad que permite a los estudiantes sentirse comodos en un
nivel en el cual pueden participar abiertamente; en vez de decir qué o como hay que pensar,
permite el descubrimiento del conocimiento por parte del estudiante. El didlogo socratico se ha
validado como medio para que un estudiante encuentre la verdad sobre un conocimiento, de
igual forma, la entrevista de caracter socratico se ha implementado como una estrategia que
permite generar, por un lado, experiencias de aprendizaje en relacion con un conocimiento
matematico y, por otro, identificar el conocimiento que se ha aprendido (Londofio, 2011).

El didlogo como elemento importante en la educacion matematica es entendido desde los
“Didlogos” de Platon (texto que contiene el capitulo llamado “Mendn”, en el cual se puede
apreciar el didlogo que sostiene Socrates con el esclavo de Menon acerca de encontrar el
cuadrado de 4rea doble, de otro cuadrado dado), cuyos coloquios se caracterizan por su alto
grado de indagacion y andlisis, lo cual supone un compromiso con el intelecto. De la Torre
(2003) describe el método socratico como camino hacia el esclarecimiento de los conceptos, tal
como se perfila en el Mendn; sefiala ademas que:

El camino hacia el conocimiento es un proceso gradual, en el cual la opinidn y la creencia
constituyen etapas intermedias. El aprendiz se esfuerza y participa activamente en el
proceso, que termina cuando aquel inventa o descubre la respuesta adecuada a una
pregunta bien formulada. (De la Torre, 2003, p. 102)

Sucerquia, Londofio y Jaramillo (2015) sefialan que en una clase de matematicas el dialogo
debe permitir la expresion de ideas, conocimientos, razonamiento critico y reflexivo, procesos
argumentativos, etc.; es decir, el didlogo matematico debe presentar algunas caracteristicas
particulares que deben estar en correspondencia con las propias del didlogo socratico.

La entrevista socratica [...] ha sido el medio mas adecuado para realizar el seguimiento de
la construccion y evolucion de un concepto matematico en la mente del alumno, como
también se ha considerado una herramienta fundamental en estos estudios, debido a que ha
permitido determinar los niveles de razonamiento a la luz del modelo de van Hiele [...].
(Jaramillo y Campillo, 2001, p. 82)

Londofo (2011) emplea la entrevista socratica con una doble intencidn: a) que el profesor
reflexione sobre el concepto y las dificultades en la ensefianza del mismo, esto con el propdsito
de que forje la necesidad de disefiar una red de relaciones para propiciar el acercamiento del
estudiante al concepto; b) que le permita al entrevistado (el estudiante) progresar en la
comprension del Teorema Fundamental del Célculo. La entrevista socratica disefiada en el
estudio de Londofio le permite la deteccion de los niveles de comprension de tres estudiantes en
el marco de la teoria de Piere y Kieren a partir de descriptores disefiados para cada nivel, los
cuales se obtuvieron durante la aplicacion de las diferentes versiones de la entrevista socratica.

El autor enfatiza en las conclusiones de su estudio la importancia de que en la entrevista
socratica se generen preguntas que entorpezcan al aprendiz ante un posible error o confusion y
asi avanzar en su proceso de comprension.
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Asimismo, para efectos de esta investigacion, se tomaron en cuenta los aspectos que Van
Hiele considera importantes en una clase donde se trabaje con el método socratico; segun de De
la Torre (2003) ellos son:

e El maestro tiene que asegurarse del interés de los alumnos en el problema y debe
captar su atencion desde el comienzo.

e El método socratico sdlo es efectivo en la medida en que se pueda garantizar que
cada uno de los alumnos alcanza la soluciéon mediante su trabajo personal. El
profesor no podra llenarse de impaciencia ni darles la solucidon prematuramente.

e El trabajo de los alumnos debe ser individual y las conversaciones colectivas en el
aula deberan ser guiadas por el maestro, de modo que se les permita avanzar
también a los alumnos que se muevan a paso lento.

¢ El maestro debe calibrar acertadamente la dificultad del problema, de modo que
todos los estudiantes conserven el interés hasta el fin, sin que ninguno de ellos
olvide el corazén del asunto. (p 103).

van Hiele (1986) insiste en estas premisas pues “es posible emplear el método socratico,
con muy buenos resultados, pero también es muy fécil fracasar en el intento” (Londofio, 2010, p.
27).

En este estudio se realiz6 la entrevista de caracter socratico mediada por un software de
geometria dindmica, pues existen investigaciones como las de Pefia (2010) que resaltan que los
softwares de geometria dindmica (SGD) contribuyen con nuevas posibilidades en la ensefianza
de la geometria ya que se supera el cardcter estatico de las figuras en el papel; los SGD dotan de
movimiento a las figuras, cualidad que permite analizarlas desde diferentes perspectivas y
comprender los conceptos y propiedades asociadas a ellas, esto empleando las opciones de
arrastre de los programas. La autora sefiala que “la utilizacion de los programas de Geometria
Dinamica en clase nos ayudara a acercar los contenidos matematicos a los estudiantes y mejorar
su comprension” (p. 166).

Gracias a la utilizacion de la tecnologia en el aula, en particular de los software de
geometria dindmica, Acosta y Fiallo (2017), quienes realizan un estudio con un grupo de
estudiantes y docentes tanto de colegio como de universidad, afirman que identificaron
“multiples transformaciones debido al impacto de esas herramientas: transformacion de las
concepciones y practicas matematicas; transformacion de las relaciones entre los profesores y el
saber; entre los alumnos y el saber; entre los alumnos y los profesores; transformacion de las
formas de organizacion de la clase y de las responsabilidades administrativas en la institucion; y
transformacion del curriculo de matematicas, entre otras”.

Los investigadores Lopez-Mesa, Aldana-Bermudez y Alonso-Arboleda (2013) emplearon
el software de geometria dindmica GeoGebra en un estudio con 25 estudiantes (cuyas edades
oscilan entre 17 y 30 afos) de Ingenieria de Sistemas de primer semestre para conocer cOmo
ellos adquieren la comprension del concepto de parabola, mediante geometria dinamica y la
Ingenieria Didéctica de Chevallard como soporte tedrico. Entre las conclusiones reportadas,
destaca que las tecnologias digitales logran una mayor comprension del objeto matematico, en
los siguientes términos:

[...] el medio informatico como herramienta facilit6 en los estudiantes la comprension de
los elementos que caracterizan la ecuacion candnica de la parabola con centro en el origen
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y fuera de este; establecieron relaciones entre los elementos matematicos y los modos de
representacion grafico, algebraico y analitico, y lograron una construccion progresiva,
ascendente, consciente y real del objeto matematico de estudio.

Todos estos aspectos favorables motivan el uso de GeoGebra y la entrevista socratica en el
proceso de ensefianza conducente a la comprension de la parabola como lugar geométrico.

Hallazgos y consideraciones finales

De acuerdo con las caracteristicas mencionadas del modelo de van Hiele, esta
investigacion se centr6 en la parte prescriptiva del modelo, esto es, en los niveles de
razonamiento los cuales son caracteristicas intelectuales y cognitivas que se pueden describir
cuando observamos el desarrollo intelectual y cognitivo por el cual debe atravesar todo
estudiante, lo cual permite describir su nivel de razonamiento y comprension del concepto de
pardbola como lugar geométrico, asi mismo, los niveles permiten conocer el avance de un
estudiante en la comprension en cuanto al concepto matematico. A continuacidn, presentamos las
caracteristicas generales de los descriptores que se estan detectando en cada nivel, los cuales se
encuentran en un proceso de refinamiento:

Nivel 0: Predescriptivo

En este nivel se identifica el conjunto de saberes previos que necesita el estudiante para
llegar a la comprension del concepto de parabola como lugar geométrico. Los descriptores para
este nivel son estrictamente conceptuales sin requerir el uso del software.

Nivel I: Reconocimiento visual

En este nivel el estudiante construye y visualiza, en un ambiente de geometria dinamica,
puntos, rectas, rectas paralelas, rectas perpendiculares, entre otras.

Nivel II: De analisis

En este nivel, el estudiante determina algunos puntos que satisfacen la condicion de estar a
la misma distancia de un punto fijo llamado F y de una recta llamada D.

Nivel III: De clasificacion

En este nivel, el estudiante determina la condicidon que deben cumplir un conjunto de
puntos para pertenecer a la pardbola como lugar geométrico y mediante el software construye ese
conjunto de puntos.

Nuestra investigacion no intenta caracterizar los descriptores del Nivel IV, de deduccion
formal, pues el propio modelo de van Hiele establece que es dificil de detectar y que se considera
de carécter tedrico.

Se ha identificado hasta ahora que la entrevista socratica mediada por un software de
geometria dindmica se diferencia de la planteada por Londono (2011) y Santa (2007), ya que el
software transforma la manera en que el entrevistado interactua con el entrevistador, al
proporcionarle al primero nuevas herramientas en las que puede dotar de movimiento las
situaciones que se le presentan, dandole a la entrevista una cualidad en la que mediante la
experimentacion y manipulacion de distintos elementos geométricos en GeoGebra, el estudiante
logra deducir resultados y propiedades hasta llegar a la comprension del concepto de pardbola
como lugar geométrico.
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La investigacion pretende que la entrevista socratica dindmica pueda convertirse en una
estrategia para los profesores de matematicas, ya que, mediante las actividades propuestas en
ella, se orienta sobre como debe comunicarse el profesor con los estudiantes a través de un
software de geometria dinamica, para presentarles nuevos conceptos, de manera que se fomente
la comprension de las matematicas, su aprendizaje y el desarrollo de la capacidad de
razonamiento de los mismos.
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Resumen

El objetivo de la presente propuesta de innovacion es contribuir a la educacion
a partir de una secuencia de actividades donde se trabaja el objeto matematico de las
transformaciones isométricas, traslacion, en terceros basicos a través del uso de la
tecnologia en el aula utilizando el software educativo GeoGebra. El marco teoérico a
utilizar, Espacio de Trabajo Geométrico (ETG), se esbozaran elementos de la Génesis
Instrumental, en funcion de la importancia que implica el uso de un software
educativo en la ensefianza de la geometria. Los hallazgos visualizados en la puesta en
practica superan lo esperado por la docente, pues lo estudiantes se involucran con las
secuencias de actividades a tal nivel que construyen figuras con el objetivo de
comprobar lo aprendido en relacion a la traslacion.

Palabras clave: Innovacion, GeoGebra, transformaciones isométricas,
traslacion, ensefianza primaria.

Problematica

A partir de lo observado en las practicas pedagogicas de la educacion matematica en
el establecimiento donde me desenvuelvo como docente de primaria, trabajando en el area
de la educacion en niveles de primero y tercero basico es que he observado la alarmante
situacion donde los objetivos de aprendizaje relacionados con la utilizacion de software
educativos para la ensefianza de geometria se han dejado de lado, pues, no son considerados
en las planificaciones de los docentes y menos aun en las clases dictadas por ellos.

El problema va in crescendo cuando se observa que la misma problematica se replica
en los niveles de secundaria. Es por ello, que se hace elemental, generar situaciones en
donde los estudiantes conozcan software educativos para poder aplicar lo conceptual y
llevarlo a planos donde se vincula la vista algebraica con lo geométrico.
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La idea de innovacion esta relacionada con generar una situacion de aprendizaje en
donde los estudiantes comprendan el objeto matematico de las transformaciones
isométricas a través del software educativo GeoGebra.

Para llevar a cabo dicha propuesta, se deben generar dos lineas de situaciones de
aprendizaje previas: la primera debe estar vinculada a una alfabetizacion del programa
GeoGebra, considerando fases de exploracion y elementos sustanciales para poder utilizarlo
de manera efectiva. Una segunda linea importante a considerar son los aprendizajes previos
de los estudiantes, dado que, es necesario recurrir a ellos para generar una situacion en
donde puedan construir relaciones ligadas a las transformaciones isométricas. Considerar
aprendizajes previos como: elementos primitivos de la geometria, construccion de figuras
2D y perimetros de figuras 2D.

Contextualizacion

El establecimiento en el cual se implementara la situacion de aprendizaje, tiene las
caracteristicas de ser particular subvencionado, cuenta con una matricula de 1.080
estudiantes y esta ubicado en la comuna de Quilpué, Chile, acoge a familias de nivel
socioecondmico medio alto (segun los datos obtenidos de la informacion que nos entregan
evaluaciones estandarizadas). La actividad se desarrollara en los terceros basicos A y B,
cada uno de ellos cuenta con una matricula de 34 alumnos y alumnas. Importante es
recalcar que esta situacion serd el primer acercamiento que los estudiantes tendran acerca
de las transformaciones isométricas y es por ello que se hace tan importante, generar una
situacion que sea atractiva para ellos y que logre el objetivo de que emerja desde los
estudiantes este aprendizaje.

La secuencia de actividades abarca tres clases (cada una conformada por bloques de 2
horas pedagodgicas --comprendiendo las horas pedagogicas de un tiempo de 45 minutos
cada una.)

A continuacion se exponen los objetivos de las sesiones sugeridos para la
implementacion de la actividad:

Sesion N°1

Objetivo de la clase: representar elementos primitivos de la geometria utilizando el
software educativo GeoGebra.

En una primera instancia, los estudiantes resuelven actividades relacionadas con los
elementos primitivos de la geometria (punto, recta, segmento, rayo y semirrecta) en un
modulo de aprendizaje, el cual, sera anexado al final del escrito. Luego de ello, exploran el
software educativo GeoGebra, visualizando las herramientas con las cuales pueden contar
para trabajar con el programa. Finalmente representan los elementos primitivos de la
geometria en el software educativo GeoGebra.

Sesion N°2

Objetivo de la clase: construir cuadrilateros utilizando el software educativo
GeoGebra

Durante esta sesion, los estudiantes construyen un cuadrilatero utilizando el
programa. Para ello, escuchan las indicaciones que les entrega la docente y luego trabajan
en su computador individual. La construccion se puede realizar a través de puntos y
segmentos por separado o utilizando la herramienta de poligono.
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Sesion N°3
Objetivo de la clase: aplicar transformacion isométrica (traslacion) a un

cuadrilatero utilizando un vector a través del software educativo GeoGebra.

Los estudiantes utilizan la herramienta para aplicarle una transformacion isométrica,
traslacion, al cuadrilatero construido anteriormente construido. La traslacion se puede hacer

utilizando la herramienta ’:I hacer click en el cuadrilatero y luego construir un vector. La
otra opcion es construir un vector y luego trasladar la figura segun el vector construido.

Finalmente, los estudiantes comunican los pasos que han utilizado para poder aplicar
la traslacion al cuadrilatero que han construido.

Objeto matematico: isometria

El objeto matematico involucrado en este proyecto de innovacion son las
transformaciones isométricas. Para comprender el significado de isometria debemos
observar la raiz epistemologica de su palabra, pues, iso significa igual y metria medicion,
en griego. Esta palabra compuesta significa, entonces, igual medida.

Snapper y Troyer (1971) construyen tres principios de una isometria:

“Una isometria de V a W es una funcion que cumple 6: V—> W

1. G es uno uno y sobre
2. o es una transformacion lineal.
3. AB = (0 A) (6 B) paratodos A,Be V.”

Coxeter (1991), en la pag. 54 indica que “una isometria es una transformacion que
preserva la longitud, de manera que si (P, P') y (Q, Q’) son dos pares de puntos
correspondientes, determinaran los segmentos congruentes PQ = P'Q’: PQy P'Q".” Este
segundo acercamiento, a la luz de un saber sabio, se puede acercar a la definicion que los
textos escolares nos brindan, “si cambias de posicion o ubicacion una figura sin modificar
su forma ni su tamano, estas realizando una transformacion isométrica”.

El objeto matematico de las transformaciones isométricas trae consigo una
matematica tremendamente profunda y necesaria para futuros aprendizajes escolares. La
adhesion y el aprendizaje significativo de éste, se puede lograr utilizando de manera
intencionada un software educativo, disefiando actividades que se encuentren articuladas,
donde, el objetivo final sea evidenciar el aprendizaje logrado relacionado con el objeto
matematico de estudio.

Uso del GeoGebra

Para llevar a cabo dicho objetivo, es necesario que los estudiantes exploren el
software educativo, en una primera instancia, posterior a ello, se requiere aplicar una
alfabetizacion bésica de la herramienta tecnolédgica, para que los alumnos puedan cumplir a
cabalidad con los objetivos planteados en las sesiones.

El programa GeoGebra emerge de una maestria de afio 2001 en donde su autor,
Markus Hohenwarter, deseaba generar un sitio web que implicara una fusion entre la
geometria dindmica y los sistemas de célculos simbolicos, que tuviese la modalidad de ser
util en la ensefianza de la matematica en el aula. Tal fue el éxito de su propuesta, que hubo
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muchos matematicos que tuvieron la intencion a aportar ideas para que dicho software
educativo pudiese ampliar sus funciones. Segln lo indica https://www.geogebra.org/about

GeoGebra es un software de matematicas para todo nivel educativo. Retine
dindmicamente geometria, algebra, estadistica y calculo en registros graficos, de
analisis y de organizacion en hojas de célculo. GeoGebra, con su libre agilidad de
uso, congrega a una comunidad vital y en crecimiento.

Marco tedrico

El Espacio de Trabajo Geométrico (ETG) es un ambiente creado y desarrollado para
resolver situaciones y problemas geométricos, donde €stos se pueden relacionar y vincular
con un individuo (Kuzniak 2004). Esta relacion puede estudiarse desde dos planos; el
primero es el plano cognitivo, el cual, estd compuesto por la visualizacion, construccion y
prueba. El segundo, plano epistemologico, esta formado por el conocimiento referencial,
artefactos y el espacio real con figuras. Ambos planos interactian a través de tres génesis,
la semidtica, instrumental y discursiva.

La siguiente imagen logra plasmar la interaccion existente entre los planos y sus
génesis.

Wisualizacidn

/ Plano cogniziva T

Crénmesis soemidtica

-
Reproscntamen
-

Plano cpistemolagico

Géncsis discursiva

Génesis instrumoental

Referencial

Figura I: Espacio de Trabajo Matematico Kuzniak 2011
Paralelo a ello, el Espacio de Trabajo Geométrico se puede clasificar en tres tipos:

e ETG de referencia: hace mencion al espacio ideal en relacion a elementos
matematicos y su empleador es una persona experta en lo epistémico.

e ETG: idoneo: se encuentra centrado en elementos didacticos, pues, en general, su
utilizador en el docente.

e ETG: personal: relacionado con el andlisis y reflexion de los conocimientos
adquiridos, lo cuales, han sido puesto en practica, en general, su utilizador
natural puede ser el estudiante o docente.

Para aplicar la teoria al contexto de esta investigacion es que se concretizaran los
espacios de trabajo geométrico involucrados en las actividades detalladas anteriormente. En
el caso del ETG de referencia se puede evidenciar en los programas de estudios y bases
curriculares que contempla el Ministerio de Educacién en funcién del curriculo para los
establecimientos de ensefianza basica o primaria. En lo que respecta el ETG iddéneo, se
considerard el andlisis del médulo de aprendizaje resuelto por los estudiantes y los
documentos en GeoGebra en funcion de las construcciones realizadas. En relacion al ETG
personal, corresponde a cada estudiante que particip6d del proyecto, nifios y nifias del
Tercero Basico A y B.
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Analisis curricular

A continuacidn se observa una tabla de Objetivos de Aprendizaje (segun lo descrito

en las Bases Curriculares, Chile):

Eje de Geometria

entorno figuras 2D que
estan trasladadas,
reflejadas y rotadas.

Nivel 1° Basico 2° Basico 3° Basico 4° Basico

Elementos de | OA 15. OA 18: 0A 19:

B EOIC ) Identificar Demostrar que Construir angulos con
y dibujar comprenden el el transportador y
lineas concepto de angulo: compararlos.
rectas y »identificando
curvas. . )

ejemplos de angulos
en el entorno

» estimando la medida
de angulos, usando
como referente
angulos de 45°y de
900

Transf. 0OA 17: OA 17:

isométricas Reconocer en el Demostrar que

comprenden una linea
de simetria:

» identificando figuras
simétricas 2D

» creando figuras
simétricas 2D

» dibujando una o mas
lineas de simetria en
figuras 2D

» usando software
geométrico.

OA 18:

Trasladar, rotar y
reflejar figuras 2D.

El texto de estudio de tercero bésico que entrega el Ministerio de Educacion (2017)
brinda una definicion de lo que son las transformaciones isométricas, “si cambias de
posicion o ubicacion una figura sin modificar su forma ni su tamafio, estas realizando una
transformacion isométrica”.

Desde la guia docente no emergen definiciones que puedan complementar este

analisis.

La profundizacion de los aprendizajes relacionados con las transformaciones
isométricas emergen desde los textos de estudio de segundaria o segundo ciclo (7mo y 8vo
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basicos) en donde, los estudiantes deben aplicar las transformaciones isométricas en el
software educativo GeoGebra.

En funcion de ello, es que esta propuesta didactica cobra real importancia, pues, es
trascendental involucrar a los estudiantes con una geometria movil, integral, diferente. El
que los estudiantes se vean envueltos en una alfabetizacion de GeoGebra a temprana edad,
facilitara la adquisicion de aprendizaje en el segundo ciclo, ademas, provoca que los
estudiantes se involucren con el objeto de estudio, se interesen por investigar mas y se
motiven a construir nuevos aprendizajes.

Algunos resultados

La totalidad de los estudiantes logr6 los objetivos planteados al inicio de las sesiones.
Demostrando mucho animo en el proceso de exploracion, construccion y traslacion de
cuadrilateros. Tanto fue el asombro y la motivacion demostrada por los estudiantes, que
fueron ellos quienes solicitaron a la docente, poder construir otras figuras utilizando el
software educativo, dado que, estaban curiosos por saber que sucederia si se le aplicaba una
traslacion. La docente facilito el tiempo para que implementaran sus construcciones y
logran aplicar una traslacion a las figuras construidas. A continuacion adjunto algunas
imagenes de los trabajos realizados por los estudiantes.

Construccion en GeoGebra Comentarios de los estudiantes

Estudiante 1: Estudiante 1:

— “tuve que hacer un de esos
= GeaGebra de cuatro lados (...) cuadrilatero
y después apreté el boton para
trasladar (...) hice un rayo, ;rayo
se llamaba no? Y se traslado.

Estudiante 2: Estudiante 2:

“primero tuve que leer bien
" el modulo, y luego construi un
cuadrilatero que tiene cuatro lado,
g e obvio, la traslacion es en relacion
al vector”

= GegpGebra
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Estudiante 3: Estudiante 3:

“me di cuenta que los
poligonos son figuras cerradas,
porque si yo unia los lados no era
asi como exacto, faltaba un
poquitito. Entonces el
cuadrilatero es una figura cerrada
de cuatro lados”

Figura 2: Iméagenes de los trabajos realizados por los estudiantes.
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Resumen

Se presenta una sintesis del trabajo de grado en la Maestria en Educacién: Disefio de
situaciones para el trabajo con figuras geométricas basado en las operaciones
cognitivas de construccion, visualizacion y razonamiento (Galeano, 2015). Este
propone, a partir de una perspectiva semiética y cognitiva (Duval, 2005), un
acercamiento a las figuras geométricas como un modo de ilustrar las posibilidades de
una propuesta para la ensefianza de la geometria y contribuir asi al desarrollo del
pensamiento espacial. Toma como metodologia los Experimentos de Ensefianza
(Cobb, 2000); se caracterizan dos grupos de situaciones, las actividades disefiadas
muestran como pueden usarse para desarrollar procesos de construccion que
permiten un acceso significativo a dichas figuras, y procesos de visualizacion que
explotan su productividad heuristica. El analisis de la implementacién muestra que
los estudiantes desarrollan posibilidades de tratamiento sobre las figuras y se acercan
a la comprensidn de las propiedades caracteristicas de una figura geométrica.
Palabras clave: Visualizacion, construccion, razonamiento, geometria, figuras
geométricas, aprendizaje, disefio, experimento de clase.

Formulacion de la propuesta de trabajo en clase

El trabajo realizado se constituye a partir de la formulacion de un problema en Educacion
Matematica, los elementos tedricos y metodoldgicos que lo sustentan, lo que finalmente se
concreta en el disefio, implementacion y analisis de una serie de actividades en un grado sexto de
Educacion Bésica Secundaria para el trabajo con figuras geométricas. En la realizacion del
Experimento de Ensefianza® se identifican dos niveles: un micronivel y un macronivel (Cobb,
2000). En el micronivel se encuentra el experimento de ensefianza en el momento en que fue
pensado y se hicieron ciertas anticipaciones, junto con los elementos previstos para desarrollar la
ensefianza, los cuales contemplan las actividades de clase planeadas y aplicadas; se cierra este

'Es una metodologia de investigacién que provee maneras de explorar las posibilidades de investigar lo
gue a partir de la propuesta de ensefianza del profesor ocurre con el aprendizaje de los estudiantes y con
los cambios que se dan al nivel del salén de clase (Cobb, 2000); esta incluida dentro de las metodologias
de Investigacion Basada en Disefio IBD.
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primer nivel con el analisis de la implementacidn de dichas actividades, estos es, un analisis
local que permite identificar lo que ocurri6 en clase y a partir de ahi desarrollar los ajustes para
las actividades siguientes e identificar los primeros resultados del trabajo.

La planeacion de las actividades inici6 con la determinacion de los contenidos que serian
cubiertos con el desarrollo de la intervencion en clase asi como una descripcion de las maneras
en que se espera discurra el aprendizaje (la conjetura); en esta parte fue importante tener en
cuenta lo que el profesor, y el colegio, tenian planeado para trabajar con los estudiantes.

La conjetura es una afirmacion sobre los hechos del saldn de clase que se basa en
evidencias, tanto tedricas como experimentales, que recoge las creencias del equipo de
investigacion en relacion con las formas en que se han de desarrollar los aprendizajes de los
estudiantes (Confrey y Lachance. 2000). Cobb (2000) afirma, al estilo del ya conocido simil de
la moneda, que una conjetura tiene dos partes diferentes pero estrechamente ligadas y que se
conjugan al momento de formularla. Se tienen entonces la dimension del contenido y la
dimensién pedagogica de la conjetura; la primera asociada a qué se debe ensefiar y la segunda a
coémo se debe hacerlo. Todo lo anterior se concreta en la formulacién de una trayectoria
hipotética de aprendizaje?.

En el macronivel, se estudia toda la secuencia completa de ensefianza, todos los elementos
que constituyeron la planeacion del experimento y sus diversas actividades de clase asi como los
detalles de su implementacion; se trata de crear conexiones, relaciones y explicaciones entre la
teoria local que guio el disefio y la implementacion de las actividades, para tratar de explicar la
forma en que las trayectorias de aprendizaje y las conjeturas respondieron a lo esperado en el
experimento de ensefianza; esto se realiza mediante un analisis retrospectivo.

Fundamentos de la propuesta

La propuesta de actividades -trayectorias- se organiza siguiendo lo sefialado por las dos
dimensiones de la conjetura: en el qué ensefiar se incluyen reflexiones de orden matematico
(sistemas geométricos) y curricular (pensamiento espacial); en el como ensefiar se introducen
consideraciones de orden cognitivo y semiético. Se presentan a continuacion algunos detalles de
lo anterior.

La geometria euclidiana es parte importante en el trabajo que sobre el pensamiento espacial
se hace en la escuela. Asi, la formacion de los estudiantes se organiza —segun lo sefialado por los
Estandares- en relacion con los sistemas geométricos “Los puntos, lineas rectas y curvas,
regiones planas o curvas limitadas o ilimitadas y los cuerpos solidos o huecos limitados o
ilimitados pueden considerarse como los elementos de complicados sistemas de figuras,
transformaciones y relaciones espaciales: los sistemas geométricos.” (MEN. 2006, p. 62). Es
decir, estos sistemas estan constituidos a partir de tres componentes: los objetos geométricos, las
operaciones entre ellos y las transformaciones de las que son susceptibles dichos sistemas.

Para alcanzar lo propuesto por el MEN las escuelas definen acciones que se estructuran
fundamentalmente desde una mirada conceptual, es decir, se organiza la propuesta de ensefianza

2Sjendo un concepto nuevo, como ocurre con tantos otros en educacién matematica, no se encuentra ain
un consenso entre los miembros de la comunidad en relacion con su definicién y alcance. En este trabajo
se parte de la acepcion de dada por Confrey & Maloney (2009) ... a researcher-conjectured, empirically-
supported description of the ordered network of constructs a student encounters through instruction (i.e.,
activities, tasks, tools, forms of interaction and methods of evaluation)...” p. 347
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alrededor de las exigencias que la estructura formal del concepto presenta. Esta decision, que
esta ampliamente sustentada, ha logrado darle sentido a las practicas escolares en los Gltimos
afios; sin embargo, parece posible ampliar la mirada e incluir en estas exigencias aquellas que la
actividad geométrica le impone a los estudiantes, en particular se considera que desde un punto
de vista cognitivo (Duval, 2001) en necesario incluir aspectos relacionados con los procesos de
construccion, visualizacion y razonamiento.

Se puede iniciar haciendo entonces una reflexion en relacion con los procesos de
visualizacion involucrados en la actividad matematica. El trabajo que se propone en geometria ha
de estar asociado necesariamente con el desarrollo de las capacidades de visualizacion que debe
construir un estudiante. Una primera caracterizacién de este proceso sefiala dos tipos de
visualizacion: la iconica y la no iconica (Duval 2010).

La visualizacion icénica supone un acceso a las figuras geométricas del mismo modo en
que sucede en otras representaciones graficas por fuera de las matematicas. En geometria el
reconocimiento iconico de las figuras requiere de “una figura particular que sirve de modelo, y
las otras figuras son reconocidas segun su grado de parecido con este modelo” (Duval, 2004. p.
168). Sin embargo, el asunto fundamental en la entrada icdnica a la visualizacion de una figura,
en geometria en particular, tiene que ver con el hecho de que en esta las formas reconocidas
aparecen estables, es decir, aparecen como si no fueran susceptibles de ser transformadas; al ser
representaciones y sabiendo que la potencia de toda representacion no esta solo en el hecho de
poder dar acceso a cierta informacion, sino que su potencia como signo radica en el hecho de
poder transformarse y expresarse de modos distintos, esta estabilidad que la visualizacién iconica
da a las figuras se convierte en algo que ha de ser superado para realizar un aprendizaje
significativo de la geometria.

Es claro pues que uno de los primeros retos que ha de enfrentar una propuesta de trabajo en
clase de geometria es la de apoyar el desarrollo de habilidades que le permitan al estudiante
alejarse de una visualizacion icénica de las figuras. Un primer paso en este sentido es entonces
comprender la naturaleza de la visualizacion no iconica, Duval (2004) afirma:

La visualizacién no iconica... permite reconocer las formas, bien en virtud de las
limitaciones internas de organizacion que hacen imposible ciertas deformaciones o ciertas
aproximaciones, bien en virtud de deducciones efectuadas discursivamente en funcién de las
propiedades que hayan sido enunciadas en las definiciones o en los teoremas que declaran lo
que representa una figura. (p. 168)

Desarrollar en los estudiantes esta forma de ver que activa, por decirlo de alguna manera,
la realizacion de tratamientos sobre las figuras, que pueden conducir a la solucién de un
problema, o que por lo menos dan lugar a procedimientos de busqueda de dicha solucion, se
constituye en el objetivo que se quiere alcanzar en el proceso de aprendizaje de la visualizacién
en geometria. Esta forma de ver una figura se asocia con distintas transformaciones sobre las
figuras; unas tienen que ver con descomponer una figura en otras figuras (subfiguras), otras
tienen que ver con la posibilidad de descomponer una figura en unidades figurales de una
dimensién inferior. Las primeras se conocen como modificaciones mereoldgicas y las segundas
como un proceso de deconstruccion dimensional (Duval, 2005).

En la construccién de una figura la produccion de un trazo esta asociada a dos elementos:
una instruccién que recoge un pedido en relacion con aquello que se quiere construir y la
movilizacion de una propiedad geométrica en relacion con el o los instrumentos que se van a
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emplear. Estos elementos dan lugar a lo que Duval (2005) ha llamado trazos auxiliares y trazos
reorganizadores. Se tiene aqui un punto de encuentro entre la construccion y la visualizacion: las
posibilidades que un estudiante tiene de ver los trazos reorganizadores necesarios para resolver
un problema dependen de las capacidades de visualizacion que haya construido; se puede decir
inicialmente que una mirada iconica sobre las figuras claramente no apoya la construccién de
ningun trazo reorganizador.

La préactica tradicional de ensefianza de la geometria, en la cual las figuras se consideran
evidentes y acabadas, ha dejado por fuera la ensefianza de algunos tratamientos basicos en el
registro de las figuras; poder hacer un trazo que la figura no tenia, tan simple como suena, no es
una practica comun en las clases de geometria.

Estructura de la propuesta

Se presentan entonces algunas consideraciones generales en relacion con las trayectorias de
aprendizaje: las situaciones, las actividades y sus conjeturas. Las tres primera situaciones
configuran la trayectoria 1, que fue implementada y analizada, y a partir de los resultados de lo
anterior se formula la segunda trayectoria, la cual queda como una propuesta para desarrollar
futuros trabajos.

En todas las situaciones, las figuras aparecen como representantes de propiedades
geométricas y las modificaciones a realizar son de caracter grafico solamente; ademas, se
propone como objeto de ensefianza la génesis de formas de actuacion que lleven a desarrollar los
procesos necesarios para entender las figuras en este sentido. Con tareas de construccion se
apoya el primer rol asociado a las figuras y de ahi se pasa a los procesos de visualizacién no
iconica para apoyar el desarrollo de las modificaciones mereologicas y de deconstruccion
dimensional.

En la primera trayectoria, compuesta por tres situaciones, todas las actividades son de
reproduccién de una figura, para lo cual se usan instrumentos de construccion no estandar
(ilustracién 1) (Duval, 2010) o convencionales; son tareas que exigen la produccion de una
representacion grafica que debe conservar las mismas propiedades que la figura dada.

lustracion 1. Instrumentos de construccion no estandar

Cada situacion involucra el desarrollo de objetos del sistema geométrico que aparecen
directamente asociados a figuras geomeétricas (triangulos, cuadrados, rombos, etc.), y se
formularon en relacion con los estandares para el pensamiento espacial, del grado sexto a noveno
(MEN, 2006); es decir, cada situacion se asocia con el desarrollo de alguno de los estandares de
este ciclo; aungue es claro que una sola situacion no agota el desarrollo de dicho estandar.
Ademas, en cada situacion se privilegia el desarrollo de alguna operacion cognitiva. La situacion
1 surge como una adecuacion de la propuesta de Duval (2010). Esté constituida por cinco
actividades en las que se emplean instrumentos de construccion no convencionales en tareas de

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1776



Diserio de situaciones para el trabajo con figuras geométricas basado en operaciones cognitivas

reproduccion de figuras. La situacion 2 consta de cinco actividades. Todas ellas tienen que ver
con la reproduccion de cuadrilateros empleando instrumentos convencionales (las escuadras) y
no convencionales (moldes y plantillas). La situacion 3 consta de tres grupos de actividades; en
cada una de estas situaciones se daba una figura y la consigna era formular en lengua natural una
serie de pasos que le permitan a quien lee o escucha dicho mensaje hacer la reproduccion de la
figura, conservando forma y tamafio.

SITUACION 2
ACTIVIDAD 1
Usando los instrumentos que se te entregaron construye el tridngulo que se musstra:

lHustracion 2. Ejemplo de actividad. Es la primera de 3 actividades que conforman la situacion 2. En ella
se usan una escuadra y la regla no informativa.

Las condiciones sobre lo curricular (Estandares del pensamiento espacial), lo matematico
(sistemas geomeétricos) y los procesos cognitivos introducidas en el disefio se mantienen para
todas las situaciones y se resume en la tabla siguiente.

Tabla 1
Condiciones para el disefio de las situaciones

) Procesos cognitivos Estandares
Sistema . .
- . L . pensamiento espacial
geometrico Construccion Visualizacién Razonamiento 6°-9°
S2al Slal
S2a2 Stad Ssg’:; -
Objetos S2a3 Slab $3a3
S2a4 Sla2
S2a5 Sla3
Sdal Ssal S6al |Jz
Relaciones S4a2 Sha? S6a2 H
S4a3 S5a3 S6a3 I
Transformaciones

Nota. Cada celda hace referencia a una situacion y las actividades que la componen, determina las
relaciones de dicha situacién con el sistema geométrico (primera columna a la izquierda), con lo

3Se us6 una letra para designar cada uno de los Estandares (MEN, 2006) de 6° a 9°: C. Clasifico
poligonos en relacidn con sus propiedades. E. Predigo y comparo los resultados de aplicar
transformaciones rigidas (traslaciones, rotaciones, reflexiones) y homotecias (ampliaciones y
reducciones) sobre figuras bidimensionales en situaciones matematicas y en el arte, por ejemplo.
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curricular (Gltima columna a la derecha) y lo cognitivo (arriba, columnas del centro). La ultima fila
corresponde a elementos de los sistemas geométricos y a estandares que no se trabajaron en esta
experiencia, queda como un asunto pendiente para futuros estudios. La antepenultima fila corresponde a
la primera trayectoria, y la penultima fila corresponde a la trayectoria 2.

En cada trayectoria, y en el marco del experimento de ensefianza, se determino una
conjetura y sus dos dimensiones, en ellas quedan plasmados los elementos y consideraciones que
se han sefialado para el disefio; por ejemplo, para la situacion 1 se tienen las siguientes:

Conjetura: El uso de instrumentos de construccion no convencionales permite que los
estudiantes reconozcan las caracteristicas y propiedades de una figura geométrica. Dimension
pedagdgica: Las actividades de reproduccion de figuras constituyen un escenario ideal para que
los estudiantes exploren las diferentes caracteristicas de una figura geométrica. Dimensién del
contenido: Los triangulos tienen la caracteristica de ser la figura mas simple que contiene
angulos, los cuales son uno de los elementos claves para la determinacién de las propiedades de
una figura.

En la segunda trayectoria, se formula en la parte final del trabajo tomando como base los
resultados obtenidos en la implementacidn de la primera (ver abajo, Resultados: micronivel); se
presentan algunas generalidades de su disefio.

La trayectoria 2 se compone de tres situaciones, cada una de las cuales responde a una de
las categorias que se desprendieron de los analisis locales, se mantiene la relacion con algun
estandar del pensamiento espacial, y en esta se atiende a las relaciones del sistema geométrico
(ver pendltima fila, tabla 1). La situacion 4 recoge la realizacion de trazos reorganizadores sobre
las figuras como apoyo al surgimiento de nuevas formas de ver; con dichos trazos se puede ver
en una figura algo que antes no se veia. La situacion 5 pretende apoyar el desarrollo de
modificaciones mereoldgicas sobre las figuras, es decir, avanzar en la comprension de la
aprehension operatoria. La situacion 6 busca el desarrollo de los procesos discursivos de
designar, describir y explicar, como formas fundamentales de apoyar el avance hacia la
deconstruccion dimensional de figuras.

Resultados
Micronivel

Las situaciones se implementaron en el grado sexto, en el marco de dos trabajos de
pregrado de la licenciatura en matemaéticas (Bahamén & Bonelo, 2015; Hoyos, 2015) vinculados
con el presente trabajo, el autor. Se presenta una sintesis de los resultados de los analisis locales,
sobre todo aquellos que encuentran relacién con los propoésitos del trabajo, se han organizado en
dos grandes grupos: los que tienen relacion con la actividad de construccién y los que tienen que
ver con las actividades de razonamiento y visualizacion.

Una mirada sobre los datos se hizo atendiendo a los usos dados a los instrumentos, las
propiedades de las figuras que se pueden identificar gracias a dicho uso, la relacion de estas
propiedades y los tipos de instrumentos empleados, el uso de trazos reorganizadores y las
posibilidades de avanzar de una visualizacién iconica a una no iconica, el papel de estos trazos
en el desarrollo de la aprehension operatoria y la deconstruccion dimensional de formas, y
algunas consideraciones sobre las restricciones y cuidados en el uso de dichos instrumentos.

Otra mirada, que no se desarrolla en este texto, tiene que ver con los ajustes al disefio que
apuntan al refinamiento del mismo, ademas de los resultados de los estudiantes.
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Usando los Instrumentos que 58 te entragaron conslnye ia figura que se muesi

lustracion 3. Ejemplo de la produccion de un estudiante. En la figura dada, el estudiante hizo el trazo de
la altura del triangulo; luego, en la derecha, hace el trazo de la base y de la altura, para luego completar
las demas partes del triangulo.

Macronivel

Finalizadas las sucesivas intervenciones en clase y sus analisis locales, se inicié el analisis
retrospectivo que se contempla en la metodologia; esto es, se hace una revision global de los
disefios, la implementacion y las discusiones y resultados de los analisis locales, con miras a
identificar variables que permitan hacer un analisis de las condiciones que produjeron efectos
significativos en el disefio y en la implementacion. Este anlisis ademas sentd las bases para el
disefio de la segunda trayectoria, junto con las actividades de clase respectivas.

Esta revision permiti6 identificar las siguientes categorias sobre las cuales se ubicaron la
mayoria de las producciones de los estudiantes y que al mismo tiempo daban elementos para
atender la pregunta del proyecto y los objetivos del mismo. Asi, el anlisis permiti6 que:

1. Se caracterizaran los diferentes usos que los estudiantes dieron a los instrumentos de
construccion empleados en las actividades; estos usos se ponen en relacion con las
caracteristicas que tedricamente se asignaron a dichos instrumentos.

2. Se determinaran las formas de visualizacion presentes en el trabajo de los estudiantes, sobre
todo el proceso de evolucién de lo iconico a lo no icénico.

3. Se identificaran algunos desarrollos en relacion con la deconstruccién dimensional de
figuras.

Conclusiones

Los resultados obtenidos evidencian las potencialidades de una propuesta de trabajo en
clase de geometria basada en el desarrollo de los procesos cognitivos, pues abren una amplia
gama de opciones de trabajo con las figuras en geometria; ademas dejan ver que es posible hacer
avanzar a los estudiantes en formas de trabajo que dan cuenta de desarrollos en su conocimiento
geométrico al mismo tiempo que construyen formas de actuacion y reflexién potentes para la
solucion de problemas.

El asunto central en los desempefios de los estudiantes es que logran dar el salto
dimensional; pasan de ver las figuras de dos dimensiones como unidades figurales, a ver las
unidades de una dimension que las conforman; es decir, ya es claro para la mayoria de ellos que
son los trazos de una dimension los que permiten la construccion de figuras de dimension
superior.
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La visualizacion no iconica se manifiesta sobre todo en el reconocimiento de las subfiguras
que surgen al hacer trazos reorganizadores, aunque se debe entender que este reconocimiento no
es suficiente para realizar modificaciones mereoldgicas. Es decir, se logré que los estudiantes
hagan los tratamientos que les permiten identificar subfiguras, pero no se establece
completamente la aprehension operatoria.

Los trazos que predominaron en las actividades fueron el trazo de alturas, las cuales
siempre llevaban a dividir el primer contorno en otro que contenia triangulos rectangulos.
Aparecen diversas formas de lograr dichos trazos. En todos estos casos los trazos nuevos entran a
jugar un papel central en el avance desde la visualizacion iconica a la no iconica.

La visualizacion no iconica, la que apoya la deconstruccion dimensional, se present6
claramente en las acciones de los estudiantes; aunque restringida a ciertas lineas y no a todo el
espectro posible de rectas asociables a una figura. Esto debido a que las tareas que se debian
resolver solo requerian de algunas de estas rectas.

Se abre la necesidad de seguir pensando en la relacién entre los procesos de visualizacion y
razonamiento, y entre la construccién y razonamiento, pues se ve que los estudiantes presentan
serias dificultades para usar un discurso potente en geometria.
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Resumo

Neste trabalho apresenta-se uma analise epistémica da Base Nacional Comum
Curricular brasileira, no que se refere aos conhecimentos geométricos nos anos finais
do Ensino Fundamental, parte integrante de uma pesquisa que esta sendo
desenvolvida em nivel de doutorado, que tem como objetivo investigar
possibilidades da constitui¢do de um curriculo para a Geometria nos anos finais do
Ensino Fundamental, na regido da 36* Coordenadoria Regional de Educagao/ RS,
tomando como referéncia o EOS. Teoricamente, a analise proposta se efetivou
considerando os constructos advindos do Enfoque Ontossemiético do Conhecimento
e da Instrucdo Matematica- EOS. Resultados apontam a presenca, de modo
equitativo dos componentes situacdes-problemas, linguagem, regras, argumentos e
relacdes, integrantes da Idoneidade Epistémica da EOS. Foi possivel identificar,
também, uma articulacdo entre as unidades tematicas Geometria e Grandezas e
Medidas na indica¢ao do trabalho com situac¢des- problemas.

Palavras chaves: Geometria, Diretrizes Curriculares, Curriculo de Matematica,
Ensino Fundamental.

Introduciao

Os conhecimentos geométricos se constituem em parte importante do curriculo da Educagao
Basica brasileira e estdo presentes nas orientacdes curriculares com espaco e relevancia analogos
aos demais campos que compdem o curriclo da area de Matematica- Aritmética, Algebra,
Estatisitca e Probabilidade- apresentados na Base Nacional Comum Curricular — BNCC (Brasil,
2017). Ainda, aspectos do processo de ensino e aprendizagem da Geometria permanecem no centro
de discussdes e investigagdes relacionadas, principalmente, a sua pouca presenga como objeto de
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ensino em sala de aula, suas contribui¢des ao desenvolvimento do pensamento matematico dos
estudantes e a processos de ensino pertinentes, notadamente os que envolvem uma Geometria
chamada de experimental e a utilizacdo de recursos advindo das tecnologias digitais. Mais
recentemente, pesquisas sobre o trabalho com provas e demonstracdes, na Educacdo Basica, tem
recebido atengao.

Nesse contexto, o estudo aqui apresentado ¢ parte de uma pesquisa que esta sendo
desenvolvida em nivel de doutorado e que tem por foco investigar aspectos do desenvolvimento
da Geometria nos anos finais do Ensino Fundamental em escolas publicas da 36* Coordenadoria
Regional de Educagdo do Estado do Rio Grande do Sul/Brasil tomando como referéncia os
constructos tedricos do Enfoque Ontossemiotico do Conhecimento e da Instru¢do Matematica —
EOS (Godino, 2011). Particularmente, apresenta-se, aqui, uma andlise produzida na Base
Nacional Comum Curricular — BNCC (Brasil, 2017) no que se refere a Geometria desenvolvida
no nivel de ensino mencionado, na perspectiva do enfoque tedrico apontado e que vai servir de
base para a coleta e andlise de dados a ser realizada nas escolas participantes da investigacao.

A Base Nacional Comum Curricular foi insituida no ano de 2017 com o objetivo de
estabelecer os conteudos essenciais a serem estudados na Educacao Basica brasileira. Trata-se de
um documento de cardter normativo, que se estrutura por meio de um conjunto harménico e
progressivo de aprendizagens essenciais a serem desenvolvidos ao longo da escolaridade
conforme apontado no documento que a apresenta (Brasil, 2017).

Anteriormente a Base, no periodo entre os anos de 1998 e 2016, o documento orientador da
Educacdo Bésica brasileira eram os Pardmentros Curriculares Nacionais e, de acordo com o
documento que apresenta a BNCC do Ensino Fundamental (Brasil, 2017), esses parametros ¢ a
Lei de Diretrizes e Base- LDB n°® 9394/96, serviram de subsidio para a constituicdo das nogdes
fundantes e estruturantes das orientagdes curriculares que entraram em vigor no ano de 2017.

Sobre essa questdo a BNCC destaca que a orientagdo para a definicdo de uma Base Nacional
Comum Curricular ja estava presente na propria Constituicdo Federal do Brasil que orientava no
seu artigo 210 que “serdo fixados conteidos minimos para o ensino fundamental, de maneira a
assegurar a formagdo bdsica comum a respeito aos valores culturais e artisticos, nacionais e
regionais” (Brasil apud Brasil, 2017 p. 10), apontando para o estabelecimento de um conjunto de
acOes e conhecimentos basicos a serem desenvolvidos em todo o territdrio brasileiro. Neste
sentido, segundo o que consta no documento que apresenta a base ¢ esperado que a BNCC ajude
a superar a

[...] fragmentagdo das politicas educacionais, enseje o fortalecimento do regime de

colaboracao entre as trés esferas de governo e seja balizadora da qualidade da educacio.

Assim, para além da garantia de acesso e permanéncia na escola, ¢ necessario que sistemas,

redes e escolas garantam um patamar comum de aprendizagens a todos os estudantes, tarefa

para a qual a BNCC ¢ instrumento fundamental. (Brasil, p. 8, 2017)

De acordo com o mencionado documento, dentre as vertentes inovadoras que podem ser
observadas na BNCC (Brasil, 2017), ¢ que a mesma refere-se as aprendizagens por competéncias
(definida no documento como a mobilizagdo de conhecimentos, conceitos e procedimentos),
habilidades (praticas cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas
complexas da vida. Neste sentido, a BNCC indica que as decisdes pedagodgicas devem estar
orientadas para o desenvolvimento de competéncias, possuindo o compromisso com a educagao
brasileira, com a forma¢do humana integral e com a constru¢do de uma sociedade justa,
democrética e inclusiva, fatores considerados essenciais para serem desenvolvidos no decorrer da
Educacao Basica.

No que se refere a Matematica do Ensino Fundamental a BNCC (Brasil, 2017) aponta que a
mesma precisa garantir que os alunos relacionem observagdes empiricas do mundo real a
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representacdes, associando essas representagdes a uma atividade matematica (conceitos e
propriedades), fazendo indugdes e conjecturas. Desta forma, ¢ esperado que os estudantes
desenvolvam a capacidade de identificar oportunidades de utilizagdo da matemadtica para resolver
problemas, aplicando conceitos, procedimentos e resultados para obter solugdes e interpreta-las
segundo os contextos das situagdes. Ao mesmo tempo, salienta que ¢ nesta fase que a dedugao de
algumas propriedades e a elaboragdo de conjecturas precisa ser estimulada.

Ainda de acordo com o documento, o Ensino Fundamental precisa ter compromisso com o
desenvolvimento do letramento matematico, definido como as competéncias e habilidades de
raciocinar, representar, comunicar € argumentar matematicamente, ou seja, que os alunos precisam
ser capazes de desenvolver a capacidade de formular, empregar e interpretar a Matematica em uma
variedade de contextos.

Dentre as competéncias especificas de Matematica apontadas na BNCC (Brasil, 2017, p.265)
para o Ensino Fundamental, destacam-se: a) reconhecer que a Matematica ¢ uma Ciéncia humana,
fruto das necessidades e preocupagdes de diferentes culturas; b) desenvolver o raciocinio logico,
espirito de investigacdo e capacidade de produzir argumentos convincentes; ¢) compreender as
relacdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da Matematica; d) fazer
observacdes sistematicas de modo a investigar, organizar, representar € comunicar informagdes
relevantes; e) utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais, para
modelar e resolver problemas cotidianos, validando estratégias e resultados; f) enfrentar situacdes-
problemas em multiplos contextos; g) desenvolver e discutir projetos; h) desenvolver trabalhos
coletivos no planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder questionamentos € na
busca de solugdes para problemas.

A BNCC apresenta os conhecimentos matematicos estruturados em cinco unidades
tematicas - Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e Probabilidade e Estatistica. Em
cada unidade temadtica sdo apresentados os objetos do conhecimento pertinentes e destacadas as
habilidades a serem desenvolvidas. Particularmente, neste trabalho, apresenta-se uma andlise
produzida em duas unidades tematicas: Geometria e Grandezas e Medidas, considerando que na
propria BNCC estas unidades aparecem entrelagadas ao longo de diferentes situagdes no decorrer
do Ensino Fundamental, embora o foco da analise fosse a Geometria.

Assim, no que se refere a Geometria, a BNCC (Brasil, 2017) enfatiza o estudo de um amplo
conjunto de conceitos e procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento. No caso dos anos finais do Ensino Fundamental, o ensino e
aprendizagem envolvem contrugdes e representagdes, por meio de indugdo e o desenvolvimento
do raciocinio 16gico, intuitivo e hipotético dedutivo, por meio de aplicagdes e demonstragdes, de
forma articulada com outros conhecimentos. Neste contexto, destaca-se a importancia de
representacdes € comunicagdo em linguagem matematica (linguagem natural, numérica,
simbolica, figural e grafica), bem como um trabalho que permita desenvolver a capacidade de
apresentar justificativas e construir argumentagoes.

Apresenta-se ainda, a necessidade de desenvolver aprendizagens com o auxilio de diferentes
recursos didaticos e materiais, de maneira avdespertar o interesse e apresentar um contexto
significativo para aprender e ensinar Matematica integrada a situagdes que propiciem a reflexao,
tomada de decisdo e apresentacdo de justificativas, necessarios para a sistematizacdo dos
conceitos. Nesse contexto faz-se necessario, também, que os estudantes tenham a oportunidade de
desenvolver a capacidade de abstragdo por meio de reelaboracdo de situagdes- problemas,
baseando-se na reflexdo e no questionamento, apreendendo relagdes e significados, para aplica-
los em outros contextos.

Ja na unidade tematica Grandezas e Medidas ¢ proposto o desenvolvimento do estudo de
medidas e das suas relagdes, favorecendo a integracdo da Matemadtica com outras areas do
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conhecimento. No que se refere aos anos finais do Ensino Fundamental, esta unidade reforca a
necessidade de reconhecer comprimento, area, volume, angulos e as demais grandezas associadas
a figuras geométricas de forma a conseguir resolver problemas com o uso das diferentes unidades
de medidas.

No que segue, sdo apresentados consideragdes sobre EOS, enfoque tedérico adotado, com
foco na dimensdo epistémica da Idoneidade Didatica, os procedimentos metodolégicos da
investigacdo e a andlise produzida.

Aspectos da Analise Epistémica no Ambito do EOS

De acordo com Godino (2011) o Enfoque Ontossemiotico do Conhecimento e da Instrucao
Matematica (EOS) se propdem analisar as relagdes entre o pensamento, a linguagem e as situacdes
em que a atividade matematica ocorre. Para o autor, esse processo se constitui como um percurso
de reflexdo, andlise e tentativa de unificar diferentes pressupostos sob aspectos ontoldgicos,
epistemologicos, cognitivos € instrucionais do conhecimento matematico e da instrucdo
matematica essencial para o seu desenvolvimento. Parte de uma visdo da Matematica que
contempla um triplo aspecto: como atividade de resolucdo de problemas socialmente
compartilhada, como linguagem simbolica e um sistema conceitual logicamente organizado
(Godino, 2011).

O EOS ¢ composto por um conjunto de nogdes teodricas, entre as quais destaca-se, aqui, a
Idoneidade Didatica, a qual pode ser util na concep¢ao, implementagdo e avaliacdo do processo
de ensino e aprendizagem da Matemadtica (Godino, 2011). Ainda, de acordo com o autor, a
Idoneidade Didatica ¢ definida como a articulacdo coerente de sist€émica de seis dimensdes:
epistémica, cognitiva, interacional, mediacional, emocional e ecologica.

Particulamente a andlise aqui apresentada tem como foco a Idoneidade Epistémica, a qual
Godino, Contreras e Font (2006) salientam que esta relacioanda, em um processo de estudo, ao
grau de representatividade que hd, do ponto de vista institucional, entre o significado atribuido a
um objeto em relacdo a sua referéncia matematica. Refere-se ao conhecimento institucional, o qual
¢ compartilhado dentro das instituicdes ou comunidades de pratica, como se fossem redes de
objetos. Orientado pelos pressupostos do EOS a andlise epistémica realizada na BNCC segue as
orientacdes dos componentes da idoneidade epistémica a qual, de acordo com Godino (2011),
propde cinco elementos advindos das entidades primdrias que caracterizam o modelo epistémico-
cognitivo no EOS: situa¢des-problema, linguagem (elementos linguisticos e representacionais),
regras (conceitos, defini¢cdes, procedimentos), argumentos e relagdes. Tais elementos serdo
explicitados, na metodologia, a partir de indicadores que sdo propostos no ambito do EOS e que
foram tomados como referencia para a analise.

Procedimentos Metodoldgicos

A investigagdo, na qual a andlise aqui apresentada se insere, estd sendo conduzida em uma
perspectiva qualitativa (Creswell, 2014). Particularmente elementos da andlise textual discursiva
(Moraes & Galiazzi, 2007), aliados aos constructos tedricos do Enfoque Ontossemiotico, deram
o0 suporte necessario para a mesma. A analise textual discursiva esta organizada, de acordo com
os autores, em quatro focos, sendo que os trés primeiros constituem um ciclo inicial,
desmontagem dos textos, estabelecimento de relacdes, sele¢dao de informagdes pertinentes e, por
fim, o ciclo de anélise dos elementos seguindo um processo autorganizado.

No quadro da Figura 1 sdo colocados em destaque os componentes e indicadores da chamada
Ferramenta de Andlise Epistémica, utilizada como referéncia na analise produzida.
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Figura 1- Ferramenta de Andlise Epistémica

Componentes Indicadores
Situagdes-problema a) apresenta-se uma mostra representativa e articulada de situacdes de
contextualizagdo, exercicios e aplicagdes;

b) propdem-se situagdes de generalizagdo de problemas
(problematizag¢do).
Linguagem a) uso de diferentes modos de expressdo matematica (verbal, grafica,
simbolica), traducdo e conversao entre as mesmas;
b) nivel de linguagem adequado aos estudantes;

c) propor situagdes de expressdo matematica e
interpretacdo
Regras (definigoes, a) as defini¢des e procedimentos sdo claros e corretos e estdo
proposi¢des, procedimentos) adaptados ao nivel educativo a que se dirigem;
b) apresentam-se enunciados e procedimentos fundamentais do tema
para o nivel educativo dado;
c) propdem-se situacdes onde os estudantes tenham que generalizar ou
negociar defini¢des, proposi¢des ou procedimentos.
Argumentos a) as explicacdes, comprovacdes e demonstracdes sdo adequadas ao
nivel educativo a que se dirigem;

b) promovem-se situa¢des onde os estudantes tenham que
argumentar.
Relagoes a) os objetos matematicos (problemas, defini¢des, proposigdes) se
relacionam e se conectam entre si.

Fonte: Godino (2011, p. 09, traduzido pelos autores).

No que segue sdo destacados os resultados provenientes da analise produzida no
documento que apresenta a Base Nacional Comum Curricular — BNCC no que se refere a
Geometria desenvolvida nos anos finais do Ensino Fundamental, como ja destacado.

A Geometria nos Anos Finais do Ensino Fundamental: uma Analise Epistémica da
BNCC

Conforme ja descrito, a BNCC encontra-se em vigor e estabelece as normativas educativas
para as escolas de Educag@o Basica brasileiras. A analise epistémica da BNCC apresentada a seguir
refere-se aos anos finais do Ensino Fundamental. A Base estd organizada por areas do
conhecimento (Aritmética, Algegra, Geometria, Grandezas e¢ Medidas e¢ Probabilidade e
Estatistica), competéncias especificas das areas, componentes curriculares e competéncias
especificas de componente. Estas unidades tematicas definem um arranjo dos objetos de
conhecimento ao longo do Ensino Fundamental e as habilidades expressam as aprendizagens
essenciais que devem ser asseguradas aos alunos dos diferentes contextos escolares.

Segundo o documento que apresenta a BNCC (Brasil, 2017) a mesma estabelece que os
contetidos minimos apresentados se limitem a 60% dos contetidos trabalhados em sala de aula,
sendo que os outros 40% serdo estabelecidos pelos sistemas de ensino estaduais. No que se refere
a unidade tematica Geometria, a BNCC destaca que a mesma envolve “o estudo de um amplo
conjunto de conceitos e procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento” (Brasil, p. 226, 2017). Esse tipo de pensamento, ¢ essencial
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para investigar propriedades, fazer conjecturas e produzir argumentos geométricos, sendo que,
nessa etapa, a Geometria precisa ser consolidada de forma a promover a ampliacdo das
aprendizagens.

Neste sentido, Fonseca (2009) contribui considerando que o trabalho com a Geometria é uma
das melhores oportunidades que existe para aprender a matematizar a realidade, visto que, permite
descobertas, construgdes e manipulagdes, possibilitando novas investigacdes. Nessa mesma linha
de pensamento, Bulos (2011) enfatiza que a Geometria pode ser o caminho para o
desenvolvimento de habilidades e competéncias necessarias para a resolu¢do dos problemas do
nosso cotidiano, visto que o seu entendimento proporciona o desenvolvimento da capacidade de
olhar, comparar, medir, predizer, generalizar e abstrair.

No quadro da Figura 2 ¢ apresentada uma sintese da analise produzida nas unidades
tematicas Geometria ¢ Grandezas ¢ Medidas dos anos finais do Ensino Fundamental da BNCC,
tomando com base os objetos do conhecimento e habilidades a serem desenvolvidas e apresenta
os componentes e indicadores da Andlise Epistémica da Idoneidade Didatica. Como j4 explicitado
a unidade tematica Grandezas e Medidas foi percebida articulada a Geometria, motivo pelo qual
fez parte da analise. No quadro sdo destacadas evidéncias da presenca, na BNCC, de cada um dos
componentes epistémicos propostos pela Ideoneidade Didatica, as quais ndo sdo as Unicas
encontradas ao longo do documento, mas um conjunto que se entendeu representativo dos mesmos.

Figura 2 - Andlise Epistémica da BNCC
Componentes Evidéncias- BNCC

Situagdes-problema - Resolver e elaborar problemas que envolvam as grandezas de
comprimento, massa, tempo, temperatura, area, capacidade e volume.
- Resolver problemas que envolvam a nogao de angulo em diferentes
contextos e em situagdes reais, como angulo de visao.
- Aplicar os conceitos de mediatriz e bissetriz como lugares
geométricos na resolucdo de problemas.
- Resolver problemas que envolvam objetos equidistantes.
- Resolver e elaborar problemas de calculo de medida de area de figuras
planas que podem ser decompostas por quadrados, retangulos e/ ou
triangulos, utilizando a equivaléncia entre area.
- Resolver e elaborar problemas que envolvam relagoes de
proporcionalidade direta e inversa entre duas ou mais grandezas.
- Resolver e elaborar problemas de aplicacdo do teorema de Pitagoras
ou das relagdes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas
cortadas por secantes.
Linguagem - Associar pares ordenados de numeros a pontos do plano cartesiano do
1° quadrante, em situagdes como a localizagdo dos vértices de um
poligono.
- Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para
representacdes de retas paralelas e perpendiculares e a construcao de
quadrilateros.
- Interpretar, descrever e desenhar plantas baixas simples de residéncias
e vistas aéreas.
- Estabelecer expressodes de calculo de area de triangulos e
quadrilateros.
- Estabelecer o nimero 7 como a razdo entre a medida de uma
circunferéncia e seu didmetro.
- Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo
para a construcdo de um hexagono regular de qualquer area.
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- Associar uma equagdo linear de 1° grau com duas incognitas a uma
reta no plano cartesiano.

Regras (definicdes, -Reconhecer a condigdo de existéncia do triangulo quanto a medida dos
proposigdes, procedimentos) | lados e verificar que a soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo ¢ 180°.

- Reconhecer a rigidez geométrica de triangulos e suas aplicacdes.

- Determinar o ponto médio de um segmento de reta e a distancia entre
dois pontos.

-Reconhecer, representar e construir, no plano cartesiano, o simétrico
de figuras geométricas.

- Reconhecer vistas ortogonais de figuras espaciais e aplicar esse
conhecimento para desenhar objetos em perspectiva.

Argumentos - Demonstrar relagdes simples entre os angulos formados por retas
paralelas cortadas por uma transversal.

- Demonstrar propriedades de quadrilateros por meio da identificacdo
da congruéncia de triangulos.

- Demonstrar relagdes métricas do tridngulo retangulo, entre elas o
teorema de Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhancga de tridngulos.
- Reconhecer a inclusdo e a intersecgdo de classes.

Relagoes - Quantificar e estabelecer relagdes entre o nimero de vértices, faces e
arestas de prismas e piramides.

- Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados,
vértices e angulos e classifica-los em regulares e ndo regulares.

- Identificar caracteristicas dos quadrilateros e reconhecer a inclusdo e a
interseccdo de classes entre eles.

- Verificar relagdes entre os angulos formados por retas cortadas por
uma transversal.

- Estabelecer relagdes entre arcos, angulos centrais e angulos inscritos
na circunferéncia.

- Reconhecer as condigdes necessarias e suficientes para que dois
triangulos sejam semelhantes.

- Identificar caracteristicas dos triangulos, quadrilateros e classifica-los
em relacdo as medidas dos lados e dos angulos;

- Reconhecer a inclusdo e a intersecg¢do de classes.

Fonte: Brasil (2017, p. 299 - 317)

A andlise permitiu perceber que as orientagdes curriculares propostas pela BNCC (Brasil,
2017) apontam para um conjuto significativo de situagdes-problemas envolvendo diferentes
conceitos desenvolvidos ao longo dos anos finais do Ensino Fundamental. Destaca-se, também, a
presenga da propostas de situagdes que articulam diferentes unidades tematicas, no caso a
Geometria e Grandezas e Medidas, motivo pelo qual a analise foi realizada contendo essas duas
unidades, como j4 indicado. Fica claro, também, a presenca da Aritmética e da Algebra, uma vez
que as situagdes envolvem tratamentos que, muitas vezes, sdo de natureza aritmética e algébrica.

No que se refere ao componente epistémico Linguagem a andlise apontou indicios da
presenga de diversos tipos de expressdes matemdtica manifestadas em linguagem natural,
numérica, algébrica, simbdlica, figural e grafica. Destaca-se, ainda, que o componente Regras se
faz fortemente presente, sendo que os conteudos indicados a serem estudados envolvem a
construcao de conceitos, o desenvolvimento de procedimentos e o entendimento e demonstracao
de proposi¢des.

O componente epist€émico Argumentos se faz presente, notadamente, nos dois ultimos anos
do Ensino Fundamental, pois pode-se observar a existéncia de indicativos para o trabalho com
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situacdes que envolvam argumentagdes, explicagdes, comprovacdes e demostracdes. Ja no que se
refere a Relagdes, a BNCC destaca os objetos geométricos a partir de situagdes, defini¢des,
proposicdes e procedimentos que se relacionam e se conectam entre si.

Consideracoes Finais

Embora analisados separadamente, os componentes da Idoneidade Epistémica, mantém
estreitas relagdes e articulagdes o que foi percebido também nas habilidades a serem desenvolvidas
no Ensino Fundamental apontadas na BNCC.

A analise permitiu perceber a existéncia de evidéncias que apontam para a articulagao das
unidades tematicas Geometria e Grandezas e Medidas na proposta de situagdes a serem resolvidas,
bem como a presenca dos componentes epistémicos da Idoneidade Didatica — situagdes-
problemas, linguagem, regras, argumentos e relacdes. Considera-se que tais componentes, estao
presentes de modo equitativo na BNCC, sendo que argumentacdes e relacdes estdo mais
fortemente presentes nos tltimos dois anos do Ensino Fundamental.

Por fim, destaca-se que foi possivel perceber um gradual aprofundamento ao longo dos anos,
com indicativos de que uma nogdo que ¢ trabalhada intuitivamente em um ano, nos anos seguintes
e retomada e aprofundada buscando uma conceitualiza¢do gradual.

Agradecimentos: A Coordenagio de Aperfeigoamento da Pessoal Nivel Superior - CAPES
que financia a investigagao.
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Resumen

Este trabajo pretende identificar caracteristicas de la relacion que los nifios/as de 9
afios establecen entre la identificacion de atributos de una figura y su uso para
determinar la pertenencia a una categoria como parte de la comprension de la
clasificacion de poligonos. Nos apoyamos en la teoria de los conceptos figurales
(Fishbein, 1993), los cambios de anclaje (Duval, 1995) y la coordinacion de las
aprehensiones (Duval (1998). Participaron 29 alumnos/as de tercero de primaria que
respondieron a un cuestionario post experimento de ensefanza. Los resultados
indican que la generacion de las relaciones de inclusion entre las figuras parece estar
vinculada a la habilidad de reconocer el atributo critico usado para establecer la
relacion, sin considerar el resto de atributos. Este fenomeno se denomina
deconstruccion dimensional (Duval, 2005), el cual se entiende como una
manifestacion de la aprehension operativa al ser una forma del procesamiento visual
de las figuras geométricas.

Palabras clave: pensamiento geométrico, relaciones de inclusion, atributo critico,
concepto figural, aprehensiones cognitivas, deconstruccion dimensional, cambios de
anclaje.

Introduccion

En los ltimos afios se ha empezado a subrayar el papel de los procesos cognitivos en el
aprendizaje de la geometria. Este aprendizaje va mas alla de la consideracion de los contenidos
geométricos como unicos referentes en la comprension de las definiciones y de los procesos de
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clasificacion (Sinclair, et al, 2016; Presemeg, 2006). Una aproximacion al aprendizaje de la
geometria se centra en la construccion gradual de la imagen del concepto basada en el desarrollo
de la comprension y de las formas de razonar con los atributos de las figuras. Esta aproximacion
asume que los niveles del desarrollo del pensamiento geométrico propuestos por van Hiele
admiten grados de razonamiento y diferencias en el discurso de los estudiantes (Clements et al,
1999).

En particular, el foco sobre la relacion entre la construccion gradual de la imagen del
concepto y la definicion del concepto ha puesto de manifiesto cuestiones sobre la relacion entre
definiciones equivalentes que podemos generar para las figuras geométricas y las relaciones
inclusivas que puedan derivarse. Como, por ejemplo, la investigacion de Bernabeu, Moreno y
Llinares (2017a) sobre la consideracion del tridngulo equilatero como un tipo de isdsceles o la de
Popovic (2012) sobre la definicion de paralelogramo como un tipo de trapecio (trapezium).
Asimismo, el trabajo de Fujita y Jones (2007) explora la relacion entre la comprension de los
cuadrilateros y la naturaleza de las clasificaciones inclusivas, mostrando la gran influencia de las
figuras prototipicas en el uso de definiciones que generaban relaciones partitivas en el conjunto
de figuras (el cuadrado no es un rombo). Estos resultados muestran la relacion entre como los
estudiantes definen y comprenden los poligonos, y la manera en la que pueden generar relaciones
de inclusion entre las diferentes clases de figuras geométricas.

Estas investigaciones previas indican que la comprension del concepto de poligono esta
vinculada a la manera en la que los estudiantes comprenden las figuras geométricas como
elementos de una clase (figuras que comparten un atributo, aunque sean perceptualmente
diferentes). En particular, el analisis del papel que desempeia la identificacion de algln atributo
comun para considerar que dos figuras pueden ser parte de un mismo grupo, ha puesto de
manifiesto que el control de la componente conceptual sobre la perceptual, en la comprension de
las figuras como elementos de una clase, depende del atributo considerado (Bernabeu, Llinares y
Moreno, 2017b).

El objetivo de la investigacion es identificar caracteristicas de la relacion que los nifos de 9
afios establecen entre la identificacion de atributos criticos de una figura y su uso para determinar
la categoria a la que pertenecen como parte de la comprension de la clasificacion de poligonos.

Marco Teodrico

Las referencias teoricas que permiten encuadrar este problema de investigacion son la
teoria de los conceptos figurales (Fishbein, 1993), los cambios de anclaje (de lo visual a lo
discursivo y viceversa) (Duval, 1995) y la coordinacion entre la aprehension perceptual,
discursiva y operativa (Duval, 1998). Fischebein (1993) considera que las figuras geométricas
tienen simultaneamente propiedades figurales y condiciones conceptuales 16gicas. Esto permite
observar la influencia de las figuras prototipicas sobre los procesos de razonamiento de los
estudiantes, aunque ellos conozcan las definiciones formales de los conceptos. Para caracterizar
los procesos de razonamiento de los estudiantes que implican aspectos figurales y conceptuales,
Duval (1998, 2018) propone centrar la atencion en la coordinacion de tipos de aprehensiones: la
aprehension perceptiva (reconocer y nombrar una figura en diferentes formas y orientaciones); la
aprehension discursiva (que permite asociar atributos de las figuras a afirmaciones matematicas);
y la aprehension operativa (modificaciones de una figura geométrica manteniendo los atributos
que la definen). La coordinacion entre las aprehensiones nos permite explicar las dificultades de
los nifios/as en reconocer un atributo comun entre dos figuras y que no es compartido por una
tercera figura, lo que se considera la base del razonamiento que lleva a la comprension de los
procesos de clasificacion. Esta aproximacion al andlisis de los razonamientos de los nifios/as,
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incide en subrayar la dificultad que tienen algunos de ellos/as en centrarse en alguna
subconfiguracion o atributo de la figura por el papel predominante de la aprehension perceptiva.
Duval (2005) indica que identificar un atributo de una figura geométrica implica una
deconstruccion dimensional, lo que se entiende como un proceso de visualizacion geométrica
que permite el reconocimiento perceptual de una figura en una configuracion de unidades
figurativas de dimensiones inferiores (lados, vértices, angulos, ...). Por ejemplo, determinar que
dos figuras tienen el mismo niimero de lados supone que el alumno/a centra su atencion en el
atributo “niimero de lados”, lo que le permitiria descartar los demas atributos.

Reconocer un atributo de una figura geométrica significa determinar las condiciones
necesarias para identificar un ejemplo de un concepto geométrico. Al identificar dicho atributo se
pone de manifiesto las transformaciones entre las diversas representaciones semidticas
(representacion visual y verbal) (Duval, 1995). Existen dos tipos de transformaciones: el
tratamiento y la conversion (Duval 1995, 2006). Para esta investigacion, nos vamos a basar en la
conversion, la cual consiste en una transformacion de una representacion de un registro a otro
(cambio de anclaje) sin cambiar los atributos que denota. Este cambio de anclaje puede realizarse
bidireccionalmente, de lo discursivo a lo visual (cuando se representa una figura a partir de unas
condiciones dadas) o de lo visual a lo discursivo (cuando se reconocen los atributos de una figura
y se emiten declaraciones sobre estos) (Duval, 1995). Esta transformacion es la que permite
considerar una definicién dando un conjunto minimo de atributos.

Por lo tanto, el objetivo de la investigacion se concreta en la siguiente pregunta de
investigacion:
e ,qué relacion existe entre identificar atributos en una figura y usar estos para
categorizarla?
Método
Participantes

En esta investigacion participaron 29 alumnos/as de tercero de educacion primaria (9 afios)
de una escuela espafiola. Teniendo en cuenta el curriculo espafiol de tercero de educacion
primaria, se diseiid e implemento6 un experimento de ensefianza de 10 sesiones, cada una de una
hora de duracién y cuyo objetivo fue desarrollar, entre otros, la capacidad de analisis e
identificacion de atributos criticos que categorizan a las figuras geométricas (nimero de lados,
concavidad/convexidad, ejes de simetria, etc.). Todos los alumnos contestaron a un cuestionario
al finalizar el experimento de ensefianza (post-test).

Instrumento

El instrumento de recogida de datos lo constituye el cuestionario disefiado ad hoc, formado
por 12 items, al que respondieron los alumnos al finalizar el experimento de ensefianza. Los
items (agrupados en 6 tareas) pretendian aportar informacion sobre la capacidad de:

e Identificacion de los atributos criticos de los poligonos (Tarea 1, items 1a, 1b, Ic,
Idy le). (Figura 1)

b) 1& Ngura “0" no es oo paligono. Indica con lus palabicas qué cambiarfas pars que Tuera un
peligono. Dibdjalo.

>
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Figura 1. ftem 1.b: identificar atributos criticos de un no-poligono y transformarlo en poligono.

e Identificacion del atributo critico que comparte un grupo de poligonos en relacion a
otro grupo de poligonos que no lo comparte, y representacion de un ejemplo y un
no-ejemplo de poligonos del conjunto identificado, tanto a partir de imagenes
(registro visual) (Tarea 2: concavidad/convexidad; Tarea 3: numero de lados igual a
6/nimero de lado diferente a 6 (Figura 1); Tarea 4a: poligonos con un ¢je de
simetria/ningun eje de simetria), como a partir de una condicion dada (registro
verbal) (Tarea 6a: representa tres cuadrilateros con dos lados paralelos/tres
cuadrilateros que no cumplan esa condicidon).

Tenemos una Maquina de Dibujar que puede hacer estos poligones. Todos los poligonoes que puede hacer
tienen algo en comin.

PUEDE HACER NO PUEDE HACER

;’/'_::( e % O i D:f

K L

a) Dibuja otro poligono diferente que la Maguina de Dibujar si pueda hacer v di por qué, ¥ otro poligono
diferente que no pueda hacer ¥ di por que.

PUEDE HACER NO PUEDE HACER

Dibuja: Dibuja:
Explica: Explica:

Figura 2. ftem 3: identificar el atributo critico de un conjunto de figuras, explicar y representar ejemplos
y no-ejemplos.

e Reconocimiento de la relacion entre el atributo critico de un grupo de figuras y una
figura dada (Tarea 4b: Si un rombo -2 ejes de simetria-, pertenece al grupo de los
poligonos con un eje de simetria o al de los que no tienen eje de simetria; Tarea 5:
si un triangulo equilatero -tres lados iguales- pertenece o no al grupo de los
triangulos con dos lados iguales, o al de los tridngulos sin lados iguales) o un
registro verbal y una figura dada (Tarea 6b: si un cuadrado -lados paralelos dos a
dos- pertenece al grupo de los cuadrilateros con 2 lados paralelos).

Teniendo en cuenta el objetivo de esta investigacion, hemos tenido en cuenta 7 items, los
correspondientes a las tareas de la 2 a la 6. Todos ellos nos permiten observar la conversion entre
el registro visual y verbal que se produce cuando los nifios/as tienen que explicar los atributos de
una figura, establecer relaciones entre estos o representar una figura a partir de unos criterios
dados. Asimismo, la secuencia de tareas del cuestionario permite obtener informacion sobre el
proceso de deconstruccion dimensional (Duval, 2005).

Analisis

Se analizaron un total de 203 respuestas procedentes de los 7 items del cuestionario.
Poniendo nuestra atencion en como los nifios/as usaban el registro verbal para describir la
resolucion de la tarea y como representaban segtn las condiciones dadas. A partir del sistema de

codigos, construimos categorias para obtener las frecuencias de las tareas e identificar los
atributos que generan mayores dificultades. Por lo tanto, conocer como es la comprension de las
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figuras geométricas y las relaciones que se establecen para categorizar las figuras.
Resultados

Los resultados los presentamos en dos secciones: (i) identificacion atributos criticos que
comparte un grupo de poligonos y (ii) reconocimiento de la relacion entre el atributo critico de
un grupo de figuras/definicion y la figura dada.

Identificacion atributos criticos que comparte un grupo de poligonos

Los atributos considerados en los items 2, 3 y 4a, respectivamente, fueron la concavidad, el
numero de lados igual a 6, y la simetria de los poligonos (Tabla 1). El atributo mas dificil de
reconocer fue la simetria de los poligonos (item 4a), ya que 21 de los 29 nifios/as no identificaron
este atributo critico en el grupo de poligonos. Mientras que el atributo mas facil de reconocer fue
la concavidad (Figura 3).

: PUEDE HACER 1O PUEDE HACER
Dibuja: H* Dibuja:

RS

Explica: E?‘,, e e y {

=y
Explica: | (572, )

WO g Crenps 7

o \ (A s o B i ’
) L7 " FUA R =
DU(IJ BT b R ‘_ A NS
(goa/Ss | f o T
| SN -

Figura 3. ftem 2: respuesta G2A4
Tabla 1

Identificacion de atributos criticos (n=29).

No reconocen  Reconocen TOTAL
ftem 2: concavidad — convexidad 16 13 29
ftem 3: nimero de lados igual a 6 17 12 29
Item 4a: Figuras simétricas 21 8 29

En relacion a la tarea de identificar atributos criticos de la definicion que permitieran
representar ejemplos y no-ejemplos (item 6a), tan solo 6 de los 29 alumnos/as fueron capaces de
representar correctamente tres ejemplos de cuadrilateros con dos lados paralelos y tres no-
ejemplos de cuadrilateros que no cumplieran estos atributos. 11 alumnos/as representaron
correctamente tres ejemplos de cuadrilateros con dos lados paralelos, pero incorrectamente los
no-ejemplos, pues representaron tres no-poligonos o tres no-cuadrilateros. El resto de los
alumnos (n=12) no supieron identificar el atributo critico que les permitiera representar los
ejemplos y no-ejemplos o no representaron nada.

Reconocimiento de la relacion entre el atributo critico de un grupo de figuras/definicion y
la figura dada

Ninguin alumno supo identificar en el item 4b la relacion entre la simetria de la figura
representada (un rombo con dos ejes de simetria) y el conjunto de poligonos con el atributo
critico “tener un eje de simetria” y “no tener ejes de simetria”.
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Las frecuencias obtenidas a partir de las relaciones de inclusion, tanto en el conjunto de los
triangulos como en el de los cuadrilateros, fueron inferiores a las tareas de identificar el atributo
comun del conjunto de poligonos (Tabla 2).

Tabla 2

Reconocimiento de relaciones de inclusion

No reconocen relacion de inclusion Reconocen TOTAL
Explicacion no Reconocen relacion de
coherente relaciones partitivas inclusion
Item 4b: Rombo 29 - - 29
ftem 5. Tridngulo equilatero 18 5 6 29
Item 6b. Cuadrado 19 - 10 29

En el item 5, de los 11 nifos/as que reconocen relaciones entre los tridngulos, 5 de ellos
reflejan un conocimiento de la relacion partitiva que implica la separacion de los tridngulos
isosceles y de los triangulos equildteros (Figura 4); mientras que los otros 6 establecieron
relaciones de inclusion entre los tridngulos, considerando el tridngulo de tres lados iguales como
perteneciente a la categoria de tridangulos con dos lados iguales.

/ l; L ) T} 4:| el
a) dPuede la Mdguina de Dibujar hacer la figlra “M*? dPor qué?

i PRI A "_-)I‘_\.i.'. el Y
A MOy paeers. TR e

1]

Figura 4. ftem 5: respuesta de relacion partitiva de G2A5

En cambio, en el item 6b los 10 alumnos/as que realizaron relaciones entre las figuras
fueron de caracter inclusivo, considerando el paralelogramo como un tipo de trapecio
(cuadrilatero con dos lados paralelos) (Figura 5).

a) ¢Puede la Maquina de Dibujar hacer la figura "A"? ¢Por qué?

O I potgptt Lons

ol
MO /J( 1Y

Figura 5. item 6b: respuesta de relacion inclusiva de G2A 18
Discusion

El objetivo de esta investigacion era identificar caracteristicas de la relacion que los nifios
de 9 afios establecian entre la identificacion de atributos criticos de una figura y su uso para
determinar la categoria a la que pertenecian como parte de la comprension de la clasificacion de
poligonos. Las frecuencias obtenidas en los resultados han mostrado que la mayoria de los
alumnos/as todavia no han desarrollado las habilidades (aprehensiones) (Duval, 1995) para
identificar los atributos criticos de las figuras geométricas (deconstruccion dimensional) (Duval,
2005) que permitan categorizar las figuras y asi, establecer relaciones de inclusividad. De esta

manera, la relacion entre identificar un atributo critico y usarlo para determinar la relacion de
inclusividad de las figuras, parece depender de como los nifios/as comprenden las condiciones
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conceptuales que componen la imagen del concepto, que Fischbein (1993) denominé el concepto
figural, y de cdmo combinan las aprehensiones (perceptiva, discursiva y operativa) (Duval,
1998).

Por ejemplo, la mayor dificultad que se presenta en el reconocimiento del atributo comun
recae sobre el atributo referente a la simetria de las figuras (item 4), que implica realizar una
aprehension operativa, aparte de la perceptual y discursiva, imaginandose un eje de simetria y
doblando la figura para comprobar que coinciden sus dos mitades. Por otro lado, las dificultades
que se presentan en las tareas de relacionar figures geométricas recae sobre la habilidad de
centrarse en un atributo critico (el que establece la relacion) sin considerar el resto de los
atributos. El desarrollo de esta habilidad que Duval (2005) denomina deconstruccion
dimensional parece clave en la generacion de las relaciones inclusivas entre las figuras.

Otro aspecto que ha puesto de manifiesto nuestros resultados son el papel de la expresion
verbal en describir el proceso de deconstruccion dimensional como paso de la aprehension
perceptiva a la aprehension operativa. Esta caracteristica se ha puesto de manifiesto cuando
algunos estudiantes intentaban explicar por qué un cuadrado puede ser considerado un
cuadrilatero con dos lados paralelos generando una explicacion en la que no intervenia el atributo
critico (dos lados paralelos). Este resultado muestra en qué medida el desarrollo del lenguaje
geométrico puede ayudar al desarrollo del pensamiento geométrico.

El hecho de que durante el modulo de ensefianza se aportara a los alumnos/as definiciones
que implicaban relaciones inclusivas entre las figuras favoreci6 que los alumnos establecieran
relaciones inclusivas en los items 5 y 6. Otro aspecto clave en los resultados del post-test son las
caracteristicas de las tareas con relacion a los cambios de anclaje que se precisan para
resolverlas. Por ejemplo, el item 5 presenta tres cambios de anclaje: identificar el atributo comiin
que compartia cada grupo de figuras (cambio de anclaje de lo visual a lo discursivo), establecer
la relacion entre dicho atributo y la figura mostrada (cambio de anclaje de lo discursivo a lo
visual) y finalmente, explicar la relacion entre las figuras (cambio de anclaje de lo visual a lo
discursivo); mientras que el item 6 solo presenta dos cambios de anclaje: reconocer los atributos
de la definicién y compararlos con la representacion (cambio de anclaje de lo discursivo a lo
visual) y explicar la relacion entre la definicion y el paralelogramo (cambio de anclaje de lo
visual a lo discursivo), que coinciden con los dos ultimos del item 5. Comparando ambos
resultados, parece que el cambio de anclaje mas complejo es el primero, pasar de lo visual a lo
discursivo: reconocer el atributo critico del conjunto de figuras y relacionarlo con el concepto
figural (Duval, 1995; Fischbein, 1993).

Para finalizar, el hecho que 5 alumnos/as realizaran una relacion partitiva en el item 5
podria estar relacionado con la influencia de las figuras prototipicas (triangulo equilatero) como
ya se ha comprobado en otras investigaciones (Fujita y Jones, 2007). Por lo que intuimos que las
figuras prototipicas siguen siendo los ejemplos visuales de los conceptos geométricos, ya que los
alumnos/as todavia no comprenden las condiciones conceptuales que forman parte del concepto
figural (Fischbein, 1993).

Reconocimiento

Esta investigacion se ha llevado a cabo con el apoyo de la Conselleria d’Educacio,
Investigaci6, Cultura i Esport (Generalitat Valenciana) (PROMETEQO/2017/135).
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Resumen

El género como construccion social, vincula practicas que posibilitan el aprendizaje
del espacio y el desarrollo de habilidades como la visualizacion espacial. El presente
trabajo se constituye a partir de referentes tedricos sobre habilidades de visualizacion
espacial y género en el aula, los cuales son tomados como hipodtesis para disefiar una
ruta de desarrollo de la visualizacion espacial en nifios y en nifias, denominandose
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje, la cual resulta en cinco Trayectorias Reales de
Aprendizaje, validando parcialmente las hipdtesis formuladas, y destacando el
desarrollo de la visualizacion espacial en los nifios y nifias, sujetos de la investigacion.

Palabras clave: Visualizacion espacial, Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje,
Investigacion de Disefio, Género

Género y visualizacion espacial

El género ha sido un componente que ha cobrado importancia en el contexto de la educacion
en Colombia en las dos tultimas décadas, el Instituto Colombiano para la Evaluacién de la
Educacion (ICFES) y el Ministerio de Educacion de Colombia (MEN), (véase ICFES, 2012, 2013;
MEN, 1997) documentan y analizan los resultados de desempefios entre nifios y nifias en pruebas
internacionales como el Estudio Internacional de Progreso en Comprension Lectora (PIRLS) y el
Estudio de las Tendencias en Matematicas y Ciencias (TIMSS), y pruebas nacionales en Colombia
como SABER en el 4area de matematicas. En el analisis de TIMSS se identifican diferencias de
género en el desempeno en matematicas de nifios y nifias en problemas relacionados con “manejar
mentalmente figuras tridimensionales y para reconocer figuras congruentes o semejantes, manejar
o utilizar relaciones, en el conocimiento de algunas caracteristicas de los cuadrilateros, y para
manejar rotaciones en el plano” (Leo6n, 2012, p. 106).

Linn y Petersen, citados en ICFES (2013) refieren que una de las grandes diferencias de
género en el aprendizaje de las matematicas de nifios y nifias, estd asociada con la ventaja de los
hombres en algunas habilidades espaciales. Otros autores afirman que no hay diferencias
significativas en habilidades visuales, pero si diferencias cualitativas en las estrategias de
procesamiento y estructuraciéon empleadas por hombres y mujeres durante la resolucion de
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actividades (Fennema, 2000; Gorgorio 1998; Rubio, 2000). Clements y Sarama (2009) mencionan
que las nifias se pueden ver marginadas en su progresion en las matematicas debido a la falta de
atencion por parte de los docentes en el desarrollo de habilidades espaciales en el area de
geometria, apoyando esta tesis, se encuentran los trabajos de Casey, Nuttall y Pezaris (2001). En
las investigaciones de Clements y Battista (1992), se estructuran tareas que tienden a disminuir las
diferencias de género que los autores vinculan a factores de tipo cultural y/o bioldgico.

Sin embargo, la caracterizacion para género en estos trabajos citados y otros revisados en el
marco del trabajo de investigacion de Suarez (2017), se reduce a un sistema binario de sexo/género,
en el que el sexo de la hembra va unido al género mujer, y el sexo del macho al género hombre.
Por tanto, este sistema no contempla los cuerpos que no corresponden con estos sexos o los cuerpos
que asumen un género no vinculado al sexo, denominandose bajo la categoria de identidad de
género. Por cuanto mas alla del sistema binario establecido, el género es una construccion social
en la que se vinculan los cuerpos que expresan caracteristicas biolodgicas, psicoldgicas, sociales y
culturales (Suérez, 2017).

El género en tanto construcciéon social, vincula practicas que dan forma a como los
estudiantes visualizan los objetos, conceptos y procesos dentro de la actividad cognitiva. Estas
practicas se hacen evidentes en las acciones y producciones de los nifios y nifas en el aula, por
cuanto el interés por disefar rutas que contemplen el género de los estudiantes y posibiliten el
desarrollo de habilidades como la visualizacion espacial aprovechando practicas como juegos y
quehaceres. Las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje (THA), son la mejor opcion para disefar
estas rutas; como mencionan Clements y Sarama (2009), las THA, “ayudan a los maestros a
entender la variedad de niveles de conocimiento y de pensamiento de sus clases y de los individuos
dentro de ellas, como fundamentales para satisfacer las necesidades de todos los nifios” (p.16).

Por su parte, en la investigacion, estudiantes con sexo de hembra se reconocieron como
mujeres y estudiantes con sexo de macho se reconocieron como hombres, sin que apareciera otra
denominacién que no correspondiera a estas identidades.

Procesos que desarrollan la visualizacion espacial

El desarrollo de la visualizacion espacial exige que se deba producir un dinamismo en las
imagenes mentales. El desarrollo temprano del pensamiento espacial y de la visualizacion espacial
da cuenta que las imagenes mentales de los nifios y nifias inicialmente son estaticas; por tanto, el
promover tareas que posibiliten el desarrollo del proceso de transformacion de imagenes mentales
o dinamizar imagenes mentales es fundamental.

Desde el trabajo de la Trayectoria de Aprendizaje de la Visualizacion Espacial e Imagenes
de Clements y Sarama (2009), se determina que los movimientos de deslizar, voltear y girar son
los mas faciles para que los nifios y nifias comiencen con el desarrollo de la transformacion de la
imagen mental. La direccion del movimiento incide en la dificultad de transformar la imagen; pero
dependiendo de la tarea instruccional esta dificultad podra solucionarse.

Haciendo énfasis sobre los movimientos de deslizar, voltear y girar, los cuales serdn objeto
en la THA disefiada, en adelante son considerados procesos condicionados al desarrollo de la
transformacion de iméagenes en la visualizacion espacial.

La THA permite destacar aspectos en el desarrollo de la visualizacion espacial como la
importancia del cuerpo en actividades que promueven el desarrollo de la visualizacion espacial en
nifias (Clements & Sarama, 2009).

De esta manera, se consolidé la THA de la visualizacion espacial, que tuvo seis niveles de
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pensamiento (Figura 1). En cada nivel se vinculdé una hipdtesis acerca de los procesos que
desarrollan la visualizacion espacial.

Procesos: : Procesa:
. Deslizar, Girar, Egﬁ‘i:})s' Proceso: Movilizar
""DTU?_ESO- Proceso: Voltear Girar Voltear Movilizar Ees tpics:
el Girar dad tpica Eded tipca Edad tipica: fiafns o
riad fpic . 5 afins CEC UpHCa Aok %
g Cdad tipica: Gl B aius s

A afios

Nivel 3

Deslizador, [ m"::‘:mﬁ e
Girgdor y |
Volteador S

{Principiante] s Al

Figura 1. Niveles de pensamiento de la THA de la visualizacion espacial en nifios y en nifias. Fuente
propia

Diseiio metodologico de la investigacion

La metodologia de la Investigacion de Disefio resultd indicada para este trabajo puesto que
al mismo tiempo que se estudia el proceso de aprendizaje, se analizan los modos por los cuales el
aprendizaje se sustenta y se organiza (Cobb & Gravemeijer, 2008). Asi mismo, la Investigacion
de Disefio permite la comprobacion de los supuestos del modelo tedrico, transformados en
hipotesis, de acuerdo a la validez que evidencian segun el analisis de los datos obtenidos (Conftrey,
2006; Steffe & Thompson, 2000). En el marco de la Investigacion de Disefio se encuentran los
Experimentos de Ensefianza, los cuales permitieron determinar la eficacia del disefio de la THA
que vincul6 hipdtesis sobre bases tedricas que asocian estudios de género en el desarrollo de la
visualizacion espacial de los nifios y nifias. Para el disefio de la THA se consideraron tres
componentes, a) Las metas de aprendizaje en el desarrollo de la visualizacion espacial; b) La ruta
de desarrollo constituida por los niveles de pensamiento; ¢) Un conjunto de actividades
instruccionales (Clements & Sarama, 2009).

Entre las actividades instruccionales se encuentran las siguientes:

Tabla 1
Actividades instruccionales de la THA.
Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5 Nivel 6
Organizacion el aula ~ Pentominds E;?é?r’ Limpiar'y Teselados Reflejos Poleas
Construyendo Tangram . . . Mosaicos Razonamiento
siluetas con Logimax Origami s
. L (Tablet) geométricos  abstracto
imaginacion
El recorrido del Cubos- Los angulos Que ficha le
Match . falta al
orden soma del reloj
rompecabezas

Camino a la casa

A partir del ciclo de ensefianza propuesto por Simon y Tzur (2004), se hizo un ajuste para
las fases metodoldgicas de la investigacion (Figura 2):
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INVESTIGACION DE DISENO

Experimento de Ensenanza

ED Preparacion del experimento

_| Disefio THA del
pensamiento espacial

Hipobtesis de meta

T
Experimento en el aula

Descripcién de
actores educativos

Aplicacion de
las actividades

1
E) Analisis retrospectivo

Identificacién de
cumplimiento de
meta, niveles y
actividades

de aprendizaje Sequimiento del — Analisis a posteriol
Hip6tesis de _ desarrollo del | Trayectoria Real de
— niveles de pensamiento Aprendizaje
pensamiento espacial
_| Hipétesis de Aplicaci6n de
actividades isntrumentos de

observacién y

'~ Disefio de la recogida de datos analisis a priori

Instrumento de
observacion

Instrumento de
analisis a priori

Instrumentos de
analisis a posteriori
Figura 2. Cuadro metodologico. Fuente propia
Analisis de verificacion de hipotesis sobre visualizacion espacial

Teniendo en cuenta las hipdtesis del nivel y el descriptor del nivel, se verifico el
cumplimiento de estas hipdtesis por medio de los indicadores de nivel. En la Tabla 2 se muestra el
ejemplo para el Nivel 2 de pensamiento: Girador Simple, en el que se describen las hipotesis de
nivel, el descriptor del nivel y los indicadores del nivel:

Tabla 2.

Hipotesis, descriptor e indicadores del nivel 2 de la visualizacion espacial.

e Los nifios de cuatro a cinco afios de edad pueden hacer giros si tienen tareas
simples y claves, como tener una marca clara en el borde de una figura y no una
forma “girada” como distractor (Clements & Sarama, 2009).

e Los nifios y nifias de entre cuatro a ocho afios, no muestran diferencias de

género en tareas que involucran movimientos con deslizar y girar (Moyer,
1978).

Hipotesis del nivel

Descriptor del

. Gira objetos en tareas faciles
nivel

e Replica patrones de bloques.
e Arma rompecabezas simples.
e Anticipa mentalmente los movimientos.

Indicadores del
nivel

Para dar cuenta del cumplimiento de la hipotesis de nivel 2, donde el proceso de girar se
identifica con la realizacion de tareas simples y claves, se asocia el descriptor de nivel en estos
términos, gira objetos en tareas faciles. Posteriormente, se asociaron los indicadores de nivel con
este descriptor sefialando tres tareas simples asociadas a este movimiento. Con ello se verificaron
estos indicadores en las actividades, tal y como se muestra en la Tabla 3:
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Tabla 3.

Verificacion de las hipotesis para el nivel 2 de la visualizacion espacial.

Cumplimiento del indicador Evidencia

En cuanto al primer indicador del nivel, arma
rompecabezas simples.

En la actividad del tangram en la tablet, los
estudiantes giran las fichas del juego (1) con el
fin de encajarlas en la configuracion de la
silueta de la figura que muestra la tablet.

En cuanto al segundo indicador del nivel,
replica patrones de bloques.

En la actividad del pentomind, los estudiantes
giran las fichas del juego (1) con el fin de
encajarlas en la configuracion de un
rectangulo.

Esta tarea resulta ser facil puesto que en la instruccion de la actividad se mencionaba que no se debia
utilizar necesariamente todas las fichas del juego para armar el rectangulo.

En cuanto al tercer indicador del nivel,
anticipa mentalmente los movimientos.

En la actividad de match, los estudiantes
anticipaban sus movimientos mentalmente
antes de realizarlos (1), esto se observo al
momento en el que se iba a dar giros al hula
hula, a la cuerda y sobre la colchoneta.

En esta actividad se tuvo en cuenta la experiencia previa en el movimiento del cuerpo, particularmente
en los juegos del hula hula, lazo, pirinola, yoyo, lanzamiento de disco y botes sobre colchoneta, donde
se exigia cierta precision, fuerza y angulo en los movimientos.

Analisis de progresion de niveles de la THA

A partir del cumplimiento parcial y total de las hipotesis formuladas en el disefio de la THA,
a continuacion, se muestra el progreso de una estudiante en cuatro niveles de la THA tomando el
proceso de Girar (Tabla 4). Ademads, se describen maneras en que los procesos se produjeron a
partir de la intervencion del cuerpo.

Tabla 4.

Andlisis de progresion de niveles de la THA de la visualizacion espacial.
NIVEL 1 NIVEL 2 NIVEL 3 NIVEL 4
Se identificaron dos Se identificaron tres Se identificaron dos Se identific6 una
maneras de girar en maneras de girar en tres | maneras de girar en una | manera de girar en una
tres actividades de actividades de este actividad de este nivel: actividad de este nivel:
este nivel: nivel:
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NIVEL 1 NIVEL 2 NIVEL 3 NIVEL 4
Girando la regla con | Moviendo el dedo sobre | Dando giros con su (D

una mano, y girando la superficie de la cuerpo mientras camina

la mesa con una mano | Tablet haciendo arcos para barrer el piso (2).

mientras la otra mano | para girar las fichas del, | (1)

esta fija (2). y sobre la superficie del

hula hula (2).

Ml of
A partir de lo anterior, se constituyen los resultados del analisis de la progresion de niveles
de la THA con la representacion grafica para los procesos. En el grafico se presentan las maneras

en las que el proceso Girar se dio en cada estudiante, mostrando el nimero de incidencias que tuvo
tal manera en los niveles de la THA (Figura 3).

m Girando objetos con el dedo indice y
pulgar

m Girando el cuerpo

m Girando un objeto sobre una
superficie mediante el movimiento del
dedo indice

B Girando un objeto sobre una
superficie mediante el movimiento de
una mano
Girando el objeto sobre una superficie

mediante el movimiento de ambas
manos

Estudiante1l  Estudiante2  Estudiante3  Estudiante4  Estudiante 5
Figura 3. Proceso de girar en los estudiantes durante la THA. Fuente propia

Los resultados de la THA dan cuenta de cinco Trayectorias Reales de Aprendizaje (TRA)
(Figura 4), cada una asociada a cada estudiante, y que muestran la ruta que tuvieron los nifios y las
nifias durante la aplicacion de las actividades para el desarrollo de la visualizacion espacial.

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1802



Trayectorias de aprendizaje de la visualizacion espacial con incorporacion de hipotesis sobre
género

—o—L1 E2 E3 E4 E5

DESLIZAR GIRAR VOLTEAR MOVILIZAR
Figura 4. Resultados de las cinco TRA de la visualizacion espacial vinculadas al género. Fuente propia

Conclusiones

En la revision de trabajos sobre estudios de género y desarrollo de la visualizacion espacial,
se identificaron hipdtesis para la meta de aprendizaje y cuatro niveles de pensamiento en las que
se describen diferencias de género en las habilidades espaciales de estudiantes al momento de
realizar tareas que involucran rotacion mental, por lo que se disefiaron diferentes actividades que
promovieron el desarrollo de la visualizacion espacial en los nifios y nifias.

El disefio de varias actividades en cada nivel de pensamiento posibilito el desarrollo de la
visualizacion espacial por diferentes entradas en los nifios y nifias. Evidencia de ello se encuentra
en los resultados de la progresion de niveles de pensamiento, en donde los nifios y nifias avanzaron
en cada nivel a partir de la verificacion de los procesos que desarrollan la visualizacion espacial
afianzando diferentes maneras en las que se puede dar determinado proceso. Por cuanto sin
importar la favorabilidad de una determinada actividad al género del estudiante, lo fundamental
fue posibilitar el progreso de los nifios y nifias por los niveles de pensamiento.

Las maneras en las que cada nifio y nifa desarrollaba la actividad, dan cuenta a un arraigo
de practicas socioculturales en las que los nifios y nifias han vivido, por cuanto actividades
relacionadas con juegos infantiles y quehaceres de la casa dieron evidencia en la progresion en los
procesos de la visualizacion espacial de manera distinta. Las experiencias previas extraescolares
con este tipo de actividades permiten el avance de los estudiantes entre los niveles de pensamiento.

Reconocimiento

Este trabajo hace parte del proyecto de la Maestria en Educacion: Un estudio de género en
Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje de la Visualizacion Espacial, el cual estd vinculado a
AIDETC (Programa Nacional Colciencias codigo 1419-6614-44765), y al proyecto internacional
ACACIA (codigo 561754-EPP-1-2015-1-COEPPKA2-CBHE-JP) cofinanciado por el Programa
Erasmus+ de la Union Europea.
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Resumen

Se pretende dar a conocer una experiencia de aula realizada en el Gimnasio de los

Cerros durante las clases de geometria con miras a fortalecer el pensamiento espacial

en estudiantes de tercero de primaria. Para ello se establece una propuesta que esta
fundamentada desde los aportes tedricos de Dickson (1991), al hablar del estudio de
los objetos tridimensionales, analizando sus propiedades y caracteristicas fisico-
visuales para proporcionar experiencias tangibles del mundo; reconociendo la
representacion bidimensional del mundo fisico que nos rodea a través de material
manipulativo-tangible y grafico-textual Godino (2006). Esta metodologia de

ensefianza se enmarca en una situacion problema fundamental Brousseau (1986), en
donde los estudiantes deberan viajar por cinco paises, para reconocer cuatro solidos
relacionados con las obras y maravillas de cada pais, finalizando con una obra de arte
que relaciona los solidos y a partir de la sistematizacion de dicha experiencia trabajar
con el mundo minecraft

Palabras clave: sistematizacion, pensamiento espacial, recursos, situaciones
didacticas.

Planteamiento del problema

Se establece una propuesta que tiene objetivo reivindicar al aula de matematicas como un

espacio de experiencias significativas para el estudiante, desde el uso de recursos didacticos que
faciliten la ensefianza y aprendizaje de la geometria en la educacion primaria desde la propuesta
de Godino (2006) y su clasificacion de los materiales didacticos en manipulativos tangibles,
grafico textuales y ayudas al estudio; por tanto se pretende valorar un andlisis sobre las
funciones, ayudas y caracteristicas que brindan dichos materiales en la adquisicion de nuevos
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conocimientos geométricos en los estudiantes, desde el trabajo con su entorno y la manipulacion
de materiales.

Por tal razén se establece una situacion fundamental desde lo planteado por Brousseau
(1986) en su teoria de las situaciones didacticas, donde el profesor debe imaginar y proponer a
los estudiantes situaciones que motiven el ambiente en el aula escolar y en las cuales los
conocimientos apareceran como la solucion Optima a los problemas propuestos, solucion que el
estudiantes debe descubrir, ademas por medio del planteamiento y la sistematizacion de la
experiencia lograr construir nuevas experiencias gracias al trabajo de los estudiantes y al
reconocimiento de nuevos objetos matematicos.

Ahora bien, el reto estaba en planear una propuesta de ensefianza de la geometria, enfocada
a desarrollar el pensamiento espacial, la ensefianza de los s6lidos geométricos y las figuras
planas en estudiantes de tercero desde los aportes de Dickson (1991) para soportar la ensefianza
de la geometria espacial, empezando desde el estudio de los objetos tridimensionales, analizando
sus propiedades y caracteristicas fisicas-visuales para proporcionar el camino hacia el
aprendizaje de las representaciones bidimensionales de estos objetos tridimensionales,
desarrollando asi el pensamiento espacial al reconocer en el contexto del estudiante, el mundo
geométrico que lo compone.

Desde los parametros de calidad en la educacion, se proponen los lineamientos curriculares
de matematicas, particularmente los que aluden a las representaciones geométricas, y que
promueven la exploracion por parte del estudiante, generan la comunicacion oral y escrita de
ideas matematicas verificando, negociando y validando las afirmaciones puestas en juego dentro
de procesos de socializacion MEN (1998); sin embargo, su aprendizaje se ve afectado porque se
centra en representaciones bidimensionales de objetos tridimensionales que se usan
ocasionalmente para resolver algunos problemas o situaciones, ademas no se tienen en cuenta los
procesos de argumentacion y justificacion que se ponen en juego en los espacios de socializacion
del aula de clase.

Fundamentacion tedrica

Desde los contenidos planteados en la ensefianza de la geometria, los solidos y sus
propiedades no se ilustran con la profundidad suficiente, Dickson (1991) de este modo se
privilegia lo bidimensional sin llegar a comprender y establecer el paso de lo bidimensional a lo
tridimensional o viceversa. En los estdndares de matematicas se reconoce esta problematica y la
importancia de desarrollar una “geometria activa”, en la que se privilegie la exploracion de
figuras mediante el movimiento, empezando por el propio cuerpo, como cuando el nifio recorre
la frontera de una figura y pasando por el que se aplica a los objetos fisicos MEN (1998).

Las propuestas frente al aprendizaje de la geometria espacial en nifios preescolares, puede
hacerse partiendo de las figuras tridimensionales y su comparacion con los objetos fisicos de la
realidad, hacia la geometria bidimensional trabajada como atributos de la geometria
tridimensional o a lo que Dickson (1991, p. 47), se refiere cuando habla de “la representacion
bidimensional del espacio tridimensional.”

Por tanto, la propuesta centra su fin en que los estudiantes vayan identificando las
caracteristicas bidimensionales que tienen los objetos tridimensionales, empezando por la
interaccion y percepcion del mundo fisico que nos rodea, donde “la percepcion es el
conocimiento de objetos resultante del contacto directo con ellos y la representacion es una
evocacion de los objetos en ausenta de ellos”. (Piaget, 2005); de esta manera se genera que ellos
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construyan esquemas mentales del objeto cuando a este se le hacen transformaciones, es decir,
segin Dickson (1991) las acciones como rotar, trasladar, girar, ordenar, moldear, cortar, pegar
etc. es aqui donde se hace imprescindible el uso de recursos didacticos para el estudiante, que
faciliten el desarrollo y afrontamiento de la situacion problema planteada.

A pesar de que vivimos en un mundo tridimensional, la mayor parte de las
experiencias que se proporcionan a los estudiantes son bidimensionales, nos valemos
de libros matematicos que contienen figuras bidimensionales de objetos
tridimensionales, tal uso de dichos dibujos le supone al estudiante una dificultad
adicional en el proceso de comprension. (Dickson, 1991, p. 48)

Recursos didacticos

Al afrontar la ensefianza en el aula de matematicas y el desarrollo del pensamiento geométrico y
espacial, es sustancial tener en cuenta los métodos que utilizan los maestros para lograr los
propositos educativos; asi como los medios a los que acuden y que confieren a los estudiantes para
facilitar el proceso de aprendizaje; por medio de la propuesta se presenta la clasificacion que hace
Godino (2006), a los recursos didacticos (Ver tabla 1):

Tabla 1
Instrumentos semioticos: Son los medios por los cuales se mediatiza entre la accion del

sujeto ante el intento de resolver una situacién-problema y el contexto en el que se
desarrolla.
Manipulativos tangibles Gréfico-textuales-verbales

Son los objetos fisicos que sirvieron para | Son los recursos en los que se hace presente la
identificar caracteristicas propias de los | percepcion visual y/o auditiva.
solidos y que ponen en juego la percepcion | > Videos e imdgenes de los frecuentes viajes

tactil. alrededor del mundo geométrico
» Solidos construidos por los estudiantes y

docentes » Guias e instrumentos:
» Materiales para caracterizar

propiedades del solido (Palillos y

plastilina)

Fuente: Clasificacion de los recursos didacticos Godino (2006, Pags. 117-124)

Metodologia de investigacion

El reto de la propuesta era disenar actividades que despertaran el interés y la motivacion de
adquirir nuevos y utiles conocimientos; aunque no es tarea facil, “Sistematizando “la vuelta al
mundo con la geometria” hacia el minecraft ” es la justificacion perfecta para cautivar la
atencion de los estudiantes y proporcionarles experiencias de aula innovadoras en el estudio de
las matematicas, proponiendo el aprendizaje de la geometria espacial desde las figuras
tridimensionales y su comparacion con los objetos fisicos de la realidad, hacia la geometria
bidimensional trabajada como propiedades de la geometria tridimensional o a lo que se refieren
cuando se habla de la representacion bidimensional del espacio tridimensional.

Por tal razén la resolucion de problemas es un método de inagotables recursos dado que
cada experiencia con problemas matematicos posibilita la retroalimentacion de experiencias
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pasadas, genera la sistematizacion de nuevas practicas dotandolas de creatividad y en espacios de
socializacion desarrolla una conciencia critica en los estudiantes.

Se ejecuta una propuesta de ensefianza enfocada a desarrollar el pensamiento espacial, la
ensefianza de los s6lidos geométricos y las figuras planas; empezando desde el estudio de objetos
tridimensionales, analizando sus propiedades y caracteristicas para proporcionar el camino hacia
el aprendizaje de las representaciones bidimensionales de dichos objetos tridimensionales, ya que
es comun que se utilicen libros matematicos que contienen figuras bidimensionales de objetos
tridimensionales y usar estos graficos genera en el estudiante una dificultad adicional en el
proceso de comprension, como lo menciona Dickson (1991).

Desde la propuesta de Brousseau (1986, p. 64), quien propone que ‘“el profesor debe
imaginar y proponer a los alumnos situaciones que ellos puedan vivir y en las cuales los
conocimientos apareceran como la solucion 6ptima a los problemas propuestos, solucion que el
alumno debe descubrir ”, se establecié una metodologia de ensefianza enmarcada en una
situacion problema fundamental Brousseau (2007), explicitamente una situacion motivacional en
la que los estudiantes viajaron por cuatro paises y desde alli reconocieron cuatro solidos
relacionados con maravillas de un pais (Ver figura 1), finalizando con una galeria de arte que
relaciona los solidos, sus caracteristicas y propiedades.

El disefio de la situacion y la evaluacion del impacto y pertinencia del uso de recursos
didacticos se evidenciard a partir de las categorias de andlisis del modelo Van Hiele (1984) y
Hoffer (1981), que pretende establecer que la geometria es aprendida por una secuencia de
niveles de pensamiento, los cuales se caracterizan por ser progresivos y ordenados, donde solo al
dominar o alcanzar un nivel se puede pasar al siguiente. Van Hiele (1984), plantea cinco niveles
para la ensefianza de la geometria; Nivel 0, visualizacidon o reconocimiento, Nivel I, anélisis,
Nivel 2, Ordenacién o clasificacion, Nivel 3, Deduccion formal y Nivel 4, Rigor.

Atendiendo al intervalo de edad en el que se encuentran los estudiantes (7-8 afios), se
ubican segun el modelo Van hiele en el nivel de reconocimiento, con las cinco habilidades que
plantea Hoffer (1981), y que se desarrollan por los nifios de esta edad (Ver tabla 2):

Tabla 2
Van Habilidades Caracteristicas
Hiele
Visual: Capacidad de crearse e Reconocer figuras de un dibujo
= representaciones mentales a través de la e Reconocer informacion contenida en
§ visualizacion de objetos. una figura
§ Verbal: Habilidad de comunicacion donde | ¢  Asociar el nombre correcto con una
S se da a conocer la informacion contenida figura dada
S en los objetos geometricos que ha logrado | o Interpretar frases que describen figuras
S interiorizar.
Q: Dibujo: Crea imagenes mentales a partir de | e Hacer dibujos de figuras interpretando
3 la visualizacion de objetos y las traduce a las partes
i representaciones externas, a partir de
§ representaciones internas de conceptos
S matematicos
< Légica: Desarrollar el poder de e Diferencias y similitudes entre figuras
argumentacion logica, sus propias e Comprender la conservacion de
Justificaciones y formulaciones. figuras en diferentes situaciones
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Aplicada: Pretende que al enfrentarse a una | e Identificar formas geométricas
situacion problema, se utilicen estrategias bidimensionales en objetos fisicos
de solucion utilizando las demas

habilidades

Fuente: Modelo Van Hiele (1984) con aportes de Hoffer (1981) para la ensefianza de geometria.

Descripcion de la experiencia

En cada uno de los paises a los que se viajo (Ver figura 1) deberia aprenderse algo nuevo
referente a la geometria, pues la idea era mostrarles construcciones en diferentes paises asociadas
a algunos solidos geométricos, para que finalmente desarrollaran la capacidad al descomponer
los s6lidos trabajados en su sus propiedades bidimensionales, y desde alli trabajar con sus
propiedades y caracteristicas a través del material proporcionado.

1. Cubo 2. Paralelepipedo 3. Piramide 4. Esfera 5. Galeria

Viaje a la

Viaje al Cubo

de agua en Piramide de | “Vjzjc a la |  Viageala
China Giza en Esferade | Galeria de arte
Viaje a la Torre Egipto piedra en geométrico en

Picasso en Espaiia Costa Rica Colombia

Figura 1: Viaje por el mundo geométrico

Para simular el viaje se hacia uso de material grafico-textual Godino (2006) como lo son
videos e imagenes de los paises y construcciones de cada lugar. Estos recursos grafico-textuales
ayudaban a involucrar al estudiante en la situacion propuesta, los constantes viajes a paises
lejanos para mirar las imagenes de construcciones arquitectonicas en forma de sélidos,
generaban entusiasmo para el trabajo activo con los recursos tangibles.

Se recurria a recursos tangibles (Ver figura 2) y
manipulativos durante todas las sesiones, los cuales
correspondian a solidos construidos, realizados por los
mismos estudiantes o construcciones del docente y el objetivo
principal era el motivar al estudiante a la exploracion tactil y
visual de los mismos para que proporcionaran las primeras
informaciones sobre las caracteristicas y algunas de sus
propiedades, siguiendo la idea de (Piaget, 1964), quien hace
distinguir este proceso y dice: “la percepcion es el
conocimiento de objetos resultante del contacto directo con \J -
ellos, para que posteriormente la representacion sea una A [ i
evocacion de los objetos en ausenta de ellos”. Figura 2: Materiales tangibles

El objetivo después del reconocimiento de solidos y su caracterizacion, era que los
estudiantes estuvieran en la capacidad de descomponer los s6lidos en sus propiedades
bidimensionales logrando asi evidenciar las formas planas que componian a un sélido.
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Esta actividad que corresponde a la ultima sesion, se
desarrollé durante el viaje a Colombia, donde el aula de clase se
convirtid en una galeria de arte geométrico (Ver figura 3),
simulando el arte de Omar Rayo donde se usaban figuras planas
para crear valiosas y bonitas obras. En ésta sesion el estudiante
debia crear su propia obra pero sin el uso de pincel, sino con los
mismos so6lidos anteriormente trabajados durante los viajes a los
demas paises, pues debian usar cada una de las caras planas de los
solidos para simular un sello y plasmarlas sobre una cartulina
evidenciando las propiedades bidimensionales de los sélidos que ya
habian trabajado, de esta manera creaban sus obras con figuras
planas y a la par comprendian la composicion bidimensional de
objetos tridimensionales.

Figura 3: Arte geoétrico

Conclusiones y reflexiones finales

Los materiales manipulativos tangibles ayudan a la compresioén de conceptos, generando
una conexion con el estudiante, permitiéndole a partir de situaciones nuevas, adquirir
conocimientos, donde el material por si mismo no es nada, lo es cuando el maestro le da un
enfoque para tratar conceptos y llegar al objeto la geometria espacial, asi la ensefianza y el
aprendizaje se dota de un caracter dindmico y comprensible para el estudiante.

Ahora bien, en cuanto a las caracteristicas fisicas de un sélido, ellos empezaban a asociar
esas propiedades segun lo percibian; por ejemplo al mostrarles los vértices de la piramide decian
que ese nombre “vértice” era muy raro que preferian llamarle “puntas”, lo que ayudo a su mejor
reconocimiento y saber cudntas poseia cada sélido; a las aristas como los “bordes” que se podian
sentir con los dedos y finalmente las caras las reconocian como aquello sobre lo cual la pirdmide
podia quedar de pie, pues si intentas ponerlo de pie sobre una punta se caia, igualmente si
intentas pararla sobre el borde, el unico lugar sobre queda de pie es sobre sus caras planas.

Uno de los aspectos que llama la atencion, es que la conceptualizacion planteada por los
estudiantes, estd acompafiadas por gestos y palabras del lenguaje cotidiano del estudiante, hasta
que los conceptos sean validados o institucionalizados por los estudiantes, para una futura
valoracion de definiciones y simbolismos formales.

Es importante hacer mencion a la importancia que tienen los recursos grafico-textuales
como los videos y las imdgenes interactivas, ya que en la educacién matematica actual no se
tienen en cuenta y por lo que se logrd en esta experiencia de aula, se puede concluir que son
recursos agradables e interesantes a la vista del estudiante, porque el estudiante se interesa por
los procesos de aprendizaje, motiva el trabajo activo y lo involucra en una situacion donde debe
acceder a nuevos conocimientos gracias a la propia accion.

Finalmente gracias a estas caracteristicas que ellos de manera curiosa les atribuian a los
solidos, lograban realizar los conteos de cada uno de los vértices, caras y aristas lo que no se
dificultd en ninglin sentido. Reconocian igualmente la representacion bidimensional de los
solidos, pues identificaban figuras como triangulos, cuadrados y circulos en las piramides,
cilindros y paralelepipedos, dibujandolas de acuerdo a la cantidad.
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Abhora bien, se debe mencionar que a partir de la implementacion de esta experiencia y
gracias al trabajo de los estudiantes al construir los solidos y establecer sus obras de arte, se
generd una nueva experiencia que apunta a trabajar la ensefianza de los solidos y las figuras
planas desde la situacion motivacional “Construyendo un mufieco Minecraft” (Ver figura 4).

e

Figura 4: Mufiecos Minecraft
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A geometria esta presente nas formas naturais e construidas, ¢ essencial a descricdo, a
representacdo e ao dimensionamento de uma infinidade de objetos.

De acordo com PCN+ (BRASIL, 2002) usar as formas geométricas para representar ou
visualizar partes do mundo real é uma capacidade importante para a compreensao de modelos
para resolugdo de problemas da matematica. Segundo o BNCC (BRASIL, 2017), ao conseguirem
utilizar as representagdes matematicas, compreender as ideias que elas expressam e, quando
possivel, fazer a conversao entre elas, os estudantes passam a dominar um conjunto de
ferramentas que potencializa de forma significativa a capacidade de resolver problemas,
comunicar, argumentar e ampliar a capacidade de pensar matematicamente. Além disso, estdo
preparados para escolher as representagdes mais convenientes para cada situagdo, para mobilizar,
de modo simultaneo, ao menos dois registros de representacao e para, a todo o momento, trocar
de registro de representacao.

Nesse sentido, exploramos as constru¢des dos poliedros regulares convexos, no Cabri-3D,
como uma possivel transposi¢ao didatica interna, no sentido de Chevallard, a partir da
construcdo de superficies poliédricas desenvolvidas por Euclides (BICUDO, 2009), livro XIII.
Em primeiro lugar, buscamos compreender as construgdes realizadas por Euclides, obter relagdes
matematicas que favorecam o célculo da medida de volume desses poliedros. Em segundo lugar,
concentramos no dodecaedro e icosaedro regulares, para determinar relagdes matematicas que
permitam a decomposi¢ao em pirdmides e consequente deducao da féormula para o célculo da
medida de seus volumes. Em terceiro lugar, utilizar as relagdes e construgdes para um caminho
inverso, ou seja, relagdes matematicas que permitam dizer se uma piramide regular, triangular ou
pentagonal, pode compor ou ndo um dodecaedro ou um icosaedro regular. Para isso, utilizamos
como referencial tedrico a nogdo de Transposi¢ao Didatica e a Problematica Ecologica de Yves
Chevallard e os Registros de Representacdo Semiotica de Duval especificamente nas apreensoes
sequencial, perceptiva, operatoria e discursiva. No caso do dodecaedro regular verificamos que o
segmento que representa a altura da piramide e o segmento que representa o apotema do
pentagono da base dessa piramide determinam um segmento que foi dividido em média e
extrema razao, sendo a altura o maior deles e o apdtema da base representa o menor. Com esta
constatacdo, foi possivel entdo construir uma piramide regular de base pentagonal, a partir de um
segmento qualquer dividido em média e extrema razao e considerar o maior deles como a altura
da pirdmide e o menor como o ap6tema do pentagono regular da base de tal pirimide. Com essa
piramide construida pudemos compor o dodecaedro regular. Para o icosaedro regular, notamos
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que o prolongamento de uma de suas faces permite construir um retangulo, com um de seus
lados sendo a aresta do icosaedro e que as duas outras arestas representam metade das diagonais
desse retangulo. Constatamos que esse retdngulo ¢ um retangulo aureo. Dessa forma foi possivel
constatar, ainda, como esse retangulo € dureo, a partir da constru¢do de um retangulo dureo, que
a metade de suas diagonais corresponde as arestas laterais de uma piramide que tem como aresta
da base o lado menor desse retangulo aureo. Com essa constatacao, foi possivel construir uma
piramide que pode compor um icosaedro regular. A partir de relagdes e medidas obtidas durante
a constru¢do deduzimos formulas para o calculo da medida de volume para cada um dos
poliedros regulares, tanto em fun¢do da medida da aresta de cada um, quanto em fung¢do da
medida da diagonal, ou didmetro da esfera que circunscreve cada um deles. No caso do icosaedro
e do dodecaedro, a possibilidade de decompor cada um em piramides regulares e de obter a
medida da altura de cada uma delas foi o que permitiu a deducdo das férmulas para a medida de
seus volumes. Pudemos entdo, verificar que existem condi¢des necessarias para determinar se
uma piramide regular de base pentagonal possa ser usada para compor um dodecaedro regular e,
de modo analogo, para que um tetraedro regular possa ser usado para compor um icosaedro
regular, existem condi¢des necessarias para determinar se um tetraedro regular possa compor um
icosaedro regular.

Entendemos que realizamos uma transposi¢ao didatica interna, segundo os pressupostos
teoricos de Chevallard (1998), porque conseguimos estudar didatica e matematicamente as
construcdes dos poliedros regulares, de um ponto de vista ndo encontrado em nossa revisao
bibliografica e estudo de livros didaticos. Construimos um processo para o ensino de poliedros
regulares e o calculo da medida de seus volumes que poderiam, com adaptagdes, fazer parte da
matematica escolar, seu diferencial estd tanto nas construgdes, quanto no desenvolvimento de
formulas em um ensino mais significativo para os alunos. As apreensdes, segundo Duval (2012),
podem ser construidas visto que foi desenvolvido um discurso associado a compreensao do
desenho que conduziram ao desenvolvimento efetivo de constru¢des geométricas. Esse discurso
juntamente com a apreensao sequencial permitiu escrever uma sequéncia de passos para a
construcao dos poliedros. A apreensdo operatéria sobre as figuras, a partir das modificacdes
possiveis, articulada com a apreensao discursiva permitiu justificar e demonstrar
matematicamente as construgdes realizadas e, ainda deduzir outras relagcdes que permitiram
estudar piramides que possam compor o icosaedro ou o dodecaedro. A visualizagdo também foi
desenvolvida com a articulagdo das apreensdes perceptiva e operatdria. Foi fundamental a
conversao de representacdes realizadas do registro figural para representa¢des no registro
algébrico e tratamentos em cada um deles. No registro figural as modificagdes nas figuras,
permitiram o desenvolvimento da apreensdo operatéria. Dentre elas, destacamos a modificacao
mereologica que se faz em fungdo da relagdo parte todo ocorreu em varios momentos, por
exemplo, na divisdo de segmentos em média e extrema razao ou na decomposi¢ao dos poliedros.

Referencias e bibliografia
Bicudo, 1. (2009). Os Elementos - Euclides. Livro XIII, Editora Unesp, p.563.
BNCC, Diretrizes Curriculares Nacionais da Educag¢do Basica. (2013). Brasilia: MEC; SEB; DICEL

Brasil, PCN+ Ensino Médio. (2002). Orientagdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais, Brasilia: MEC/SE.

Duval, R. (1988). Approche cognitive des problemes de geométrie em termes de congruence. Annales de
Didactique et de Sciences Cognitives, v.1, p.57-74, IREM de Strasbourg.

Santos, A. A. (2016). Constru¢cdo e Medida dos poliedros convexos com o Cabri-3D: uma possivel
transposig¢do didatica. 167p. Tese (Doutorado em Educagdo Matematica), PUC, Sao Paulo.

Poster XV CIAEM-IACME Medellin, Colombia, 2019.

1813



=~ X v CI ! EI I Conferencia Interamericana de Educacion Matematica

Conférencia Interamericana de Educacio Matematica
Inter-American Conference on Mathematics Education H
Medellin - Colombia ' .

g Uni i
5 - 10 maya/malo/may. 2019 (& f:v Universidad

IV ERSIRAD
de Medellin

DEANTIOOULA

Jogos educativos como ferramenta no ensino aprendizagem de
Geometria

Isadora Freitas de Oliveira

Universidade Tecnologica Federal do Parana
Brasil

isadora.2017@alunos.utfpr.edu.br

Laura Marco Reginaldo

Universidade Tecnologica Federal do Parana
Brasil

lauramarco2010@hotmail.com

Giovana Melchiades Melendi

Universidade Tecnologica Federal do Parana
Brasil

giovanammelendi@gmail.com

Bruna da Cunha Castilho

Universidade Tecnologica Federal do Parana
Brasil

brunacastilho@alunos.utfpr.edu.br

Danielle Gongalves de Oliveira Prado
Universidade Tecnologica Federal do Parana
Brasil

danielle@utfpr.edu.br

A matematica sempre foi uma matéria desafiadora para os alunos, apesar de estar tao
presente no cotidiano. Ela exige muita concentragado, raciocinio 16gico, estudo e dedicagdo desde
o primeiro contado. Porém, muitas vezes, o aluno apresenta dificuldades no seu entendimento e
acaba ficando desmotivado, ou seja, perde o interesse pela aprendizagem. Infelizmente, a cada
ano isso vai se agravando e contribuindo para o aumento no déficit de conhecimento.

No Brasil, segundo o SAEB (2015), as proficiéncias médias em Matematica evoluiram nos
anos iniciais e finais do Ensino Fundamental I e 11, mas cairam no Ensino Médio pela segunda
vez consecutiva. Nesse tltimo mddulo, o Parana est4 6 pontos acima da média brasileira
ocupando a 7% posi¢ao, ficando atras dos estados de DF, MS, RS, SC, RJ e ES.

Sabendo disso, a estratégia do uso de jogos educativos envolvendo conceitos matematicos
se tornam uma solu¢do para despertar um novo interesse na disciplina pelos estudantes. Através
desse tipo de ferramenta, € possivel reconhecer as maiores dificuldades de aprendizagem dos
alunos, assim o educador pode intervir quando necessario, além de proporcionar um
entretenimento agradavel entre eles. Para Muniz (2013), esses jogos se tratam de materiais
pedagogicos fantasiados de jogos que possuem um professor como juiz.
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A Escola de Desenvolvimento Humano Casa do Caminho — EDHUCCA, foi escolhida para
realizacdo das atividades propostas. A instituicdo, que ndo possui fins lucrativos, foi criada em
2001 na cidade de Apucarana — PR, e sua ideologia ¢ baseada no ECA — Estatuto da Crianca e do
Adolescente. A escola da uma atencao especial a familia, priorizando os lares que estdo em
situacdo de risco e vulnerabilidade social.

Cada jogo educativo apresentado tem sua finalidade e metodologia de desenvolvimento
propria, além de apresentar niveis de dificuldade diferentes, podendo ser aplicados a criangas e
adolescentes de idades distintas. Santos (2014) afirma que o pensamento geométrico ¢ construido
a partir de quatro elementos: o objeto, possibilitando ao aluno o toque; o conceito, através da
manipulag¢do do material; o desenho e, por ultimo, a imagem mental, consolidada a medida que
os estudantes conseguem descrever as propriedades de uma figura mesmo sem a sua presenga.

Nesse trabalho, focamos em jogos que trabalhem com esses elementos e o
desenvolvimento do conhecimento da Geometria, conteudo de suma importancia na
aprendizagem de matematica. O objetivo tanto do Domin6 da Geometria Espacial (Figura 3)
quanto do Piff Geométrico (Figura 4) ¢ a identificagdo e reconhecimento de formas geométricas
espaciais no cotidiano.

No domind, as cartas devem ser divididas igualmente entre todos os jogadores e vence
quem acabar primeiro com suas pegas. Ja no piff, 6 cartas sdo entregues para cada jogador, que
devera formar 3 pares, sendo que cada par ¢ formado por cartas de caracteristicas comuns.

Figura 3. Domin6 da Geometria Espacial Figura 4. Piff Geométrico
Fonte: Autores, 2018. Fonte: Autores, 2018.

E importante acompanhar o rendimento de cada um dos participantes e fazer avaliagdes
sobre o comportamento deles durante as atividades. Dessa forma, novas propostas, que atendam
as demandas e as necessidades da turma podem ser preparadas para os dias que seguem.

No primeiro contato, os alunos apresentaram uma base precaria no conhecimento da
matematica, mostrando que o cendrio da educagdo publica brasileira realmente deixa a desejar.
Além disso, vale ressaltar que, em sua maioria, os participantes apresentam problemas
familiares, logo, a oficina de jogos matematicos faz com que eles se distraiam, divirtam e
socializem, tornando assim, a matematica cada vez mais interessante para 0os mesmos.

Foi observado que, apos aplicagdes dos jogos os alunos comegaram a se interessar mais
pelo conteudo, mostrando que esta pratica semanal de brincar de maneira educativa despertou
nos jovens curiosidade e entusiasmo pela matematica.

A idade dos alunos foi fundamental para a escolha dos jogos, para que a selecao dos
mesmos fosse a melhor possivel, ja que o objetivo era obter um crescimento no conhecimento da
matéria. Foi necessario iniciar com jogos mais simples para identificar qual o nivel de
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dificuldade dos adolescentes, assim podendo partir para jogos mais complexos.

Devido a relevancia educacional e social do trabalho desenvolvido, pretende-se continuar
aplicando os jogos nessa institui¢do, e ainda, estender as atividades para outros contetidos
importantes da matematica.
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Resumo

Investigamos a percep¢ao de alunos sobre a relacdo geometria-aritmética e
promovemos uma integracao de saberes na aprendizagem da matematica,
especificamente na primeira fase do Ensino Fundamental. A partir de observagdes
realizadas em nossas experiéncias pedagogicas com conceitos geométricos,
identificamos questionamentos dos proprios alunos se geometria era matematica.
Assim, praticas educacionais foram aplicadas a fim de diagnosticar relagdes que os
alunos faziam entre saberes e promover a integragdo dos conceitos geométricos e
aritméticos. Baseamos nossos estudos em Alves (2012), Lorenzato (2008) e Tripp
(2005) e os dados foram analisados conforme Favero & Trajano (1998) e Moro &
Soares (2005). Os resultados sugerem que ha alunos que ndo compreendem a relagdo
geometria-aritmética, desassociando uma da outra, e apresentam dificuldades em
resolver problemas elementares envolvendo leitura geométrica e escrita aritmética.
Ainda, ¢ necessario ampliar a pesquisa no sentido de compreender, também, a
percepgao dos professores no ensino de geometria na Educacao Basica.

Palavras chave: matematica, geometria, aritmética, experiéncia pedagogica.
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Introduciao

A presente pesquisa foi realizada em uma escola publica da Rede Federal, localizada na
cidade de Goiania no estado de Goias, Brasil, em uma turma de 4° ano, primeira fase do Ensino
Fundamental. O intuito da pesquisa foi entender quais eram as percepcdes dos estudantes sobre a
relagdo geometria-aritmética e a integrag@o de conceitos e saberes na aprendizagem da
matematica. A motivacao desta investiga¢do se deu num processo com abordagens de conceitos
geométricos, em que buscavamos relaciona-los com o cotidiano dos alunos. Surgiram
questionamentos de alunos que afirmavam que o tema ndo era de matematica, de onde
identificamos que alguns alunos ndo enxergavam a geometria como ramifica¢do ou parte da
matematica. Percebemos que seria importante entender melhor o que aqueles alunos pensavam a
respeito de geometria e matematica e suas relacdes.

J& no inicio do processo do estudo, dada a fase inicial de formag¢ao dos alunos envolvidos,
identificamos que a maioria desses considerava como matematica aqueles conceitos da
aritmética e, assim, se referiam a matematica (e usavam essa palavra) somente quando a
aritmética estava envolvida. Buscamos estabelecer relagdes mais claras entre geometria e
aritmética a fim de que os alunos pudessem chegar a ideia de que a matematica ndo ¢ um
universo segmentado, mesmo sabendo que uma “separacdo” de conceitos matematicos € algo
considerado natural dentro da disciplina. Lorenzato (2008) afirma que essa divisdo de areas da
matematica no Brasil é algo que sempre aconteceu.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (BRASIL, 1997, p.38), a
matriz curricular para alunos do Ensino Fundamental deve conter o estudo de numeros
(aritmética e algebra), bem como o estudo de formas (geometria). Deve, também, apresentar o
estudo de grandezas e medidas, esse possibilitando uma interligagdo dos campos de geometria,
aritmética e algebra, permitindo a consolidacdo dos conceitos propostos. Entendemos que essa
interagcdo dos conceitos entre os diferentes campos pode surtir efeitos em espagos de
aprendizagem que levem a apropriacdo destes. Consequentemente, estimula as fungdes
cognitivas (MAGALHAES, 2011) essenciais para o desenvolvimento do ser humano.

Miguel, Fiorentini & Miorim (1992) salientam, a respeito da relagdo geometria-
aritmética, que
Queremos, na verdade, revelar a existéncia de uma atitude oscilatéria e maniqueista em relago a esses
dois campos fundamentais da Matematica que, infelizmente, parecem direcionar os estudos, as
reflexdes e os debates sobre o ensino da Matematica Elementar, pelo menos a partir da década de 70,

quando as primeiras ressonancias do chamado movimento da matematica moderna se fizeram sentir
no interior de nossas escolas (MIGUEL; FIORENTINI; MIORIM, 1992, p. 39).

A geometria tem um grande papel na aprendizagem de conceitos matematicos. E por
meio dela que podemos visualizar conceitos. E essa importancia toma um nivel ainda maior
quando se trata da aprendizagem infantil. E nessa fase que os primeiros conceitos matematicos
sdo introduzidos na vida de toda crianga. E a geometria, entdo, tem sua relevancia maximizada,
pois o exercicio deixara de ser apenas tedrico e passara a ser também visual. Vieira (1997) diz

As leituras realizadas sobre o tema de presente pesquisa refor¢am o entendimento de que o processo
de ensino-aprendizagem da geometria ¢ fundamental para apoiar a constru¢do de conceitos
matematicos cientificos. E mais, destacam também que o ensino dos contetidos de geometria,

aritmética e algebra devem estar entrelagados, advindo dai o interesse por elaborar um programa
voltado para o ensino inter-relacionado dos contetidos de geometria e algebra (VIEIRA, 1997, p. 21).

Mas entdo se tal integracdo ¢ tdo importante e ndo se da de maneira natural no ensino da
matematica na Educa¢do Basica brasileira, hd que pensar em maneiras para que isso acontega. A
alternativa que tem se mostrado mais eficaz ¢ a resolug@o de problemas. Além de utilizar a
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aritmética para resolver o que ¢ pedido, a interpretagdo geométrica da uma ideia visual do que ¢é
o problema.

O grande desafio ¢ mostrar que a matematica ¢ um aglomerado de ideias, conceitos e
estruturas muito importantes e que se fazem dependentes entre si. Dessa maneira, para que o
aluno compreenda de forma mais natural que estruturas como a geometria e a aritmética fazem
parte da mesma matematica, ¢ necessario que desde as séries iniciais o professor saiba organizar
as suas aulas com cautela. Ele deve trazer, mesmo que de forma simples, uma matematica que
utilize varios conceitos e métodos para sua resolu¢do ou entendimento. Alves (2012) destaca que

Para Piaget, a percep¢@o ndo ¢ uma atividade nica, fazendo parte, sim, de processos diversos como a
exploracdo, reorganizagdo, esquematizagdo, transporte e antecipacdo. Além do que, apesar de todas

essas atividades estarem possivelmente presentes desde o nascimento, elas ndo acontecem pelo que
parece, no mesmo ritmo (ALVES, 2012, p. 3).

A partir do momento em que o professor conseguir, por meio de seu planejamento e
trabalho, desenvolver atividades que tragam uma matematica “completa”, ou seja, geometria,
aritmética e até mesmo algebra de formas integradas, ele estara promovendo percepcdes que
acabardo com uma visdo fragmentada que essa ciéncia possui. Com isso, nossa proposta se
resumiu em conhecer o que os alunos sabiam a fim de tentar entender todas essas percepgdes que
envolvem a relagdo geometria-aritmética transversalmente com a experiéncia.

Método

Participaram desse estudo 31 alunos de uma turma de 4° ano (primeira fase do Ensino
Fundamental) de uma escola ptblica da Rede Federal de Goiania (Goiéas-Brasil). O objeto de
investigagdo nasceu a partir de questionamentos dos proprios alunos. Praticas educacionais
foram aplicadas abordando conceitos de geometria e aritmética condizentes com a maturidade
escolar dos estudantes a fim de diagnosticar as relagdes que esses faziam entre saberes
matematicos, além de promover o entendimento da integragdo dos conceitos geométricos e
aritméticos. Foram abordadas desde aulas tedricas a atividades lidicas em ambientes externos
(por exemplo, observacdes de elementos presentes em uma quadra poliesportiva, em uma roda
de bicicleta, em que exploramos os desenhos e formas e algumas medidas). Para o presente
estudo trazemos trés atividades: a Atividade 1 buscou sistematizar as observagdes da pesquisa no
sentido de identificar as relagdes que os sujeitos estabelecem entre geometria e matematica,
sendo ela composta por perguntas abertas € um problema bastante elementar; ii) as Atividades 2
e 3 exploraram os conceitos de raio, didmetro, circulo e circunferéncia, com situagdes em que 0s
estudantes deveriam vivenciar a geometria e a aritmética conjuntamente. As atividades estdo
apresentadas no Apéndice A. Os alunos responderam as atividades individualmente, sem ajuda
dos pesquisadores. Realizamos uma pesquisa-agao, como sugere Tripp (2005), e as respostas
foram analisadas como apontam Favero & Trajano (1998) e Moro & Soares (2005).

Resultados e discussao de dados

Considerando a Atividade 1, inferimos algumas relagdes que os alunos fazem com respeito
da geometria e da matematica. As respostas refletem que parte dos alunos tinham a percepcao de
que as aulas/atividades de geometria ndo necessariamente eram de matematica. Veja:

Comunicagdo XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1819



Relagoes entre geometria e aritmética: um estudo a partir da experiéncia

Tabela 1

Percepgoes dos alunos sobre a geometria e a matematica, Atividade 1.

Categorias Numero de Alunos

Al. Acreditam que existem diferencas entre a Matematica e a Geometria,

mas concordam que Geometria ¢ Matematica e vice-versa. 10
A2. Acreditam que existem diferencas entre a Matematica e a Geometria e 4
que Geometria ndo ¢ Matematica e vice-versa.
A3. Nao existem diferencas entre Matematica ¢ Geometria. 14
A4. Nio conseguiram articular. 3

Na Categoria Al incluimos aqueles alunos que conseguiram enxergar uma diferenca entre
matematica e geometria e concordam que uma faz parte da outra. Pudemos perceber que, mesmo
dentre aqueles alunos que entendem que a geometria faz parte da matematica ou vice-versa, ha
alguns que acreditam que a diferenca entre a geometria e matematica ¢ o fato de a geometria se
tratar de formas, desenhos e figuras enquanto a matematica esta relacionada as contas e aos
calculos (aritmética). As notacdes da Figura 1 a seguir trazem exemplos.

1. Levando om considerngie tudo o gue Tei
s T e e eocmnniziria
i PR A e
T P, T e
N A
T A peoemessis o mracchdtiva T =
e T e
=3

M e rasasiessaitiion. & monmacksind
= wy o o

£ -

Figura 1. Respostas de alunos, Categoria Al, Atividade 1. Fonte: Acervo Pessoal.

E importante observar também a forma como os alunos fazem relagdes: “a matemética é
responsavel por somar e a geometria medir o quadrado”. De acordo com nossas experiéncias, 0
aluno pode estar relacionando “medir o quadrado” e “somar” com o célculo do perimetro, pois
esse conceito fora abordado. Ou seja, esse aluno provavelmente conseguiu enxergar um elo entre
medir e saber quanto vale o lado de um quadrado, por exemplo, e somar estes lados para se
chegar a um resultado como um processo completo e ndo segmentado.

Na Categoria A2 estdo os alunos que citam as diferengas entre a matematica e a
geometria ¢ afirmam que uma ndo ¢ a outra.
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Figura 2. Respostas de alunos, Categoria A2, Atividade 1. Fonte: Acervo Pessoal.
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Vemos na Figura 2 que os alunos disseram que existe diferenga entre a matematica e a
geometria e que ha alunos que acreditam que uma ndo ¢ a outra. Inferimos que um dos alunos
tende a entender a matematica como algo mais “amplo” que a geometria, quando usa a expressao
“mais ou menos” na resposta a Pergunta 2. Mais uma vez encontramos o argumento em que
coloca a matematica como “contas” e a geometria como “formas”.

Na Categoria A3, que equivale a 45% dos alunos (14), temos aqueles que acreditam que
ndo existe nenhuma diferenca entre matematica e geometria e entendem que uma faz parte da
outra. Vejamos as nota¢des na Figura 3:
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Figura 3. Respostas de alunos, Categoria A3, Atividade 1. Fonte: Acervo Pessoal.

Esses alunos consideram matematica e geometria um mesmo universo, apontam em suas
respostas que uma faz parte da outra. Isso nos faz perceber que para eles a ligagao entre
matematica e geometria ¢ natural. Ainda que saibamos que hé inimeros conceitos de matematica
que ndo se enquadrem em geometria, optamos por ndo levar a discussdo a um tom tao profundo e
especifico. Levamos em consideracdo o caminhar escolar dos alunos envolvidos, a faixa etaria, a
maturidade, a experiéncia prévia, diante do curriculo escolar. Ainda ndo era o momento das
formalidades conceituais, formulas, propriedades etc. Estdvamos vivenciando as primeiras
experiéncias com diversos conceitos geométricos, que pudessem ser adquiridos pela experiéncia
e observacdo. Diante disso, valorizamos, sobretudo, que os alunos pudessem perceber a inter-
relag@o entre os conceitos de matematica como um todo, em particular, quando se trata de
geometria e aritmética.

Contudo o que pudemos observar a respeito da Atividade 01, vemos que 45% dos alunos
(14) conseguem visualizar matemadtica e geometria como algo unico e dependente e 55% dos
alunos (17) acreditam na independéncia das duas éareas, principalmente com a ideia de que somar
e medir fazem parte de universos distintos. Ainda, 48% (15 alunos) vé a geometria e a
matematica como duas disciplinas que empregam metodologias diferentes: a geometria como
estudo das formas e a matematica como estudo dos nimeros e contas. Essas observagdes sao
bastante naturais, pois de acordo com Van de Walle (2009), a geometria € o estudo das formas e
do espago com caracteristicas proprias que auxiliam o processo educacional.

As Atividades 2 e 3 buscaram explorar os conceitos de raio, didmetro, circulo e
circunferéncia, oportunizando situagdes que envolvessem a geometria e a aritmética
conjuntamente. A Atividade 02 permitia aos estudantes expressarem com palavras as suas
constatagdes, enquanto a Atividade 03 envolvia a interagdo dos conceitos com pequenos calculos
aritméticos. Confrontando as respostas dessas atividades, pudemos perceber que dos 29 alunos
respondentes (02 alunos que responderam a Atividade 1 ndo participaram das Atividades 2 e 3),
apenas 31% deles (9) souberam expressar corretamente o conceito de didmetro (consideramos a
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linguagem matematica/materna do aluno) e calcula-lo para uma circunferéncia com um raio
dado. Além disso, cerca de 52% dos alunos (15) ndo souberam relacionar com aproveitamento o
conceito estudado a aritmetizacdo da relacdo raio-diametro. Desses 15 alunos, 9 deles souberam
calcular o valor do didmetro, mas ndo conseguiram alcangar uma resposta esperada quanto a
absor¢do do conceito em si e os outros 6 alunos o souberam definir, mas ndo conseguiram
calcular de maneira correta. Por fim, cerca de 17% dos alunos (5) ndo conseguiram expor de
maneira correta o conceito de didmetro nem calcular o didmetro de uma circunferéncia com o
raio dado. Apresentamos a tabela a seguir.

Tabela 2
Resultados da Andlise das Atividades 2 e 3.

Categorias Numero de Alunos
B1. Sabem definir didmetro e sabem calcula-lo. 9
B2. Sabem definir didmetro, mas ndo sabem calcula-lo. 6
B3. Néo sabem definir didmetro, mas sabem calcula-lo. 9
B4. Nédo sabem definir didmetro e nem sabem calcula-lo. 5

Vemos que os alunos na Categoria B1 sabem definir o didmetro e sabem calculé-lo. Eles
representam menos de um terco do total de respondentes. Podemos entender que tais alunos
souberam enxergar o elo existente entre o conceito apresentado do diametro e a relagao
aritmética usada na multiplica¢do do valor da medida do raio por dois.

Aqueles na Categoria B2 sabem definir didmetro, mas ndo sabem calculé-lo. Cerca de
21% dos alunos (6) estdo situados nesse conjunto. Podemos inferir que tais individuos, apesar de
entender o que o didmetro significa dentro de uma circunferéncia, ndo conseguem visualizar a
relagdo diametro-raio de forma aritmética. J4 na Categoria B3, os sujeitos ndo sabem definir
didmetro, mas sabem calculé-lo. Cerca de 31% dos alunos (9) estdo inseridos nesse grupo.
Apesar de ndo terem uma ideia corretamente formalizada do conceito de didmetro, usam a
representacdo geométrica da circunferéncia e do raio para calcular o valor do diametro.

Finalmente, na Categoria B4, encontramos cerca de 17% dos alunos (5). Para esses, que
apresentam nao saber definir didmetro e nem calculd-lo, ¢ importante buscar compreender
porque ndo conseguiram internalizar os conceitos, tampouco conectar a representagao
geométrica da circunferéncia e do raio para determinar o valor do didmetro.

Diante do cenario exposto, percebemos que a maioria dos alunos ainda ndo entende a
relag@o existente entre um conceito geométrico dado e a sua aritmetizag@o. Para esses, 0s
conceitos estdo desassociados, como apontam Miguel, Fiorentini & Miorim (1992). Assim,
avaliamos a importancia de aprofundar as discussdes, apresentando novas oportunidades aos
alunos a fim de que consigam identificar os saberes geométricos e aritméticos, além de serem
capazes de resolver problemas elementares que os envolvam.

Consideracoes finais

Nossos estudos apontam que ¢ interessante trabalhar geometria e aritmética, buscando
integrar os conceitos. Uma vez que identificamos questionamentos entre os alunos da primeira
fase do Ensino Fundamental, buscamos investigar se era possivel perceber a relagdo geometria-
aritmética nessa fase da Educacao Bésica. Pudemos perceber que, com o passar do tempo, um
namero maior de alunos ja conseguia enxergar alguma relagdo entre as “formas” e as “contas”. E
na medida em que eles conseguiram entender tais relagdes de forma mais natural, foram
amadurecendo matematicamente. Tal movimento ¢ importante, pois como a matematica ¢ uma
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ciéncia que se divide em vdrias subareas, saber que existe ligagdo entre todas elas ¢ algo
essencial para o desenvolvimento cognitivo do individuo.

Talvez a grande dificuldade que o ensino da geometria enfrenta hoje seja a sua
independéncia dentro de uma aula de matematica. Muitos dos livros didaticos colocam os
conteudos de geometria como os ultimos topicos dos contetidos programaticos. Em muitas
ocasioes, por falta de tempo, tais contetidos ndo chegam a ser trabalhados em sala de aula. Os
alunos envolvidos experimentam exatamente o contrario. Para eles, os temas referentes a
geometria sdo sempre intercalados aos temas referentes a aritmética. Defendemos praticas como
essa, pois, na medida em que o aluno internaliza os conteudos de forma integrada, sua
aprendizagem matematica se dara de forma mais efetiva, onde ele sabera usar artificios
geométricos para entender aritmética e vice-versa.

Por fim, entendemos que ¢ necessario ampliar a pesquisa no sentido de compreender,
também, a percepcao dos professores e futuros professores no ensino de geometria na Educacgao
Basica, uma vez que a visdo desses reflete diretamente na percep¢ao formada pelos alunos.
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Apéndice A
Atividades 1,2 e 3

Atividade 1

1. Levando em consideracao tudo o que foi estudado até agora, existem diferengas entre matematica e
geometria?

2. A geometria ¢ matematica?
3. E a matematica, ¢ geometria?

4. Pinte o balao que vocé acredita representar a figura abaixo e depois explique porque vocé escolheu este
baldo.

)

12 cm
12 cm

5 cm

Beom
5cm

e . e — e ——
\“-Mf temat_lp(.:g) ( Matematica Q Geometria;)
~...._¢ Geometria ..~ —

Atividade 2

Considerando a atividade que foi feita fora da sala de aula, responda:

1. Qual ¢ a diferenca entre circulo e circunferéncia?

2. Quando o barbante se tornou maior, 0 que aconteceu com o circulo e com a circunferéncia?

3.0Observe a figura e indique: o raio (barbante), o circulo e a circunferéncia.

e ]

\ ) ]

4. Lembrando da atividade que foi feita, qual ¢ a importancia de manter o barbante bem esticado na hora
de desenhar a circunferéncia?

5. E o que aprendemos sobre o diametro?

Atividade 3
1. De acordo com as circunferéncias 2. Com o auxilio de uma régua, calcule o valor
abaixo, calcule o que se pede: do raio da roda da frente da bicicleta abaixo.
| I \ /.. Alhem
; - / i =
el oovalos do difmetra? izl & oovalor do rrin®
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Resumo

Neste trabalho apresenta-se o relato de uma experiéncia de ensino, que faz parte do
projeto da tese de doutorado, em andamento, que nesta etapa teve como objetivo
estabelecer indicios de como a articulacdo entre, aprendizagem significativa e
tecnologia de ensino pode favorecer a construcio de aprendizagem significativa da
trigonometria aos alunos. A proposta estd embasada na perspectiva da Teoria de
Aprendizagem Significativa (TAS). Neste sentido, a caracteriza¢do da (TAS) esta
alicercada a partir da visdo cognitivista de Ausubel, perpassando pelas concepgoes
criticas de Moreira e, concatenada a visio mais humanista introduzida por Novak. A
acdo relatada ocorreu com uma turma de 9° do Ensino Fundamental composta por 30
alunos, na disciplina de Matematica, na regido do Vale do Taquari, RS, Brasil. Por
ser uma atividade de cunho exploratdrio ndo se apresentam resultados.

Palabras clave: Aprendizagem Significativa, Geometria, Trigonometria, Tridngulo
Retangulo, Ensino.

Introduciao

Nao ¢ dificil identificar alunos desconectados da sua realidade, do meio em que vivem, da
situacdo politica, social e humanitaria, e porque nao salientar a alienacdo dos préprios principios
de aprendizagem sem nenhum espago para a criatividade e para a constru¢do do conhecimento de
forma significativa. Observando as pesquisas de P&€go (2013), Leite (2013), Silva (2014) e outras
ndo citadas foi possivel observar as dificuldades dos estudantes na transposi¢ao dos conceitos de
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geometria para a trigonometria, abordados no 9° Ano do Ensino Fundamental, em situagdes
reais, do dia a dia.

Tais dificuldades, revelaram-se como causa de desinteresse e desmotivagdo para aprender.
Segundo Ausubel (1982), dois fatores sdo fundamentais para se estabelecer aprendizagem com
significado. Primeiro, o estudante precisa estar motivado para o aprendizado; segundo, o material
deve ser potencialmente significativo, isto €, ndo arbitrario, de tal forma que o estudante possa
relaciona-lo com seus subsungores.

A busca por uma abordagem pedagogica que permita a superagdo de algumas barreiras
para os processos de ensino e de aprendizagem, faz presumir, a necessidade de enunciar o
objetivo a partir da leitura dos referenciais teéricos tomados. Assim, neste trabalho, a articulagao
entre, aprendizagem significativa e tecnologia de ensino ¢ objeto de estudo, com o objetivo de
investigar como ambientes de ensino e de aprendizagem que consideram o uso de variadas
tecnologias de ensino, podem favorecer a construg¢do de aprendizagem significativa da
trigonometria aos alunos.

Com esses pressupostos norteadores, buscou-se planejar e explorar de maneira estratégica
atividades com potencial para promover a aquisi¢do de subsungores e consequentemente,
aprendizagem significativa relacionada ao papel dos conceitos geométricos aplicados ao campo
da trigonometria. Para tanto, situagdes encontradas no dia a dia dos alunos (otimizagdo de
terrenos, atravessar uma avenida, subir ladeira, telhados de casas, pistas de fluxo invertido e
outras) serviram de ponto de partida para a abordagem, visando a contextualiza¢do do ensino de
trigonometria. Neste sentido, Scheller e Biembengut (2013) concordam que um estudante precisa
ir além do dominio de técnicas e estratégias de calculo; deve desenvolver a iniciativa e o senso
criativo, para saber adapta-lo a diferentes contextos. Desta forma, ele podera visualizar a
aplicacdo de conceitos abstratos, em situagdes reais do seu cotidiano.

A trigonometria, bem como a maioria dos conteudos da matematica que sdo estudados na
Educacao Basica, surge em um primeiro momento a partir de necessidades praticas. Neste
sentido, busca-se com as atividades desenvolvidas uma aproximacao entre as situagdes reais e
tedricas de maneira a colaborar na aquisi¢ao e/ou consolidagdo dos subsungores dos alunos.

Diante dessas consideragdes apresenta-se, na secdo 2, o referencial tedrico, com base no
qual o trabalho foi realizado. Na secdo 3 ¢ descrita uma das atividades desenvolvidas e
consideragdes acerca da abordagem, seguida pela se¢do 4, em que € apresentada uma analise dos
indicios de aprendizagem obtidos. Na tltima sec¢do, dedicada as consideragdes finais,
procuramos evidenciar o que ja pode ser dito, em termos de agdo exploratéria que busca
apresentar encaminhamentos para aprendizagem significativa da trigonometria no tridngulo
retangulo.

Referencial

Inclua A falta de nogdo de geometria pela maioria dos nossos alunos ndo esta apenas
imbricada as questdes de engessamento do curriculo escolar. Para Meneses (2007), o tratamento
que se impde a geometria nas ultimas décadas criou uma lacuna que ainda ndo foi reparada. Os
livros didaticos atuais mesclam o ensino da geometria do inicio ao fim dos mais variados
contextos buscando uma aproximacao entre tais, mas ainda existe a postura, por parte de alguns
profissionais, de sempre deixar de lado seus conteudos. Neste sentido, Nacarato (2002, p. 85)
argumenta que:

A auséncia da geometria na escolarizagdo formal vem formando geragdes de profissionais,
principalmente professores, que desconhecem os fundamentos desse campo da matematica,
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pouco discutido no ambito da pratica pedagdgica.

Segundo o autor (2002), a deficiéncia da formagdo geométrica € o principal motivo para o
surgimento de profissionais despreparados quanto ao desenvolvimento adequado desse conteudo
em sala de aula. “A ndo compreensdo, por partes dos professores, da importancia da formagao de
conceitos geométricos para o desenvolvimento do pensamento matematico” favorece a
resisténcia desses profissionais em relagdo ao trabalho com geometria (2002, p. 85). De acordo
com as concepgoes de Filho (2002, p. 16):

A linguagem geométrica esta de tal modo inserida no cotidiano, que a consciéncia desse fato
ndo ¢ explicitamente percebida. E dever da escola explicitar tal fato a fim de mostrar que a
Geometria faz parte da vida, pois vivemos num mundo de formas e imagens.

Assim, € necessario possibilitar aos alunos enxergar de forma diferente o ambiente
geométrico em que convivem, buscando um novo olhar critico que o estudo da geometria
oferece, criando sentido onde nada se vé. Com o intuito de colaborar na busca de mais uma
alternativa para a tematica buscamos no campo da trigonometria elaborar uma sequéncia didatica
aliada ao uso de tecnologias diversificadas de ensino que favoreca a aprendizagem significativa
dos alunos.

Nesta perspectiva e, em consonancia com a propria historia da Geometria inferimos que a
evolucao histdrica da trigonometria do triangulo retangulo aconteceu a partir das respostas a
perguntas contextualizadas em elementos praticos e vinculados a outras ciéncias, e essas
interagdes motivaram o surgimento dos principais teoremas que constituem a trigonometria. De
acordo com Boyer (1996, p. 108),

A trigonometria, como os outros ramos da matematica, nao foi obra de um s6 homem - ou
nacdo. Teoremas sobre as razdes entre lados de tridngulos semelhantes tinham sido usados
pelos antigos egipcios e babilonios. Dada a falta, no periodo pré-helénico, do conceito de
medida de angulo, tal estudo seria melhor chamado “trilaterometria”, ou medida de poligonos
de trés lados (trilateros).

Neste sentido, o conhecimento do como e do porqué do surgimento de um novo conceito e
quais as transformagdes e evolugdes por ele sofrido faz-se necessario para o entendimento das
suas aplicagdes moderna. Ademais, acredita-se que o estudo historico do surgimento de um
conceito ¢ importante, pois evidencia os obstaculos epistemologicos do processo de construgdo
do saber matemético. A analise desses obstaculos ajudam a compreender as dificuldades dos
alunos de hoje e, por outro lado, o entendimento da propria Historia e evolugdo da Matematica
pode ser ampliado a partir da andlise dos erros e embaracos dos estudantes. (Vergnaud, 1994).

Com a intenc¢do de dar consisténcia ao embasamento da investigagdo procurou-se elencar
alguns encaminhamentos pertinentes a pesquisa. Neste seguimento destacam-se as tecnologias
educacionais (desde as mais tradicionais até as informaticas) que, historicamente sdo utilizadas
como ferramentas de ensino inferindo-se uma ligag¢@o entre a palavra e a realidade. Logo, na
perspectiva da teoria que suporta esta pesquisa, que esta em andamento, o ideal seria que toda
aprendizagem se transpusesse para uma situagao real de vida do aprendiz/ individuo/aluno.

Neste sentido, Ausubel (2003) contextualiza que, o contetido deve ser significativo para
quem aprende, gerando assim predisposi¢do e curiosidade por parte do aluno. Caso ndo tenha
sido estabelecida uma conexao entre o novo assunto e o que o aluno ja sabe (subsuncgor), ndo ha
aprendizagem.

Como exposto, para Ausubel, o conhecimento prévio, chamado de subsuncor, ¢
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fundamental, pois ¢ a partir dele que o novo conhecimento se sustenta e se desenvolve. Neste
aspecto, elenca-se como subsungores para o aprendizado de trigonometria no tridngulo retdngulo
os seguintes topicos: teorema de Tales, semelhanca de tridngulos e teorema de Pitdgoras. A partir
deles, desenvolveu-se o trabalho com as relagdes métricas e trigonométricas no triangulo
retangulo.

Os conteudos explicitados sdo considerados pegas importantes para aquisi¢ao dos
subsuncores necessarios para que o aluno possa engajar os conhecimentos novos aos ja
ancorados em sua estrutura cognitiva, ou ainda, ampliar os conhecimentos j4 internalizados.
Considerando os principais pressupostos apontados por Ausubel para a ocorréncia de
aprendizagem significativa destaca-se:

1) Disposi¢ao do aprendiz para aprender;
2) Material potencialmente significativo;
3) Existéncia dos subsungores na estrutura cognitiva do aprendiz.

A condicao referente a disposi¢ao do aluno em aprender significativamente requer que ele
manifeste uma disposi¢do para relacionar, de forma ndo-arbitraria e substantiva, o novo material
a sua estrutura cognitiva. Para Moreira (1999) a pré-disposi¢@o para aprender e a aprendizagem
significativa tém uma relacao ciclica: "[...] a aprendizagem significativa requer predisposi¢cao
para aprender e, a0 mesmo tempo, gera esse tipo de experiéncia afetiva". Nao basta que o
material, ou as atividades de ensino sejam potencialmente significativos se o aluno ndo estiver
motivado ou ndo dispuser de caracteristicas cognitivas adequadas, ou ainda, se ele se satisfaz
adquirindo conhecimentos vagos ou difusos, sem a significancia devida ao adotar estratégias que
o levam a internalizar o contetido de forma literal e arbitraria.

De acordo com as interpretagdes de Brum e Silva (2014, p. 76), “a busca de indicios sobre
a ocorréncia de uma aprendizagem significativa ndo ¢ uma tarefa simples”. Verificar se uma
aprendizagem ocorreu, segundo Ausubel, Novak e Hanesian (1980), simplesmente perguntando
ao aprendiz os atributos de um conceito ou proposi¢ao ¢ arriscado, haja vista a possibilidade da
utilizagdo de respostas mecanicamente memorizadas. Os autores entendem que € necessaria uma
compreensdo no dominio dos significados que se apresentam de forma clara, precisa,
diferenciados e transferiveis.

Na busca por indicios de uma possivel aprendizagem significativa Ausubel (2003) sugere
que se busquem evidéncias que o aprendiz estd compreendendo genuinamente um conceito, ou
seja, que ele estd atribuindo a ele significados claros, precisos, diferenciados e transferiveis.
Entretanto, para Moreira (1999), o aluno ap6s uma longa experiéncia em fazer exames pode se
habituar a memorizar ndo somente proposi¢des e formulas, mas também, causas, exemplos,
explicagdes e formas de resolver problemas exemplares. Para os autores Ausubel, Novak e
Hanesian (1980, p. 137),

Se tivéssemos que reduzir toda a psicologia educacional a um tnico principio diriamos que o
fator singular mais importante que influencia a aprendizagem ¢ aquilo que o aprendiz ja sabe,
descubra isso e baseie-se nisso seus ensinamentos.

Nessa perspectiva, Ausubel (2003) afirma que na aprendizagem significativa o aluno é
ativo na construcao do seu conhecimento e participa do processo educacional. Ha diversas
alternativas para verifica¢do da ocorréncia de aprendizagem significativa, como tarefas de
aprendizagem sequencialmente vinculadas, servindo de apoio a etapas posteriores da atividade, a
resolucdo de problemas bem como a utilizagdo de mapas conceituais. Também se podem utilizar
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classificagdes consensuais de especialistas de matérias e de professores para se avaliar o grau de
proximidade de relevancia cognitiva existente para uma determinada tarefa de aprendizagem.

No processo de aprendizagem significativa, a partir de sucessivas interagdes, conceitos sao
desenvolvidos, elaborados e diferenciados entre si. De acordo com a concepc¢ao de Moreira
(1997), a diferenciagdo progressiva ¢ o principio pelo qual os conceitos mais gerais e inclusivos
do contetido de ensino devem ser apresentados no inicio da instrucdo e, progressivamente,
diferenciados em termos de detalhes e especificidades. Para Ausubel (2003, p. 166),

[...] quando o contetido de uma disciplina ¢ programado de acordo com o principio da
diferenciag@o progressiva, apresentam-se, inicialmente, as ideias mais gerais e inclusivas da
disciplina e depois estas sdo progressivamente diferenciadas em termos de detalhe e
especificidade.

Esta ordem de apresentagdo do contetdo corresponde, presumivelmente, a sequéncia
natural de aquisi¢ao de consciéncia cognitiva e de satisfacdo, quando somos expostos a
determinados conhecimentos. Para justificar a abordagem Ausubel se baseia em duas hipdteses:

v E mais facil para os seres humanos captar aspectos diferenciados de um todo,
anteriormente apreendido e mais inclusivo, do que chegar ao todo a partir de suas
partes diferenciadas;

v A organizagdo do conteido de uma determinada disciplina na mente do individuo
¢ uma estrutura hierarquica na qual as ideias mais inclusivas estdo no topo da
estrutura e progressivamente incorporam proposicdes, conceitos € fatos menos
inclusivos e mais diferenciados.

De forma mais explicita, pode-se dizer que novas ideias e informagdes sdo aprendidas, e
retidas mais eficazmente, quando ja estdo disponiveis na estrutura cognitiva do aprendiz ideias
mais inclusivas e especificamente relevantes, para servir como subsuncores. Neste sentido, a
funcdo dos organizadores prévios em relacdo a qualquer topico ou subtopico, quando os
subsuncores ndo existem ou quando existem e o aprendiz ndo percebe sua relacionalidade com o
novo material ¢ de reorganizar a estrutura cognitiva.

No seguinte, apontam-se os encaminhamentos que norteiam os primeiros passos da
investigagdo exploratéria em andamento.

Procedimentos metodolégicos

A bala deve: A fim de contribuir para que o estudante consiga relacionar os conceitos de
geometria com a trigonometria com situagdes do contexto do seu cotidiano, tendo condi¢des de
analisar e intervir no mundo real, as agcdes foram todas planejadas de forma a contemplar o
arcabouco apenas do Ano/Curso ja abordado. Inicialmente, buscou-se na historia da
trigonometria, algumas situagdes-problema que surgiram no passado, cuja importancia ainda ¢
reconhecida nos dias de hoje.

Exemplo disso ¢ o estudo das relagdes existentes nos triangulos que, segundo Souza
(2010), surgiu por causa da necessidade de medir distancias inacessiveis. Os avangos nos
conhecimentos da Astronomia, da Agrimensura e da Navegacdo também impulsionaram a
utilizagdo da trigonometria na resolugdo de situacdes-problema. Ciente disso, o estudante se
apropria de subsidios para a tomada de decisdo, visando melhores resultados na atividade a
exemplo da jardinagem, medigdes de terras; calculo do desnivel do solo; alturas inacessiveis e
analise de fendmenos periddicos.
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Diante dessas consideragdes, planejou-se a pratica de campo, que foi realizada através de
visita aos viveiros de plantas, observacao de prédios construidos no bairro e de ruas que
apresentavam aclives considerados muito ingremes, que se localizam entorno do colégio no
suburbio da cidade de Lajeado, interior do Rio Grande do Sul. As atividades foram
desenvolvidas com uma turma de 9° Ano do Ensino Fundamental. A agdo teve o apoio do
professor da disciplina onde ocorre a pesquisa. Nesta perspectiva, tratou-se a contextualiza¢ao
que nortearam a pratica.

Os conceitos usuais de trigonometria, abordados no Ensino Fundamental, ainda nao
haviam sido tratados, anteriormente, em sala de aula, na forma tradicionalmente utilizada, por
meio de aulas expositivas. Com a pratica de campo, a inteng¢do era verificar a aprendizagem de
tais conceitos e, na medida do possivel, valida-la, como uma atividade com potencial para
promover aprendizagem significativa. Para esta pratica dispomos de duas aulas de 50 minutos
cada. A mesma consistiu de duas etapas: 1) discussdo entre professor e estudantes, com base na
realizacdo de tarefas relacionadas com o tema; 2) resolucao, pela turma, dividida em grupos, de
duas situagdes-problema.

A intencionalidade, foi encontrar um caminho para que o aprendizado de conceitos
geométricos ocorresse de forma a produzir melhores resultados do que os ja tradicionais
experenciados em situagdes pontuais pelo autor. A principio, quis-se observar os problemas e as
dificuldades que ocorrem na evolugao deste aprendizado, justificando a necessidade de
reconstruir-se o ensino da geometria de 9° Ano por meio de procedimentos que possibilitem uma
nova forma de condugdo destes conteudos.

Perspectivou-se conduzir as atividades de forma que os alunos sentissem-se a vontade na
construcdo de seus proprios conhecimentos. Desejou-se inicialmente identificar os
conhecimentos geométricos apropriados por alunos iniciantes do 9° Ano do Ensino Fundamental
participantes da pesquisa. Quis-se observar, no grupo de estudantes, os conhecimentos que estes
alunos possuem, comparando com os pré-requisitos geométricos minimos que deveriam conter
para prosseguir seus estudos ou simplesmente para utilizarem na pratica real no convivio social.

A turma foi disposta em um circulo e ao centro, com a ajuda de cinco estudantes
voluntarios, utilizando um esquadro de madeira e uma marreta, foram fixadas ao solo cinco
estacas (a orientagdo era que o tridngulo deveria ter um de seus angulos reto). Com um pequeno
prego no topo de cada uma das estacas, passou-se um fio de nylon contornando todos os pontos
do tridngulo perfazendo o perimetro total deste.

Ap0s ter-se interligado os pontos comuns do tridngulo retangulo, em seguida pediu-se para
que observassem a disposi¢do das estacas e, a forma como elas estavam organizadas para
verificar se conseguiam visualizar os tridngulos semelhantes representados. Solicitou-se ainda
que, estabelecem letras representativas dos vértices atrelados a cada estaca. Ademais, foram
perguntadas questdes relativas a classificacdo dos tridngulos quanto as medidas dos lados e dos
angulos correspondentes. Conforme as respostas surgiam, cada estudante fazia anotacdes. Na
sequéncia, com o auxilio de uma trena e de um transferidor, foram orientados a medir dois
angulos e dois lados do tridngulo (maior). De posse dessas medidas foi questionado se, sem
utilizar a trena, seria possivel determinar as medidas do terceiro segmento do tridngulo (maior)
dos outros trés lados do tridngulo (menor). Apds alguns olhares e troca de informagdes, alguém
disse: “Sim, pois trata-se de semelhanga de tridngulos”. Como a resposta estava correta, foi
solicitado que, em pequenos grupos, calculassem as medidas dos lados do triangulo (menor).
Para isso deveriam desenhar o tridngulo em seus cadernos e poderiam utilizar a calculadora.

Esgotado o tempo, dos seis grupos formados, apenas dois grupos conseguiram executar o
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calculo com éxito. Sendo assim, um dos grupos, utilizando um quadro branco e canetdes,
demonstrou aos demais como o fizeram. Ao final da demonstragdo, percebeu-se que nem todos
se lembravam das relagdes existentes em semelhanga de tridngulos, pois o foco inicial para eles
foi apenas a aplicacdo do teorema de Pitdgoras para determinarem a hipotenusa do tridngulo
(maior). Porém, havia clareza de que a soma dos angulos internos do tridngulo correspondia a
180°.

A turma foi questionada sobre o que aconteceu ao tragar a altura do triangulo e logo
alguém respondeu que o tridngulo havia sido transformado em dois triangulos retangulos. As
estacas foram, entdo, mudadas de lugar, como forma de modificar as medidas dos lados e dos
angulos do triangulo.

Como um dos objetivos da pratica era expandir as possibilidades de resolucdo, ou seja, o
estudante sendo um agente do seu proprio aprendizado, novamente foi perguntado se era possivel
chegar ao mesmo resultado usando apenas as relagdes trigonométricas do triangulo retdngulo.
Como ja haviam utilizado o método de tragar a altura do tridngulo qualquer, transformando-o em
dois tridngulos retangulos, os grupos tragaram a altura do tridngulo e, trabalhando
conjuntamente, todos conseguiram resolver.

Apresentacio dos resultados

Segundo Moran (2000), aprende-se quando experiencia-se, relaciona-se, atribui-se sentidos
ou novos significados, ao que ¢ apresentado. Aprende-se quando se tem interesse e motivagao,
desenvolvem-se habitos que podem facilitar a acdo de aprender e sente-se prazer pelo que se
estuda e a forma como o faz-se.

Quanto a esse ponto, Ausubel (2003, p. 36) assevera que o estudante assume uma
responsabilidade adequada pela propria aprendizagem quando: aceita a tarefa de aprender
ativamente, procurando compreender o material de ensino; tenta, de forma genuina, integra-lo
nos conhecimentos que ja possui; ndo evita o esfor¢o por novas aprendizagens dificeis; decide
fazer as perguntas necessarias sobre o que ndo compreende.

Foi nesta atmosfera de envolvimento e empolga¢do, com a forma como ocorreu a
abordagem que os alunos ao que se pode perceber, deram um passo importante de organizagao
hierarquica dos conceitos discutidos para que a pesquisa possa atingir o objetivo pretendido, que
¢ a transposi¢@o dos conceitos geométricos para as relagdes trigonométricas através do uso de
tecnologias de ensino variadas. Esclarece-se que, no trabalho em equipe, o envolvimento com as
tarefas propostas, a participacdo ativa nas discussdes que iam surgindo deram-se de maneira
espontanea e natural. O manuseio de ferramentas de apoio, interesse e envolvimento nas tarefas
apresentadas, elaboracdo de todos os calculos atestam indicios de um novo despertar,
favorecendo a reconciliagdo do novo conhecimento aprendido com os seus conhecimentos
prévios.

Evidentemente, que a inser¢do de atividades praticas ndo garante que as mesmas
alavancardo processos que possam desencadear aprendizagem significativa a partir das suas
usabilidades. Porém, ha que se reconhecer que se trata de tendéncias apontadas com crescente
frequéncia por um niimero cada vez maior de pesquisadores, a citar Pereira (2011), Oliveira
(2013) e Ocanha (2016) e de instituigdes setoriais

As argumentagdes de diferentes autores que subsidiaram o aporte tedrico deste trabalho
deixam a entender que a tendéncia da Educagdo Matematica como construtora de novas
possibilidades significativas dos conteudos matematicos, € buscar um aluno critico, questionador
e investigativo, a partir desse tripé busca ampliar outras possibilidades de aprendizagem com
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mais significado. Para Novak e Hanesian (1980, p. 5),

[...] € essencial levar-se em consideragdo as complexidades provenientes da situacdo de classe
de aula, estas, por sua vez, incluem a presenca de muitos alunos de motivacao, prontidao e
aptiddes desiguais; as dificuldades de comunicagdo entre professor e aluno; as caracteristicas
particulares de cada disciplina que esta sendo ensinada; e as caracteristicas das idades dos
alunos.

Em outra instancia, Ausubel (2003, p. 4) reafirma que,

O conhecimento ¢ significativo por defini¢do. E o produto significativo de um processo
psicoldgico cognitivo (“saber’) que envolve a interagdo entre ideias “logicamente”
(culturalmente) significativas, ideias anteriores (“ancoradas”) relevantes da estrutura cognitiva
particular do aprendiz (ou estrutura dos conhecimentos deste) e o “mecanismo” mental do
mesmo para aprender de forma significativa ou para adquirir e reter conhecimentos.

Na busca por indicios de uma possivel aprendizagem significativa Ausubel (2003) sugere
que se busquem evidéncias que o aprendiz estd compreendendo genuinamente um conceito, ou
seja, que ele esta atribuindo a ele significados claros, precisos, diferenciados e transferiveis. Uma
sugestdo de Ausubel e defendida por Moreira e Masini (2011), com objetivo de evitar uma
simulacdo da aprendizagem significativa, ¢ utilizar situacdes que sejam novas e ndo familiares,
exigindo méxima transformacao do conhecimento existente.

Quanto aos aspectos que acrescentaram ao estudante no desenvolvimento da atividade
apresentada pode-se elencar: resolugdo de situacdes praticas em campo com o emprego da
geometria, oportunidade de resolucio de problemas simples, desenvolvimento da habilidade do
trabalho em grupo, habilidades de investigagdo e resolugdo de situacdes praticas da matematica e
o desapego do uso de formulas prontas.

Consideracoes

Retomando a questdo que norteou essa etapa da pesquisa, que nesta etapa teve como
objetivo estabelecer indicios de como a articulagdo entre, aprendizagem significativa e
tecnologia de ensino pode favorecer a constru¢ao de aprendizagem significativa da trigonometria
aos alunos. Neste sentido, considera-se que alguns indicios foram atingidos. Com base na
descri¢do da abordagem, pode-se salientar que o ensino através de atividades praticas apresenta-
se como uma possibilidade real para que haja a ocorréncia de aprendizagem significativa no
ensino de trigonometria no tridngulo retangulo.

A analise dos contextos explicitados e implicitos nos discursos de Ausubel (2003) deixa
evidente que do ponto de vista instrucional, a utilizagao de organizadores prévios é
excepcionalmente recomendéavel como veiculos facilitadores da aprendizagem significativa,
sobretudo, quando ndo existem na estrutura cognitiva os subsungores adequados. Tais
pressupostos corroboraram para a organizacao da sequéncia desenvolvida com os alunos
pesquisados.

Diante do que se pode constatar, acredita-se que o objetivo foi alcangado, pois a pratica
pedagobgica, desenvolvida em um espaco informal com os estudantes, motivou-os para a
realizacdo das atividades, um dos pressupostos apontados por Ausubel. Ademais, destaca-se que
tanto os alunos, quanto o professor da disciplina, em suas falas concordaram que houve um
ganho em termos de aprendizagem. Isto leva a crer que houve uma contribui¢do para que o
estudante do Ensino Fundamental em questdo conseguisse relacionar os conceitos de geometria
com a pretendida trigonometria com situagdes do contexto cotidiano, tendo possivel condi¢des
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para analisar e intervir no mundo real em que vive.

Portanto, acredita-se que através da atividade desenvolvida, possa-se ter proporcionado
condi¢des favoraveis para que os alunos envolvidos na pratica desempenhassem o papel de
agentes do seu proprio aprendizado, o que ¢ uma condi¢do importante para a ocorréncia de
aprendizagem significativa.
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Resumo

Este artigo apresenta parte de uma pesquisa que teve como objetivo investigar as possiveis
contribui¢des do uso de uma Unidade de Ensino e Aprendizagem (UEA), com recurso as
tecnologias digitais, no desenvolvimento de conceitos da Geometria Espacial, junto a um
grupo de estudantes do terceiro ano do Ensino Médio. Particularmente, esta sendo aqui
apresentado resultados referentes a uma andlise qualitativa realizada em uma atividade que
envolvia o uso do software GeoGebra, tomando como referéncia aspectos dos constructos
do modelo de Van Hiele do desenvolvimento do pensamento geométrico que se buscou
adaptar para a Geometria Espacial. Resultados apontam que o recurso as tecnologias
digitais, particularmente a utilizagdo do software GeoGebra, potencializou o trabalho dos
estudantes, uma vez que possibilitou a visualizagdo, constru¢do e movimentacao de
diferentes objetivos geométricos permitindo os estudantes identificar propriedades,
analisar, conjecturar e propor solugdes.

Palavras-chave: Curriculo de Matematica, Ensino Médio, Temas de interesse.
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Introducio
A importancia do desenvolvimento dos conceitos geométricos ¢ destacada na Base Nacional

Curricular Comum do Ensino Médio! - BNCC (Brasil, 2018), considerando que o
desenvolvimento do pensamento geométrico propicia ao estudante um tipo de pensamento que lhe
permite compreender, de forma organizada, o mundo em que vive. Fainguelernt (1999) pondera
que o estudo da Geometria ¢ de fundamental importancia, posto que possibilita o desenvolvimento
do raciocinio logico e do pensamento espacial, elementos essenciais no processo de ensino e
aprendizagem da Geometria, segundo a autora. Dreyfus (1991) ja apontava, para a necessidade do
uso de ferramentas que auxiliassem no desenvolvimento do raciocinio dos estudantes no que se
refere a visualizagao.

Neste contexto, entende-se que as tecnologias digitais podem se constituir em uma potente
ferramenta para o ensino e aprendizagem da Geometria Espacial. Particularmente, Santos (2006)
destaca que a visualizag@o, na Geometria ¢ de grande relevancia para a aprendizagem, uma vez
que, ndo havendo esta habilidade de criagdo mental, ha dificuldades para constru¢ao de objetos
geométricos, assim como justificar ou validar resultados obtidos.

Fainguelernt (1999), afirma que visualizagdo geralmente se refere a habilidade de perceber,
representar, transformar, descobrir, gerar, comunicar, documentar e refletir sobre as informagdes
visuais. Porém, a autora salienta que s6 a visualiza¢do ndo proporciona o conhecimento
geométrico, uma vez que ha pessoas que possuem a habilidade de conceber a imagem mentalmente
e que ndo necessariamente possuem dominio dos conhecimentos geométricos (Fainguernt, 1999).
Contudo, Fainguelernt (1999) destaca para a importancia de desenvolver uma educagdo visual
adequada, visto que, para o desenvolvimento do pensamento geométrico ¢ de fundamental
importancia, corroborando com o que Hoffer (1981) aponta, quando destaca que a habilidade
visual propicia aos estudantes reconhecer, perceber, identificar e fazer inter-relagdes entre figuras
distintas.

Concorda-se com Santos (2006) quando destaca que as tecnologias digitais possibilitam uma
abordagem dindmica para a investigagdo matematica, em particular para a Geometria,
proporcionando a visualiza¢do de objetos geométricos, ja que, as imagens fornecidas na tela do
computador podem, por exemplo, serem exploradas sob diferentes aspectos, enfatizando a
intui¢do, a percepg¢ado € o raciocinio, competéncias essenciais para a compreensao dos conceitos
geométricos. Assim, ndo se pode ignorar a sua inser¢ao e suas potencialidades em sala de aula,
potencialidades estas que também s3o destacadas na Base Nacional Comum Curricular (Brasil,
2018).

Em uma perspectiva mais ampla, no ambito da Educa¢do Matematica, a utilizagdo das
tecnologias digitais influencia a forma de ver, utilizar e produzir a Matematica, principalmente em
sala de aula, propiciando diferentes fontes de informagao e formas de tratamento para o
desenvolvimento de conhecimentos que ndo estdo presentes em outros recursos (Kaiber &
Conceigao, 2007; Gravina & Basso, 2012).

Neste contexto, as tecnologias digitais podem se constituir em um poderoso recurso de
suporte para a aprendizagem, com inumeras possibilidades pedagogicas a serem desenvolvidas.
Concorda-se com o que ¢ destacado por Kenski (2015), quando afirma que

! A Base Nacional Curricular Comum é uma nova organizagio curricular no Brasil, a qual j4 esta em
vigor no Ensino Fundamental, entretanto, a BNCC do Ensino Médio, ainda nao foi homologada, estando
disponivel uma versdo preliminar da mesma (Brasil, 2018).
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Por meio das tecnologias digitais € possivel processar e representar qualquer tipo de
informacao. Nos ambientes digitais reinem-se a computacao (a informatica e suas aplicacdes),
as comunicag¢des (transmissao e recep¢do de dados, imagens, sons etc.) € os mais diversos
tipos, formas e suportes em que estdo disponiveis os contetidos (livros, filmes, fotos, muisicas e
textos). E possivel articular telefones celulares, computadores, televisores, satélites etc. E, por
eles, fazer circular as mais diferencia das formas de informagao (Kenski, 2015, p.23).

Os argumentos apresentados deram suporte a um estudo, o qual buscou investigar as
potencialidades do uso de uma Unidade de Ensino e Aprendizagem (UEA), com recurso as
tecnologias digitais, no desenvolvimento de conceitos da Geometria Espacial de um grupo de
estudantes do terceiro ano do Ensino Médio.

Particularmente, neste artigo, serdo apresentados resultados no ambito do estudo

mencionado, os quais se referem a uma atividade da UEA que envolveu o uso do software
de Geometria Dindmica GeoGebra para a resolucdo da mesma. Optou-se por este software, por ser
uma ferramenta que possibilita a visualizagcdo e movimentagdo dos solidos geométricos em
diferentes perspectivas, auxiliando a compreensdo e aprendizagem dos estudantes dos conceitos
estudados.

Software de Geometria Dindmica GeoGebra

O GeoGebra ¢ um sofiware de Geometria Dinamica, livre e gratuito, que pode ser utilizado
em todos os niveis de ensino. Alia dinamicamente, Geometria, Algebra e Calculo oferecendo esses
recursos em um ambiente totalmente conectado. A partir da versdo 5.0 do GeoGebra, 0 mesmo
passou a incluir a possibilidade de trabalho com objetos tridimensionais. Aliado ao potencial de
ferramentas disponiveis para a constru¢do e visualizacdo de objetos, a movimentagdo dos mesmos,
quer seja utilizando a ferramenta controle deslizante ou movimentando diretamente os objetos
construidos, confere ao software a caracteristica de um ambiente proprio para a exploragao,
analise, estabelecimento de conjecturas sobre possiveis propriedades, provas empiricas e solugdes
a problemas propostos, particularmente no &mbito da Geometria.

Com relagdo a visualizagdo, Van Hiele (1986) aponta em sua teoria, que o reconhecimento
visual ¢ o primeiro nivel do pensamento geométrico. A visualizacdo e representacdo mental dos
objetos geométricos, bem como a andlise e a organizagao das propriedades geométricas relativas
aos conceitos geométricos, de acordo com o autor, sdo passos preparatorios para o entendimento e
formalizag¢do do conceito. Nessa mesma linha de pensamento, Borba (2011) afirma que a
visualizacdo condiciona o pensamento matematico, influenciando diretamente na producdo do
conhecimento. Neste sentido, a visualiza¢do possibilita o desenvolvimento de ideias para que o
conceito seja compreendido e investigado. No que se refere a movimentagao, concorda-se com
Gravina (2001), quando pondera que o uso de softwares de representacdo dindmica propicia aos
estudantes a constru¢do de significados por meio da movimentacao, a qual possibilita aos mesmos
a oportunidade de realizar andlises, levantar hipdteses e conjecturas, o que, de acordo com a
autora, ocorre de maneira limitada quando as figuras geométricas sao estaticas, conforme
apresentado em livros ou representacdes realizadas pelos professores.

Giraldo, Caetano, Mattos (2012) apontam, especialmente, o potencial dos softwares de
Geometria Dinamica no processo de ensino e aprendizagem da Geometria.
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Os softwares de Geometria Dindmica permitem a construcao de objetos geométricos de acordo
com as propriedades ou relagdes estabelecidas. Eles podem entdo ser manipulados
dinamicamente, de tal maneira que as propriedades e relacdes sejam preservadas. Esse modo
particular de constru¢ao geométrica apresenta caracteristicas especiais, que podem ter
consequéncias importantes para a aprendizagem (Giraldo; Caetano; Mattos, 2012, p.168).

Neste contexto, optou-se pelo uso do software GeoGebra por disponibilizar uma tela de
trabalho para analise dos objetos em 2D e 3D, em linguagem classica da Geometria, possuindo
recursos para constru¢do de figuras a partir das propriedades que as definem. Zotto (2013) destaca
que na janela de visualizagdo 3D, se pode rotacionar a construgdo realizada considerando as
coordenadas.

De acordo com Souza (2014), a utilizag¢do do software GeoGebra oferece recursos capazes
de explorar conceitos matematicos bem como despertar a capacidade criativa e o engajamento dos
alunos na troca de ideias acerca dos conceitos em discussdo. Sobre o GeoGebra, Fanti (2010)
pondera que:

[...] € uma importante ferramenta para despertar o interesse pela busca do conhecimento
matematico principalmente com os alunos do ensino fundamental e médio. Possibilita trabalhar
de forma dindmica em todos os niveis da educacao basica permitindo a abordagem de diversos
conteudos especialmente os relacionados ao estudo da geometria (Fanti, 2010, p.01).

Os argumentos apresentados buscam destacar que as tecnologias digitais exercem um
importante papel na busca de novas opgdes de trabalho para o ensino e a aprendizagem.
Concordase com Lorente (2009) quando afirma que, as tecnologias podem e devem fazer parte da
vida escolar dos estudantes, tanto que, proporcione o desenvolvimento cognitivo e a aprendizagem
Matematica.

Como ja destacado, o modelo de desenvolvimento do pensamento geométrico de Van Hiele
foi tomado como referéncia para a constitui¢do da UEA, assim como para a analise dos dados
advindos da aplicacao da mesma, motivo pelo qual aspectos do modelo passam a ser apresentados.

Modelo de desenvolvimento do pensamento geométrico de Van Hiele

O chamado modelo de desenvolvimento do pensamento geométrico de Van Hiele teve
origem nas respectivas teses de doutorado de Dina e Pierre van Hiele, e estd estruturado em cinco
niveis de compreensdo, descrevendo caracteristicas do processo de pensamento, oportunizando
avaliar e identificar, por meio desses niveis e das habilidades descritas em cada um, o nivel de
desenvolvimento do pensamento geométrico e a aprendizagem adquirida pelo estudante (Crowley,
1994). Além dos niveis, o modelo apresentado indica propriedades e fases de aprendizagem que
proporcionam situagdes que favorecem o avanco de nivel dos estudantes.

O modelo de Van Hiele foi concebido para o desenvolvimento do pensamento geométrico
considerando a Geometria Plana, no entanto, buscou-se langar um olhar, a partir do modelo, para a
Geometria Espacial (Rodrigues & Kaiber, 2016) o que ¢ apresentado no quadro da figura 1.
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Nivel/Descritor Pensamento Geométrico Espacial/Habilidades
Visualizacio # Identifica figuras geométricas espaciais em objetos ou construgdes
Percepgdo de espago como algo que do seu entorno e em representacdes.
existe no entorno;  conceitos| ¥ Identifica figuras geométricas no espago e planificadas.

geometricos vistos como entldac}es # Constroi solidos geométricos em cartolina, canudinhos, ou outros
totais, ¢ ndo como entidades que t€m|  ateriais.

componentes ou atributos;
identificagdo de formas especificas e
sua reproducdo; aprendizagem de um
vocabulario basico.

# Descreve figuras geométricas utilizando linguagem nio padronizada
(um cubo parece uma caixa), por exemplo.

Andlise #Identifica, classifica e compara os solidos segundo suas
A partir da observagdo e caracteristicas e propriedades.
experimentagdo, os alunos comegama | # Identifica e desenha um sélido no espago, a partir de uma descrigo
perceber as caracteristicas das figuras oral ou escrita de suas propriedades.

geométricas ¢ a identificar as
propriedades; reconhecem as figuras
por suas partes. Todavia, neste nivel,
os estudantes ainda ndo conseguem
explicar as relagdes entre
propriedades, e fazer a inclusdo de
classes.

# Identifica o solido de diferentes vistas.

# Faz dedugdes superficiais a partir de exemplos.

# Utiliza vocabularios e simbolos apropriados.

# Resolve problemas geométricos que requeiram o conhecimento das
propriedades dos solidos no espago e das relagdes geomeétricas.

Dedugio Informal # Demonstra compreensdo do significado do conceito, defini¢des,
Consegue fazer inter-relagdes de| propriedades, caracteristicas de cada figura geométrica espacial.
propriedades entre diferentes figuras; | ¥ Desenvolve e usa definigdes para descrever os solidos.
sdo capazes de deduzir propriedades e % Faz inclusdo de Classes.

reconhecer cla figuras; fazem . : . ~ 1
reconhecer classes de figuras; fazem | & Apresenta argumentos informais, a partir de construcdes de solidos
inclusdo de classes, compreendem o ou desenhos

significado das defini¢des; | . . . ~
acompanham uma prova informal, | Resolve problemas considerando as propriedades e inter-relacdes
entre as figuras.

mas nao tem condi¢des de fazé-la.

35 . . ~ . ;. N . .

i Identifica informagdes implicitas em determinado s6lido espacial ou
em alguma informacao.

Figura 1. Geometria Espacial na perspectiva dos niveis de compreensdo do modelo de van Hiele

A caracterizagdo feita pelas autoras indica os cinco niveis preconizados no modelo, salienta-
se, contudo, que neste artigo foram destacados apenas os trés primeiros niveis do modelo (nivel de
visualizacdo, nivel de anélise e nivel de deducdo informal) envolvidos nas analises apresentadas.

Metodologia
Os resultados aqui apresentados foram obtidos a partir de uma investigacdo, de cunho
qualitativo, cujo objetivo era investigar as possiveis contribui¢des do uso de uma Unidade de
Ensino e Aprendizagem (UEA), no desenvolvimento de conceitos da Geometria Espacial por um
grupo de 40 estudantes do terceiro ano do Ensino Médio de uma Escola Estadual do Municipio de
Canoas/ RS, Brasil.

A UEA foi constituida por um conjunto de materiais didaticos e de atividades a serem
desenvolvidos em sala de aula, com recurso as tecnologias digitais, entre outros. As mencionadas
atividades foram organizadas em trés eixos: Geometria de Posi¢ao, abrangendo rela¢des de posicao
entre retas, planos e planos e retas; Nogdes primitivas e Conhecimentos Basicos, retomando
conceitos trabalhados ao longo da Educacgdo Basica, como elementos, classificacdo, nomenclatura
de figura e s6lidos geométricos; e Poliedros, envolvendo Prismas e Piramides.
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A investigagdo ocorreu em 12 encontros de 50 minutos cada, em sala de aula com os
estudantes. A professora pesquisadora assumiu a turma neste periodo, abordando tematicas
referente a Geometria Espacial, conforme ja estava estabelecido no plano de ensino pela escola.

Os resultados apresentados neste artigo, sao oriundos de uma atividade proposta no eixo
Nocdes Primitivas e Conhecimentos Basicos da Geometria, apresentada no quadro da Figura 2.
Os estudantes realizaram a atividade organizados em grupos, entretanto, ao longo da UEA foram
propostas atividades as quais foram realizadas tanto em grupo como individualmente.

1. Com auxilio do software GeoGebra construa solidos geométricos, e
indique:
- caracteristicas observadas no soélido construido;
- Se € cConvexo OuU N&AO0 CoNVeXxo;
- sua nomenclatura, quando possivel.
Utilize-se das ferramentas disponibilizadas pelo software para representar
seu objeto geométrico.

Figura 2. Atividade do eixo Nogdes Primitivas e Conhecimentos Basicos

Apos as construgdes realizadas no software, seguido de uma discussao no grande grupo
sobre as caracteristicas dos diferentes solidos construidos, foi solicitado aos estudantes que
dessem continuidade ao que a atividade solicitava. No que segue, serdo apresentadas resultados e
as analises provenientes da realiza¢cdo da atividade, tomando como referéncia aspectos do
modelo de desenvolvimento do pensamento geométrico de Van Hiele tal como destacado no
quadro da Figura 2.

Analise da atividade realizada no Software GeoGebra

A utilizacdo do GeoGebra permitiu aos alunos realizarem constru¢des geométricas, que
ndo sdo feitas usualmente com régua e compasso. Assim, com os recursos disponiveis foi
possivel lancar diferentes olhares para o mesmo objeto, propiciando experimentar, langar
hipoteses e testd-las, conjecturar, manipular os objetos buscando extrair caracteristicas,
propriedades e relagdes geométricas.

Destaca-se a constru¢@o no software GeoGebra realizada pelo grupo de estudantes,
denominado grupo A. O grupo realizou a atividade (Figura 3) demonstrando muita habilidade e
criatividade no uso do sofiware, assim como conhecimento sobre o conceito envolvido.

o \\; =i
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\\ E uma rimide convesa dz hase hexsgomal regilar

Figura 3. Constru¢do do grupo A

O software GeoGebra, oportunizou com que os estudantes trabalhassem a construgao,
planificagdo, classificagdo, reconhecimento de elementos e propriedades. Observando a
construcdo apresentada pelo grupo foi possivel identificar que os mesmos, possuiam dominio de
definicdes e propriedades geométricas importantes para o desenvolvimento do pensamento
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geométrico, como, a construcao da circunferéncia circunscrita ao poligono e também inscrita,
constatando, assim, ser um poligono regular, bem como a construcdo da reta interceptando o
mesmo, buscando identificar se o poligono construido era convexo, evidenciando possuir
conhecimentos geométricos prévios adequados.

Destaca-se, nesta atividade, que o software proporcionou aos estudantes a constru¢do do
objeto em um tempo menor do que se 0 mesmo tivesse sido elaborado com ferramentas
tradicionais (régua e compasso). Além disso, propiciou com que os estudantes realizassem
conjecturas, levantassem hipoteses e questionamentos partir da observagdo da movimentacao de
suas construgdes efetuadas, simultaneamente, nas janelas de visualizagdo 2D e 3D.

Ressalta-se que as potencialidades do uso do software foram evidenciadas ao longo do
desenvolvimento da UEA, como por exemplo nas atividades apresentadas na Figura 4, as quais
foram realizadas logo em seguida. Em tais atividades, além do conhecimento envolto, buscava-se
identificar as estratégias dos estudantes para realizagdo das mesmas.

B, Ulrrn Sndasdria fsboica hrindes promacionics oo fiarmie i
! 6 (e e sn ¢uba. N

fputng CoMES cm Lm

Figura 4 - Atividades propostas ao grupo A

Em ambas atividades, os estudantes optaram por representar, no software, as informagdes
contidas no enunciado, para entdo analisar e conjecturar sobre a questdo. As solugdes
apresentadas que envolveram a construcio no software e sua solucdo justificada, apontaram para
a importancia dos aspectos visuais € de movimentac¢ao proporcionados pelo software, o que,
entende-se contribuiu para a solugao.

Borba e Villareal (2005) salientam que o uso de ferramentas digitais pode auxiliar na
visualizacdo da construcdo dos objetos, proporcionando que o estudante desenvolva o
pensamento geométrico. Nesse sentido e considerando que a visualizacdo na Geometria ¢ de
grande relevancia para a aprendizagem, uma vez que, ndo havendo essa habilidade de criag¢ao
mental a dificuldade para justificar ou validar resultados obtidos ¢ grande, conforme destacado
por Santos (2006). Considera-se que o trabalho com o software contribuiu significativamente
para a apropriacdo dos conhecimentos pelos estudantes. De acordo com o modelo de van Hiele
adaptado, considera-se que os estudantes transitam entre o nivel de andlise e o nivel de deducao
informal, visto que, conseguiram realizar as atividades que requeriam conhecimento de
propriedade dos so6lidos, assim como estabeleceram relagdes.

Assim como o grupo de estudantes destacado neste artigo, a turma envolvida na
investigacdo apresentou um bom desempenho na realizacio das atividades no que se refere aos
niveis do modelo de Van Hiele. Foi possivel identificar que a turma ja possuia desenvolvidas as
habilidades referentes ao nivel de visualizagdo, porém, quanto ao nivel de andlise, foi constatado
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um avancgo ao longo da aplicagdo da unidade. Ja no nivel de deducao informal foi onde ocorreu o
maior avango, visto que, no inicio da investigacdo a turma nao evidenciava as habilidades
necessarias para o trabalho neste nivel. Porém, ao longo do desenvolvimento da UEA os
conceitos geométricos pertinentes foram sendo trabalhados com foco nas habilidades referentes a
esse nivel, o que resultam em um avango significativo no mesmo.

Consideracoes Finais

A atividade tinha por objetivo analisar as contribui¢des do uso das tecnologias digitais no
desenvolvimento da intui¢ao, da percepgao e do raciocinio geométrico, contribuindo, assim para
o desenvolvimento da habilidade de visualizagdo, com amparo nos descritores indicados no
modelo de desenvolvimento do pensamento geométrico de Van Hiele (nivel de visualizagao,
nivel de andlise e nivel deduc¢do informal), voltado a Geometria Espacial.

Destaca-se, que os estudantes articulavam muito bem no nivel de visualizacdo (nivel 1),ndo
apresentando dificuldades na identificac@o e representacdo do objeto construido no software, nem
na atividade proposta posteriormente. J&, com relag@o as habilidades correspondentes aos niveis de
analise (nivel 2) e de deducao informal (nivel 3), percebeu-se, o progresso dos estudantes do grupo
A, visto que, mostraram facilidade em reconhecer caracteristicas, propriedades dos objetos
geométricos propostos, bem como, apropriagdo das defini¢cdes e conceitos dos solidos geométricos.
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Resumen

El presente articulo describe los resultados de la aplicacion de una prueba diagnostica
para determinar el nivel de conocimiento geométrico de dos grupos de estudiantes
del segundo grado de secundaria en la ciudad de Lima. La investigacion es de
naturaleza cualitativa, toma elementos teoricas del modelo de Van Hiele. El objetivo
del estudio fue describir las dificultades asociadas al estudio y comprension de temas
geométricos en estudiantes del nivel de educacion secundaria. Los hallazgos mas
importantes son que los estudiantes pueden relacionar las propiedades de una figura
con otras propiedades de la misma figura, pero en diferentes contextos no pueden
establecer esa relacion; ademas, no poseen el vocabulario propio al nivel que el
programa de estudios que le corresponde.

Palabras clave: evaluacion diagndstica, conocimiento geométrico, modelo de Van
Hiele, limitaciones del aprendizaje, educacion secundaria.

Introduccion

Cuando se analiza un problema didéctico es necesario hacer explicita la concepcion del
conocimiento que subyace a la intervencion de los procesos de construccion, tal concepcion
enfocard la atencion en aspectos del contenido matematico y tecnoldégico que definiran dichos
procesos. En este sentido, la presente investigacion pretende realizar un estudio de caracter
descriptivo, desde el punto de vista socio-constructivista que describa y analice el nivel de
conocimientos geométricos logrado por los estudiantes del segundo grado de secundaria.

Objetivo de la investigacion

Describir las dificultades asociadas al estudio y comprension de temas geométricos
vinculados al estudio del tridngulo en estudiantes del nivel de educacion secundaria.

Marco Teorico

Cuando se incorpora un saber al sistema educativo como objeto de ensefianza se focaliza
con una intencionalidad didactica. Esto tiene que ver con la epistemologia del conocimiento para
entender la razon de ser de su incorporacion al ambito escolar. En el caso de la Geometria, se
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inicia el estudio exploratorio en el libro clasico de historia de la matematica de Boyer (1996) que
dice:
La geometria euclidiana plana consiste en el estudio de las figuras del plano, incluidas
las areas y longitudes, que permanecen invariantes bajo el grupo de las transformaciones que
se genera por las traslaciones y rotaciones en el plano, llamadas transformaciones rigidas o
movimientos. (p. 678)

De lo anterior se podria afirmar que resulta natural reconocer que el ser humano desde su
primera infancia experimenta directamente con las formas de juguetes u otros elementos. Al
mismo tiempo, cuando se mueve actiia sobre su entorno tomando posesion del espacio. Ademas,
en este proceso se orienta, analiza las formas y establece relaciones espaciales. Por lo tanto, el
estudio inicial de la geometria deberia estar indisolublemente relacionado con la experiencia a
través de los sentidos.

Al mismo tiempo, algunos autores sefialan que los docentes tienden a no ensefiar
contenidos geométricos, a pesar de figurar en los programas, por desconocimiento del area o por
no valorar su real importancia (Béez e Iglesias, 2007). En este panorama de necesidades todavia
no atendidas se considera que la geometria escolar es importante porque:

e Estimula el razonamiento y posibilita el desarrollo de habilidades como clasificar, definir,

particularizar, generalizar, etc. (Pérez y Guillén, 2007).

e Desarrolla la percepcion espacial y la visualizacion. En este proceso la visualizacion es
esencial para lograr una adecuada percepcion espacial.

e Forma parte del lenguaje cotidiano, se encuentra presente en la comunicacion referida a la
ubicacion, el tamaio o la forma de objetos.

e Tiene importantes aplicaciones en la vida real, muchas aplicaciones cotidianas involucran
una base geométrica.

e Sirve como base para la comprension de conceptos de otras disciplinas; ademas, es un
recurso para la visualizacion de diversos conceptos.

Investigaciones mas recientes respaldan y justifican la necesidad de incorporar el estudio
de la geometria en contextos escolares. Asi, tenemos a Sharygin (2004) quien indaga sobre los
motivos que justifican el estudio de la geometria en la escuela y argumenta que son varios: valor
practico, conocimiento, desarrollos cultural, espiritual, intelectual, creativo, estético, mental y
moral. Particularmente Bartolini (2007) considera a las perspectivas espaciales como objeto de
ensefianza por su relevancia: matematica, cultural, cognitiva, social y educativa.

Las investigaciones antes sefialadas dan un marco para el estudio de la Geometria a nivel
escolar. Por otro lado, es relevante precisar que en su estudio se sugiere dejar de lado el énfasis
en los calculos operativos y en los resultados meramente numéricos centrados en la medicion. En
contraposicion, hay que incidir mas en el desarrollo de las nociones geométricas y en el
establecimiento de las relaciones entre éstas; en la visualizacion de elementos, en la
representacion grafica de situaciones y figuras, para atender a sus propiedades. Al mismo tiempo,
es necesario enfatizar en el uso de la justificacion logica, que considere, al mismo tiempo, el
nivel de evolucion del pensamiento de los estudiantes segun su edad.

Por otro lado, la presente investigacion considera como marco tedrico de referencia, desde
la perspectiva matematica, la teoria de niveles de pensamiento geométrico de Van Hiele. En The
Childs Thought and Geometry, Pierre Van Hiele (1984), describe la influencia de la evolucion
del pensamiento geométrico en el desarrollo de los niveles de razonamiento geométrico. De
acuerdo a esta teoria, el aprendizaje de la geometria se hace pasando por unos determinados
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niveles de pensamiento y conocimiento, que no se asocian a la edad y que sélo permiten el
transito de un nivel a otro superior cuando se ha logrado el dominio de habilidades secuenciales.

Seglin Van Hiele, en la base del aprendizaje de la geometria hay dos elementos

importantes: el lenguaje utilizado y la significatividad de los contenidos. El primero implica que
los niveles, y su adquisicién, van muy unidos al dominio del lenguaje adecuado y, lo segundo,
que solo van a asimilar aquello que les es presentado a nivel de su razonamiento.

A continuacion, se describiran las caracteristicas de cada uno de los niveles.

Para el nivel 1 (Reconocimiento):

Percepcion de los objetos en su totalidad y como unidades.
Descripcion de los objetos por su aspecto fisico, se diferencian o clasifican considerando
semejanzas o diferencias fisicas entre ellos.

No se suelen reconocer explicitamente los elementos caracteristicos ni las propiedades de
los objetos.

Para el nivel 2 (Andlisis):

Percepcion de los objetos como formados por partes y dotados de propiedades, aunque no
se identifican las relaciones entre ellas.

Descripcion de los objetos con listas de propiedades, que puede que no sean suficientes
para caracterizar el objeto o que se incluyan mas de las necesarias.

Deduccion de nuevas propiedades a partir de la experimentacion y posible generalizacion a
todos los objetos de la misma familia.

La demostracion de una propiedad se realiza mediante la comprobacion en uno o en pocos
Casos.

Nivel 3 (Ordenacién o clasificacion)

Se pueden realizar clasificaciones logicas de los objetos considerando propiedades o
relaciones ya conocidas.

Comprension de lo que es una definicidon matematica y sus requisitos.

Utilizacion de razonamientos deductivos informales para demostrar una propiedad. Se
detecta la necesidad de justificar de manera general la veracidad de una propiedad.
Comprension de los pasos individuales de un razonamiento légico de forma aislada, pero
no del encadenamiento de estos pasos ni de la estructura de una demostracion.
Incapacidad para realizar una demostracion completa en la que haya que encadenar varias
implicaciones, y tampoco se siente su necesidad. Esto explicaria porque no se comprende
la estructura axiomatica de las matematicas.

Nivel 4 (Deduccion formal)

Se realiza, segun su necesidad, deducciones y demostraciones logicas y formales para
justificar las proposiciones planteadas.

Comprenden y manejan las relaciones entre propiedades y se formalizan en sistemas
axiomaticos.

Se comprende como se puede llegar a los mismos resultados partiendo de proposiciones o
premisas distintas lo que permite entender que se puedan realizar distintas formas de
demostraciones para obtener un mismo resultado.

Nivel 5 (Rigor)

Se conoce la existencia de diferentes sistemas axiomaticos y se pueden analizar y

comparar permitiendo comparar diferentes geometrias.

Se puede trabajar la geometria de manera abstracta sin necesidad de ejemplos concretos,
alcanzandose el mas alto nivel de rigor matematico.
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Se debe precisar que en las investigaciones reportadas suelen considerarse los tres o cuatro
primeros niveles, segun el nivel educativo donde se lleven a cabo tales investigaciones.

Participantes e instrumentos

Se recogi6 informacion de dos grupos de estudiantes varones del 2do grado de secundaria,
cada uno de los grupos estaba formado por 26 estudiantes y sus edades fluctuaban entre 11 y 13
afios. En cuanto al tipo de muestra que se us6 en el estudio esta fue intencional, lo cual permitid
manejar de manera adecuada las caracteristicas excepcionales; es decir, se buscd una muestra que
era comprehensiva y que ponia el énfasis en los casos mas representativos. Para la recoleccion de
datos se aplico una prueba diagndstica, instrumento que buscd identificar las principales
dificultades asociadas al estudio de temas geométricos. Para la elaboracion de la prueba se
consideraron elementos de la teoria de Van Hiele.

Estrategias para el analisis de los datos

Se establecieron categorias de analisis las mismas que emergieron del estudio de la
informacion que se recogid. Durante los procesos de categorizacion, contrastacion y teorizacion
en funcion a las respuestas frecuentes de los participantes, se plante6 el analisis, relacion y
comparacion de las respuestas. Es decir, las categorias de andlisis surgieron por las relaciones
que se dieron entre las respuestas. En cuanto a la interpretacion de los datos obtenidos estos se
hicieron a la luz de los elementos de los niveles de razonamiento geométrico: visualizacion y
reconocimiento, analisis, ordenacion o clasificacion, deduccion formal y rigor. Estas
herramientas, también, se usaron para el disefio de las preguntas de la prueba diagndstica.

Analisis y discusion de los resultados

La prueba contenia 14 items de tipo textual y grafico, algunos del nivel de identificacion y
otras mas complejas donde los estudiantes debian analizar y sintetizar los datos. En la prueba se
decidi6 utilizar items de respuesta abierta, ya que éstos permiten que los estudiantes expliquen
con detalle su forma de trabajo y sus justificaciones a los procedimientos aplicados; ademas, su
aplicacion fue simultanea a los dos grupos durante un tiempo de 40 minutos. Un inconveniente
derivado de la aplicacion de este instrumento es que para los estudiantes fue mas dificil
expresarse por escrito que verbalmente, por lo que se evidencio la tendencia a dar respuestas
cortas. A priori se considerd que la mayoria de ellos estarian en los niveles 1 y 2, por lo que los
items se orientaron mayoritariamente a evaluar los niveles 1, 2 y 3.

El disefio de la prueba se centrd en los siguientes contenidos: nociones bésicas de
geometria plana y espacial, propiedades vinculadas al calculo de dreas y perimetros de
cuadrados, rectangulos y tridngulos. Estos contenidos fueron seleccionados considerando los
programas curriculares de los dos afios previos y del presente grado escolar. A continuacion, se
resume las caracteristicas de los items elaborados considerando: nimero de items, contenido
geométrico de los mismos y niveles de razonamiento evaluados por cada item. Cada nivel es
evaluado por varios items, ademads, el mayor numero de preguntas corresponden a los niveles 1 y
2.
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Tabla 1
Caracteristicas de la prueba diagnostica de dificultades geométricas
Niveles
Item 1 2 3 Contenido geométrico
P- 1 v v Clasificacion de poligonos.
P-2 v v Diagonales de un poligono.
P-3 v Ubicacion espacio- temporal
P-4 v Poligonos y poliedros.
P-5 v v Perimetro y area.
P-6 v v Perimetro de un cuadrilatero.
P-7 v Area de un cuadrilatero usando la nocién de
paralelismo.
P-8 v Distancia entre puntos.
P-9 v Relaciones de perpendicularidad, paralelismo y
oblicuas.
P-10 v Angulos agudo, recto, obtuso y llano.
P-11 v v Area y perimetro del tridngulo equilatero y cuadrado.
P- 12 v v Angulos alrededor de un punto.
P- 13 v v Relacion entre el volumen y areas.
P- 14 v v Area de cuadrados y triangulos.
Total |7 9 6
Fuente: elaboracion propia.

Analisis de los resultados teniendo en cuenta las categorias

A continuacion, se presenta el andlisis cualitativo de algunas de las respuestas:
Problema 1

2 o,
- \-"i
."I

I

j %

Observa detenidamente cada una de las siguientes figuras. Indica aquellos que no son
poligonos. Justificalo en cada caso.

2N /)
43 3

Para los estudiantes los poligonos tienen varios lados que se cierran. En sus argumentos el
estudiante 1 escribid: “solo es un poligono si sus segmentos se cierran” evidenciando con ello un
nivel 1 dentro de los niveles de razonamiento geométrico, ya que usa propiedades de las figuras
geométricas para describirlas en funcion al aspecto fisico. Este mismo estudiante generd una
especie de leyenda O = es un poligono, X = no es un poligono (ver Figura 1). En el caso 12, el
estudiante marcé que es un poligono, esto devela que el estudiante no considera que los
segmentos tienen que ser rectos. Por otro lado, de la respuesta al caso 13, este estudiante indico
que no veia un poligono porque en un vértice se cruzaban muchos segmentos.
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El estudiante 2 confundid términos escribiendo: “polinomio es una figura con varios lados,
cerrada y plana”. Esto tal debido a lo reciente del aprendizaje de algunas operaciones con
polinomios. Esto devela una confusién semantica; sin embargo, analizando la respuesta del
estudiante existe ambigiiedad ya que no se especifica el caracter secuencial de los vértices los
cudles se unen con segmentos. La nocion aprendida que persiste, pero que debe complementarse
con lo anterior es que es una de figura cerrada. Otro estudiante al que llamaremos 3 s6lo marcé
de manera erroénea y no justifico su respuesta. El estudiante 4, sdlo escribio: “7 no esté cerrado y
11 no esté cerrado”. Se podria considerar que la caracteristica cerrada es para ¢l una
justificacion. Por otro lado, el estudiante 5, escribid: “solo la 3, 7 y 11 no son poligonos porque
sus lados no se cierran”. Todos los estudiantes consideraron de manera erronea a la
circunferencia como un poligono, ninguno de ellos preciso la naturaleza recta de los lados como
caracteristica de los poligonos.

Problema 5

La siguiente figura formada por cuadrados idénticos tiene perimetro 42 cm. ;Cual es el area
de la figura?

L]

El problema evaluaba la relacién que habia entre el area y el perimetro de una figura
compuesta de varios cuadrados. En relacién a las respuestas de los estudiantes, se detalla lo
siguiente: los estudiantes 1 y 2 contestaron correctamente, mostrando los calculos y relaciones
establecidas. Por otro lado, los estudiantes 3, 4 y 5 confundieron la medida de lados con
perimetros y no distinguieron la diferencia entre drea y perimetro. Esto refleja un analisis

inadecuado de las relaciones de estas propiedades.

Figura 1. Respuestas de los estudiantes 5 y I a Ia pregunta N7 5.

Problema 7

La forma de la biblioteca de Alejandria, la mas rica de la antigiiedad, tenia la forma indicada
en la figura: Sabiendo que EF es paralelo a AC, que ABCD es un cuadrado de 40 m de lado y
que AEFC es un rectangulo, calcular la medida del area ocupada por la biblioteca.
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Este problema demandaba que el estudiante reconozca que algunas propiedades se deducen
de otros datos, relacionen y clasifiquen figuras basandose en propiedades. Se comparte algunas
de las soluciones presentadas por los estudiantes: Los estudiantes 1 y 5 colocaron en el dibujo la
informacion del lado. Por otro lado, el estudiante 2 sefial6 algunas operaciones que conducen a la
respuesta correcta del problema. El estudiante 3, indic6 en el dibujo datos incorrectos y sefial6 al
margen una operacion aritmética. El estudiante 4 completd datos en el dibujo en forma
incorrecta, ademads, mostr6 una adicioén que arrojaba un resultado incorrecto.

Figura 2. Respuesta del estudiante 4 a la pregunta N° 7.

Problema 13

José pinta las paredes de un almacén que tiene 6 metros de largo, 4 de ancho y 3 de alto.
(Qué area pintara, si solo deja de pintar la puerta cuyas medidas son de 1 metro de ancho por
2 de alto?

Los estudiantes 1 y 2 contestaron correctamente. Ademas, mostraron las operaciones que
los llevaron a esos resultados. Ademas, indicaron correctamente las unidades m? que
corresponden a las areas. En contraparte los estudiantes 3,4 y 5 calcularon el volumen del
paralelepipedo presentado y luego le restaron 2. Es decir, restaron magnitudes cuadradas de unas
magnitudes ctbicas cayendo en el error de operar con magnitudes de unidades diferentes.
Ademas, que mostraron poca comprension del enunciado propuesto al confundir areas con
volimenes.

rriigura 5. RTSPUTsSld UCT TSIUUIAIIT &4 d Id PICZUIIAd IN' - 15.
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Conclusiones

Los estudiantes pueden relacionar las propiedades de una figura con otras propiedades de la
misma figura, pero en diferentes contextos no pueden establecer esa relacion.

Ademas, no poseen el vocabulario propio al nivel que el programa de estudios asume que debian
tener. Por otro lado, los estudiantes comprenden algunas de las interrelaciones existentes entre
diversas propiedades de una figura geométrica cuando se hace que centren su atencion en éstos,
pero si se les presenta dos situaciones aparentemente diferentes por si mismos no las clasifican
como pertenecientes a la misma familia, por lo que les es dificil resolver problemas distintos a
los propuestos. Ante esta situacion se recomienda atender las restricciones de origen matematico
y didéctico, sobre todo porque algunas respuestas de los estudiantes develan un limitado manejo
conceptual, es importante también promover la creacion de problemas reales que permitan el
transito de lo concreto a lo abstracto y cuya conceptualizacion y solucion se de en diferentes
registros de representacion. En este sentido, seria relevante proponer diferentes puntos de acceso
al conocimiento, partiendo del entorno y superando la atomizacion de los contenidos
geométricos; también es aconsejable relacionar la geometria plana con la geometria del espacio,
especialmente, para ampliar algunas definiciones en un entorno mas real para el estudiante.
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Resumen

En la actualidad, una de las problematicas en la ensefianza de la geometria es la falta
de dinamismo en los objetos geométricos, para esto una alternativa es la
implementacion de herramientas tecnoldgicas que permitan al estudiante descubrir el
espacio geométrico y dotarlo de significado; situacién que requiere un cambio en las
practicas docentes. En este sentido, se disefia una secuencia didactica seleccionando
actividades mediadas por tecnologias. Los estudiantes se motivan por el uso de
software y para proponer diferentes representaciones de objetos geométricos usan las
nociones de geometria activa, otorgando un significado a estos objetos; por su parte
los docentes se sienten atraidos por resolver situaciones problema con la mediacion
de software. Esta investigacion se debe a una reflexion critica sobre una busqueda de
fendmenos educativos en la Escuela Normal Superior de Popayan.

Palabras clave: herramientas computacionales, pensamiento espacial, geometria
activa, secuencia didactica, mediacion tecnoldgica

Mediacion de herramientas tecnologicas en el aprendizaje de la geometria

En la actualidad, los estudiantes estan inundados de herramientas tecnoldgicas, su
cotidianidad se ve afectada de diversas maneras; sin embargo se refleja cierto desinterés e
incapacidad para hacer uso de ellas en el ambito académico. Aspecto que también se evidencia
en algunos profesores que enseflan matematicas, esta situacion incide en el aprendizaje de los
actuales estudiantes ya que no perciben una relacion directa de las matematicas con las
tecnologias que usan diariamente, ni tampoco comprenden el significado de los objetos
matematicos que estudian.

Moreno (2015) expresa, que uno de los problemas en la ensefianza de las matematicas son
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las dificultades en la apropiacion de fragmentos de conocimiento, en coémo se construye un
proceso “dialogico” estable y permanente, entre estudiantes y profesores sobre el significado de
los objetos matematicos.

En consecuencia, el reto para los maestros debe ser dotar de significado a los objetos
matematicos con el apoyo de herramientas computacionales para que, segiin Moreno (2001) la
“sinapsis matematica” (p. 82) (ensamble entre los objetos matematicos y los recursos
computacionales) tenga un sentido.

Otro aspecto del problema es como atraer la atencion de los estudiantes en el momento de
presentarles un nuevo conocimiento matematico, generando la necesidad de incursionar e
interponer en el aula de clase una nueva herramienta, ocasionando la produccion de un nuevo
curriculo impulsado por el uso de tecnologias.

Moreno (2001) afirma que “el pensamiento matematico del estudiante queda afectado
radicalmente por la presencia de la herramienta” (p. 85), el docente decide presentar un objeto
digital al estudiante para ampliar su propio pensamiento y vision matematica. Ante esta situacion
se hace necesario disefiar estrategias didacticas que ayuden a articular el objeto matematico con
las TIC (tecnologias de la informacion y comunicacion), lo que significa cambios en la practica
docente con la introduccion generalizada de las TIC, formando adecuadamente al profesorado en
el aprovechamiento didéctico de estas (Bracho y Maz, 2013). Esto lleva, a formular la pregunta:
(Como las herramientas tecnoldgicas, contribuyen al desarrollo de pensamiento espacial y
geométrico en estudiantes que inician la secundaria?

Metodologia

Esta investigacion es cualitativa, el método es investigacion accion y la técnica es la
observacion. La poblacion la conforma un grupo de estudiantes de grado sexto y se indaga por
problematicas educativas existentes en el aula de clase al estudiar la esfera y los poliedros, luego
se realiza una reflexion de lo descubierto en la inmersion inicial en el aula, sustentada por
algunos referentes tedricos que argumentan las representaciones de los estudiantes. Con ellos,
se utiliza los software: SketchUp y Poly Pro, como herramientas mediadoras del conocimiento y,
para el trabajo con los docentes, en la modelacion de algunos problemas matematicos, ademas,
se utiliza geogebra y Excel seglin se requiera.

Resultados

Las evidencias corresponden al trabajo realizado con: estudiantes y profesores. El anélisis
de los resultados con los estudiantes son divididos en tres categorias; la primera es la categoria
discurso natural que interpreta las diferentes evidencias que muestran la visualizacion de los
estudiantes del entorno junto a su lenguaje natural; Alsina (1989) menciona que “la ensefianza de
la geometria puede ser caracterizada como el estudio de las experiencias espaciales” (p. 15) en
consecuencia, la modulacion de conocimientos e intuicion geométrica lleva al estudiante a la
percepcion espacial, un ejemplo de esto es la figura 1, en la cual se observa un representacion en
la que los estudiantes ponen en manifiesto el concepto de perspectiva reproduciendo, en una
superficie plana, la profundidad de la figura tridimensional, generando la identificacion de
propiedades y el acercamiento de un lenguaje mas preciso y estructurado
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E1: “puede hacer un giro de 360° grados”

E2: “la pelota tiene grosor”

Figura 1 Dibujo de uma pelota

La segunda es la categoria transicion de lo bidimensional a tridimensional; se realiza la
representacion de figuras tridimensionales, en un espacio bidimensional y viceversa, con el
objetivo de comunicar y revelar informacion de un objeto tridimensional partiendo de
representaciones y relaciones de figuras planas (MEN, 1998), un ejemplo es la figura 2, en ella
se observa la representacion de un objeto tridimensional en una pantalla de video, el software
utilizado permite que el estudiante transforme la figura, en un objeto dindmico y visualice el
espacio tridimensional en el que fue construido observando el objeto en una sola vista

Figura 2 Vistas de un objeto tridimensional

La tercera es la categoria operatoria, aqui se estudia el conjunto de figuras geométricas
tridimensionales analizadas desde el punto de vista de unidades figurales que las componen,
combinadas con las modificaciones realizadas por los estudiantes, es asi como “todas estas
transformaciones promueven operaciones especificas y constituyen la heuristica de las figuras”
(Duval, 1995, p.156), dichas transformaciones se hacen evidentes en el uso de software y la
concepcidn de geometria activa. En la figura 3 el estudiante construye su representacion a partir
de figuras geométricas “base” sobre las cuales se deducen operaciones, relaciones y nuevos
elementos que soportan la construccion de la figura, es asi como se logra captar las
transformaciones correspondientes para formar en este caso cuerpos redondos como el cilindro y
el cono.
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Figura 3 Representacion de una figura

Por otro lado, en los docentes, el interés por la articulacion de las TIC en la ensefianza de
las matematicas, confiere un espacio de aprendizaje en donde se estudia algunos problemas
matematicos ( (Matematico, 2018)), indicando algunos estandares basicos de competencias que
se pueden alcanzar en cada uno de los ejercicios propuestos, con el fin de revelar las
potencialidades de la articulacion entre una herramienta tecnologica y los saberes matematicos.
Uno de los problemas es el siguiente: la figura 4 muestra un pentagono. Se dibujan cinco
circunferencias con centros en A, B, C, D y E de tal manera que las circunferencias de centros
consecutivos son tangentes entre si. Las longitudes de los lados del pentagono se dan en la
figura. ;Qué punto es el centro de la circunferencia de mayor radio? A, B, C, D o E. La figura 4
muestra una representacion, la visualizacion del problema realizado en Geogebra. Ante la
necesidad de formalizar el resultado se busca un método de solucion mas preciso, es asi como se
recurre a plantear un sistema de ecuaciones lineales (figura 5 y 6).

Figura 4 Modelacion de un problema matematico

Figura 5 Docente estableciendo las ecuaciones
en Geogebra

correspondientes con ayuda de un dibujo

rnn +1r +0r +0r +0rg =16
Oy +1 +1 + 0 +015 = 14
Ory + 01 +13 +14 + 015 = 17
Ory +0m +01y +13 +15 = 13
n +0rn +0r; +0r +15 = 14

Figura 6 Sistema de ecuaciones para el problema
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Conclusiones

La secuencia didactica permite que el docente seleccione y disefie actividades para generar
en los estudiantes un aprendizaje significativo.

El disefio curricular es basado en la geometria activa, articulado con herramientas
computacionales que actien como mediadoras del conocimiento; lo que produce un cambio en la
presentacion de las matematicas a los estudiantes

La mediacion tecnologica junto con el andlisis cualitativo y cuantitativo de figuras
geométricas, permite dar soporte a la interpretacion de objetos matematicos modelados.

Las herramientas tecnologicas permiten realizar representaciones de un objeto matematico
desde diferentes concepciones del pensamiento matematico y se constituyen en mediadoras del
conocimiento.

El uso de tecnologias en el aula es un proceso que requiere superar ciertas competencias
tecnologicas.
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Apéndice A
Plan de clase: Construccion de piramide por medio de SketchUp y Poly Pro

Introduccion

Se pretende dar impulso al uso e implementacion de herramientas tecnologicas en el aula
de clase, incentivando a la creacion de un nuevo curriculo que aborde conceptos geométricos, asi
mismo el docente debe permitir al estudiante expresar sus representaciones, en diferentes
medios. Aunque, ;se deberian utilizar una o varias herramientas tecnoldgicas para que el
estudiante obtenga y sea duefio de un concepto geométrico?, es dificil dar un numero exacto, sin
embargo se puede acudir a implementos que el estudiante conoce con anterioridad por ejemplo el
lapiz y papel, estos vistos como otro tipo de tecnologia (Moreno, 2002). En el siguiente plan de
clase se presentan diferentes actividades de abordar el concepto de pirdmide.

Propdsito

Lograr que los estudiantes construyan la pirdmide

Objetivo

Analizar los diferentes procesos utilizados por los estudiantes para la construccion de una
piramide.

Actividades

Con el motivo de descubrir la capacidad de distinguir, caracterizar y construir una piramide

se procede a las siguientes actividades:

e Se le pide al estudiante responder en su cuaderno las siguientes preguntas relacionado con
la construccion (casa) realizada anteriormente: ;Qué figura (sélido) les causd mas
dificultad? ;Por qué? Y ;En donde se detuvo la construccion de la figura?

Para enfatizar el concepto de construccion de los prismas, en particular de la pirdmide con
base cuadrada, se procede a mostrar a los estudiantes la figura 4, una pirdmide de base cuadrada
de Poly Pro

Figura 7 Piramide triangular en Poly Pro

¢ Se pide al estudiante dibujar en una hoja de papel un plano de la piramide triangular como
el que se muestra en la figura 4. Pero ¢solo se podra formar una pirdmide con un cuadrado
y cuatro tridngulos?

e El estudiante debe realizar dos patrones de una piramide cuadrangular, con las siguientes
figuras: cuatro (4) tridngulos y un (1) cuadrado, un ejemplo de esto es la figura 5.
Finalizada esta actividad, se ha hecho un traslado de una figura tridimensional a un plano
bidimensional.

e En otro aspecto, se presenta a los estudiantes la actividad de la figura 6, en este item el
objetivo es ver el tronco de la piramide en un plano bidimensional a construirla en el
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software tridimensional, ademas distinguir que esté es parte de la piramide que los
estudiantes construyeron.

Figura 8 Patrones de piramide de base cuadrada

En la actividad 4 se busca también, que los estudiantes logren observar la semejanza de los
planos paralelos (particularidad del tronco de la pirdmide).
e Ahora los estudiantes sefialan cudl de las siguientes figuras puede armar la caja que
construyen en el software la figura 7. Para estas actividades se destinan 8 horas.

Figura 9 Ejercicio para los estudiantes

Referentes teoricos para institucionalizar el saber

Segun Clements, et al (1989) “una piramide es un
poliedro en el cual todas las caras, menos una, tienen
un vértice comun. Ese vértice comun es el vértice de la
piramide, y la cara que no contiene al vértice es la base
de la piramide.”

Pero ;Qué es un poliedro? Giesecke (2006) afirma
que “los s6lidos delimitados por superficies planas se
llaman poliedros; las superficies son llamadas caras y
si las caras son poligonos regulares iguales los solidos
se conocen como poliedros regulares”.

Observemos que tipo de figuras estan catalogadas
como poliedros

Figura 11 Piramide en SketchUp
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i.  Prismas .
Definicion prisma: es un poliedro que satisface las siguientes '|
condiciones: la primera hay un par de caras congruentes sobre \
planos paralelos (bases), y la segunda todas las demas caras son \
congruentes. (Clemens, S. R, et al, 1989), en ellos se encuentran los
paralelepipedos \

Figura 12 Prisma en
ii.  Cuerpos redondos SketcUp

Definicion cuerpos redondo (o solidos de revolucion): es un sélido en
el que por lo menos una de sus caras es una superficie curva, aqui se encuentran: cono, cilindro,
esfera. (Rojas Alvarez, 2015)
Definicidn cono: es un solido engendrado por la revolucion completa de un triangulo rectangulo
alrededor de uno de sus catetos denominado eje de revolucion o eje de giro. El otro cateto
describe un circulo y es el radio de la base o radio del cono.
Definicion cilindro: es un solido engendrado por la revolucion completa de un rectangulo
alrededor de uno de sus lados, denominado eje de revolucion o eje de giro.

| -
||
1

III F k\ | '

Figura 13 Construccion del cono

Figura 14 Construccion del cilindro

Poliedros regulares
Definicion poliedros regulares: es un poliedro en el que todas sus caras son poligonos
regulares con el mismo niimero de aristas y todos los vértices estdn rodeados por el mismo

numero de caras. Solo existen cinco poliedros regulares o solidos platonicos. (Rojas Alvarez,
2015)
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Resumen

Dentro del campo de la Educaciéon Matematica (EM) se han desarrollado diversas
propuestas y recursos formativos de cohorte tecnologico. En el drea de Geometria, se
evidencian diversos software tales como el GeoGebra y el Cabri, los cuales son de
gran importancia en la ejecucion de las actividades académicas del docente de
matematica; por ello, se presenta la siguiente experiencia vinculada al disefio y
ejecucion de una unidad didactica en el area de geometria, especificamente en el
tema de triangulos. Se sefialan los aspectos teoéricos y practicos que fueron tomados
en cuenta para la creacion de la misma dentro de un curso de Geometria y su
didactica; donde se obtuvo una alternativa didactica en el camino a la formacion
inicial de profesores de Matematica en el area de Geometria, la cual fue
medianamente implementada con buenos resultados y aceptacion por parte de los
aprendices.

Palabras clave: Geometria, Formacion inicial del profesor de matematicas, TIC.
Introduccion

El uso de las nuevas tecnologias esta intimamente relacionado al conocimiento que se
posee de las mismas y a las de su potencial, como tambien en los aspectos educativos y en los
procesos de ensefanza y aprendizaje. Las tecnologias estan a la mano y se encuentran presentes
en nuestros espacios educativos, pero en la mayoria de los casos no son aprovechadas o se les
utiliza para la ensefianza o aprendizaje a través de modelos tradicionales (Gomez y Polania, 2008
y Rodriguez, 1999).

Son diversas las oportunidades que nos proporciona hoy en dia el uso de softwares en la
educacion, y mas, si es en asignaturas donde la desercioén y desmotivacion es el pan de cada dia;
por ejemplo, en las matematicas, siendo que esta rama del conocimiento es una de las que mas se
le ha proporcionado de diversidad de software para mejorar su proceso de ensefianza, como
tambien para la adquisicion de conocimientos en los estudiantes. Uno de ellos es el software de
geometria dinamica GeoGebra para la ensefianza de topicos matematicos.

Como el docente es una de las personalidades fundamentales en la planificacion y
ejecucion de procesos de ensenanza y aprendizaje, es necesario que estos conozcan y manejen
diversidad de recursos, entre ellos los tecnoldgicos, y asi lograr su adecuacion a la actualizacion
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y vanguardia educativa, es por esto que en su proceso de formacion ha de vincularse a multiples
herramientas que le permitan desarrollar sus habilidades en el campo educativo.

En relacion a la disciplina matematica es indispensable el acercamiento de estos docentes
desde sus etapas iniciales de formacion a la multiplicidad de software educativos que se han
creado para la dinamizacion del proceso académico en las diversas ramas de esta ciencia, pero
centrado en temas especificos.

En la presente comunicacion, se describe el procedimiento llevado a cabo para el disefio,
desarrollo e implementacion de una Unidad Didéctica sobre el tema de tridngulos mediante el
uso del software de Geometria Dinamica GeoGebra, especificamente en docentes de
matematicas de la Universidad Pedagdgica Experimental Libertador — Instituto Pedagogico de
Maturin “Antonio Lira Alcald” (UPEL-IPMALA) de Venezuela.

Unidades Didacticas y su disefio e implementacion en el proceso de Ensefianza y
Aprendizaje

Son muchos los elementos a tomar en cuenta en la constitucion de una unidad didéctica
para la misma se tomaron en cuenta ciertos criterios para el disefio de la presente, los mismos son
propuestos por Sanmarti (2005; p. 17):

- Definicion de finalidades/objetivos: formularlos desde el punto de vista del
estudiante, plantearlo como un desarrollo de sus capacidades y especificar la accion que se
pretende que los estudiantes apliquen.

- Seleccion de contenidos: qué tipo de contenidos, relaciones entre la “ciencia de
los cientificos” y la “ciencia escolar” o la “matematica de los matematicos” y la “matematica
que se ensefia en la escuela” y la significatividad social de los contenidos a seleccionar.

- Organizar y secuenciar los contenidos: libros de texto e importancia de
aprendizaje.

- Seleccion y secuenciacion de actividades: diferenciar entre actividades de
iniciacion, actividades para promover la evolucion de los modelos iniciales, actividades de
sintesis y actividades de aplicacion.

- Seleccion y secuenciacion de actividades de evaluacion: distinguir las actividades
de evaluacion; inicial, formativa y sumativa.

- Organizacion y gestion del aula.

Estos criterios son de gran importancia en el disefio de una unidad didéctica, varios se
tomaron en cuenta para el disefio de la unidad didactica que se presenta en esta investigacion, los
cuales fueron también organizados e integrados a las orientaciones que del analisis didactico se
sustrajeron.

Para la conformacion de la unidad didactica, también se utilizo el Analisis Didactico
(Goémez, 2007), como estrategia que dio respuesta en el proceso de disefo e implementacion de
los resultados en términos de procesos formativos en este ambito de aprendizaje para la
Geometria y su Did4ctica (Ortiz, Iglesias y Paredes,2013), y para, de una manera mas
organizada, dar respuesta a la siguiente interrogante: ;Cuéales son los elementos necesarios para
el desarrollo de una unidad didéactica sobre el tema de tridngulos tecnoldégicamente mediada por
el GeoGebra?

El andlisis didactico contempla cuatro (4) componentes: analisis del contenido, analisis
cognitivo, andlisis de la instruccion y analisis evaluativo. Seguidamente, se describen como estos
componentes se aplicaron en el disefio de la mencionada propuesta didéctica:
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Andlisis de contenido: fue til para propiciar el desarrollo de conocimientos y capacidades
que se pretendieron desarrollar o consolidar en los futuros profesores de Matematica, a partir de
la evaluacion previa de diversos textos de las matematicas en pro de organizar y presentar el
contenido mas idoneo dentro de la unidad didactica.

En el mismo se realiz6 la seleccion y alcance de los temas a ser estudiados, en el caso de
esta propuesta, los contenidos geométricos que fueron tomados en cuenta, dentro del tema de
triangulos, son los que surgieron de las debilidades observadas en los aprendices. La
organizacion de dicho tema se presentd mediante un mapa conceptual, donde se enfatiz en tres de
los organizadores del curriculo: estructura conceptual, sistemas de representacion y
fenomenologia (Ortiz, Iglesias y Paredes; 2013), donde se utilizo el mapa de ensefanza y
aprendizaje (Orellana Chacin, 2002). Ver imagen 1.
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Imagen I: Mapa de Ensenianza Aprendizaje del Topico Triangulo

Analisis Cognitivo: Este andlisis permiti6 determinar los objetivos de aprendizaje que se
procuraron lograr en la unidad didéactica para el aprendizaje de los topicos relacionados con el
tema de triangulos. Se espera que los estudiantes a los cuales va dirigido esta unidad didactica
profundicen en el tema de los tridngulos (estudio conceptos y propiedades métricas y generacion
de conjeturas a partir de problemas diversos), perimitiéndole asi conocer més sobre la estructura
del tema y lograr que sea capaz de interaccionar los contenidos propuestos en el software de
geometria dindmica.

Andlisis de la Instruccion: Es aqui donde se selecciond, disefio y se secuencio las tareas
que se emplearon, como también se visualizaron los materiales y recursos a ser utilizados en el
tema tratado hacia el aprendizaje de ese contenido geométrico. También se tomo en cuenta las
potencialidades del software de geometria dindmica GeoGebra para el buen fin de los objetivos
planteados.

Andlisis Evaluativo: se llevo a cabo después de implementar la unidad didactica y fue util
para recabar informacion acerca de en qué medida se han logrado las expectativas de aprendizaje
establecidas y la funcionalidad de las tareas empleadas, siendo informacion necesaria para la
implementacion de la unidad nuevamente. En este caso se tomaron en cuenta los productos de
los estudiantes y la actuacion de los mismos para determinar el nivel de avance y adquisicion de
conocimientos en el tema tratado.
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El Software de Geometria Dinamica GeoGebra

El GeoGebra, es un programa computarizado compatible con cualquier sistema operativo,
el mismo ofrece tres perspectivas diferentes de cada objeto matematico; grafico, numérico y
algebraico y ademas, un acceso de hoja de célculo, permitiendo apreciar los objetos matematicos
en tres representaciones diferentes: grafica (presentacion de puntos, graficos de funciones y de
objetos geométricos), algebraica (apreciacion de las coordenadas de puntos, expresion de las
ecuaciones y de las funciones), y la utilizacion de las celdas de una hoja de célculo para las
operaciones numéricas.

Este software segun Zerpa (2010; p. 132) permite los siguientes usos didacticos:

- Soporte para las explicaciones del profesor.

- Soporte para la resolucion de problemas por los alumnos.

- Herramienta para que el alumno realice investigaciones.

- Utilidad para la creacion de actividades interactivas.

- Herramienta para realizar construcciones y observar propiedades y caracteristicas.
- Realizacion de construcciones geométricas planas complicadas.

- Calculo y resolucion de problemas

Unidad Didactica Triangulos con el GeoGebra

Para todo el proceso de construccion de la unidad didéctica se tomaron en cuenta las
orientaciones de los cuatro andlisis del proceso de analisis didactico (Gémez y Rico, 2002) y las
consideraciones de acuerdo a los criterios para la elaboracion de unidades didacticas hechas por
Sanmarti (2005).

Para la seleccion y secuenciacion de los contenidos, ademas de tomar en cuenta los
resultados de la prueba diagnoéstico realizada a los estudiantes, también se considerd la revision
de fuentes documentales tales como: Moise y Downs (1986); Clemens, ODaffer y Cooney
(1998); MPPE (2007, 2015); UPEL (1987, 2004a, 2004b).

Para la determinacion de los objetivos, se tomaron en cuenta varios documentos (MPPE,
2007, 2015; UPEL 1987, 1996, 2005, 2011, 2004ay 2004b), los mismos son de los niveles de
educacion media general y educacion universitaria del sistema educativo venezolano.

I. Objetivos de la Unidad Didactica triangulos en el GeoGebra

General: Estudiar los tridngulos a través del uso del software de geometria dindmica GeoGebra.
Especificos:
J Conocer las caracteristicas del GeoGebra.

Utilizar las herramientas del GeoGebra.
Saber realizar movimientos en el plano con GeoGebra.
Identificar los elementos de un triangulo.
Identificar tridngulos.
Clasificar triangulos.

J Utilizando el software de geometria dinamica GeoGebra: Construir segmentos,
angulos y triangulos

J Verificar propiedades métricas de los triangulos a través del software de
geometria dindmica GeoGebra.

o Evaluar mediante el uso del software de geometria dinamica GeoGebra las
caracteristicas de las rectas, segmentos y puntos notables de un triangulo.
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o Validar teoremas de congruencia y semejanza de tridngulos a través del software
de geometria dindmica GeoGebra a partir de ciertas condiciones inicales propuesta por los
actores.

I1. Recursos
Libro de Texto, Sotfware de Geometria Dindmica GeoGebra, Dispositivo computarizado (Tablet
u Ordenador), Lapiz y Papel.

III. Duracion de la Unidad Didactica triangulos en el GeoGebra
Semanas: 3 / Total de Horas: 24

Actividades en sesiones presenciales: 3 Semanas - 18 Horas
Actividades en sesiones a distancia: 3 Semanas — 6 Horas

IV.Fundamento Matematico de la Unidad Didactica triangulos en el GeoGebra
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Imagen 2: Mapa Conceptual del Topico Triangulo
V. Actividades de la Unidad Didactica triangulos en el GeoGebra
Tabla 1
Actividades de la Unidad Didactica triangulos en el GeoGebra
Fases Actividades
Induccién: Conociendo - Lectura del manual del GeoGebra.
al GeoGebra - Instalacion del GeoGebra en un dispositivo computarizado (Tablet u
Computador)
- Familiarizacion con el software GeoGebra
Construccion de - Construir: un segmento, una recta, un angulo y un triangulo.
Elementos - Construir un triangulo a partir de un angulo agudo.
Geométricos - Construir un tridqngulo a partir de un angulo recto.

- Construir un triangulo a partir de un angulo obtuso.

- Determinar las medianas de los lados del triangulo.

- Determinar las alturas de un triangulo.

- Determinar las mediatrices de los lados del triangulo.
- Determinar la bisectrices de los angulos del triangulo.
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Construccion puntos
notables

Construccion a través
de los postulados de
congruencia

Construccion a través
de los postulados de
Semejanza

experiencia en el desarrollo de una unidad didactica en geometria

Determinar el baricentro de un triangulo.

Determinar el ortocentro de un triangulo.

Determinar el circuncentro de un triangulo.

Determinar el incentro de un triangulo.

Realizar analisis métricos de estos puntos con respecto a los
ellementos del triangulo.

Construir un tridngulo dado la medidas de tres lados — apreciacion
de la desigualdad triangular — Criterio LLL

Construir un triangulo dado la medidas de dos lados y el angulo
comprendido — Criterio LAL

Construir un triangulo dado la medidas de dos angulos y el lado
comprendido — Criterio ALA.

Construir un triangulo dado la medidas de la hipotenusa y un cateto.
Construccion de triangulos a partir de otros criterios (AAA-LAA-
LLA).

Construir dos triangulos dado las medidas de dos angulos — Criterio
AA

Construir dos tridngulos dado las medidas de dos lados de uno
proporcionales a dos lados del otro, siendo proporcionales a razén
2:1 y el angulo comprendido por dichos lados en ambos triangulos
debe ser de igual medida — Criterio LAL.

Construir dos triangulos dado las medidas de los tres lados de uno
proporcionales a los tres lados del otro, siendo proporcionales a
razo6n 3:2. Criterio LLL

Fuente: Construccion propia.

Ejecucion de la unidad didactica

Los estudiantes a los cuales se les aplico la unidad didéctica sin integrantes del curso

Geometria I, asignatura ubicada en el segundo semestre del plan de estudios de la especialidad

de matematicas de la UPEL — IPMALA.

Se pudo observar gran motivacion en los estudiantes en cuanto al manejo de este software
en conjunto con la temdtica planteada. Primeramente se decidi6 formar grupos de 4 estudiantes

para asumir la teoria que conforma la unidad didéctica (ver tabla 2):

Tabla 2
Division de contenidos en la Unidad Diddctica triangulos en el GeoGebra
Grupo Tematica
1 Concepto de Triangulo, Elementos del Triangulo, Clasificaciéon de triangulos,
Medidas en el triangulo y Propiedades Basicas del Triangulo.
2 Rectas y Segmentos notables en un Triangulo y Puntos notables de un Triangulo.
3 Congruencia de Triangulos y Criterios de Congruencia de Triangulos.

Semejanza de Triangulos, Proporcionalidad, Criterios de Semejanza de Triangulos y

Propiedades de la Semejanza de Triangulos.

Luego, se desarrollaron las actividades mediante el uso del GeoGebra, recurso que hizo
factible y accesible la determinacion de medidas, estudio de los diversos tipos de tridngulos y
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andlisis de las propiedades de los diferentes objetos matematicos inmersos en este topico. Por lo
accesible y lo rapido que es trabajar con el GeoGebra, se propuso una actividad extra para el
tema de proporciones, que fue el de tomar una figura del entorno y comprobar sus proporciones
con GeoGebra, esto fue asociado a un nimero caracteristico (aureo, 7, etc.).

Reflexiones

En cuanto a la utilizacion del recurso GeoGebra para el desarrollo de una unidad didéctica
en geometria se tiene que: a) Es facil de manejar puesto que sus instrucciones son comprensibles
al piblico en general; b) Es indispensable la participacion de un facilitador como guia en el
aprendizaje del topico de geometria; ¢) Interés por parte de los estudiantes en abordar las
actividades de clase y las de autoaprendizaje en el area de geometria; d) Es adecuado el trabajo
de congruencia de triangulos en esta herramienta ya que permite la superposicion y verificacion
de correspondencia entre los pares de elementos correspondientes (criterios de congruencia); €)
Se visualizan con facilidad las caracteristicas y propiedades de los tridngulos como de sus
elementos; f) permite el analisis de propiedades de los diversos objetos matematicos que ahi se
construyen, en caso especifico de los triangulos; g) El disefio de unidades de didacticas con la
utilizacion del software GeoGebra mediante la teoria del andlisis didactico de Gémez y Rico
(2002) permite llevar una secuencia organizada de todos los aspectos a tomar en cuenta para el
desarrollo de una programacion para docentes en formacion, y h) La utilizacion de los criterios a
tomar en cuenta para la conformacion de unidades didacticas propuesto por Sanmarti (2005)
hace viable la construccion de la misma ya que permite: la determinacion de objetivos, seleccion
y secuenciacion de contenidos y la seleccion y secuenciacion de actividades para la construccion
de una forma sistematica, sobre todo en unidades didacticas que vinculan la utilizacion de las
nuevas tecnologias, I) En relacion a la vinculacion de este recurso tecnoldgico con temas
matematicos, en opinion de los participantes, les permitié un estudio ameno e interactivo de los
diversos conceptos y propiedades que en cuanto a este tema surjan, asi como la visualizacion de
variaciones que son a veces imperceptibles en un estudio con papel y lapiz.
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Resumen

En esta comunicacion se presenta un estudio sobre los argumentos formales e
informales realizados por estudiantes de quinto de primaria cuando trabajan con
actividades que implican analizar algunas propiedades de los tridngulos. El objetivo
de este estudio fue discutir el papel que cumple la refutacion en el proceso de la
argumentacion colectiva cuando las aserciones construidas de manera individual no
son validas. Los resultados obtenidos muestran que la refutacion ocupa un papel
fundamental en la construccion de argumentos colectivos validos, no solo en
estudiantes de educacion superior, sino en estudiantes de niveles escolares basicos.

Palabras clave: argumentos formales, argumentos informales, refutacion, argumentos
colectivos, argumentos.

Introduccion

Este trabajo presenta un estudio sobre las refutaciones realizadas por estudiantes de quinto
de primaria en la construccion de argumentos informales y formales al trabajar con algunas
propiedades de los triangulos. Con el proposito de esquematizar los argumentos se adopta el
esquema de Toulmin (1958), puesto que el objetivo es analizar el papel que cumple la refutacion
dentro proceso de argumentacion colectiva, en particular en aquellos argumentos donde la
asercion no es valida. De igual modo, las categorizaciones de razonamiento, argumentacion y
argumento se retoman de Toulmin, Rieke, y Janik (1978) y se asume la categorizacion de
argumento formal e informal presentada por Viholainen (2008).

En correspondencia con el objetivo de la propuesta se adapt6 el enfoque de estudio
cualitativo, particularmente un estudio de caso descriptivo, el cual permite analizar en
profundidad los fenomenos educativos (Cordoba, 2011). En este sentido, la investigacion se
realizd en tres momentos, el primero la puesta en escena de la actividad constituida por cuatro
tareas, seguidamente la discusion en la que se evidencian las refutaciones, y finalmente los
analisis de los datos.

En este estudio mostramos que las refutaciones no solo juegan un papel importante en los
procesos argumentativo de los matematicos (Inglis, Mejia, & Simpson, 2007), sino también en la
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construccion de argumentos colectivos en estudiantes de quinto de primaria.
Contextualizacion y formulacion del problema

Desde hace algunos afios el estudio de los argumentos matematicos producidos por los
estudiantes se ha convertido en un tema de interés para investigadores en el campo de la
Educacion Matematica (Inglis, Mejia, & Simpson, 2007). En particular el modelo de Toulmin
(1958) se ha adaptado para analizar y estructurar los diversos argumentos que surgen en las
clases de matematicas. Sin embargo, desde Krummheuer (1995) se usa una version reducida del
esquema original, que omite los respaldos, los cualificadores modales y la refutacion,
argumentando que estos elementos son irrelevantes para los argumentos matematicos (Inglis et
al., 2007). De igual modo otros investigadores (Knipping, 2003; Mariotti, 2006) han adaptado
esta postura centrada en que un argumento matematico consta de tres elementos, datos, garantias
y conclusion.

De otra parte, investigadores como Inglis et al. (2007) sefalan que es necesario involucrar
todos los elementos del esquema argumentativo de Toulmin, particularmente los cualificadores
modales y la refutacion ocupan un papel importante en la categorizacion de tipos de garantias
que los matematicos utilizan. Reid, Knipping y Crosby (2008) ponen de manifiesto que las
refutaciones que emergen en los procesos argumentativos determinan la 16gica de las practicas
de ensefanza, en otras palabras, las refutaciones dejan entrever modelos de ensefianza que se
privilegian en la escuela. De esta manera surge un interés por estudiar el papel de la refutacién en
la validacion de argumentos formales e informales de estudiantes de quinto de primaria. Dado
que diversas investigaciones se han centrado en el analisis de los argumentos sin tener presente
todo el esquema de Toulmin, y mas alin los elementos como /a refutacion o los cualificadores
han cobrado sentido en las propuestas para el estudio de la argumentacion de los matematicos
expertos y el andlisis de la ldgica de la practica, pero pocos estudios centrados en el papel de la
refutacion en estudiantes con escasa experimentacion en el campo matematico. De este modo
surge la pregunta objeto de investigacion.

(Qué papel cumple la refutacion en la validacion de los argumentos formales e informales
de estudiantes de quinto de primaria?

El enfoque por competencias que actualmente rige los modelos de ensefianza en México
deja entrever que es necesario formar ciudadanos criticos frente a las problematicas sociales, lo
cual implica la promocion de espacios en donde se comuniquen ideas matematicas tanto verbales
como escritas, se verifiquen, se validen y se negocien en espacio de socializacion. De aqui la
importancia de la elaboracion de este estudio.

Algunos referentes conceptuales

En este apartado se presenta algunos referentes teoricos que sustentan la propuesta de
investigacion, en particular se expone lo plantado por Toulmin (1958) en la teoria de la
argumentacion, y la categorizacion de argumentos informales y formales propuesta por
Viholainen (2008). A partir de estos referentes tedricos se enmarca la manera en que se
realizaran los analisis.

Toulmin (1958) propone una via para estudiar la estructura de un argumento y su
contenido semantico, alejdndose de los enfoques tradicionales centrados en la 16gica formal
deductiva en la que no es posible estudiar el campo de la razén practica. Desde la perspectiva
Toulmin (1958), la argumentacion es la actividad de plantear aserciones, desafiarlas, apoyarlas
con razones, criticar esas razones, y refutar esas criticas. Por su parte, el razonamiento se refiere
a la actividad central de presentar las razones en apoyo a una asercion, con el objeto de mostrar
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como esas razones tienen ¢éxito al darle fuerza a la asercion (Toulmin, et. al 1978). Ahora bien,
un argumento segun Toulmin (secuencia de proposiciones logicas que requieren el uso de
razonamiento) puede esquematizase mediante 6 elementos: las razones, las garantias, los
respaldos, la pretension, los cualificadores modales y las refutaciones.

La pretension (claim) es el punto de partida y llegada de la argumentacion, al comienzo un
proponente plantea un problema frente a otro u otros oponentes, quienes cuestionan de alguna
forma la pretension (Gonzales & Arévalo, 2015), en este caso el proponente deberd dar razones
(grounds) relevantes y suficientes para apoyar la pretension inicial. Estas razones no son teorias
generales, sino hechos especificos de la situacion objeto de discusion. Ahora bien, el oponente
puede exigir al proponente justificar la transicion entre las razones y la pretension, para ello,
debera hacer uso de los enunciados generales que autorizan esta transicion, las garantias
(warrant) del argumento. Estas garantias se caracterizan por ser enunciados generales que
posibilitan la conexion entre las razones y la conclusion (pretension), apelando a reglas,
definiciones y analogias. En cualquier caso, las garantias no se sustentan en hechos sino en
reglas que permiten el paso de un enunciado a otro. Sin embargo, en ocasiones las garantias no
son siempre suficientes para apoyar el argumento, en este caso, el proponente deberd mostrar que
las garantias son validas, relevantes y superior a cualquier otra cosa, sobre todo cuando existen
diversos caminos para pasar de las razones a la pretension. Para esto, el proponente debera
presentar el campo general de informacion o respaldos (backing) fundamentado en enunciados
categoricos de hechos, es decir las teorias generales, creencias y las estrategias que apoyan a las
garantias son respaldos que justifican porque la pretension es aceptada. El proponente califica
(apoya) la pretension con cierto grado de confianza mediante cualificadores modales (qualifiers),
algunos de estos son: presumiblemente, con toda probabilidad, plausiblemente, seglin parece. En
algunos casos, los argumentos pueden ser cuestionados por el oponente cuando las garantias
presentadas por el proponente dan lugar a una refutacion (rebuttals) en la que la conclusion no se
cumple en ciertas condiciones, o las garantias no conducen a una pretension valida. Estas
refutaciones debilitan de cierto modo el argumento, obligando al proponente a transformar sus
garantias y su esquema argumentativo. A modo de sintesis se presenta el modelo de Toulmin
(1958) para el andlisis argumentativo.

de acuerdo con las reglas
13 . 4
W o principios resultantes
G Q — C
Estas razones apoyan la pretension
de una forma cualificada

en ausencia de alguna especifica
condicidn de refutacion

Figura I: elementos del argumento en el esquema argumentativo de Toulmin (1958)

De otra parte, las garantias determinan segun Viholainen (2008) el tipo de argumento que
un proponente presenta, en particular se puede distinguir entre un argumento formal e informal.
Los primeros se vinculan con el hecho de que las garantias estan exclusivamente sustentadas en
elementos del sistema formal axiomatico de las matematicas. Es decir, un argumento es formal si
muestra que la conclusion es consecuencia de definiciones, axiomas y teoremas que provienen de
los datos. Ahora bien, un argumento es informal si las garantias estan sustentadas en
interpretaciones informales de conceptos o situaciones, es decir interpretaciones visuales o
fisicas.
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Metodologia y Participantes

Con el proposito de estudiar el papel que juega la refutacion en la validacion de
argumentos formales e informales de los estudiantes de quinto de primaria se adapté un enfoque
de investigacion cualitativa. Martinez (2006) sefiala que una investigacion cualitativa posibilita
el estudio de la naturaleza de fendémenos que suceden en la clase de matematicas, y permite la
explicacion descriptiva de los comportamientos y manifestaciones que ocurren dentro de dichos
fenémenos. De aqui la importancia de adoptar esta postura.

Por su parte, Cordoba (2011) sefiala que los métodos de investigacion cualitativa son los
que mejor se ajustan para el estudio de los fendmenos educativos, ya que favorecen la
exploracion del contexto a estudiar, logrando descripciones detalladas del fendmeno. De esta
manera, y en correspondencia con los intereses de la propuesta, se adopta un enfoque cualitativo
de investigacion, donde el método de estudio de caso descriptivo se presenta como el mas
apropiado. Pues bajo esta metodologia es posible dar cuenta de como y por qué se presentan un
fendmeno determinado en la escuela, favoreciendo de este modo un estudio detallado y profundo
alrededor del fenomeno objeto de estudio, ademas permite establecer generalizaciones para una
comunidad particular.

Para el caso de este estudio los participantes fueron 4 estudiantes de quinto de primaria (10
afios de edad) de una escuela privada de México. En un primer momento los estudiantes
resolvieron de manera individual la actividad que contaba con 4 tareas asociadas al estudio de las
propiedades de los triangulos. Seguidamente se discutio de manera grupal cada una de las
respuestas, fue en esta fase en donde se evidenciaron las refutaciones realizadas por cada
participante. En un tercer momento se analizaron las producciones de los estudiantes tanto
escritas como las verbales que fueron obtenias de las grabaciones, este analisis se elabord
mediante unas categorias que permitieron evidenciar el papel de las refutaciones en la validacion
de argumentos informales y formales. Finalmente, se elaboraron las conclusiones entorno a los
resultados.

A continuacion, se presenta la actividad.
Actividad: explorando los triangulos
Responde las siguientes preguntas
1. ¢;Sera posible dibujar un triangulo rectangulo equilatero?
De ser posible, describe las condiciones que debe cumplir este tipo tridngulos.
Presenta un ejemplo de este tipo de triangulos
2. ¢;Sera posible dibujar un triangulo acutangulo isosceles?
De ser posible, describe las condiciones que debe cumplir este tipo tridngulos
Presenta un ejemplo de este tipo de triangulos
3. ¢Sera posible dibujar un tridngulo obtusangulo isosceles?
De ser posible, describe las condiciones que debe cumplir este tipo tridngulos.
Presenta un ejemplo de este tipo de tridngulos
4. ;Sera posible dibujar un triangulo obtusangulo equilatero?

De ser posible, describe las condiciones que debe cumplir este tipo tridngulos
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Presenta un ejemplo de este tipo de tridngulos.
Analisis de los datos

En este apartado se presenta algunos momentos de discusion en los que surgen las
refutaciones durante la comunicacion de los argumentos formales e informales de los
participantes. A partir del analisis de los datos se evidencian dos papeles fundamentales de la
refutacion en la validacion de argumentos formales e informales de los estudiantes de quinto de
primaria, a saber: la refutacion como medio para la identificacién de errores en las garantias y la
refutacion como un medio para la transicion entre argumentos formales e informales. Estos dos
papeles se constituyen en las categorias de analisis del estudio; de este modo se logra dar
respuesta a la pregunta de investigacion.

En la primera categoria de analisis los errores son identificados por el oponente y
posteriormente por el proponente, posibilitando de esta manera el cambio del esquema
argumentativo del proponente, es decir surge una nueva asercion valida a partir de la refutacion.
La segunda categoria muestra la importancia de la refutacion para transformar argumentos
informales sustentados en representaciones visuales no validas de un objeto matematico en
aserciones validas.

Las convenciones que utilizaremos para la transcripcion de las conversaciones son E(n)
para los estudiantes T para la docente, asi como D par los datos, G para las garantias, R para las
refutaciones y C para la asercion. De esta manera se presentan las discusiones con su respectivo
esquema de Toulmin.

La refutacion como medio para la identificacion de errores en las garantias

A continuacion, se presentan un momento de discusion en el que se puede evidenciar el
papel de la refutacion como medio para la identificacion de errores en las garantias.

Este primer momento surge de la tarea 1 y muestra que E1 modifica la asercion a partir de
la refutacion realizada por E2, igualmente se pone de manifiesto que a pesar de que E1 conoce
las propiedades de los tridngulos las aplica de manera incorrecta.

T: (sera posible dibujar un tridangulo rectangulo equilatero?

Ei: Si es posible porque puedo poner un angulo de 90 grados, otro de 60 grados y otro de 30
grados.

Ea: No, yo digo que no, porque el equilatero debe tener sus tres lados iguales.

T: y tu como sabes que este no tiene sus tres lados iguales

Ea. porque todos sus angulos deben de medir lo mismo

Ei: jAh ya! todos sus angulos deben de medir 60, yo no puse los tres lados iguales

En el anterior momento de discusion se pone en evidencia que las garantias utilizadas por
uno de los participantes no conducian a la validez de la asercion, a pesar de ser un argumento
formal, de aqui que otro participante interviene para aclarar que no estaba tomando en cuenta una
de las propiedades de los triangulos equildteros. Sin embargo, es importante aclarar que el
estudiante E1 toma en cuenta que la suma de los angulos interiores de un tridngulo es de 180
grados y que un triangulo rectangulo tiene un angulo de 90 grados, el error fue no tener presente
la propiedad de los tridngulos equilateros de que sus angulos deben de medir todos lo mismo.
Este error fue identificado por el estudiante E1 luego de la intervencion de E2. De este modo,
podemos concluir que las refutaciones tienen un papel importante dentro del proceso
argumentativo, pues permite el reconocimiento y la identificacion de los errores presentes en las
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garantias.

Un aspecto importante en el argumento de E1 es que conocia que en los tridangulos
equildteros la medida de cada dngulo es de 60 grados, de aqui que en su ejemplo explicite un
angulo de 60 grados, sin embargo, obvio el hecho de que deben ser los tres angulos de 60 grados.

A continuacion, se presenta el esquema del proceso argumentativo

L&

Pusdo ponsrun
angula de= 90 gradaos,
D otro de &0 grados ¥ Ca
otro de 39 grados.

Q 51 s=pus=ds
Ei l = . dibujar un
bl 5i 2z posible Pr— PR i
re:ta'n_gu.'l.a
uilitero
R Es e

Mo, yo digo que
no, porgus el
aquilatero d=ba
tener sus tres

ladoz igualas.

1
Losdngnlos da un tmangula

1 £
| =quilatero midan £0 grados

Esquema I la refutacion como médio para la identificacion de errores

La refutacion como un medio para la transicion entre argumentos informales a
formales.

En el siguiente momento de discusion se evidencia el papel de la refutacion en la transicion
de argumento informal no valido a un argumento formal valido.

Esta discusion surge en la tarea 3 y pone en evidencia que el estudiante E4 posee una
representacion que no es coherente con la definicion de tridngulo obtusdngulo, de aqui que E1
presenta una refutacion que posibilita el cambio en el esquema argumentativo de E4.

T: (sera posible dibujar un triangulo obtusangulo isosceles?

E4: ..No se puede porque el isosceles tiene dos lados iguales y el obtusangulo no tiene ningin
lado igual.

T: (El tridngulo obtusangulo tiene todos sus lados desiguales?

Ea: Si porque tiene un lado mas chiquito otro mas largo

Ei: iSi se puede! porque si puede tener dos lados iguales del isosceles, pero puede tener un lado
desigual del obtusangulo.

E.. mmmm, por ejemplo 30 mas 30 y 120 (refiriéndose a los angulos)
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G
Los tridneulos isdésceles
tiene dos lados iguales y
los trigdneulos
D obtusdangzulo no tiene
ningltin lado igual. Es
Trianzulo
- ‘n.g | 1 er €1 MNose puede dibujar
obtusdngulo ¥ Ea Mo es posible ]———p RO R
triangulo \ , .
+ obtusangulo istsceles
Ex

R
S5e puede tener dos lades iguales del isosceles, pero
puede tener un lado desigual del obtusdnzulo.

Se puede dibujar, por ejemplo un tridgngulo con
I daos dngulos de 30 grados y uno de 120 grados.

r
1 5i se puede dibujar un trigngulo 1
:‘ obtusdngulo isGsceles 1

Esquema 2: 1a refutacion como medio para la transicion entre argumento informal al formal

En el anterior momento de discusion se presenta un argumento informal del estudiante E4.
Las garantias usadas se fundamentan en la representacion visual que tiene del concepto de
triangulo obtusangulo y del isésceles. El estudiante E4 representa un tridangulo obtusangulo como
aquel que tiene todos sus lados desiguales y el tridngulo isésceles el que tiene dos lados iguales y
uno desigual, de aqui que su asercion no sea valida. Ahora bien, el estudiante E1 presenta una
refutacion a esta asercion mediante argumentos formales que muestran la posibilidad de dibujar
los tridngulos obtusangulos isosceles, de esta manera se pone de manifiesto que no todos los
lados de un tridngulo obtusangulo son desiguales. Esta refutacion permitié que el argumento
informal presentado por E4 se transforme en un argumento formal en el que se pone en juego las
propiedades de los triangulos obtusangulos e isdsceles. Es importante sefialar que en algunas
situaciones los argumentos informales pueden conducir a aserciones validas, sin embargo, en
este caso la representacion visual no se correspondia con la definicion del triangulo obtusangulo,
lo cual lleva a una asercion no valida.

Conclusiones

En esta investigacion se encontr6 que la refutacion ocupa un papel importante en la
construccion de argumentos colectivos de estudiantes de quinto primaria. En este sentido, la
refutacion permite que los estudiantes identifiquen los diferentes errores presentes en las
garantias. Estos errores para el caso de este estudio surgen por un mal uso de las propiedades
matematicas, o por tener una representacion que no se corresponde con la definicion de un
concepto. Sin embargo, las causas de los errores pueden ser multiples entre ellas obstaculos
epistemologicos y obstaculos didacticos. Es importante mencionar que el reconocimiento de
errores posibilita la construccion de nuevos conocimientos, en este estudio se evidencid que los
estudiantes a partir del error elaboraban nuevos significados de los objetos matematicos. De otra
parte, la refutacion posibilita que los estudiantes transformen sus argumentos informales no
validos por argumentos formales validos.
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Este tipo de estudios deja entrever que el uso del esquema completo de argumentacion de
Toulmin no solo es importante para analizar los argumentos de los matematicos expertos, sino
para el analisis de los argumentos colectivos en estudiantes de primaria, ya que la refutacion y
los cualificadores modales ocupan un papel importante en la transformacion de argumentos no
validos a validos. Ademas, esta investigacion permite promover procesos argumentativos en el
aula, logrando de esta manera favorecer el enfoque por competencia que actualmente rige la
ensenanza en México.
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Resumen

Al abordar el teorema de Pitdgoras en diferentes momentos y trabajos de aula
anteriores a este, y al procurar un marco de evaluacion de las producciones de los
estudiantes frente a dichos trabajos, surge la necesidad de generar un instrumento que
permita analizar las producciones realizadas por ellos. El objetivo del presente
documento es ilustrar la creacion y constitucion de dicho instrumento, el cual
conforma un referente para analizar los campos de conocimiento conceptual y
procedimental del teorema de Pitagoras, y es derivado de la integracion de dos
propuestas: los campos de conocimiento conceptual y procedimental expuestos en
Rico (1997), y las etapas de construccion de estructuras descritas en la taxonomia
SOLO (Structure of Observed Learning Outcomes). Toda vez que esta integracion es
producida, nutrimos tal referente a partir de unos indicadores de analisis sugeridos
que posibilitan un analisis cualitativo de futuras producciones estudiantiles sobre este
concepto matematico.

- Como nacen las propuestas Teorema de Pitagoras — Proporcionalidad?

La idea impulsadora del presente documento nace tres afos atras, a partir de nuestro interés
en los estudios realizados por Guacaneme (20016) acerca de la nociones de razon y proporcion
en la geometria euclidiana. Tales nociones, las cuales difieren de las movilizadas
tradicionalmente en el aula de la educacion basica y media, nos han llevado a explorar nuevos
ambitos de la educacion en matemadticas, y a construir una serie de propuestas (Quintero-Suica y
Valderrama, 2015-a; Quintero-Suica y Valderrama, 2015-b) que nos permitan comprender
algunas de las complejidades de los objetos, y de los procesos de ensefianza y aprendizaje de
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estos.
Acerca de la propuesta anterior

Para la construccion de la razon de proporcionalidad en nuestras propuestas, nos hemos
auxiliado del método de antanairésis. Por medio de este método se busca determinar una medida
comun a dos magnitudes dadas, cuya naturaleza sea la misma, via la sustraccion reiterada de una
de las magnitudes a la otra. Toda vez que se construye la razén de un par de magnitudes, es
posible determinar si dos parejas de magnitudes de la misma naturaleza son proporcionales. En
este caso basta con comparar la razon construida para cada pareja, verificando que sean las
mismas.

Esta concepcion de la razon y proporcion la exploramos, con relativa facilidad en un curso
de grado séptimo, al considerar como magnitudes un par de segmentos o parejas de segmentos.
No fue asi, al querer explorarla con magnitudes como las superficies, pues requeriamos un
algoritmo que nos permitiera adicionar o sustraer cantidades de superficie, obteniendo como
resultado una magnitud del mismo tipo.

Articulacion con la propuesta actual

La dificultad antes sefalada, se convierte en una oportunidad de trabajo al considerar al
teorema de Pitdgoras como el algoritmo requerido para llevar a cabo tales operaciones en el
conjunto de las superficies. Por esta razdn, nos interesamos en disefiar una secuencia de
aprendizaje para la construccion de una concepcion generalizada de este teorema.

Después de disefiada la propuesta, en la misma linea de la primera (antanirésis), se aplico a
estudiantes de grado decimo y con el fin de analizar las producciones al trabajar con tal
secuencia, vimos la necesidad de configurar un marco de referencia apropiado, y por tanto una
herramienta analitica, con el fin de describir cualitativamente tales producciones.

Acerca de la propuesta “Generalizacion del teorema de Pitagoras”

El presente articulo tiene como objetivo principal presentar y justificar el marco de
referencia que se elabor6 a partir de la propuesta de Campos de conocimiento de Rico (1997)
integrando a este las taxonomias SOLO (Structed Observed Learning Outcomes) por Biggs y
Collis (1982), para determinar criterios de clasificacion y anélisis de las producciones de los
estudiantes luego de aplicar la propuesta didactica denominada “generalizacion del teorema de
Pitdgoras” sin embargo, es necesario para el lector hacer una breve sintesis de dicha propuesta ,
extraida de la propuesta misma la cual se ha socializado anteriormente como parte del trabajo
completo que se viene desarrollando desde hace algunos afios como investigacion de aula
inspirada por las propuesta del profesor Edgar Guacaneme en algunos de sus articulos.

Esta propuesta se defini6 desde dos perspectivas i) la historico-matematica la cual nos
permiti6 establecer el método de suma tomando como instrumento el teorema de Pitdgoras y ii)
los aspectos de tipo didactico y evaluativo que se consideran pertinentes para orientar la
propuesta (objetivos, actividades, entre otros). En este sentido se presentara la primera
perspectiva para contextualizar al lector.

Historico - matematica

Guacaneme (2011) citando a Recalde (1994), establece una de las perspectivas del
teorema de Pitdgoras abordada en Elementos la cual se detalla “como [un] algoritmo de la suma

Comunicacién XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1876



Un referente para analizar los campos de conocimiento conceptual y procedimental del teorema de
Pitagoras

de superficies, via la construccion de lo que hoy se reconoce como una estructura algebraica para
las magnitudes geométricas” (p. 663).

Desde esta nueva perspectiva del teorema de Pitagoras se indaga sobre una nueva
concepcidn de esta proposicion. Mufioz (2012) hace un analisis minucioso de las superficies, la
forma de sumarlas y la estructura algebraica que se plantea en Elementos y que representa la
adicion definida en el conjunto conformado por estas superficies. En su tesis de pregrado Mufioz
(2012) presenta las tipologias de magnitudes que Euclides consider6 en la geometria. Una de
estas tipologias es la magnitud superficial, considerando que “una superficie es lo que solo tiene
longitud y anchura” (p.21). Claramente, aunque es posible aplicar esta definicion a las
superficies solidas!, solo se trabajara con la nocion de superficie plana.

Luego de definir las superficies planas, Euclides “construye [en] la proposicion 1.47 [...]
un algoritmo (Teorema de Pitdgoras) para sumar dos cuadrados evidenciando asi que la suma de
estos cuadrados da como resultado un cuadrado equivalente a los sumados” (Mufioz, 2012, p.45).
Dicho algoritmo se describe indicando que “en los triangulos rectilineos el cuadrado del lado que
subtiende el angulo recto es igual a los cuadrados de los lados que comprenden el angulo recto”
(Mufioz, 2012, p.48).

En otras palabras, el método para sumar superficies consiste grosso modo en la disposicion
de dos figuras semejantes en los catetos de un tridngulo rectangulo, para luego obtener el
resultado de la suma de estas dos figuras por medio de la representacion de la figura dispuesta en
la hipotenusa de dicho tridngulo que, por su puesto, sera semejante también a las dos iniciales.

Si bien Euclides solo consideré a los cuadrados para ser sumados por medio del teorema de
Pitagoras, el método expuesto por €l se puede aplicar a un par de superficies cualesquiera, aun
cuando no fuesen cuadrados. Esto es posible debido a que /a gran mayoria de las superficies
planas se pueden cuadrar? (construir un cuadrado con la misma cantidad de superficie que la
original) de forma que se puedan operar con el teorema de Pitdgoras. Se analizaran, en lo que
sigue, dos ejemplos de sumas de superficies con este teorema.

Ejemplo 1: Sean el [[] ABCD y el [[] EFGH. Para obtener la suma de la cantidad de
superficie de estos dos cuadrados, primero se disponen los cuadrados en los catetos de un
triangulo rectangulo tal que la medida de estos Gltimos coincidan con la medida de estos catetos.

IS

Figura I: Suma de dos cuadrados

! En la seccion de magnitudes superficiales (1.4), Mufioz (2012) aclara la distincion que hacian los
filoésofos griegos de las superficies y por tanto la posibilidad de una superficie sélida.

2 En este punto cabe aclarar que para la Matematica griega solo era posible cuadrar algunas superficies
con regla y compas (rectas y circunferencias). Sin embargo, las herramientas con las que disponemos en
la actualidad (software matematico) nos permite cuadrar una cantidad adicional de superficies, como por
ejemplo el circulo. Esto Gltimo es importante para la introduccion de las TIC's en la propuesta de
enseflanza que aqui se presenta.
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Luego, se construye a partir de la hipotenusa de ese mismo triangulo rectangulo, un cuadrado tal
que la medida de su lado sea la misma que la medida de la hipotenusa. La cantidad de superficie
de este cuadrado es la suma de las cantidades de las superficies dispuestas en los catetos.

Ejemplo 2: El presente ejemplo se toma de Mufioz (2012). Si se tienen dos superficies
51y 5,

ATy

Figura 2: Superficies a sumar

Su suma se puede calcular cuadrando ambas superficies y obteniendo el cuadrado que
subtiende la hipotenusa del triangulo rectangulo elegido, de forma que la cantidad de superficie
de este es el resultado de la suma como se explicitéd en el Ejemplo 1.

— I
Q L+l
() — [ I

Figura 3: Suma de las superficies

Ly

Se puede observar facilmente que utilizando el mismo método se puede también obtener la
diferencia entre dos superficies. En el Ejemplo 1, 1a superficie del [-] ABCD se puede ver como
el resultado de la diferencia entre la cantidad de superficie del cuadrado que subtiende la
hipotenusa y la cantidad de superficie del [-] EFGH. En otras palabras, si a la superficie del
cuadrado de la hipotenusa se le resta la superficie del [-] EFGH, se obtendra como resultado la
superficie del [-] ABCD. Algo similar se puede realizar con las superficies del Ejemplo 2.

Por otro lado, el conjunto G de las superficies con la adicion tal que
+:GXG-G
(51, 52) » (S1+ S2)

Es una estructura algebraica denominada semigrupo. Es decir, + es una operacion
conmutativa y asociativa en el conjunto G de las superficies (Mufioz, 2012). En otras palabras:

VS;,82, 53 € G ((S1+S,) +S3 =S, + (S, + S3))
VSl'SZ € G (Sl + SZ = Sz + Sl)
Acerca del marco de referencia de analisis de resultados de la puesta en practica
Ahora bien, este articulo pretende ilustrar la propuesta que desarrollaron las autoras al

construir el marco de referencia que se uso para analizar los resultados, el cual tomé dos marcos
conceptuales, los campos de conocimiento propuestos en Rico (1997) y las taxonomias SOLO de
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Biggs y Collis (1982). Las autoras de la propuesta por inclinaciones didacticas eligen estos dos
marcos y determinan indicadores para analizar las actuaciones y producciones de los aprendices.

En el primer marco conceptual elegido, Rico (1997) hace una organizacion cognitiva de los
conocimientos y los clasifica en dos campos el campo conceptual y el campo procedimental. En
el primero, El campo de conocimiento conceptual establece un conocimiento rico en relaciones,
define que una unidad de conocimiento conceptual debe estar relacionada con otras piezas de
informacion (unidades) para ser considerada una pieza del conocimiento conceptual (Hiebert y
Lefevre. citados en Rico, 1997). En este campo se identifican los conceptos, los cuales nos
permiten pensar y segun lo concretos que estos sean se pueden identificar tres niveles: 1) los
hechos son unidades de informacion para registrar acontecimientos, ii) los conceptos, los cuales
describen relaciones entre un conjunto de hechos y poseen una representacion simbodlica y, iii)
las estructuras conceptuales, que relacionan conceptos y permiten generar unos de orden
superior.

En el segundo campo, el procedimental se establece las formas de ejecutar una tarea a
partir de algoritmos, reglas o procedimientos que son secuenciales y organizados linealmente
(Hiebert y Lefevre. citados en Rico, 1997). Este conocimiento establece también tres niveles

i) Las destrezas las cuales procesan hechos o transforman expresiones simbolicas en otras
a partir de una secuencia de reglas y manipulacién de simbolos, i7) los razonamientos, que
establecen relaciones de inferencia entre los conceptos y constituyen relaciones entre estos y, #ii)
las estrategias, que operan dentro de una estructura conceptual y suponen diferentes tipos de
procedimientos a partir de las relaciones y conceptos implicados.

El segundo marco conceptual elegido para el marco de referencia tomado para el analisis
son las taxonomias de SOLO (Structed Observed Learning Outcomes) Biggs y Collis (1982),
estas buscan analizar y describir el nivel de comprension y razonamiento de un aprendiz cuando
se enfrenta a un aprendizaje especifico a través de cinco etapas o niveles que incrementan su
complejidad asi: 1) Pre-estructural, en este nivel se adquieren conceptos e informacién que no
se encuentra relacionada entre si, que no tiene organizacion o sentido, ii) Uni-estructural, aqui
se realizan conexiones simples y obvias, pero la informacién no adquiere mayor significado
respecto a la etapa anterior, iii) Multi-estructural, se deben realizar un nimero considerable de
conexiones pero la relacion entre ellas atin no se identifica y por lo tanto no se adquiere un
sentido global de estas, iv) Relacional, en esta se puede apreciar el significado de las partes en
relacion con el todo y v) Abstracta, aqui ya se realizan conexiones no solo entre los objetos
dados sino con otros elementos conocidos, generalizando y transfiriendo los principios
establecidos en el nuevo conocimiento a algunas otras instancias. Esto en la propuesta y
secuencia didactica no represento de ningiin modo indicadores de aprendizaje u objetivos de
aprendizaje, por lo tanto no se planifico esperando que el aprendiz alcanzara el ultimo nivel,
simplemente represento junto con los campos de conocimiento la estrategia de analisis.

.Como se integran los dos marcos conceptuales?

En este sentido las etapas de la taxonomia SOLO se integran en el nivel de razonamiento
del campo de conocimiento procedimental, es decir que el marco conceptual de Rico se toma
como eje principal para el marco de referencia y las taxonomias son una integracioén en uno de
los niveles de uno de los campos. Esta integracion se logra luego del analisis de las pretensiones
del nivel y las taxonomias mismas. De esta forma este marco de referencia permitira definir los
niveles del aprendiz en cada campo (teniendo una extension en el campo procedimental y
especificamente en el nivel de razonamiento).
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Resultados
Marco de referencia para analisis de resultados

Como se especifico anteriormente este marco se disefia a partir de dos campos de
conocimiento el conceptual y procedimental, los cuales a su vez incluyen tres niveles en uno de
los cuales se integran las taxonomias de SOLO. A continuacion se presenta cada campo
considerado en la propuesta “Generalizacion del teorema de Pitadgoras” y descrito desde el
campo de conocimiento conceptual especificamente para el concepto “Teorema de Pitdgoras —
poligonos” y desde el campo de conocimiento procedimental lo establece desde el hecho que
conforma “Teorema de Pitdgoras — cuadrados”. Es posible que el lector esté interesado en usar
el marco de referencia que se va a proponer para definir los criterios en toda la estructura
conceptual, es decir para cada concepto alli definido o que en préximos trabajos las autoras lo
presenten.

Campo del conocimiento conceptual: la figura presenta las consideraciones de cada uno de los
niveles hechos, conceptos y estructuras conceptuales.

CONCEPTO TEOREMA, —
DE PITAGORAS PARA

POLIGONOS

TEOREVA DES,, )

f il AS '\
|POLIGONOS

P -

ESTRUCTURA | TEOREMADE

CONCEPTUAL EEagses
TEQOREMA DE | SUPERFICIES CON
PITAGORAS | SIMETRIAAXIAL

Figura 1. Estructura conceptual para la generalizacion del Teorema de Pitagoras

La figura 1 ilustra una perspectiva global de la estructura conceptual que dentro del analisis
se denomina “Teorema de Pitdgoras™ la cual se forma con los conceptos y las interrelaciones que
se establecen entre estos. Cabe resaltar que aunque a dichos conceptos subyace el papel
determinado desde la matematica griega, cada uno representa un tipo de superficie especifica,
por lo que aqui se propone un término concreto para cada uno, a saber: Teorema de Pitagoras -
Poligonos, Teorema de Pitagoras — Superficies sin simetria, Teorema de Pitagoras — Superficies
con simetria axial y Teorema de Pitagoras — Semicircunferencia (estos son los conceptos). Las
autoras consideran que el reconocimiento y tratamiento de cada uno de estos conceptos le
permitiran al aprendiz tener una amplia nocidn acerca de la proposicion en estudio.
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Tomando uno de los conceptos de la estructura se permite ver en detalle los hechos o
unidades que lo conforman, por ejemplo en el concepto definido como “Teorema de Pitagoras —
Poligonos” se contemplan las diferentes versiones del teorema de Pitdgoras que se abordaron en
la propuesta didactica para superficies poligonales. Cuando se establece el teorema de Pitagoras
para cuadrados se dice que este es un hecho que requiere ser relacionado con otros para generar
dicho concepto. Asi mismo, se tienen otros hechos que aluden al teorema para otros cuadrilateros
(no cuadrados), los cuales se denominan: Teorema de Pitagoras — Paralelogramo y Teorema de
Pitagoras — Trapecio (estos son los hechos dentro de dicho concepto). Igualmente se tienen para
otros poligonos, con lo cual surgen los hechos denominados Teorema de Pitdgoras - Tridngulos,
Teorema de Pitdgoras — Pentdgonos y Teorema de Pitagoras — Hexagonos.

Cabe aclarar que en la ilustracion se presenta un numero finito de hechos que conforman el
concepto, sin embargo, el nimero es infinito por a la cantidad de poligonos existentes.

Lo anterior describe un concepto de la estructura conceptual propuesto a partir de la
relacion entre varios hechos, el cual fue necesario abordar desde tareas de aprendizaje que
posibilitaran la conceptualizacion y las relaciones entre la estructura. En la propuesta se abordo
con mayor énfasis los hechos del concepto Teorema de Pitdgoras con el fin de estudiar
propiedades y relaciones geométricas que permitieran interiorizar la estructura en completitud.

Campo del conocimiento procedimental integrando SOLO en uno de sus niveles: Luego de
definir las relaciones en el campo de conocimiento conceptual propuesta en la figura 1 se define
el campo de conocimiento procedimental estableciendo sus tres niveles destrezas, razonamientos
v estrategias. En este campo se deberia definir los 3 niveles para cada uno de los hechos en cada
concepto de la estructura sin embargo, asi como en el anterior campo se selecciond un concepto
para ilustrar los hechos y relaciones entre estos que definen el concepto (lo cual deja abierta la
posibilidad al lector de proponer para cualquiera de los demas conceptos definidos), en este
campo se determinara solo un hecho especifico “Teorema de Pitdgoras — Cuadrados”. En la
tabla 1 se organizaron los indicadores que clasifican las destrezas, razonamientos (en cada una
de las etapas de SOLO) y las estrategias.

Tabla 5

Indicadores para la medicion de destrezas, razonamientos y estrategias del hecho Teorema de Pitagoras -
Cuadrados

Destrezas Razonamientos Estrategias
11. Decide la Etapa Indicador Etapa Indicador
transformacion adecuada Comprueba el

de dos superficies

Identifica que las Teorema de Pitagoras

Pre- : Abstracta .
cuadradas en una tercera, estructura]  118Uras involucradas en con superficies no
por medio de la seleccion el trabajo son cuadrados cuadradas (triangulos,
entre tres opciones paralelogramos, etc)
12. Explica las razones por
la cuales descartar algunas . Generaliza el Teorema

. Relaciona una "y
de las opciones . . de Pitagoras de
. determinada cantidad de .
presentadas como Uni- . Relacional acuerdo con la
. superficie con la suma .
superficies cuadradas estructural I comprobacion hecha

de dos cantidades de

osibles de representar la L
p p superficie adicionales

suma de otras dos del
mismo tipo

con superficies
poligonales alternas
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I3. Describe un método
para realizar la
transformacion de dos Multi-

Asocia las medidas de
cada uno de los lados de
cada cuadrado con las

Comprueba el teorema
Abstracta  de Pitagoras con

superficies cuadradas en  estructural . II superficies no

) medidas de los lados de .
una tercera superficie del . . poligonales

. ) un triangulo rectangulo
mismo tipo
Da significado a la

14. Identifica la obtencion relacion entre una terna Generaliza el Teorema
de uno de los tres de cuadrados y un de Pitagoras de
cuadrados a partir de otros . triangulo rectangulo, Relacional acuerdo con la

. Relacional . .
dos dados, acudiendo al reconociendo la II comprobacion hecha
Teorema de Pitagoras conjuncioén de estos en superficies no
como instrumento elementos como el poligonales.

teorema de Pitagoras

Teniendo la tabla anterior se completa el marco de referencia que las autoras proponen para
revisar las producciones de los estudiantes luego de aplicar la propuesta didactica
“Generalizacion del Teorema de Pitdgoras” con el fin de tener un instrumento para medir los
alcances de la misma.
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Resumen
La presente investigacion se ha disefiado con el objetivo de analizar como los
estudiantes de grado tercero comprenden el concepto de area y perimetro de figuras
planas, mediadas por las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele. Se enmarca
en un enfoque cualitativo con un estudio de caso instrumental, mediado por los
instrumentos como: la observacion, la entrevista y documentos escritos, permitiendo
una mejor comprension y analisis de los datos mediante la triangulacion de éstos con
los referentes tedricos. Se busca que los participantes logren comprender estos
conceptos mediante el desarrollo de situaciones cotidianas que indaguen por el
perimetro y el drea de figuras planas.

Palabras clave: area, perimetro, comprension, Van Hiele, aprendizaje, geometria

! Estudiante del programa de Maestria en Educacion
2 Asesor 1 de la tesis
3 Asesor 2 de la tesis
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Introduccion

La presente investigacion se realiza en el marco del programa de Maestria en Educacion,
Linea de Formacion: Educacion Matematica de la Facultad de Educacion de la Universidad de
Antioquia. Este se origina a partir de la preocupacion del docente de grado tercero de la
Institucion Educativa San Pedro de Urab4, al observar las dificultades que presentan los
estudiantes en relacion a la comprension de los conceptos de area y perimetro, los cuales
confunden con facilidad y les cuesta comprender el perimetro como el contorno de la figura y el
area como la medida de la superficie limitada por el contorno. San Pedro de Uraba es un
municipio que basa su economia en la agricultura y ganaderia, por lo que parte de la poblacion se
dedica a estos quehaceres, lo que sugiere que los nifios desde temprana edad estan en contacto
con algtn tipo de medida. Con el fin de fortalecer este conocimiento y utilizando los medios que
brinda el contexto, es oportuno abordar este tipo de investigacion ya que pretende analizar como
los estudiantes comprenden estos conceptos.

Planteamiento del problema
En el presente apartado se describe el contexto en el cual se realiza la investigacion, se
aborda la problematica que se espera investigar y su justificacion. También se presenta una breve
historia de los conceptos de area y perimetro, al igual que un rastreo de los mismos en la legislacion
colombiana y algunos antecedentes de investigaciones previas del tema en cuestion. Al final del
apartado se encuentra la pregunta de investigacion.

Contexto de la investigacion
La Institucion Educativa San Pedro de Uraba se encuentra ubicada en la zona urbana del
municipio de San Pedro de Urab4, cuenta con 1997 estudiantes, distribuidos en varias sedes, ofrece
servicios educativos de transicion, basica primaria, secundaria y media. El grado tercero, en el que se
realiza la presente investigacion esta conformado por 37 estudiantes, los cuales se encuentran entre
edades de 8 y 12 afios, provenientes de familias monoparentales, en su mayoria victimas del conflicto
armado que ha vivido la zona en los Ultimos tiempos.

Descripcion del problema

Durante los afios de experiencia en basica primaria, ha llamado la atencion la dificultad que
presentan los estudiantes, especialmente los de grado tercero, cuando se enfrentan a situaciones en
las que intervienen los conceptos de area y perimetro. Cada vez que se plantean actividades en las
que hay que hallar algunas de estas medidas, los estudiantes se confunden con facilidad, por ejemplo,
cuando hay que hallar el area (o el perimetro) de una figura plana, colocan es la medida del concepto
contrario. Otro razonamiento repetitivo sucede cuando alin estando la figura sobre una cuadricula, los
nifios no logran encontrar el area correcta de la figura, a pesar de las repetidas orientaciones que se
hacen al abordar el tema. A continuacion, se muestran algunas actividades desarrolladas con los
estudiantes que evidencian lo dicho hasta el momento.
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o i W

Imagen 1

Fuente: Investigacion 2018

A los estudiantes se les indico inicialmente que para hallar el perimetro se debia contar un
lado de las unidades cuadradas del borde que conforman la figura (), para hallar el area se debe
tomar como unidad de medida la cuadricula [~ ]. Como se puede observar en la Figura 1, para el
rectangulo y el cuadrado cuyas areas son 6u’'y 25u?, respectivamente, se evidencia que el estudiante
coloca los nimeros 10 y 20. Claramente se puede deducir, en ambos casos que el estudiante coloca el
valor correspondiente al perimetro mas no el del area, que es por lo que se le esta preguntando. Si se
profundiza un poco en el analisis se nota que, en ninguno de los ejercicios de la actividad, el
estudiante coloca la unidad cuadrada correspondiente a esta medida. Esta dificultad 1lama la atencion
y motivan a plantear esto como un problema de investigacion, en el que se analice la comprension de
los conceptos de area y perimetro en estudiantes de grado tercero.

Justificacion
Los conceptos de area y de perimetro estan ligados al diario vivir, en diversas

ocasiones se encuentran situaciones como: /Cual es el ancho de la sala?, ; Cuanto mide esta mesa?,
Qué parque tan grande, Qué piscina mas pequeiia. Para comprender mejor este tipo de
cuestionamientos se requieren conocimientos de los conceptos de area y de perimetro y, por ello, es
importante involucrar estrategias de ensefianza y de aprendizaje adecuadas, desde los primeros afios
de escolaridad. Es importante anotar que hay escenarios en los que cobran mayor importancia estos
conceptos, como lo puede ser el contexto del campo, donde a diario los estudiantes se ven
enfrentados a situaciones como las siguientes: ;Cuanto mide cada uno de los limites de la finca de mi
tio?, (Cuantas hectareas se van a utilizar en el cultivo de maiz este afio?, ;Cuantos instrumentos de
madera alargado se necesitan para cercar el terreno?, ;Cual es el terreno que se va a rodear para
sembrar los vegetales? Escenarios como estos, son en los que viven la mayor parte de los estudiantes

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1885



Comprension del concepto de area y perimetro de figuras planas, mediadas por las fases de
aprendizaje del modelo de Van Hiele

con los que se desarrollara el presente proyecto. Esto pone en evidencia la necesidad que desde los
primeros afios de escolaridad los estudiantes empiecen a razonar adecuadamente sobre los conceptos
de area y de perimetro. Por otra parte, varias de las pruebas externas que realiza el estado a los
estudiantes y las que se proponen a nivel institucional tienen un componente geométrico relacionado
con el area y perimetro de figuras planas. De igual forma, el Ministerio de Educacion Nacional
(MEN), a través de los Estandares Basicos de Competencia (2006), proponen que el aprendizaje de
las matematicas de los estudiantes se de en contextos del mundo real y cotidiano, escolar y
extraescolar, lo que pone de manifiesto, que la comprension de los conceptos de area y perimetro
requieren un acercamiento con el entorno, permitiendo a los estudiantes relacionar figuras, objetos,
formas y mediciones con situaciones de su diario vivir, generando oportunidades de desarrollo eficaz
de habilidades matematicas para resolver problemas en el contexto.

Importancia de la geometria a través de la historia
Para iniciar es pertinente definir la palabra geometria, que segin Hemmerling (2005). “La
geometria es el estudio de las propiedades y medidas de las figuras compuestas de puntos y lineas, se
deriva de las palabras griegas geo que significa tierra, y metron que significa medir” (p. 1).

La geometria tuvo sus origenes con los egipcios, a partir de la necesidad que tenian para
medir sus terrenos y delimitar sus cultivos debido a las inundaciones causadas por el rio Nilo.

También, Hemmerling (2005), manifiesta que “la geometria fue utilizada por los egipcios y
babilonios aproximadamente en los afios (4000 - 3000 a. C).” (p. 1).

Ortiz (2005), plantea que: “... las civilizaciones que lograron significativos progresos
matematicos, como fue el caso de Babilonia y de Egipto, dos legendarias culturas que llegaron a
poseer una geometria, una aritmética y un algebra suficientemente avanzada para lograr significativas
aplicaciones (p. 4).” Esto les permiti6 resolver problemas practicos relacionados con su entorno.

Concepto de area y perimetro desde los lineamientos

El Ministerio de Educacion Nacional, en aras de fortalecer los procesos académicos al interior
de las instituciones ha propuesto a lo largo del tiempo lineamientos curriculares que permiten
unificar criterios referentes al aprendizaje que los estudiantes deben lograr en los diferentes niveles
de educacion, transicion, basica primaria, secundaria y media. Es asi como como en el afio 2006 el
MEN entrega a las Instituciones Educativas del pais los Estandares Basicos de Competencia (EBC),
para que tanto docentes como estudiantes tengan una mejor comprension de los conceptos que se
deben desarrollar en el aula y los puedan poner en practica, de acuerdo a las exigencias de los
diferentes contextos.

El MEN (1998) plantea que:

La renovacion curricular propuso acercarse a las distintas regiones de las matematicas, los nameros,
la geometria, las medidas, los datos estadisticos, la misma logica y los conjuntos, desde una
perspectiva sistémica que los comprendiera como totalidades estructuradas, con sus elementos, sus
operaciones y sus relaciones (p. 6).

Para fortalecer la comprension de los conceptos geométricos de los estudiantes en su paso por
la escuela, los Estdndares Basicos de Competencias (2006), proponen:

el trabajo con objetos bidimensionales y tridimensionales y sus movimientos y transformaciones
permite integrar nociones sobre volumen, area y perimetro, lo cual a su vez posibilita conexiones con
los sistemas métricos o de medidas y con las nociones de simetria, semejanza y congruencia, entre
otras (pag. 62).

A continuacion, se encuentran los EBC de la basica primaria en el area de matematicas, que
guardan relacion con los conceptos de area y perimetro:
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e Realizo construcciones y disefios utilizando cuerpos y figuras geométricas tridimensionales y
dibujos o figuras geométricas bidimensionales.

e Reconozco en los objetos propiedades o atributos que se puedan medir (longitud, area, volumen,
capacidad, peso y masa) y, en los eventos, su duracion.

e Describo y argumento relaciones entre el perimetro y el area de figuras diferentes, cuando se fija
una de estas medidas (MEN, 2006 p. 80).

Concepto de area

En el presente trabajo se tomara como definiciones de los conceptos abordados en el estudio
los propuestos por Garrido (2005), dado que guardan un acercamiento con el contexto en el que se
desenvuelve la investigacion y ademas son citados por el MEN.

“El 4rea de un poligono es la superficie delimitada por las rectas entre si, y se calcula en
unidades cuadras, en otras palabras, se define como el tamafo de una superficie en unidades
cuadradas; en el sistema internacional la unidad de medida de longitud es el metro (m)”. (Garrido,
2015, p.51).

Concepto de perimetro
“Es la suma de las medidas de todos los segmentos que forman el area de un poligono”
(Garrido, 2015, p. 51).

Los conceptos antes mencionados son los que se tendran en cuenta como objeto de estudio en
la presente investigacion para el razonamiento de estudiantes de grado tercero.

Antecedentes
Después de realizar una busqueda relacionada con el objeto de interés en las diferentes bases
de datos, se encontraron investigaciones y articulos publicados que enriquecen la presente
investigacion.

Gonzalez, (2014), realiz6 una investigacion fundamentada en la comprension de los
conceptos de area y perimetro y la independencia de sus medidas, en el contexto de la agricultura del
café utilizando como marco conceptual la Ensefianza para la Comprension. El objetivo general fue
analizar el proceso de comprension de los estudiantes del grado 5° de la Institucion Educativa Santa
Rita, municipio de Andes, departamento de Antioquia, donde los resultados mostraron que los
estudiantes comprendieron los conceptos de area y perimetro a través de diversas asociaciones con el
de area.

Manotas y Rojas (2008), publicaron un articulo basado en la conceptualizacion acerca del
perimetro, area y volumen en tres estudiantes universitarios, el objetivo principal fue describir las
concepciones que tienen tres alumnos universitarios acerca del perimetro, el area y el volumen,
donde una de las conclusiones que se evidencio fue la confusion entre area y perimetro, un problema
muy frecuente en la escuela, ademas el tratamiento no debe ser aritmetizado, sino que debe tomarse
como referente las situaciones de la vida cotidiana para que el estudiante asimile de forma directa los
conceptos pertinentes.

Selmer, Valentine, Luna, Rummel & Rye (2016), en su publicacion: ;como podemos
utilizar mejor el espacio de nuestro jardin escolar? Explorando los conceptos de area y el perimetro
en un contexto de aprendizaje autentico, este articulo tiene como proposito mostrar como una unidad
de ciencias matematicas y el uso del aprendizaje basado en el jardin, se pueden utilizar para ensefiar
los conceptos matematicos de medicion de area; el trabajo se realiz6 dividiendo el jardin en
diferentes regiones teniendo en cuenta el tamafo de las plantas elegidas para cada espacio. Al
analizar los criterios de la ribrica y puntuaciones de los estudiantes se evidencio un aumento en el
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porcentaje de los estudiantes que pueden utilizar con precision una férmula para el area, pueden
determinar el perimetro, pueden utilizar una estrategia para encontrar el area correcta ademas se
comunican de forma integral y con claridad.

Las investigaciones antes mencionadas se constituyen en referentes para el presente trabajo,
dado que aportan elementos que contribuyen a mejorar la comprension de conceptos matematicos en
nifios y nifias desde los grados iniciales, algo similar se pretende con este estudio, que los estudiantes
comprendan los conceptos de drea y perimetro de figuras planas que se encuentran en su entorno:
aula de clase, Colegio, lugar de vivienda, entre otros.

Pregunta de investigacion
Esta propuesta se direcciona en la comprension que deben tener los estudiantes del grado
tercero de la Institucién Educativa San pedro de Uraba en el componente geométrico, como es el area
y perimetro de figuras planas, para lo cual se disefio la siguiente pregunta de investigacion:

( Como comprenden los estudiantes del grado tercero los conceptos de area y perimetro de
figuras planas, mediadas por las fases de aprendizajes del modelo de Van Hiele?

La anterior pregunta se sustenta desde la propia experiencia como profesora del area y desde
referentes de la literatura cientifica, “El analisis obtenido desde la experiencia evidencia que la
confusion entre el area y perimetro se muestra persistente” (Corberan, 1996, p. 22).

Objetivo general
Analizar como los estudiantes de grado tercero comprenden los conceptos de area 'y
perimetro de figuras planas, mediadas por las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele.

Marco teodrico

Después de un estudio de varios marcos tedricos con los cuales es posible abordar un trabajo
investigativo de este tipo, considerando la naturaleza de la investigacion y teniendo en cuenta los
aportes realizados por el MEN en relacion con el estudio de la geometria, se considera que para la
implementacion de la presente investigacion es pertinente apoyarse en los fundamentos tedricos del
modelo de razonamiento de Van Hiele planteado por Jaime y Gutiérrez (1990), y en especial en las
fases de aprendizaje del mismo, que permiten organizar de una manera coherente el trabajo que los
estudiantes deben realizar a lo largo de un proceso de aprendizaje de conceptos geométricos.

Metodologia y disefio
Para orientar el desarrollo de esta propuesta se tendrad en cuenta un enfoque de tipo

cualitativo, donde Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) “Postulan que la “realidad” se define a
través de las interpretaciones de los participantes en la investigacion” (p. 9). Es de gran importancia
realizar una interpretacion adecuada a los actores en el proceso, en este caso a los estudiantes de
grado tercero, los cuales seran los participantes de la investigacion y que van a permitir el avance de
la misma. Se considera que el enfoque cualitativo es pertinente para el desarrollo de la presente
investigacion dado que brinda herramientas puntuales para la recoleccion, procesamiento de los datos
y el andlisis de la informacion.

El disefio metodologico es el Estudio de Caso Instrumental planteado por Stake (1999), es un
instrumento que permite analizar la comprension de un individuo o de un grupo de personas, donde
la observacion juega un papel importante y la informacion recopilada permite analizar cobmo se
desarrolla el proceso investigativo planteado. Los instrumentos para recolectar la informacion son:
observacion, entrevista y documentos escritos, a través de la recoleccion de informaciones con los
participantes se pueden aplicar actividades de las fases de Van Hiele que conlleven a la comprension
de los conceptos de area y perimetro de figuras planas

Comunicacion XV CIAEM-IACME, Medellin, Colombia, 2019.

1888



Comprension del concepto de area y perimetro de figuras planas, mediadas por las fases de
aprendizaje del modelo de Van Hiele

Resultados esperados
Se espera que con la presente investigacion aportar al estudio de la comprension de los

conceptos de area y de perimetro desde el grado tercero de la Basica Primaria, a partir de situaciones
cotidianas que requieran la aplicabilidad de estos conceptos, donde los participantes logren resolver
situaciones como; “En la casa de Andrés se necesita embaldosar la habitacion de él, ésta mide tres
metros de largo y tres de ancho. Andrés necesita la ayuda de los compafieros para saber cuantas
baldosas de 30 centimetros de lado se necesitan para cubrir la superficie de la habitacion”. Ademas,
se requiere saber su perimetro, porque su madre desea decorar a su alrededor con una cenefa.

La revision de la literatura se constituye en referente para la presente investigacion dado
que aportan elementos que contribuyen a mejorar la comprension de conceptos matematicos en nifios
y nifias desde los grados iniciales, por lo que se podria concluir que:

e [Los estudiantes comprendan los conceptos de area y perimetro de figuras planas que se
encuentran en su entorno: aula de clase, Colegio, lugar de vivienda, entre otros

e Fortalezcan los aprendizajes relacionados con el componente geométrico, y puedan
relacionarlo con las practicas cotidianas

¢ Los estudiantes de grado tercero resuelvan problemas de la vida diaria relacionados con los
conceptos de area y perimetro
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Resumen

La matematica es una de las areas del conocimiento que contribuye al desarrollo
cognoscitivo en las estudiantes, el teorema de Pitagoras y Tales, las construcciones
de figuras geométricas, la perspectiva y la resolucion de problemas geométricos,
aportan a este fin. Este trabajo se dirige a favorecer el proceso de ensefianza
aprendizaje de la geometria en las estudiantes de grado octavo, a través de
actividades que se sustentan en la resolucion de problemas, en el uso de algunos
elementos del arte, en la visualizacion y en la Comunidad de Practica de Wenger. La
implementacion de las actividades sobre la matemadtica y arte, sirven como
motivacion para el estudio de la geometria, constituyendo la base conceptual para el
desarrollo de otras tematicas; ademas, ayuda a fortalecer el pensamiento espacial,
mejora la percepcion visual y propicia motivacion para la resolucion de problemas
retadores en la Educacion Basica.

Palabras clave: resolucion de problemas, elementos del arte, visualizacion, Comunidad de
Practica, ensenanza aprendizaje de la geometria.

Introduccion

El contenido geométrico estd presente en todos los curriculos de los diferentes niveles
educativos, por tal motivo es necesario lograr un aprendizaje adecuado de este contenido en cada
grado, pues el contenido dado sirve de base para los estudios posteriores.

La matematica y el arte en el proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria en el grado
octavo, ha ocupado a los investigadores en diferentes reuniones y congresos, en particular se
destacan las investigaciones presentadas en el Congreso Internacional de Educacion Matematica
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(ICME), en el Congress of the European Society for Research in Mathematics Education
(CERME), en la Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education (PME), en las reuniones latinoamericanas de matematica educativa (RELME), entre
otros. En el ICMI (2001), se considera a la geometria como una herramienta vital para el
entendimiento, y también como una parte intuitiva y concreta de las matematicas, ligada a la
realidad. EI ICMI 2008 centra su atencion en la enseflanza-aprendizaje de la geometria mediante
software de geometria dindmica (SGD). Koyuncu, Akyuz & Cakiroglu (2014) enfatizan que la
interaccion con los SGD favorece el desarrollo cognitivo y la adquisicion de conocimientos. Se
considera que para ubicar de nuevo la geometria en un lugar prominente se hace necesario
retomar las herramientas con las que se generd la geometria y a su historia.

Por otra parte el uso de los elementos artisticos para el aprendizaje de la geometria, es una
propuesta que surge de la experiencia de trabajo en el aula, lo cual ha llevado a observar el
limitado desarrollo del componente geométrico en los estudiantes. En este sentido, se pretende
retomar, ademés de materiales manipulables como la regla y el compds, conceptos basicos de
geometria, el uso de la tecnologia, elementos artisticos y sumados a esto, el ingenio y la
creatividad para que haya una apropiacion y disfrute de la geometria.

Este trabajo parte de las dificultades que presentan las estudiantes, y se dirige a buscar
herramientas que fortalezcan el aprendizaje geométrico, a través de los elementos artisticos. Para
ello se disenan y aplican actividades didacticas y pedagogicas, que favorecen el aprendizaje y
razonamiento geométrico en las estudiantes. La investigacion tiene como objetivo favorecer el
proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria, mediante la implementacion de actividades
basadas en problemas, que permitan a las estudiantes adquirir habilidades y destrezas creativas
que conduzcan a la visualizacion y apreciacion del arte en una demostracion o practica
matematica.

Marco tedrico

Esta investigacion, toma como punto de referencia la historia del arte desde Paolo Ucello
(1397-1475), Leon Battista Alberty (1404-1472), Piero de la Francesca (1416-1492), Leonardo
Davinci (1452-1519), cuando tuvieron que resolver el problema de como plasmar un objeto
tridimensional en un plano, problema matematico que fue resuelto por estos matematicos artistas,
con el concepto de perspectiva. Para Platon, la importancia y el valor de una obra de arte residen
en la asimilacion de la belleza absoluta, por ello, una obra de arte es bella si contiene orden y
armonia. Por otro lado Kant contrapone lo bello y lo sublime en términos de forma y contenido,
aunque no necesariamente como unidad dialéctica; Para los pitagdricos, la armonia, uno de los
ingredientes de la belleza, va unida al nimero en la constitucion ontoldgica de todo el universo,
Aristoteles por su parte, en su Metafisica enuncia que las formas expresan la belleza desde el
orden, la simetria, la precision y las matematicas se ocupan de estudiarlas. Esta es la base de esta
investigacion como herramientas pedagogicas en el proceso de ensenanza aprendizaje.

Las matematicas y el arte han estado siempre estrechamente vinculadas: el nimero de oro,
las simetrias, las proporciones, la geometria, son elementos presentes en el arte; no en vano
muchos grandes artistas de la historia han sido grandes matematicos; se han apoyado en la
matematica para expresar la realidad con un lenguaje artistico. Euclides, en el siglo III a. de C.
condenso todo el conocimiento matematico de la antigiiedad en los trece volimenes de los
“Elementos”. En la escuela Platonica, consideraban la geometria como una ciencia pura que
existia por derecho propio. Era inevitable que otras ciencias y el arte, adoptaran sus
descubrimientos.

Seglin De Guzman (2013) ésta tematica ha sido abordada por diferentes investigadores,
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donde plantean sus ideas y caracteristicas importantes. La relacion entre la geometria, la
matematica, el arte y el disefio es bastante obvia. La belleza de muchos objetos de la geometria
es inspiracion para los artistas. Comunmente se ve la matematica como una ciencia; pero la
matematica es un lenguaje de la ciencia. Muchos matematicos ven también a la matematica
como un arte; un artista crea cosas que considera bellas pero para un matematico un teorema es
bello y algunos teoremas son mas bellos que otros, lo cual un artista lo trasforma en obra de arte.

La naturaleza por si sola tiene un disefio unico artistico-matematico. Cada uno de los
objetos naturales tiene una armonia, un juego de colores que contrastan todo tipo de sensacion y
es alli, donde se encuentra implicita la matematica porque esto hace que sea perfecto, que sea
irrepetible. Cada fendmeno natural funciona gracias a su matematica. Falk de Losada (2013),
precisa que los griegos no fijaron su atencion en la simetria sino en la proporcionalidad y
terminaron por estudiar temas relacionados con construcciones de regla y compas.

En una demostracion matematica se despiertan sentimientos y cambios de estado de &nimo
que también se encuentran al realizar una obra de arte, siendo éste, el verdadero valor de
motivacion. Esto implica que podemos incluir la técnica de Omar Rayo (1928-2010), artista
colombiano considerado geométrico-optico, que aprovecha los cuadrados, los rectangulos y las
lineas en zig zag y se expresa con el blanco, el negro y el rojo; Victor Vasarely (1906-1997)
artista Hingaro, considerado como el padre del op art o modelo propio de arte abstracto
geométrico, con efectos dpticos de movimiento, ambigiliedad de formas y perspectivas, e
imagenes inestables. Emmer, Michelle (2005) “Un hecho matematico debe ser, ante todo bello.
Un teorema puede y debe ser bello, como lo es, por ejemplo, una poesia...”. Es alli donde se
puede encontrar la relacidn matematica y arte.

Ademas la investigacion se sustenta en la teoria de la resolucion de problemas y en la
visualizacion. Con respecto a la teoria de la resolucion de problemas se destacan los aportes de
Polya (1973), Krulik y Rudnik (1980), Pochulu y Rodriguez (2012), Sigarreta, Rodriguez y
Ruesga (2006); Santos-Trigo, Moreno y Camacho-Machin (2016), entre otros. Se asume que un
problema “... es una situacion, cuantitativa o de otra clase, a la que se enfrenta un individuo o un
grupo, que requiere solucion, y para el cual no se vislumbra un medio o camino aparente y obvio
que conduzca a la misma” (Krulik y Rudnik, 1980: 4). Para el momento de resolucion de los
problemas en el aula se consideran las fases “... comprender el problema, disefiar un plan, llevar
a cabo el plan y mirar hacia atras...” (Polya, 1973: 5-16).

En el proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria a través de algunos elementos del
arte se hace necesario un constante apoyo en el aula y en el trabajo extraescolar, para dotar a los
estudiantes de herramientas y estimulos para hacer descubrimientos visuales. Por su parte,
Arcavi (2003, p. 216) aduce que "La visualizacion ofrece un método de ver lo invisible",
criterios que se consideran ttiles para las clases de matematica. Con respecto a la visualizacion,
se asume en esta investigacion la definicion dada por Arcavi (2003, p. 217), pues se ajusta al
proposito del trabajo, pues expresa que:

... es la capacidad, el proceso y el producto de la creacion, interpretacion, uso y reflexion
sobre retratos, imagenes, diagramas, en nuestras mentes, en el papel o con herramientas
tecnologicas, con el proposito de representar y comunicar informacion, pensar y desarrollar
ideas previamente desconocidas y comprensiones avanzadas.
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Metodologia

La poblacion objeto de investigacion son las estudiantes del grado octavo del colegio Santa
teresa de Jesus de Ibagué, de caracter estatal, nivel muy superior, ubicado en el departamento del
Tolima, pais Colombia y como muestra 37 estudiantes del grado octavo C.

La investigacion se lleva a cabo bajo el paradigma cualitativo, con un enfoque de
investigacion cualitativo y un disefio de investigacion accion. Este enfoque en el area de la
matematica y el arte permite transformar, mejorar y enriquecer el quehacer docente, dirigido a
despertar la motivacion y el interés para lograr un aprendizaje significativo en las estudiantes de
grado octavo del colegio Santa teresa de Jesus de Ibagué.

Durante la investigacion se utilizan elementos del arte y de la geometria, imagenes
pictoricas de los artistas Omar Rayo y Victor Vasarely, software de geometria dinamica
(GeoGebra), materiales visuales manipulables de geometria y dibujo como la regla, compas,
escuadras, colores, borrador, lapices, entre otros. El instrumento de contenido se dirige a
constatar como se manifiesta el proceso de disefio y reproduccion de ejercicios pictdricos
(representacion visual), como resultado de una préctica o de una demostracion geométrica,
importante en la resolucion de problemas.

La investigacion se orienta a encontrar la relacion entre matematica y arte en el aula, con
una metodologia que propicia “conocer y actuar” en el contexto de un proceso de apropiacion y
aplicacion del conocimiento geométrico. Para ello, en el grupo seleccionado se realizan talleres
sobre dominio de herramientas fisicas y tecnoldgicas. La observacion participante, los
instrumentos de geometria, de dibujo y el uso de la tecnologia a través de GeoGebra, conducen a
encontrar la relacion entre matematicas y el arte.

Se realiza una implementacion en la préctica con estudiantes de grado octavo y se
muestran los resultados alcanzados, los cuales se contrastan con una encuesta de satisfaccion
aplicada a las estudiantes para valorar el proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria con
ayuda de la relacion que existe entre las matematicas y el arte, una vez terminada la aplicacion de
la practica pedagdgica.

Resultados

Las actividades disefiadas para la clase de geometria, donde se integra el arte y la
matematica, estan orientadas hacia el aprendizaje de las construcciones geométricas, Teorema de
Pitagoras, Teorema de Tales, perspectivas en el op art y solucion de problemas geométricos. Este
proceso se lleva a cabo a través de la resolucion de problemas geométricos retadores.

Las actividades propuestas propician la manipulacioén y exploracion de los objetos
artisticos y geométricos, para lograr el proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria en el
grado octavo, a través de la relacion arte y matematica.

Para la busqueda de la relacion entre matematica y arte, en la investigacion se desarrollan
seis actividades basadas en problemas retadores. Estas actividades son:

e Construccion de figuras geométricas con regla y compas.
e Teorema de Pitdgoras y su aplicacion a los nimeros irracionales.
e Aplicacion del Teorema de Tales para la resolucion de problemas.
e Perspectiva en el arte optico.
e Problemas geométricos.
e Exposicion concurso intercolegiado “Matematicamente” 2017.
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Resultados de la encuesta de satisfaccion aplicada a los estudiantes y discusion

Al realizar el andlisis respectivo de la encuesta de satisfaccion, aplicada a 33 estudiantes
presentes del grado octavo C, del colegio Santa Teresa de Jesus de Ibagué, acerca de la
percepcion que tienen las nifias involucradas en la practica pedagégica, se evidencia en alto
porcentaje de favorabilidad el cumplimiento de los objetivos planteados en la tesis (ver grafico
2), tabla de datos de la encuesta de satisfaccion.

Preg—Valol 1 2 3 4 5
1 1 2 30
| 2 8 25
3 1 1 1 5 24
4 1 2 7 23
5 2 3 28
b 2 10 21
7 12 21
8 1 7 25

Grdfico 1. Tabla de datos de la encuesta de satisfaccion.

Fuente: Elaboracion propia.

Encuesta de satisfaccion

35

30 .
30 5 25
25 21 21
20
15 N 12
10 8 6 7 7

5 12 1110F 1 2 23 2 1

0 - -

1 2 3 4 5 6 7 8

Grdfico 2. Andlisis estadistico de la encuesta de satisfaccion

Fuente: Elaboracion propia.

El anterior grafico de barras (grafico 2), andlisis estadistico de la encuesta de satisfaccion,
en donde participaron 33 estudiantes de las 37 de la muestra, se evidencia la calificaciéon més alta
de uno a cinco, la tienen un gran nimero de estudiantes en cada una de las ocho preguntas
realizadas, en la pregunta uno, 30 estudiantes manifestaron 5, dos en 4 y una en 3; en la segunda
pregunta, 25 en 5 y ocho en 4; en la tercera pregunta 24 en 5, seis en 4 y una estudiante en el 1, 2
y 3; en la cuarta pregunta 23 en 5, siete en 4, dos en 3 y una en 1; la quinta pregunta 28 en 5, tres
en 4, dos en tres; en la sexta pregunta 21 en 5, diez en 4 y dos en 3; en la pregunta 7, 21
estudiantes 5, y doce estudiantes en 4 y en la octava pregunta 25 en el 5, siete estudiantes en 4 y
unaen 1.
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Encuesta de satisfaccion
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Grafico 3. Analisis de datos por valoracion

Fuente: Elaboracion propia.

El gréafico 3, analisis de datos por valoracion, nos muestra que de las 33 estudiantes
encuestadas, se concentra en la valoracion de 5 en cada una de las preguntas asi; la 1 en un 91%,
la2enun 76%,la 3 enun 73%,la4 en un 70%, la 5 en un 85%, la 6 y la 7 en un 64% y la 8 en
un 76%; en la valoracion 4, el porcentaje es en la pregunta 1 es de 6%, la 2 de 24%, la 3 de 18%,
la 4 de 21%, la 5 de 9%, la 6 de 30%, la 7 de 36% y la 8 es de 21%; la valoracion de 3 en un
porcentaje en la preguntas 1, 3 y 8 de un 3% y las pregunta 4, 5 y 6 en un 6%, las preguntas 2 y 7
0%; la valoracion de 2, la pregunta 3 un 3% las demas preguntas 0%, en la valoracion de 1, s6lo
las preguntas 3 y 4 con un 3%, las preguntas 0%. Las estudiantes hicieron valoracion de la
pregunta 3 y 4 de 1 porque no consideraron un reto las actividades y tienen ciertas dificultades en
el manejo de los elementos artisticos y geométricos.

Conclusiones

El proceso de investigacion sobre matemadtica y arte, en el grado octavo de la Educacion
Bésica, permiti6 dar respuesta al objetivo. Los resultados obtenidos permiten destacar algunos
elementos en éste trabajo, ellos son:

e Lateoria de la resolucion de problema es fundamental para el trabajo en el aula con la
solucidn de problemas de matematica y arte. En la investigacion se retoman las ideas de
especialistas en Educacion Matematica, los cuales aportan definiciones sobre problemas,
resolucion de problemas y estrategias para la resolucion, que constituyen elementos
basicos en la propuesta de actividades, basada en problemas retadores.

e Laresolucion de problemas aporta a la construccion de ejercicios artisticos con contenido
matematico, a través del uso de algunos elementos del arte, pues las estudiantes aprenden
a pensar y a razonar de manera geométrica abstracta, a explorar y a crear sus
representaciones y modelos mentales. Mediante este proceso se propicia resolver
situaciones de la matematica, del arte y de la vida real.

e La visualizacion favorece la construccion de ejercicios artisticos, a través del uso de
elementos de geometria como la regla y el compas. En este proceso se considera que la
visualizacion es una habilidad, que permite formar imagenes y representaciones, para la
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buisqueda de una interpretacion geométrica de las obras de arte y de utilizar las técnicas
artisticas como el op art y geometria abstracta en una grafica geométrica o en un teorema.
La comunidad de préctica para el trabajo de la matematica y arte en el aula, transitd
durante su desarrollo por las fases: potencial, coalescencia, madurez, gestion y
transformacion. El transito por estas fases permite su consolidacion como comunidad y
favorece la construccion del conocimiento, donde es esencial la participacion, la
imaginacion de las estudiantes, para la biisqueda de su propia identidad. El trabajo en
comunidades de préctica permite la comprension y socializacion en el salon de clases de
la construccion y apropiacion de conocimientos geométricos.

Como resultado de la implementacion de las actividades en la préctica escolar, se constata:

Comprension por las estudiantes acerca del proceso de relacionar imagenes de obras de
arte con sus respectivas soluciones geométricas y viceversa.

El disefio de las actividades, la heuristica utilizada en los problemas, el estilo de trabajo
en grupo, la relacion entre matematica y arte, motivaron a las estudiantes en querer
socializar sus ideas y mostrar sus experiencias pictoricas.

Se interpretan y analizan los Teoremas de Pitagoras y Tales y, se fortalecen otros
conceptos matematicos y geométricos que implican estas demostraciones.

El uso de los materiales didacticos en la clase, genera mayor motivacion en las
estudiantes para la resolucion de los problemas geométricos que relacionen la matematica
y el arte.

Los diferentes procedimientos que utilizaron las estudiantes para la resolucion de los
problemas se constatan en la socializacion de las actividades, tanto en los grupos de
comunidades de practica, como en el debate con todas las estudiantes del aula.

Se fortalece el sentido de cooperacion, responsabilidad y compaierismo y la
participacion entre las estudiantes, lograndose su satisfaccion al notar avances en el
desarrollo de sus procesos matematicos.

En las actividades participaron 10 grupos de trabajo, para un total de 37 estudiantes, de
ellos un 90% responde de forma correcta cada una de las actividades.

La exposicion de sus trabajos sobre matematica y arte en el concurso intercolegiado
“Matematicamente 20177, a diez delegaciones de instituciones privadas y publicas de
Ibagué, fortalecen su motivacion y autoestima.
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Resumo

Este artigo traz consideracdes acerca do Projeto “Ampliando compreensdes e
atenuando dificuldades em Geometria Plana, Espacial e Analitica por meio de

Projeto de Monitoria” desenvolvido no IFC - Campus Concoérdia. Objetivou ampliar
e diversificar estudos de Geometria Plana, Espacial e Analitica, fomentar a melhoria
dos processos de ensino-aprendizagem, incentivar a formagao docente, promover
articulagdes entre docentes e discentes bem como estimular préaticas que possibilitem
o desenvolvimento de inovagdes metodologicas pautadas na construcao de itinerarios
formativos articulando contetdos disciplinares. No desenvolvimento da monitoria,
destacamos reconstrugdes conceituais a partir de representacdes com softwares e a
necessidade de reflex@o sobre as contribuigdes da monitoria, no sentido de que nao
pode ser vista apenas como um apéndice que visa abordar/tratar aspectos mais
imediatos relacionados aos processos de aprendizagem, mas que de fato contribua e
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ultrapasse dindmicas de sala de aula e desenvolva um académico autdnomo,
enriquecendo a formac¢ao do monitor, docente e demais envolvidos.

Palavras Chave: Ensino e Aprendizagem, Geometria, Formacdao de Professores,
Monitoria, Pratica Docente.

Introduciao

A Geometria pode ser compreendida como um corpo de conhecimentos fundamental para
que possamos compreender o mundo além de propiciar a participagdo ativa do homem na
sociedade, pois esta presente em todas as instancias de nossas vidas (Fillos, 2006). Corroboramos
ao autor supracitado de que a Geometria tem papel preponderante no ensino, uma vez que ativa
estruturas mentais no movimento que perpassa dados concretos e experimentais para processos
que envolvem abstracdo e generalizagdo. Ademais, a Geometria configura-se como um tema
integrador entre diversos ramos da Matematica, “sendo a intui¢do, o formalismo, a abstragdo e a
deducdo constituintes de sua esséncia” (Fillos, 2006, p. 2).

Embora historicamente o desenvolvimento da Geometria tenha sido impulsionado por
necesidades praticas e cotidianas, sua axiomatizacao e relevancia alcangada no meio cientifico,
vem configurando-a como uma disciplina complicada, uma vez que se desdobrou em outras
areas como a Geometria Plana, Espacial e Analitica e uma algebrizagao foi se instaurando em
sua esséncia. Por outro lado, reconhecemos que sem uma articulagdo dos aspectos algébricos do
Ensino da Matematica aos geométricos, obstaculos acabam de criando e privando os estudantes
de um desenvolvimento integral dos processos de pensamento (Rosa, 2009).

Nesse sentido, discussdes que envolvem as problematicas dos processos de ensinar e
aprender Geometria, assumem varias orientagdes que transitam entre questoes pedagogicas e
metodoldgicas. Nesse movimento, vem se desenvolvendo investigagcdes que tomam as
tecnologias como possibilidades de promover compreensdes “[...] de relagdes geométricas sem a
necessidade de memorizacao e utilizagdo de estratégias rigorosamente elaboradas, ou técnicas de
resolucdo analitica e, com as TI a experimentagdo passa a obter um papel importante na
produ¢do matematica (Santos, 2006, p. 24)”.

Ainda nesta perspectiva, Pavanello (2001, p. 183) chama a atengao a postura do professor
ao trabalhar com a Geometria, assinalando que este ndo trabalha “[...] as relacdes existentes entre
as figuras, fato esse que nao auxilia o aluno a progredir para um nivel superior de compreensao
de conceitos”. Neste sentido, destacamos que ao longo da institui¢ao desta area da Matematica
no contexto escolar, a Geometria ndo tem sido abordada ou abordada de maneira superficial
devido as dificuldades inerentes aos seus processos de ensino e aprendizagem. Para Rosa (2009,
p.24) “O ensino da Geometria no enfoque tradicional enfrenta grandes problemas, seja com
relacdo a formagdo e conhecimento do professor, aos métodos utilizados, ou ainda as
dificuldades encontradas em relacionar a abordagem axiomatica e a Geometria pratica [...]”.

Considerando as problematicas relacionadas aos processos de aprender e ensinar
Geometria, apresentamos, neste artigo, algumas consideracdes a partir do desenvolvimento de
um Projeto de Monitoria em Geometria (Plana, Espacial e Analitica) no contexto da formagao
inicial de professores de Matemadtica. Para tanto, o presente texto, assim esta estruturado:
primeiramente, apresentamos alguns elementos introdutorios. Em um segundo momento,
trazemos reflexdes no que concerne ao Ensino de Geometria. Na sequéncia, apresentamos alguns
aspectos referentes a histdria das monitorias e sua institucionaliza¢do no contexto da Educacao
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Superior, a processualidade metodoldgica e encerrando o texto, apresentamos algumas
compreensoes a partir do Projeto desenvolvido.

Geometria: Elementos historicos e de ensino e aprendizagem

Pavanello (1993, p. 8) pontua que o ensino de Matematica no inicio do século passado
buscava “O dominio das técnicas operatorias necessarias 4 vida pratica e as atividades
comerciais. Com a mesma orientacdo, eram trabalhadas algumas noc¢des de geometria”. No
tocante aos professores de Matematica desta época Pavanello (1993) menciona que estes nao
apresentavam formacao especifica em licenciatura, mas eram profissionais liberais que, muitas
vezes, haviam aprendido sozinhos. Por outro lado, as aulas de Matematica eram, conforme Silva
(2010, p. 69)

[...] expositivas, sendo que nem sequer a resolugao de exercicios pelos alunos em sala de aula era uma
pratica generalizada. Quando era feita, o que se apresentava aos alunos eram exercicios padronizados,
que deveriam ser resolvidos do mesmo modo que um “problema modelo”, com énfase nos calculos
volumosos. As demonstra¢des dos teoremas eram expostas pelo professor e decoradas pelos alunos,
para apresentacgdo nas provas. Os recursos utilizados ndo iam além do giz, quadro-negro e livro-texto,
se houvesse.

Ponderamos que ndo houveram mudancas substanciais fazendo uma comparag¢ao com os
dias de hoje, e, diariamente, alguns estudantes tem aulas com professores nao formados em
Matematica ou com profissionais ndo capacitados, os quais desenvolvem uma pratica pedagogica
que enfatiza a memorizacdo de formulas, exercicios repetitivos que sdo seguidos de Provas.
Ademais, alguns desses profissionais capacitados ou ndo acabam desenvolvendo um ensino
superficial em Geometria, conforme evidencia Lorenzato (1995, p. 3):

Sao inimeras causas, porém, duas delas estdo atuando forte e diretamente em sala de aula: a primeira
¢ que muitos professores ndo detém os conhecimentos geométricos necessarios para a realizagdo de
suas praticas pedagogicas. [...] A segunda causa da omissdo geométrica deve-se a exagerada
importancia que, entre nos, desempenha o livro didatico, quer devido a mé formagao de nossos
professores, quer devido a estafante jornada de trabalho que estdo submetidos.

Dessa maneira fica evidente que as causas levantadas por Lorenzato fazem parte do
cotidiano da escola e do professor, onde se estabelece uma dependéncia sobre o livro didatico,
onde o professor ensina Geometria como ela ¢ apresentada nos livros, ou seja, como um conjunto
de definic¢des, propriedades, nomes e formulas, sem nenhuma contextualiza¢do com a vida
cotidiana do aluno. Compreendemos, que para que o ensino de Geometria seja realmente eficaz e
significativo, o professor deve lancar mao de diferentes recursos e metodologias, com destaque
no contexto atual, para a utilizagdo das Tecnologias Digitais. Um dos documentos mais
importantes do contexto brasileiro, os PCN, que propoe diretrizes para o Ensino de Matematica
na escola basica, salienta que:

E importante destacar que a Matematica devera ser vista pelo aluno como um conhecimento que pode
favorecer o desenvolvimento do seu raciocinio, de sua capacidade expressiva, de sua sensibilidade
estética e de sua imaginagdo. E também, o ensino de Matematica prestara sua contribuicdo a medida
que forem exploradas metodologias que priorizem a criagao de estratégias, a comprovagao, a
justificativa, a argumentagao, o espirito critico, e favorecam a criatividade, o trabalho coletivo, a
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iniciativa pessoal ¢ a autonomia advinda do desenvolvimento da confianga na propria capacidade de
conhecer e enfrentar desafios (BRASIL, 1998, p. 26).

Sendo assim, tendo em suas maos alguns recursos diferenciados daqueles comumente
presentes em sala de aula, o professor pode desenvolver um ensino eficaz e significativo, fazendo
com que os estudantes passem a buscar pelo novo, e ndo apenas esperar, reduzindo indagacdes
rotineiras como: Mas por que estudar Geometria? Ela ¢ tdo necessdria em nosso dia a dia?
Assim, tais indagacdes podem serem substituidas e a importancia do estudo da Geometria pode
ser finalmente compreendido pelos estudantes. Sobre isso, Lorenzato (1995, p.5) pontua que:

A necessidade do ensino de geometria, pelo fato de que um individuo sem este contetdo, nunca
poderia desenvolver o pensar geométrico, ou ainda, o raciocinio visual, além de ndo conseguir
resolver situagdes da vida que forem geometrizadas. E ainda ndo se pode utilizar a geometria como
facilitadora para compreensdo e resolugdo de questdes de outras areas do conhecimento humano. Sem
conhecer Geometria a leitura interpretativa do mundo torna-se incompleta, a comunicagao das idéias
fica reduzida e a visdo da Matematica torna-se distorcida.

E preciso ressaltar que a Geometria est4 presente de alguma forma em todos os lugares do
nosso cotidiano, quer seja por por visualizagdo de formas geométricas ou até mesmo por idéias
de paralelismo e entre outras definigdes inerentes a disciplina, o que justifica sua importancia.
No IFC — Campus Concérdia, ha um indice elevado de reprovagdo nas disciplinas de Geometria
Plana, Espacial e Analitica no contexto da Licenciatura em Matematica bem como em outros
Cursos, e na tentativa de construir novos itinerarios formativos ¢ que o projeto foi proposto e
desenvolvido e cujas reflexdes sdo aqui apresentadas. No que segue, expomos algumas
consideragdes tedrico-metodoldgicas relacionadas a monitoria.

Aspectos tedrico-metodologicos do trabalho de Monitoria

O Ensino Superior ¢ uma realidade de 14% da populacao adulta brasileira, onde apenas
16% dos egressos completaram a graduagdo (OCDE, 2016). Frente a isto, Institui¢des de Ensino
Superior (IES) investem em estratégias e praticas que propiciem alcancar melhores resultados,
tanto na avaliacdo do Ministério da Educagdo quanto no prestigio reverberado pelos egressos.
Isso ja constitui, por si s6, um motivo para investir em formas alternativas de trabalho que
estimulem e efetivem o processo de aprendizagem, como ¢ o caso das monitorias (Frison, 2016).

O papel de monitor na antiguidade classica era exercido pelo pedagogo, através de
atividades diferentes e auxiliares as do professor, ora com o objetivo didatico de explicar, ora
buscando disciplinar, através do controle comportamental dos estudantes (Monroe, 1974).

No século XVIII, o inglés Joseph Lancaster criou o método de ensino Lancaster, também
denominado ensino mutuo ou monitorial, que tem por objetivo ensinar um maior nimero de
alunos usando poucos recursos, em pouco tempo e com qualidade. O monitor, aluno mais
adiantado, recebia separadamente orientagdo do professor para depois replicar aos outros. No
Brasil, ele fora implantado ainda no império sob a indicagcdo de Dom Pedro I, em 1823, a partir
da iniciativa de uma escola de ensino mutuo (Dantas, 2014). A monitoria, no Brasil, foi instituida
oficialmente apenas no século XX, através da Lei de Reformulacido do Ensino Superior (Lei BR
n°® 5540/68), cujo artigo 41 dispde o seguinte:
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As universidades deverdo criar as fungdes de monitor para alunos do curso de graduacdo que se
submeterem a provas especificas, nas quais demonstrem capacidade de desempenho em atividades
técnico-didaticas de determinada disciplina. As fungdes de monitor deverdo ser remuneradas e
consideradas titulo para posterior ingresso em carreira de magistério superior.

Mais tarde, em 1994, a Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (Lei BR n°
9.394/94) revoga a anterior e, no artigo 84, estabelece a orientagdo atual: “Os discentes da
educagdo superior poderdo ser aproveitados em tarefas de ensino e pesquisa pelas respectivas
institui¢des, exercendo fungdes de monitoria, de acordo com seu rendimento e seu plano de
estudos”. Portanto, a monitoria trata-se de uma estratégia de ensino respaldada em lei, que pode
efetivar o aprendizado na graduacdo, por meio da atuagdo de monitores em praticas e
experiéncias pedagdgicas. Permite também oportunizar ao graduando atitudes autdnomas perante
o conhecimento, assumindo, com maior responsabilidade, o compromisso de investir em sua
formacgao além de estimular a docéncia (Voos, 2009).

No entanto, mesmo com todas as contribui¢des que as atividades de monitoria oferecem ao
Ensino Superior, as vezes € pouco aproveitada pelos académicos. Sendo assim, neste trabalho
buscamos apresentar algumas discussdes sobre o ensino e aprendizagem de Geometria no ambito
de um Curso de Matematica - Licenciatura, vinculada ao referido programa.

Metodologia

O Programa de Monitoria mencionado teve seu inicio em agosto de 2017 e término em
julho de 2018. Durante este periodo, varios académicos tiveram a oportunidade de fazer
acompanhamento semanal com o monitor, em que eram supridas algumas dificuldades bésicas e
imediatas. A medida em que o projeto e suas atividades foram se desenvolvendo, percebemos em
algumas oportunidades, dificuldade dos alunos em relag@o a conceitos basicos da Geometria.
Tais dificuldades relacionavam-se a necessidade de utilizagdo de softwares especificos para
compreender melhor situagdes apresentadas ou até mesmo a visualizagao de s6lidos geométricos,
no caso da Geometria Espacial. Assim, para avaliar a qualidade do ensino e aprendizagem de
Geometria dos estudantes, monitores e coordenadora do Projeto, elaboraram um questionario
semiaberto, composto por 24 perguntas subdivididas em seis subtitulos referentes a cada etapa do
processo de ensino e aprendizagem de Geometria ao longo da vida académica dos alunos.
Participaram da pesquisa onze alunos do curso de Licenciatura em Matematica do IFC- Campus
Concordia. Os dados foram coletados nas dependéncias do Campus em Novembro de 2017, por
meio de formulario online. Assim, os dados tomados para andlise sdo oriundos de questionarios
aplicados e de observagdes e notas de campo do monitor do Projeto. A pesquisa segue os
pressupostos da pesquisa qualitativa, com analise interpretativa (Bogdan; Biklen, 1994).

Resultados e Discussoes

O Programa de monitoria iniciou em agosto de 2017, abrangendo a disciplina de
Geometria Espacial. De inicio houve pouca participacao dos académicos, contudo logo
comegaram a sugir davidas no contexto da disciplina, e estes recorreram aos monitores. Assim, o
primeiro atendimento realizado destinou-se a esclarecer dividas de natureza conceitual de
poligono, poliedro, prisma e etc. Neste sentido as dividas ndo estavam relacionadas a resolucao
de exercicios, evidenciando assim algumas lacunas conceituais no que tangem ao ensino e
aprendizagem de Geometria. Nesse sentido, compreendemos que estas lacunas conceituais
podem ter raizes em um aprendizado limitado no Ensino Fundamental e Médio aliado as
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metodologias adotadas pelo professor. Portanto, sdo varias os motivos que levam os alunos a
ndo se apropriarem de conceitos basicos de Geometria.

Apesar de termos mudangas nas leis que definem o que ensinar e novas metodologias
que escancaram as portas para novos conhecimentos, hoje em dia a forma de ensinar continua
a mesma, baseadas em métodos em que os alunos sdo submetidos a aulas expositivas e
métodos de repeticdo para fixagdo. Ao serem questionados sobre “Como foi a aprendizagem
da Geometria no Ensino Fundamental e Médio?”, 18,2% dos alunos disseram que nao
lembravam, 9, 10% disseram que foi regular, 63,60% disseram que foi pouco trabalhada e
apenas 9,10% disseram que foi 6tima.

Observemos que grande parte dos alunos ingressantes da Licenciatura em Matematica do
IFC — Campus Concordia ndo construiram conhecimentos em Geometria na educagdo bdsica.
Uma pequena minoria disse que o ensino foi 6timo, mas ndo apresentaram elementos que nos
possibilitassem avaliar a qualidade deste ensino. Apesar da fragmentacdo do processo de ensino
e aprendizagem de Geometria na escola basica, acreditamos que para suprimir estas dificuldades,
sua abordagem em sala de aula deve ser amparada por diversos materiais didaticos, incluindo o
uso de softwares. No Projeto de Monitoria, a participacdo dos académicos foi muito importante
para a constru¢do do conhecimento de conteudo especifico necessario a sua futura formagao
docente e articulou materiais concretos e softwares.

Outro questionamento que integrava o questionario online buscava aspectos relacionados
ao conhecimento tecnoldgico dos alunos e assim estava definido “Vocé ja conhecia ou conhece
algum software para estudar Geometria? Como conheceu?”” Dos respondentes, 9, 10% disseram
que tinham conhecimento em autocad, outros 9,10% disseram que ndo. Por outro lado, ndo cabia
a resposta do questionario, mas 81,80% disseram que tinham algum conhecimento e que este era
oriundo de atividades e aulas que tiveram no ambito da graduacao.

Outra perspectiva das Monitorias, reside na construg@o de itinerdrios formativos, o que
ocorreu no ambito do Projeto, uma vez que os alunos puderam utilizar-se de outros recursos para
subsidiar suas aprendizagens. Em especifico, durante a monitoria, os alunos puderam
experimentar abordagens que fugiam do cléssico giz e lousa, as quais estavam alicercadas na
utilizagdo das Tecnologias Digitais. Conforme quadro 2, podemos observar que grande parte dos
académicos nao haviam estudado conceitos de Geometria por meio de softwares. Entretranto, a
partir do projeto, esta pratica ndo so foi incentivada como também foi materializada.

Ademais, no decorrer do projeto destacamos o Facebook como um importante aliado dos
monitores, que quando necessario publicavam algumas atividades referente as geometrias.
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Figura I:
Publicagoes realizadas no facebook, no grupo Monitoria de Geometria.
Fonte: Autores (2018).

Ainda, em termos de constru¢ao do conhecimento em Geometria e sua importancia na
formagdo do futuro professor, mais de 50% dos alunos que responderam o questionario
destacaram a importancia do mesmo para sua futura atuacdo docente. Uma pequena
porcentagem, representando 27,30 % justificou, dizendo que “Sim, pois a Geometria em si faz o
aluno ter um senso critico para observar objetos reais como exemplos. Além de resolverem
problemas em nosso cotidiano”. Outros 18,20% dos respondentes destacaram que “Com certeza,
¢ o assunto mais ‘palpavel’ que se pode ter dentro da Matematica”.

Fillos (2006) apud Fainguelernt (1995), explicita que a Geometria tem um papel
predominante na aprendizagem de conceitos matematicos na medida em que ativa estruturas
mentais no movimento que perpassa dados concretos e experimentais e caminha para os
processos que envolvem abstragcdo e generalizacdo. Assim, nesta perspectiva, tem-se a
necessidade de articulagdo dos aspectos algébricos aos geométricos, para poder suprimir ou até
mesmo poder impedir que obstaculos se criem, e impedir os estudantes de um desenvolvimento
integral dos processos de pensamento.

Consideracoes Finais

Apesar das dificuldades no processo de ensino de Geometria, consideramos que os alunos
por si s6 podem construir seu proprio conhecimento a partir de estudos mais aprofundados e na
utiliza¢do das TICs para que possam compreender aspectos e propriedadades mais abstratos.

Percebemos que o Projeto de Monitoria por vezes assumiu a caracteristica de um Projeto
de Mentoria, no sentido de que relacdes de confianca e entendimento entre os sujeitos se
construiram. Ademais, o monitor “Ao compartilhar as historias de vida e as experiéncias
vivenciadas, os envolvidos se inserem em um movimento que permite olhar as diferentes
situacdes e agdes de varios angulos, podendo desencadear processos reflexivos a cerda das
vivencias que possibilitem o desenvolvimento dos sujeitos”(Oliveira; Guimaraes; Andrade,
2016, p. 50). Ademais, o desenvolvimento do Projeto trouxe importantes contribui¢cdes em
termos de formacao inicial de professores, pois possibilitou a constru¢do de conhecimento nao so6
matematico, mas também pedagogico e tecnoldgico.
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