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Presentacion

La XVI Conferencia Interamericana de Educacién Matematica (XVI CIAEM) se realiz6 en
la Universidad de Lima, Per, del 30 de julio al 4 de agosto del 2023.

La XVI CIAEM en un momento crucial
Esta CIAEM se dio en un momento significativo para nuestra comunidad:

e En primer lugar, por ser el primer gran congreso multinacional postpandemia en las
Américas totalmente presencial. Esta modalidad se convirtié en un gran desafio para
una region muy afectada por la pandemia, a nivel nacional, institucional e individual.
Los esfuerzos organizativos que hubo que hacer fueron mayores en medio de muchas
incertidumbres, incluidas las politicas. Pero el proceso se completd con extraordinario
éxito. Contd con la participacién de cerca de 1000 personas de 28 paises y la
presentacion de mas de 500 trabajos en diversas modalidades (https://xvi.ciaem-
iacme.orq).

e En segundo término, porque se realiz6 en Lima, después de 57 afios desde que habia
tenido lugar la Il CIAEM (1966), bajo el liderazgo de los norteamericanos Marshall
Stone y Howard Fehr. La CIAEM volvio al Per(, aunque en un escenario histérico muy
distinto.

e Precisamente, en tercer lugar, el afio 2023 simboliza un punto de inflexion con saltos
cuénticos en las tecnologias del mundo, como la Inteligencia Artificial y nuevos
artefactos y perspectivas tecnoldgicas que impactaran nuestro futuro casi
inmediatamente. Todo dentro de contextos politicos y econdémicos, y de profundo
cambio climatico, que ya comenzaron a definir una nueva época para la humanidad. Las
matematicas y su ensefianza se inscribiran dentro de este escenario global.

Conferencia inaugural XVI CIAEM

CIAEM: “un importante agente de la reforma curricular en Educacion Matematica en las
Américas” (F. Leung)

Presentacion XV CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.
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La XVI CIAEM fue una reunién regional de la International Commission on Mathematical
Instruction (ICMI). EI CIAEM es la organizacion multinacional afiliada al ICMI con mayor
antigliedad y un socio importante de esta organizacion internacional. En palabras de Frederick
Leung, Presidente de ICMI, en la Ceremonia Inaugural de la XVI CIAEM:
Tanto el Comité Interamericano de Educacion Matematica como la serie de
Conferencias que organiza se denominan CIAEM. ElI CIAEM naci6 en 1961 a partir
del controvertido movimiento New Math en América Latina, pero desde entonces el
Comité ha evolucionado y se ha convertido en un importante agente de la reforma
curricular en Educacion Matematica en las Américas, y las Conferencias se han
convertido en un lugar importante para el intercambio intelectual sobre investigaciones
y précticas de la Educacién Matematica en la region y en el mundo.

Y afade:
El CIAEM es mucho mas que un Comité o una Conferencia. Produce materiales como
publicaciones, blogs, etc. para apoyar a la Comunidad de Educacion Matematica.
Colabora con organizaciones nacionales y regionales de Educacion Matematica en las
Américas para apuntalar sus iniciativas y esfuerzos. Mas importante aun, a lo largo de
los afios, ha crecido hasta convertirse en una organizacion mas global, con “sélidos
vinculos cientificos y educativos con el resto del mundo”. Es un importante Centro y
una Red de educadores e investigadores matematicos de la region, y también un
puente entre la region y el resto del mundo.

El CIAEMy las CIAEM constituyen el principal punto de referencia en la Educacién Matematica
para investigadores, docentes y estudiantes en todo el continente.

La alta calidad cientifica de las CIAEM

En los textos que recogemos aqui domina un gran nivel cientifico. Una de las caracteristicas
permanentes de las CIAEM es, precisamente, su cultivo de la mayor calidad académica; la cual
es producto de un disefio intelectual estratégico innovador y de grandes esfuerzos por individuos y
equipos durante muchos meses antes del congreso. A diferencia de otros eventos, las CIAEM
piden las propuestas de ponencias de manera extensa y administra cuidadosamente la revision por
medio de una plataforma tecnoldgica (los textos aprobados pueden revisarse varias semanas antes
del congreso en nuestras plataformas).

Es una perspectiva de organizacion académica profesional muy seria. Por eso es por lo que, en
primer lugar, deseo agradecer formalmente la labor comprometida del Comité Internacional del
Programa con un especial reconocimiento a los Directores de tema, a los casi 200 Revisores
cientificos, a los Coordinadores de sesiones en el evento y al Comité Asesor Internacional.

En esta oportunidad, dadas las condiciones de las plataformas tecnoldgicas libres disponibles,
disefiamos una innovadora estrategia complementaria para la organizacion del congreso mediante
dos sitios web: sitio oficial con toda la informacion y articulacién de la preparacion del evento
(usamos WordPress), y el sitio para ponencias con base en Open Conference Systems.
Agradecemos el trabajo de la Direccion de estas plataformas.

Presentacion XV CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.
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En la XVI CIAEM se plasmd la participacion en la gestion académica de las redes hermanas: la
Red de Educacion Matematica de América Central y El Caribe (especialmente) y la Comunidad
de Educacion Matematicas de América del Sur.

En la pasada década el CIAEM, desarrollé una relacion estratégica con el Proyecto Reforma
Matematica (Costa Rica). Este equipo humano fue base crucial para sostener la logistica
informatica de la organizacion cientifica del congreso, como lo fue en todos los eventos desde
la CIAEM de Recife (Brasil) en 2011.

El Comité Organizador Local en la Universidad de Lima, aparte de las acciones usuales,
proporciond un ambiente cultural muy especial, con una gran hospitalidad. Nuestro
agradecimiento a los colegas por haber asumido la logistica multifacética de esta XVI CIAEM,
que dejo recuerdos inolvidables en la comunidad de participantes.

Acciones dentro de la XVI CIAEM

Durante la XVI CIAEM, se hizo entrega de la Medalla Luis Santalé a Luis Carlos
Arboleda y la Medalla Marshall Stone a Nelly Leon (Venezuela) y Sarah Gonzélez
(Republica Dominicana).

Entrega Medalla Luis Santalé

Y recordamos a grandes académicos que fallecieron en el periodo 2019 y 2023, entre
ellos dos expresidentes del CIAEM: Ubiratan D’ Ambrosio y Carlos Vasco.

En esta CIAEM fue confirmada la decision de tener la XVII CIAEM en Monterrey,
México, en el 2027.

Durante el evento, en correspondencia con los Términos de referencia del CIAEM, se aprobo la
conformacién de nuevos equipos directivos del CIAEM para el periodo 2024-2027:

Presentacion XV CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.
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o Consejo Internacional [dedicado a asuntos prospectivos, relaciones estratégicas, apoyo
y asesoria]: Angel Ruiz (Costa Rica, Presidente), Claudia Groenwald (Brasil), Eduardo
Mancera (Meéxico), Luis Carlos Arboleda (Colombia) Medalla Luis Santalé 2023,
Michele Artigue (Francia) Medalla Luis Santalé 2015, Patrick Scott (EUA), Salvador
Llinares (Espafia) Medalla Luis Santal6 2019.

« Equipo ejecutivo [dedicado a asuntos de organizacion y desarrollo ejecutivo de las
multiples acciones cotidianas y materializacion de proyectos, congresos, publicaciones,
entre otros: Presidente: Eduardo Mancera (Mexico), Primera vicepresidenta: Yuriko
Yamamoto Baldin (Brasil), Segunda vicepresidenta: Nelly Ledn (Venezuela), Secretaria
de organizacion: Soledad Estrella (Chile), Secretario de asuntos tecnoldgicos: Yuri
Morales (Costa Rica). Vocales: Ana Claudia Vilchis (México, para América del Norte),
Ricardo Poveda (Costa Rica, para América Central), Sarah Gonzalez (Republica
Dominicana, para El Caribe), Eulalia Calle (Ecuador, para Region Andina), Claudia
Vargas (Chile, para Region del Cono Sur), Alessandro Ribeiro (Brasil, para Region
Luso-americana).

Educacién Matematica en las Américas 2023

Los textos de las ponencias invitadas (conferencias plenarias, conferencias paralelas, sesiones
temaéticas, sesion Ubiratan D’ Ambrosio, mesa redonda, minicursos) y ponencias abiertas
(comunicaciones, talleres, posters), presentadas efectivamente en el congreso, han sido
incluidas en esta coleccién digital de volimenes que titulamos Educacion Matematica en las
Américas 2023. Los trabajos se han organizado en 10 volumenes. EI CIAEM desea agradecer a
todos los autores que presentaron sus trabajos en la XVI CIAEM.

La organizacion detallada y la edicién en sus diversas dimensiones fue realizada por Patrick
Scott (Estados Unidos) y Yuri Morales (Costa Rica) quienes dedicaron un esfuerzo
extraordinario para tener estas Memorias. Nuestra compafiera Sarah Gonzélez se encarg6 de
tramitar su registro en Republica Dominicana (que conté con el apoyo de la Pontificia
Universidad Catdlica Madre y Maestra de ese pais). Expreso nuestro agradecimiento a Rick, a
Yuriy a Sarah.

Los enlaces de estos volumenes se han colocado en las paginas web oficiales del CIAEM.

Esperamos que la publicacion de estos trabajos contribuya al progreso de la investigacion y la
accion de aula en la Educacion Matemaética de las Americas.

Atentamente

Angel Ruiz, Presidente
Comité Interamericano de Educacion Matematica
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Analisis de libro didactico de matematica en El Salvador: uso de la
historia de la matematica en los libros de texto oficiales de
Educacion Media

Jeser Candray

Instituto de Ciencia, Tecnologia e Innovacion. Universidad Francisco Gavidia
El Salvador

jcandray@ufg.edu.sv / jeser.candray@unesp.br

Resumen

En este estudio se presentan los avances de una investigacion que tiene como
objetivo analizar y categorizar el uso de la historia de la matematica en los libros
didacticos oficiales de El Salvador para el Tercer Ciclo de Educacion Basica y
Educacion Media del afio 2019; sin embargo, esta comunicacion se limita a discutir
los resultados preliminares del estudio de los libros didacticos de la Educacion
Media. Para alcanzar tal objetivo, se establecié una investigacion de tipo cualitativa y
documental. Para el anélisis de los libros la investigacion se inspir6 en los
presupuestos metodoldgicos de Charalambous et al. (2010) y para la categorizacion
de las historias de matematica se hace uso de las categorias de historias en los libros
didacticos propuestos por Vianna (1995). Los resultados muestran un uso
motivacional y de informacién complementaria en los libros analizados y poca
profundizacion en las potencialidades del uso de la historia de la matematica.

Palabras clave: Educacion Matematica; Historia de la matematica; Educacion
secundaria; Investigacion cualitativa; Libros didacticos; El Salvador.

Ideas iniciales

El interés del autor por analizar libros didacticos surge en el afio 2018 cuando el Ministerio
de Educacion, Ciencia y Tecnologia de El Salvador (Mineducyt) introdujo una propuesta
curricular y metodoldgica de la ensefianza de la matematica en la Educacion Basica y Media a
través del proyecto Esmate. Este proyecto, que inicid en el afio 2015 y fue financiado por la
Agencia de Cooperacion Internacional de Japén (JICA), ademas de brindar recursos financieros,
aporto al pais recursos humanos quienes apoyaron con asesoria técnica en la revision curricular y

Comunicacién; Media inferior y superior XVI CIAEM-IACME, Lima, Perd, 2023.
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metodoldgica al personal del Mineducyt para la revision de las Programas de Estudio,
elaboracion e impresion de Libros de Texto, Guias Metodoldgicas para la asignatura de
matematica y formacion para los profesores (JICA, 2020). Estos libros son el material didactico
obligatorio en las aulas de matematica de los cerca de seis mil centros escolares publicos de El
Salvador. Ante la nueva propuesta presentada y la prescriptividad del uso de los libros se decidio
hacer un estudio que problematizara la coleccion desde distintas facetas. Sin embargo,
dimensionando la cantidad de material disponible (11 libros de texto y 11 guias metodologicas),
fue necesario hacer una delimitacion. Por ello, se decidio trazar un estudio inicial a partir de los
libros de Educacion Media.

Luego de una primera revision de los libros de texto mencionados surgieron distintas
preguntas que van desde lo estructural a lo metodoldgico, de los problemas y ejercicios al tipo de
matematica se presenta en los libros; no obstante, a pesar de lo interesante que podria ser analizar
los libros en esas variables, una pregunta llamo la atencion: ¢;cual es el uso de la historia de la
matematica en esta coleccion? Es ante este escenario y ante tales preguntas que planteo el
objetivo de esta investigacion: analizar y categorizar el uso de la historia de la matematica en los
libros de texto oficiales emitidos por el Ministerio de Educacién, Ciencia 'y Tecnologia de El
Salvador para el primer y segundo afio de bachillerato (Educacion Media).

Sobre el estudio de libros didacticos

La importancia del estudio de los libros didacticos (LD) en matematica como objeto de
investigacion en educacion matematica es relativamente reciente (Choppin, 2004), (Fan, 2013) y
(Schubring, 2018). Para Choppin (2004), ese tardio interés académico por los LD se debe, entre
otras cosas, a la dificultad de definir qué es un libro didactico (libro de texto, material didactico,
etc.). Segun el autor, hacer a un lado esa definicidon pudo ayudar a su constitucién como campo
de estudio. Por otro lado, se debe considerar que las potencialidades de su estudio tienen una
diversidad de justificaciones y dependera mucho de los objetivos y del papel que juega en el
aula.

Por ejemplo, Choppin (2004) destaca cuatro funciones del LD en el contexto escolar: el
libro de texto como referencia, (curricular); instrumental, (didactica o docente); cultural,
ideologico (politico y social) y; documental, (histérico). Por su parte, Valente (2008) al realizar
una investigacion histérica sobre el rol de los libros didacticos en el aula de matematica de Brasil
establece una relacion casi desde la constitucion de la matematica como disciplina escolar y el
uso de los LD a tal punto que “tal vez sea posible decir que la matematica se constituye en la
disciplina que mas tiene su trayectoria entrelazada a los libros didacticos” (Valente, 2008, p. 141,
traduccion nuestra). Es decir, partiendo de Valente (2008) podria decirse que es posible hacer un
analisis historico de las disciplinas escolar a partir de los LD.

Por otro lado, Schubring (2018) afirma el estudio de los LD ofrece un panorama acerca de
la cultura escolar y social de la sociedad para la cual son elaborados. Schubring también trajo a la
discusion otros elementos sobre el analisis de los LD tales como el rol y la autonomia del
maestro, las metodologias utilizadas en los libros de texto y el rol de las instituciones en la
definicion de los materiales en si. A partir de Schubring, se puede decir que un estudio de los LD
puede permitir levantar hipotesis y comprensiones sobre la ensefianza, aprendizaje, las

Comunicacién; Media inferior y superior XVI CIAEM-IACME, Lima, Perd, 2023.
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concepciones filosoficas y didacticas de la matematica y las relaciones estudiante-docente en el
aula.

Acerca de los libros didacticos en El Salvador

En El Salvador no existe en la legislacion una obligatoriedad de la entrega de libros
didacticos ni tampoco una politica de libro didactico. Al tratarse de libros oficiales los controles
sobre la calidad de los materiales dependen de la autoria (Mineducyt) y de las agencias de
financiamiento puesto que, histéricamente, la entrega de libros en los centros escolares publicos
ha sido a partir de programas puntuales a lo largo del tiempo y que han contado con el apoyo de
alguna agencia de financiamiento. Desde la década de los noventa la agencia JICA ha financiado
la coleccion de libros didacticos en el pais con la coleccion Cipotes? (1991), Cipotas y Cipotes?
(2006) y la coleccion Esmate (2018) que es objeto de esta investigacion.

El uso de la historia de la matematica en el curriculo salvadorefo

Dos son los documentos que orientan el curriculo de matematica para el bachillerato en El
Salvador: los Fundamentos Curriculares de la Educacién Nacional (FCEN) (El Salvador, 1997) y
el Programa de Estudios de Matematica para Educacion Media (PEMEM) (El Salvador, 2018).
Los FCEN describen “los objetivos, los principios que la orientan, las fuentes que la nutren y los
aspectos técnicos considerados en el disefio curricular” (El Salvador, 1997, p. 5), estos elementos
son desarrollados en los Programas de Estudio por nivel educativo y por disciplina escolar.

En el caso del PEMEM, este describe la propuesta curricular para el nivel y en ella se
especifican las competencias de la disciplina; las unidades y bloques de estudio; los lineamientos
metodoldgicos; los lineamientos de evaluacion y; los componentes curriculares para cada unidad
didactica: nombre y nimero de unidad, competencia de unidad, tiempo asignado, contenidos
conceptuales, contenidos procedimentales, contenidos actitudinales, indicadores de logro. No
obstante, a pesar de hacer un analisis de los FCEN y de los PEMEM, no existe una referencia o
indicacion de incluir la Historia de la matematica ni como desarrollar curricular y
metodoldgicamente la Historia de la Matematica en la disciplina. En el caso de los libros
didacticos, en El Salvador no cuenta con una politica o reglamentos que orienten el disefio y
elaboracion de materiales didacticos.

El uso de la historia de la matematica en libros didacticos

El uso de la historia de la matematica (HdM) como recurso didactico para la ensefianza de
la matematica ha estado en debate generando argumentos a favor y en contra de su inclusion en
el curriculo escolar. Dentro de los argumentos en contra estan que: 1. El pasado de la matematica
no es significativo para la comprension de la matematica actual; 2. No hay literatura disponible
para uso de los profesores de educacion basica y media; 3. Los pocos textos existentes destacan
los resultados, pero no revelan nada sobre la forma de cémo se llego a ese resultado; 4. El
camino histdrico es mas arduo para los estudiantes que el camino l6gico y; 5. El tiempo utilizado

! Concepto popular que significa “nifios”
2 Nifias y nifios
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para en el estudio de la historia de la matematica deberia ser utilizado para aprender mas
matematica (Vianna, 1995).

Para Vianna (1995) y Alencar (2014) muchos de estos argumentos pueden tener su asidero
en la institucionalizacion del Movimiento Matematica Moderna y su influencia en las reformas
curriculares en muchos paises a partir de la década de 1950. Para Alencar (1995, p. 33,
traduccion nuestra) este movimiento “al supervalorizar el caracter axiomatico y subestimar la
intuicion en la aprehension de los conceptos matematicos, algunos recursos como el uso de
figuras geométricas, la contextualizacion y el uso de la historia podria haber sido
negligenciados”. Vianna (1995), por su parte, considera que muchos de los argumentos contra el
uso de la HAM en la ensefianza de la matematica pueden ser contrariados precisamente a partir
de los argumentos a favor de su inclusion.

Son muchos los autores que destacan la importancia del uso de la HdM en la ensefianza de
la matematica. Para el caso, D" Ambrosio (1996, p. 3) argumenta, entre otras cosas, que Su uso
puede “situar la matematica como manifestacion cultural de todos los pueblos en todos los
tiempos, como lengua, costumbres, valores, creencias y habitos, y como tal diversificada en sus
origenes y en su evolucion”. En esta misma linea, Miguel et al. (2009, p. 9), citando a Fauvel
(1991), consideran que es importante el uso de la HIM porque: 1. La historia aumenta la
motivacion para el aprendizaje de la matematica; 2. Humaniza la matematica; 3. Muestra su
desarrollo historico por medio del orden y la presentacion de tépicos en el curriculo; 4. Los
alumnos comprenden como los conceptos matematicos se desarrollaron; 5. Contribuye para los
cambios de percepciones de los alumnos con relacion a la Matematica y; 6. Ofrece oportunidades
para la investigacion en Matematica. A pesar de estos argumentos a favor del uso de la HAM en
la ensefianza de la matematica, Miguel et al. (2009, p. 10) puntualizan que existen algunas
dificultades para su implementacion, entre ellas la falta de la HIM en los procesos de formacion
de los profesores de matematica, la falta de tiempo en las planificaciones escolares, la ineficacia
de los datos en los LD que se limitan a una citacién de nombres y hechos historicos, la
inexactitud de los materiales bibliogréaficos.

Para cerrar este debate en este texto sobre el uso o no de la HdM en la ensefianza de la
matematica se considera importante tomar en cuenta dos adendas sobre el asunto. La primera es
que el mero uso de la historia no es fuente de inspiracion o motivacion para los estudiantes, si
fuera el caso, las clases de historia en general evidenciarian ese hecho y al parecer eso no es asi
(Miguel; Miorim, 2011) y el segundo es que el uso de la HIM requiere un cuidado didactico y
pedagdgico y una postura desde la Educacion Matematica, es decir, “para que (la HAM) sean
pedagdgicamente Utiles, es necesario que las historias de la matematica sean escritas sobre el
punto de vista del educador matemaético” (Miguel, 1993, apud, MIGUEL et al., 2009, p. 10).

Por otro lado, sobre la forma de utilizar la HIM en la ensefianza de la matematica Font et
al. (2017, p. 17), considerando los aportes de organizaciones como la National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM), establecen que hay tres niveles para su implementacion: el
nivel cronologico que se interesa por el recorrido historico de un concepto o nocion matematico;
el nivel 16gico que detallar como la historia aporta al desarrollo de la intuicion logicay a la
comprension de los métodos de los matematicos en sus contribuciones y; el nivel pedagdgico que
es fuente de ideas y estrategias pedagdgicas para los profesores.
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Metodologia

Como posicion metodoldgica de esta investigacion se considera que un abordaje cualitativo
es la mejor forma de alcanzarlo (Bogdan y Biklen, 1994) y considerando que el objeto de la
investigacion son los libros didacticos, esta investigacion es de tipo documental. Sin embargo,
asumir una investigacion de tipo cualitativa no implica renunciar al uso de datos estadisticos,
como se pretende hacer en la categorizacién del uso de la HdM en los LD, sino que el uso de
estos datos adquiere otra dimension de interpretacion y pueden ser revestidos de otras
interpretaciones a la luz de datos cualitativos y de las posturas del investigador (Bogdan y
Biklen, 1994).

Ahora bien, como procedimientos de analisis de los libros didacticos, esta investigacion se
inspird en la propuesta de anélisis de libros de Charalambous et al. (2010) que consiste en dos
etapas principales denominadas andlisis horizontal y analisis vertical. La etapa “analisis
horizontal” pretende observar las caracteristicas estructurales del material, asi como sus
principales estructuras textuales y distribuciones organizativas, paginas, etc., (Charalambous et
al., 2010). Para efectos de esta investigacion esta etapa correspondera al analisis general del libro
en el que describiré los principales elementos de la obra: autores, division curricular, nimero de
paginas y tipo de secciones por capitulo. Por otro lado, el analisis vertical busca identificar
elementos en los que el libro didactico aporta significado a quienes lo utilizan, puntualizando en
elementos especificos de interés del autor. Asi, esta etapa consistira en la caracterizacion de las
historias de matematica utilizadas en ambos libros didacticos a partir de los aportes teoricos de
Vianna (1995), quien caracterizé el uso de HdM en los LD en cuatro categorias: 1. Historia de la
Matematica como motivacion; 2. Historia de la Matematica como informacion; 3. Historia de la
Matematica como estrategia didactica y; 4. Historia de la Matematica como parte integrante del
desarrollo del contenido.

Algunos de los procedimientos seguidos para el analisis horizontal fueron: recopilacion y
resguardo de los LD de matematica de primer y segundo afio, versién del estudiante, disponibles
en el sitio oficial del Mineducyt; para cada libro describo: descripcion de la edicion analizada;
autores; nimero de paginas: division curricular utilizada; paginas por cada unidad; y estructura
de cada unidad. Para el analisis vertical los procedimientos seguidos para cada libro fueron:
inmersion y lectura inicial de cada seccidén buscando menciones a la HdM; detalle de la
ubicacion de las menciones de la HdM; union de todas las menciones a la HdM; lectura critica 'y
andlisis de cada HdM segun Vianna (1995) y; categorizacion de la HIM segun el referencial
teorico. Para esta comunicacion se discutira solo el analisis vertical en la siguiente seccion.

Resultados
Fueron 25 menciones historicas en los dos libros de matematica. Trece en el libro de

primer afio y doce en el de segundo afio. La categorizacion segun Vianna (1995) de estas
veinticinco menciones se presentan en la tabla 1, a continuacion:
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Tabla 1
Categorizaciones del uso de la Historia de la Matematica en los libros oficiales de
matematica de bachillerato.

N° Categoria Menciones

1 Historia de la Matemética como motivacion 16

2 Historia de la Matematica como informacion 9

3 Historia de la Matematica como estrategia didactica 0

4 Historia de la Matematica como parte integrante del desarrollo del contenido 0
Total 25

Nota: Elaboracion propia.

Luego del andlisis critico de los libros se detectaron 16 menciones de la HIM como
motivacion, es decir, casi dos de cada tres menciones historicas son de este tipo y el resto
corresponden al uso de la HdM como informacién. Para un mejor acompafiamiento a
continuacion se presenta un ejemplo de cada una de ellas.

Las menciones de la HIM como motivacion, como establecio Vianna (1995), se
encuentran principalmente al inicio de cada unidad y dado que hay ocho unidades en cada libro
didactico, se entiende el numero total asignado. Generalmente estas historias se les asigna una
pagina entera y tienen como titulo el nombre y nimero de la unidad a la que pertenecen, luego
hacen una descripcién historica del origen del contenido citando culturas, algun matematico
relevante en el desarrollo del contenido, acompafiado de alguna representacion grafica o
expresion matematica. Al final de esta mencidn historica, la pagina presenta el objetivo de la
unidad y describe las tematicas que seran presentadas en el texto. Como ejemplo de este tipo de
uso de la HdM (ver Figura 1), a continuacion:

Ecuaciones

Su comanzani abordanda los conturiden de sevacion bisuadritics, ceme splicacin da

o aprendido en ocuacicn cuadratica, y MIDED 5¢ psari 3 resoiver ecUaGones wpresadas

con signo do radical, para finsimenta abordar las ecuaciones racnales, partiendo del
ik "

cancapta

Figura 1. Ejemplo de Historia de la Matematica como motivacién. Tema: Ecuaciones. Segundo afio de bachillerato.
Fuente: El Salvador (2019b, p. 9).
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Una caracteristica de las menciones de este tipo de categoria es que ninguna es retomada
en el resto de la unidad. Por otro lado, el resto de las menciones historicas son del tipo historia de
la matematica como informacion (ver figura 2).

e N
Los babilonios resolvian problemas como el siguien-
te: “encontrar dos nimeros cuya suma (o diferencia)
y producto fuesen conocidos” utilizando el producto
notable del literal c). Por ejemplo, el “razonamiento
babilénico” para encontrar dos numeros cuya suma
sea 14y producto sea 45, escrito en el lenguaje mate-
matico actual es el siguiente:

14 corresponde a la suma de los numeros 7+ xy 7—x,
el producto de ellos debe ser igual a 45:
(7+x)(7—x)=45

de lo anterior se obtiene 49 — x? = 45 cuya solucidn es
x =+ 2. Entonces, los nimeros son 9y 5.

Bunt, N. H., Jones, P. S. y Bedient, J. D. (1988). The

historical roots of elementary mathematics.
. vy

Figura 2 - Ejemplo de Historia de la Matematica como informacion. Razonamiento babildnico. Primer afio de
bachillerato. Fuente: El Salvador (20193, p. 25).

Al igual que las caracterizara Vianna (1995), estas aparecen durante el desarrollo de un
contenido ofreciendo alguna informacion relacionada al contenido estudiado o ampliando algun
concepto matematico estudiado. Como puede observarse, este tipo de mencion histérica busca
ofrecer una informacion adicional a un concepto planteado en la unidad. De hecho, “informacion
adicional” es una de las subsecciones que reconoce el libro que forman parte de su propuesta
didactica. Otro tipo de informacion adicional encontrada en los libros es la que remite a los datos
biograficos de matematicos relacionados al tema estudiado en la unidad.

Conclusiones

Haciendo un pequefio analisis general de los resultados a la luz de la propuesta didactica
planteada en el curriculo de matematica, la metodologia de trabajo de los LD de la coleccion
analizada y de los referenciales tedricos presentados podria decir que la concepcion de la HIM y
su rol en el proceso educativo es de tipo motivacional y de informacién complementar. Este tipo
de uso de la historia, a pesar de esas caracteristicas, no muestra una intencionalidad clara sobre
su uso, es decir, no se evidencia una comprension de las potencialidades de la HAM como
recurso didactico para el aprendizaje de un contenido o como una actividad matematica. Aqui se
retoma lo dicho por Miguel (1993 apud Miguel et al., 2009), que para que las historias de la
matematica sean pedagdgicamente Utiles, estas deben ser disefiadas desde el punto de vista de la
educacion matematica. En el caso del uso de la HdM en la coleccion Esmate, claramente, no es
asi. No hay una intencionalidad didactica para su uso.

Ahora bien, ¢por qué no es asi? Algunas razones pueden encontrarse desde la politica
curricular salvadorefia que no han llegado al punto de reflexionar sobre como puede ser incluida
la HAM o incluso si debe serlo; otra razon puede ser la falta de filtros, controles y seguimientos a
la calidad de la produccion de los materiales de los autores y de los autores mismos en lo
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referente a sus posiciones delante de la EM; entre otros que el autor considera importante
explorar.

De esta forma, se considera que el tipo de menciones histéricas cumplen limitadamente
algunas de las funciones de la HdM establecidas por Fauvel (1991), es decir, a partir de estas
menciones un estudiante dificilmente un estudiante encontrara motivacion para el aprendizaje de
la matematica; al presentar la HdM a partir de experiencias excepcionales de matematicos
distinguidos es dificil que se pueda humanizar el origen de la matematica; este tipo de menciones
no ofrecen comprensiones sobre el desarrollo historico de la matematica y ofrece limitados
aportes para cambiar percepciones acerca de la matematica de los estudiantes para aventurarlos a
la investigacion matematica.

Se espera en la presentacion incluir los avances del andlisis de los libros de Tercer Ciclo de
Educacion Bésica a la discusion.
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Resumen

Este estudio tiene la finalidad de recoger la experiencia, sistematizacion y
recopilacion de la propuesta curricular de Educacion Bilingue Intercultural Guna de
Panama realizado por los dos congresos generales gunas. Es producto de los talleres
realizados donde participaron los docentes, estudiantes, padres de familiay los
congresos locales. Sumado con la experiencia del autor en aula clase e investigacion
en el campo. El contenido esta dividido en tres partes: la primera una vista general de
la realidad educativa en matematica y la pérdida gradual de las practicas matematicas
del pueblo guna, el segundo presenta la propuesta curricular, conceptos y la malla
curricular de primero hasta tercer grado y por ultimo damos nuestras reflexiones
finales, hacia donde va la ensefianza de las matematicas en los territorios guna.

Palabras clave: Ethomatematica; interculturalidad; cultura; pueblos indigenas,
educacion; revalorizacion; curricular.

Marco tedrico

El pueblo guna se ubican a lo largo de la costa caribefia de Panama. Actualmente estan
divididos en tres comarcas, la Comarca Gunayala, Comarca Guna de Madungandi y la Comarca
Guna de Wargandi y las comunidades guna de Pucuro y Paya, localizadas cerca de la frontera
con Colombia.

Después de 100 afios de implantacion de un sistema educativo impuesto, las poblaciones
indigenas les preocupa que el curriculo de matematica occidental implantado en sus
comunidades esta totalmente alejado de la realidad y deshumanizado y mucho menos se
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contextualiza su contenido. Esto no contribuye con el desarrollo de nuestra cultura, mas bien
discrimina.

Antecedentes

Desde hace casi tres décadas se han organizado y llevado a cabo iniciativas de una
educacion propia llamado Educacion Bilingte cultural(EBI) con el fin de rescatar, revitalizar los
conocimientos matematicos de los pueblos indigenas. Con la imposicién de una educacion
monocultural y monolingiie donde se ha impuesto la idea de una matematica universal, con el
detrimento de la perdida de la diversidad del conocimiento matematica.

En la Constitucion Politica de Colombia art. 7'y 8 (1991), se establece el reconocimiento
de la diversidad cultural. Conforme a la Ley General de Educacién colombiana (1994) art. 55,
58,73, 76 y 77 define la educacion para Grupos Etnicos, la formacion de educadores para grupos
étnicos y estable el concepto de curriculo, con autonomia escolar. En 1998, Ministerio de
Educacion Nacional de Colombia establece bases curriculares tematicas establecido en el art. 76
que trata sobre planes de estudio, programas, metodologias y la formacion integral. Fueron
consultadas ampliamente a los docentes e investigadores en educacion matematica de los pueblos
indigenas de Colombia que sirvieron como base de las distintas propuestas curriculares de los
pueblos indigena de Colombia.

El caso de Bolivia y Ecuador, nos muestra Villavicencio (2001) las bases del aprendizaje
de las matematicas, se disefiaron y establecieron alternativas didacticas-metodologias que
sirvieron como una propuesta curricular para ambos paises que gestaron del proyecto
Experimental de Educacion Bilinglie de Puno (1978-1988) que se ejecutd en areas rurales
quechuas y aimaras y el Proyecto de Educacion Bilingte del Ecuador (1986-1987) que se ejecutd
en la region hablante quichuas. En ambos proyectos para la ensefianza y aprendizaje de la
matematica le denominaron AMACOS (Aprendizaje de matematicas a partir de contextos
culturales). A estos programas se vienen sumando iniciativas de formacion e investigacion y
creacion de curriculo por menciona en Brasil, el texto de Gesteira e Matos (2011) nos presenta la
experiencia de EIB en Brasil, que en 1995 en documento Prosposta Preliminar de Curriculo
Bilingiie Intercultural para a Formacao de Professores indios do Acre Sudeste do Amazonas, en
relacion a la educacion matematica establece bases para el desarrollo de esta disciplina.

En Panama4, la propuesta curricular de una Educacion Bilingue Intercultural, se fundamenta
en los fines de la educacion panamefia, Ley Organica de Educacion (1946) art. 9, asi como en el
art.10 de la mencionada Ley que sefiala; “la educacién para las comunidades indigenas se
fundamenta en el derecho de éstas de preservar, desarrollar y respetar su identidad y patrimonio
cultural”. De igual forma, el articulo 11 describe que “la educacién de las comunidades indigenas
se enmarca dentro de los principios y objetivos generales de la educacion nacional y se desarrolla
conforme a las caracteristicas, objetivos y metodologia de la educacion bilingte intercultural™.

Los dos Congresos Generales Guna, Administrativa y Cultural preocupado por la pérdida
acelerado de la cultura y del conocimiento matemaéticos ancestrales propone recoger y
sistematizar los insumos que servirian como contenidos de las asignaturas, especialmente la
matematica guna, que luego serviria como base curricular del pueblo guna, que fue cristalizado,
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en el libro llamado, propuesta curricular de Educacion Bilingue Intercultural Guna. Para el
desarrollo del proyecto se realiz6 un convenio de cooperacion entre los Congresos generales
Gunas, la Agencia Espafiola de Cooperacion Internacional para el desarrollo (AECID) vy el
gobierno panamefio. Oficialmente empez6 en el afio 2004 y culmind en el 2018.

1945

Iglesia Ministerio 4
catdlica educacién Reforma educativa BUsqueda de
una educacién
Educacién Bilingie propia

Figura 1: Proceso histdrico de la educacion escolar en la comarca Gunayala.
Metodologia y resultados

Para la presentacion de la propuesta curricular especificamente de la matematica guna se
realizé una revision documental. Por ello fue necesario el método de investigacion etnografia,
que permitid la observacion sistematica, comprensién e interpretacion, de las cuales se
obtuvieron contenidos minimos de la asignatura en el contexto escolar para la ensefianza
aprendizaje de las matematicas desde la epistemologia de la matematica guna.

La propuesta curricular matematica del pueblo guna

De los archivos de los Congresos Generales Gunas, los debates en los congresos locales y
consultas a los padres de familia y docentes de la demanda actual de la comunidad hacia el
mundo escolar la propuesta curricular, recopilado y sistematizado en proyecto EBI Guna (2011)
se establece la division en cinco grandes vertientes: laboral/productiva y autosuficiencia
alimentaria, cultural/religiosa, ecoldgica, cientifica y tecnoldgica, autonémica integral
(relaciones entre sociedades).

La ensefianza y la préactica de la matematica desde nuestra cosmovision esta centrada en la
madre tierra. Los principios matematicos se basan en la complementariedad, el multiverso que
fue creado por Baba y Nana y que esta simbolizada en nega(casa). En el 2011, EBI guna destaca
que el eje curricular debe centrarse en tres aspectos principales: madre tierra, identidad y
diversidad cultural con la finalidad de aprender, aceptar y respetar las distintas culturas y
apreciar las otras matematicas de otras culturas, refuerza la identidad personal pero también la
pertenencia cultural. Se disefi0 esta propuesta curricular con el acompafiamiento de los sabios y
conocedores del conocimiento tradicional, junto con los docentes que han tenido experiencia en
el aula de clases a nivel primario y los profesores de matematica. Después de varios talleres
realizados y consultas al congreso general de la cultura guna se llega a un acuerdo técnico, la
propuesta curricular debe contener los siguientes aspectos matematicos que fueron sintetizados
en EBI Guna (2011):
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. Patrones geométricos en la mola (tejido) como una manera de valorizar el arte
guna

. Construccion de nega (casa) como eje de la familia y simbolo gobernanza

. Lenguaje para el uso correcto de la lexicografia matematica

. Bag igala para reforzar la espiritualidad del pueblo gunay la transmision a la
siguiente generacion.

Después de realizar las observaciones y reflexiones que nos dieron pistas para algunos temas
que bien nos pueden servir en los contenidos como en la construccién de nega, patrones
geométricos aplicadas y lengua como se destaca en el libro que nos sirve como guia de estos
contenidos tematicos y que se debera ensefiar en las aulas de clases:

. Sistema vigesimal guna.

. Clasificadores numéricos y sus simbolos.

. Sistema de valores monetarios.

. Seriacion y formacién de conjuntos ldgicos con base a los clasificadores.
. Operaciones elementales y su aplicabilidad en la vida.

Tomando en cuenta estos aspectos matematicos, se llega a la conclusion sobre los
contenidos matematicos para el que pensamiento matematico se vaya estructurando en los nifios,
desde los primeros afios de vida, gradual y sistematicamente. Los nifios llegan a las aulas de
clase con esquemas mentales ya suficientemente estructurados con contenidos de su entorno
social. Desde el plano matematico, ya trae consigo, entre otros aspectos de la numeracion y sus
respectivos clasificadores, maneras originales de seriacion y formacién Idgica de conjuntos de
acuerdo a las formas, al estado, a la ubicacion de distintos objetos. Eso lo va a ayudar para una
comprension mas integral, humana y funcional de otra cara de la matematica.

[l A
Wala

Soggwen Ebised lgar Ebised Ilgar Ebised lgar

(Sistema vigesimal) (Sistema vigesimal) (Sistema vigesimal)

Sogbo llemagged daglegedba — llemagged — unsaed Yarburba igar
yarburba igar (Clasificadores y (Geometria)
(Clasificadores de formas y medidas)
geometria)

Sogbaa llemagged soggwenmalad Iddoged igar Iddoged igar
(Clasificadores especificos) (Operaciones basicas) {operaciones
bdasicas)
Sogbagge Iddoged igar Maniburba igar Maniburba igar
(Operaciones basicas) (Valores monetarios) (Valores
monetarios)

Figura 2: Propuesta curricular para el programa de estudio de matematica guna desde 1° a I11° elaborado en el 2019.
Congresos Generales Gunas

El sistema de numeracion guna implica una nueva definicion por caracter vigesimal y el
uso de clasificadores numeéricos, los nifios de grados iniciales deben aprender el uso correcto de
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clasificadores que implica un trato interdisciplinario con la lengua materna. Actualmente esta en
uso el sistema de valores monetarios gunas que fue necesario sistematizar para la ensefianza
didactica en aula de clases. Y se investigo sobre el uso de sistema de medidas gunas y su
aplicacién para ensefianza.

Clasificadores | - | Medidas 1

fo ~.

25 Dl | 7\

:':7,-' © NUmercs { \‘?f' \
= Dula .

Maniburba (Sistema de valores /
monetarios)

/ ??r
Yarburba (geometria)

I'ul

SPC T -

Figura 3: Esquema de contenido matematico desde la cosmovision del pueblo guna.
Reflexiones finales

Muchos Estados han reconocido la existencia de naciones indigenas con cultura y lengua
propias. “Esta heterogeneidad es claramente indicativo de que no hay una via regia ni estrategia
Unica valida para afrontar los problemas que plantea la ensefianza de la matematica. En cada pais
es necesario analizar la situacion concreta y formular estrategias viables para cada contexto
especifico” (Gustavo Zapata y Alfonso L. Pluricultural y Aprendizaje de la Matematica en
América Latina, 2001, P4g. 43). En consecuencia, el Pueblo Guna y los Congresos Generales
creen en la Educacion Bilingue Intercultural (EBI), que plantea el respeto a las culturas, la
convivencia armoniosa en igualdad, el intercambio de conocimientos entre culturas sin
imposiciones para mantener asi la identidad de los pueblos. En este escenario, en los Gltimos
cuatro decenios las poblaciones indigenas del mundo han retomado la educacion de su poblacién
haciendo cambios muy profundos en la ensefianza de las matematicas. Con la ayuda de algunas
universidades y expertos en didactica siguen buscando modelos apropiados que correspondan a
las necesidades de una nacion indigena, que le permita practicar las matematicas de sus ancestros
y pueda disfrutar al mismo tiempo de los avances de la matematica moderna.

La integracion que se haga de esas actividades al plan escolar debe conducir a consolidar el
nexo entre la escuela y las actividades normales del pueblo. Aqui el papel de las madres y padres
de familia debera ser decisivo, como también el involucramiento total de los sabios y sabias,
conocedores y expertos en el conocimiento tradicional, que conjuntamente iran definiendo los
contenidos didacticos para el aula de clases. Estos contenidos deben constituir un puente entre lo
tedrico-préactico y el quehacer de la comunidad y la escuela; entre el aprendizaje y la praxis; entre
el laboratorio escolar y la realidad sociocultural guna; entre el pensar en la comunidad y
construir, efectivamente, la comunidad en equidad y basada en la interculturalidad. EI impacto
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que reciben los nifios y las nifias de su entorno y de las actividades que sacuden a toda la
poblacion en determinados momentos del afio deben constituirse en elementos que justifiquen los
juegos matematicos y las aplicaciones para diferentes aspectos diarias.
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Resumen

En este taller se ponen en discusién algunos elementos de orden histérico y tedrico
en torno a las nociones de numero (natural y real) y estructura matematica a la luz del
concepto filosofico de practica matematica, con el proposito de ofrecer elementos
que permitan re-significar la actividad profesional de un docente de matematicas.
Para tal efecto, nos centramos en los trabajos de Dedekind y Bourbaki como
representantes -primero y ultimo- del estructuralismo conjuntista. En la primera parte
del taller se abordan los aspectos de orden tedrico para luego ponerlos en
consideracion por parte de los asistentes, con el propésito de reconocer
conjuntamente aspectos de impacto educativo en cada uno de los referentes tedricos
tratados.

Palabras clave: practica matematica; nimeros naturales; nameros reales;
estructuralismo matematico; historia y filosofia de las matematicas; educacion
matematica; ensefianza universitaria.
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Introduccion

La actividad que proponemos en el marco de este evento concibe tres ejes o0 perspectivas
de andlisis principales que pueden ser de utilidad a la hora de evaluar la actividad profesional de
un docente, en un contexto especifico o topico educativo. Se trata en primer lugar de una
perspectiva historica de las matemaéticas, a partir de la cual identificamos un periodo crucial del
desarrollo de las matematicas modernas y contemporaneas; en particular, desde esta perspectiva
priorizamos los trabajos de Richard Dedekind y del grupo Bourbaki, los cuales abarcan el
periodo comprendido entre finales del siglo XIX 'y primera mitad del siglo XX; en segundo
lugar, proponemos una perspectiva filosofica que tiene como horizonte una reflexion sobre la
practica matematica, es decir, un enfoque filoséfico que pone en relieve la actividad del
matematico; y, por Gltimo, una perspectiva tedrico-conceptual en virtud de la cual situamos las
dos perspectivas anteriores en el horizonte de unos referentes o productos matematicos que
juzgamos altamente sensibles en el contexto de la Educacion Matematica: las nociones de
numero (natural y real) y de estructura matematica.

Contextualizacion historica del estructuralismo en Matematicas

La tradicion tomada de Aristoteles y Euclides ha dejado marcadas trazas sobre las
matematicas, muy particularmente en la presentacion del célculo y el analisis de los siglos XVIII
y XIX. Esta herencia hace énfasis en lo ontoldgico fundado en la nocién de objeto-cantidad
(geométrico-continuo y aritmético-discreto). Sin embargo, a finales del siglo XIX y fuertemente
a inicios del XX, surge una nueva concepcion con énfasis en lo simbdlico y operacional que
rivaliza con la tradicion griega. La emergencia de esta Ultima se caracteriza por la idea de colocar
el algebra como fundamento del analisis (Lagrange). La imagen de las matematicas, vista en la
tradicion griega como “ciencia de la cantidad” cambia profundamente a finales del siglo XIX.

Los trabajos de Simdn Stevin (1548-1620) constituyen, a nuestro juicio, el principio del fin
de la tradicion griega de las matematicas. Stevin introduce en occidente la notacion decimal para
los numeros fraccionarios y define nimero como aquello por lo cual se expresa la cantidad de
una cosa, lo que posibilita una nocion de nimero asociado tanto a magnitudes discretas como a
magnitudes continuas. Esto marca una diferencia sustancial con las practicas euclidiano-
aristotélicas?. La vision de nimero en Stevin fue dominante hasta mediados del siglo XIX,
cuando surgen las primeras construcciones de los niameros reales por Cantor, Weierstrass, Heine
y Dedekind en 1872.

Es claro que esta nocion de cantidad muta hacia la estructuracion a través de las teorias de
conjuntos y las definiciones de nimero real. En lineas generales, cualquier intento de organizar
lleva intrinsecamente una nocion de estructura. En las teorias del conocimiento estos intentos dan
lugar a la emergencia del estructuralismo. Los avances en los fundamentos de las matematicas de
los altimos 150 afios muestran que las matematicas se han desarrollado a la luz del paradigma
estructuralista; por tanto, resulta natural considerarlo como un punto de partida esencial en la

L El concepto de nimero para los griegos se construye a partir de la oposicion entre lo discreto y lo continuo. Para
Stevin la cantidad corresponde a una abstraccion sobre un contexto empirico mientras el nimero vive en un nivel
estrictamente simbadlico.
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comprension de las matematicas?. Esta vision en las matematicas es anticipada tempranamente
por Dedekind en 1870’s y puesta ampliamente en escena por el grupo Bourbaki en 1950’s.

Dedekind, paradigma de la historia moderna de las matematicas

La vision estructuralista de Richard Dedekind impact6 de manera decidida el desarrollo de
las matematicas de finales del siglo XIX'y principios del siglo XX. Sus profundas reflexiones, su
creatividad y sus nuevos métodos incidieron de manera significativa en las practicas matematicas
de la época. Sus aportaciones en los distintos campos del conocimiento, se constituyeron en el
motor que impulso esta nueva forma de concebir las matemaéticas. La obra de Dedekind ha sido
prédigamente estudiada por matematicos, historiadores y filosofos, sobre la base de un claro
reconocimiento de la importancia de su aporte al desarrollo de las matematicas modernas.

Nos ubicamos en Dedekind (1888) con su trabajo titulado Qué son y para qué sirven los
numeros, el cual constituye, desde muchos puntos de vista un paradigma en la historia moderna
de las matemaéticas. Especificamente constituye un paradigma del quehacer matematico. Este
aspecto resulta altamente importante en la perspectiva de la actividad propuesta pues nos abre
espacio a la pregunta inicial ;qué hizo? En el marco de la correspondiente respuesta aparecen
inevitablemente intrincados tres paradigmas teoricos, considerados patrimonio de las
matematicas modernas o decimondnicas: primero, una teoria (intuitiva) de conjuntos
(extensamente discutida y analizada desde multiples desarrollos en historia y filosofia de las
matematicas), a partir de la cual obtiene una definicién axiomatica los nimeros naturales
(constituida en modelo tedrico dominante de presentacion de los nimeros naturales en los
contextos de la educacion superior) y, como resultado subyacente a los dos anteriores, una
nocion de estructura matematica (que ha devenido el referente por excelencia de los fil6sofos
estructuralistas contemporaneos).

Sin embargo, el enfoque filosofico que proponemos a favor de una reflexion educativa
toma este resultado del qué (;qué hace?) como punto de partida para ingresar en el plano
propiamente de la reflexion filoséfica sobre la practica matematica, es decir el plano del como
(¢como lo hace?) Desde este punto de vista, proponemos evaluar algunas acciones y decisiones
que caracterizan la practica de Dedekind en la elaboracion de sus teorias. En este sentido, vale la
pena aclarar desde donde nos ubicamos en esta reflexion sobre la practica matematica en el
contexto de los autores propuestos: esta actividad no parte de una toma de posicién a priori a
favor o en contra de un enfoque fundacionista, en particular no parte de una concepcion
conjuntista o estructuralista de las matematicas.

La nocidén de conjunto y estructura en Dedekind

Proponemos aqui unas preguntas articuladoras ¢Cudl es el rol de la nocién de conjunto y de
una teoria de conjuntos en la perspectiva de la definicion del nimero natural? Segin Dedekind,
¢es el nimero natural esencialmente un conjunto? Esta ultima pregunta de orden ontoldgico tiene
como motivacion contrastar aquella interpretacion dominante durante casi todo el siglo XXy ain

2 El advenimiento generalizado de la teoria de categorias constituye un magistral representante del estructuralismo;
sin embargo, su consideracion escapa a los intereses del taller.
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en nuestros dias (siglo XXI), segun la cual la nocion de conjunto y el lenguaje de conjuntos se
constituyeron de facto en una suerte de fundamento de las matematicas. En otras palabras,
aquello que subyace a una nocién u objeto matematico es un conjunto.

En contravia con una interpretacion conjuntista del trabajo de Dedekind, muchos autores
contemporaneos afirman que lo que realmente se halla detras de aquella articulacion conjuntista
es la caracterizacion de una estructura formal. En otras palabras, todo el entramado conjuntista
que va del paragrafo 1 al 70 es subsidiario de una nocion de estructura matematica, la cual se
articula fundamentalmente desde el paragrafo 71 y alcanza su mayor vuelo tedrico con los
teoremas de categoricidad. Estos ltimos demuestran la identidad (isomofismo) de todos los
sistemas simplemente infinitos. En este sentido, Benacerraf (1965) (What numbers could not be),
por ejemplo, plantea un analisis segun el cual, puesto en términos abusivos, “los numeros
naturales de Dedekind no pueden ser conjuntos”. Sin embargo, la pregunta que nosotros
queremos planearnos es si una y otra postura son consecuencia legitima de un analisis del trabajo
de Dedekind o de su practica.

La nocion de conjunto y estructura en Bourbaki

Los conjuntos y mas especificamente la teoria de conjuntos constituye la base angular de la
propuesta estructuralista de Bourbaki. Las estructuras son expuestas en el capitulo 4 del libro | de
los Eléments de Mathématique, una vez ha presentado su sistema axiomatico para la teoria de
conjuntos, en términos de su teoria légico y formal (Anacona et al, 2014).

Bourbaki exhibe con detalle los conceptos necesarios para llegar a una definicion abstracta
y general de la nocién de estructura. Se trata de un esqueleto formal denominado especie de
estructura, el cual se constituye en un dispositivo conjuntista, suficientemente amplio y flexible,
que alberga las diversas estructuras matematicas. Una especie de estructura en una teoria esta
conformada por conjuntos de base principal, conjuntos auxiliares, una tipificacion que
caracteriza el tipo de estructura y los axiomas que se satisfacen en dicha estructura. Una vez se
supera el excesivo y pesado formalismo empleado por Bourbaki para llegar a esta definicion,
emergen de forma nitida las diversas estructuras como casos particulares.

Obviamente, este potente mecanismo de unificacion y clasificacion, no es suficiente para el
desarrollo de una teoria. Es necesario deducir nuevas estructuras y establecer puentes de
comunicacion que posibiliten el avance conceptual. La comunicacion entre estructuras se
establece a través de isomorfismo y morfismos. La construccién de las nuevas estructuras se
puede hacer a través de combinaciones de dos 0 mas especies de estructuras, agregando o
quitando axiomas a una estructura dada y a través de procesos de derivacion, entre los que se
destacan las estructuras iniciales y finales y las aplicaciones universales.

Para Bourbaki existen tres grandes tipos de estructuras: las algebraicas, las de orden y las
topoldgicas. Estas son las estructuras madres y estan en el centro del universo matematico. Mas
alla de este primer nucleo se pueden encontrar las estructuras multiples, en las que intervienen a
la vez dos 0 mas estructuras madres; y mas lejos del centro se encuentran las teorias particulares,
donde los elementos de los conjuntos estan mas individualizados.
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Perspectiva filoséfica: una reflexion sobre la practica matematica.

Estamos en una renovacion de los estudios sobre la filosofia de las matematicas a traves de
la denominada Filosofia de la practica matematica (FPM) que nos brinda elementos esenciales
para el mejoramiento de las practicas educativas. Esta nueva forma de enfrentar la filosofia de las
matematicas liderada inicialmente por Paolo Mancosu (2008) clasifica la filosofia de las
matematicas en dos grandes tradiciones: la fundamentalista que se centra en los fundamentos de
las matematicas y especificamente en la l6gica para estudiar la ontologia de los objetos
matematicos; y la inconformista donde se ubican todos aquellos que parten de principios
generales (antagonicos a la primera corriente). Desde esta segunda tradicidn no existe un
fundamento asertivo para la matematica, la matematica es falible y la légica es insuficiente para
analizar adecuadamente la matematica, su desarrollo y en general todos los que se centren en la
préactica matematica. EI propone incorporar los planteamientos de la tradicion inconformista para
abordar temas gnoseoldgicos que tienen que ver con fecundidad conceptual, evidencia,
visualizacion, razonamiento diagramatico, comprension, explicacion y otros aspectos de la teoria
del conocimiento matematico que son ortogonales a la ontologia de los objetos matematicos. En
este marco general Mancosu en Abstraction and Infinity (2016) presenta un detallado
seguimiento a las practicas matematicas de las definiciones por ablstraccién desde Euclides
hasta los inicios del siglo XX con Frege, Peano y Russell entre otros. A esta vision de la FPM se
han sumado un sinnimero de importantes nombres como Jessica Carter, Colin McLarty y David
Corfield.

De manera particular, Jessica Carter brinda ciertas precisiones sobre FPM, con una gran
sobriedad que hemos considerado adecuada para el presente taller. Carter (2008) compara la
afirmacion “las matematicas son el estudio de la estructura” con la préactica real de las
matematicas. Ella presenta dos ejemplos de la practica matematica contemporanea donde la
nocion de estructura juega diferentes roles. En el primer caso, se define una estructura sobre un
determinado conjunto. En primer lugar, se argumenta que este conjunto no puede considerarse
como una estructura y, en segundo lugar, lo importante para la practica matematica es la relacion
que existe entre la estructura y el conjunto. En el segundo caso, de la topologia algebraica, un
punto es que un objeto puede ser un lugar en diferentes estructuras. La estructura en la que se
elige colocar el objeto depende de lo que se desee hacer con él. Nos precisa que las matematicas
ciertamente tratan con estructuras, pero que las estructuras pueden no ser todo lo que hay en las
matematicas. Para ella el estructuralismo es actualmente una de las filosofias matematicas méas
prometedoras. La afirmacion de que las matematicas son el estudio de estructuras también parece
estar respaldada por la practica matematica. De hecho, los matematicos suelen mencionar
estructuras cuando hablan de su tema. Como ella refiere, en palabras de Eilenberg: “Entre las
tendencias mas notorias de las matematicas modernas se encuentra el auge del algebra moderna.
Casi todas las teorias matematicas actuales tienen una faceta algebraica. Las estructuras de las
que se ocupa el algebra moderna se han comparado con la sonrisa del gato de Cheshire en Alicia
en el pais de las maravillas, que permanecio visible después de que el propio gato se
desvaneciera” (Eilenberg, 1969).

Carter se centra en diferentes nociones de estructura en matematicas y se pregunta si se

puede dar una nocion uniforme de estructura que capture los usos de estructura en la practica
matematica. Es enfatica en que la estructura que se tome para un determinado objeto depende de
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lo que se desee hacer con el objeto, destacando que la practica matematica consta de actividades.
Sostiene que el estructuralismo no refleja la practica real de las matematicas en la medida en que
se afirma que las matematicas solo se ocupan de la estructura. Para ella las matematicas a veces
estudian conjuntos, ya sea a traves de las estructuras que tienen, o las estructuras que se les
pueden dar o estructuras que se pueden definir sobre ellos. Con esto argumenta que el
estructuralismo no refleja la préctica real de las matematicas, en la medida en que se afirma que
las matematicas solo se ocupan de la estructura. En este sentido, ella precisa que “las
matematicas son el estudio de sistemas estructurados en lugar de estructuras”.

Perspectiva tedrico conceptual: las nociones de niumero natural y real.

En primera instancia se trata de poner en relieve el estatuto epistémico de la nocion de
numero natural a la luz de los actos tedricos llevados a cabo por Dedekind (1888). A partir de estas
consideraciones, buscaremos centrar la atencién en la nocién de namero real y las principales
nociones implicadas, a partir de los trabajos de Dedekind (1872) y Bourbaki (1950).

La nocion de niumero natural en Dedekind

En su obra ¢Qué son y para qué sirven los numeros naturales?, Dedekind ofrece una
fundamentacion (I6gica y deductiva) para una region de las matematicas, la aritmética, a través
de una definicién de N; este proceso inicia con la articulacion tedrica de un universo
“conjuntista”, cuya nocion central es la de sistema, la cual, bajo ciertas consideraciones, se puede
asimilar a la nocién actual de conjunto. La formulacion de este universo permite tejer una red
tedrico conceptual en la que se destacan nociones como: representacion de sistemas (funcién
entre conjuntos), sistemas similares (funcién biyectiva), cadena y comunidad de cadena (sistema
0 conjunto inductivo), sistema infinito, y, en particular, sistema simplemente infinito. La
caracterizacion de este ultimo tipo de sistemas es el objetivo principal de Dedekind: en el
pardgrafo 71 afirma que un sistema N es simplemente infinito si existe una funcion @ sobre N
(®: N — N)y un primer elemento 1, tal que cumple con las siguientes condiciones: i) la imagen
de N bajo @ es subconjunto de N (®(N) < N), ii) a partir del elemento base “1” se tiene N, es
decir la comunidad de cadenas (cumplen con la condicion ®: A; — A; ) tienen a 1 como
elemento comun (la comunidad del elemento base 1), tomadas en su totalidad dan como
resultado N; iii) el elemento base 1 no es elemento de la imagen de N bajo @ (1¢ ®(N)); y iv)
® es una funcién uno a uno y sobre.

La anterior caracterizacion le permite a Dedekind en el paragrafo 73 tipificar los nimeros
naturales como un sistema simplemente infinito. Esta tipificacion de los nimeros naturales se da
a través de un acto que él denomina de abstraccion, el cual consiste en el acatamiento estricto y
exclusivo de las cuatro condiciones expuestas en el paragrafo 71. Esto Gltimo le otorga a los
numeros naturales el estatuto de creacion libre del espiritu humano. Por todo lo anterior, a partir
del paragrafo 71 se empieza a configurar entonces los que se puede denominar el ndcleo
estructuralista de la definicion de Dedekind, y es alli donde nuestra actividad propone fijar
inicialmente la atencién los aspectos esenciales de este desarrollo.
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La nocion de nimero irracional en Dedekind

Dedekind en el articulo “Continuidad y numeros irracionales” publicado originalmente en
1872, introdujo su celebrado concepto de cortadura, con el propdsito de construir los nUmeros
irracionales. En términos generales el proceso es el siguiente: Dedekind define el concepto de
cortadura (A1, A2) sobre los nimeros racionales Q como una particion de este conjunto en dos
clases A; y A, con la propiedad de que paratodo a € A, y paratodo b € A, se cumple a < b.
Un ejemplo de cortadura es (A1, A2) donde 4; = {x € Q:x <3/2} y A, = {x € Q:x > 3/2}.
Para Dedekind esta cortadura es esencialmente igual a la cortadura (B, , B;) donde la clase
B; ={x e Q:x <3/2}yB, ={x € Q:x = 3/2}. Ambas cortaduras tienen la siguiente
propiedad: existe un elemento mayor en la primera clase o un elemento menor en la segunda
clase. Es decir existe un elemento separador de las dos clases que es 3/2. Esta propiedad la
satisfacen todas las cortaduras que son producidas por nimeros racionales.

Sin embargo, Dedekind prueba que es posible separar el conjunto de los racionales en dos
clases que verifican la propiedad de las cortaduras y sin embargo no cumplen con esta ultima
propiedad. Es decir, no existe un maximo en la primera clase ni un minimo en la segunda. Tal es
el caso de la cortadura (A1, A2) donde 4; = Q" U {x € Q:x%2 <2}y A, = {x € Q:x% > 2}. Esto
pone en evidencia la discontinuidad de los racionales, la existencia de “huecos” en la recta
racional. A estas cortaduras que no son producidas por nimeros racionales, Dedekind las
denomina “nameros irracionales”. Dedekind decide, en virtud de su necesidad l6gica, la
existencia de unos nuevos nameros llamados irracionales. A esto es lo que Dedekind llama
“libre” creacion. Esta libertad es independiente y autdnoma con respecto a los condicionamientos
de la evidencia sensible. Sin embargo, el acto de creacion debe cumplir con una condicién
fundamental: el nuevo dominio numérico debe conservar intactas las propiedades del dominio
anterior®. Esta condicion permite cerrar el proceso agrupando lo anterior y lo nuevo bajo una sola
denominacién: namero real.

La nocion de nimero real en Bourbaki

Bourbaki no construye de manera especifica el conjunto de los numeros reales. Bourbaki
demuestra un teorema a través del cual completa un espacio uniforme. La demostracién del
teorema constituye una generalizacion del proceso de completacion de un espacio métrico,
realizado por Hausdorff en 1914, que a su vez es una generalizacion de la construccion de los
reales por Cantor en 1872. La adaptacion del teorema al caso de los racionales como espacio
uniforme, equivale a una construccién de los reales.

En la demostracién se parte de @ como espacio uniforme, donde la convergencia se estudia
a través de filtros de Cauchy y filtros minimales de Cauchy. El filtro minimal de Cauchy
“representa” a todos los filtros de Cauchy que tienen el mismo limite, independientemente de
que el limite sea 0 no, un punto de Q. De ahi que surja la consideracion de formar el nuevo
espacio con los filtros minimales de Cauchy sobre Q, el cual se identifica con Q. Lo que sigue es
demostrar que @Q asi constituido es un espacio completo. Para tal efecto, se debe verificar que

3 Esta condicion se conoce como extension o extension algebraica. Es el acto de pasar de un dominio, bien definido
estructuralmente, a otro mas rico e igualmente bien definido que conserva intactas la estructura del primero.
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todo filtro de Cauchy en @ converge en dicho espacio. En lineas muy generales y sin entrar en
detalles técnicos, el proceso es el siguiente: se parte de un filtro de Cauchy sobre Q. Ademas,
este filtro genera un filtro (extendido) sobre @ que es més fino que el filtro inicial de Cauchy y
también converge en Q. Pero si este nuevo filtro converge, el filtro inicial que es menos fino
también converge. Por tanto, Q es completo.

Es importante sefialar que las estructuras uniformes tienen un papel relevante en la
demostracion: a través de ellas se captura la nocion de “entorno”, condicién esencial para el
establecimiento de los filtros de Cauchy y para el estudio de la convergencia. Con esta
construccidn se tiene una version de los numeros reales mucho mas rica desde el punto de vista
estructuralista, con la topologia impregnada en su proceso de construccién y en la base de los
desarrollos posteriores del analisis y de los espacios generales de convergencia.

A partir de éstas especificidades esperamos abrir una amplia discusion que aporte al
andlisis de uno de los aspectos mas relevantes del fracaso en el primer afio de universidad. Ese
dificil paso de las matematicas escolares (en buena medida algoritmicas) a las basicas
universitarias (esencialmente estructuradas).
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Resumen

El desarrollo del concepto de infinito matematico dentro del laboratorio didactico a
través de las reflexiones que surgen de las nociones y percepciones personales y el
analisis de algunas ideas de Galileo y Cantor respecto al infinito matematico nos
invita a indagar en la relacion de la intuicion y la formalizacion para la comprension
del concepto. Por medio de la actividad de El infinito en el espejo buscamos observar
y describir el vaivén de la intuicién a formalizacion. Dicha actividad se aplico a
alumnos del primer semestre de la carrera de matematicas aplicadas.

Palabras clave: Intuicién; Formal; Laboratorio didactico; sensorio-motriz.
Introduccion

Si se tiene una coleccidn de 2200 elementos y le quitamos un elemento, la que queda es
obviamente menor que la original, aunque es una diferencia insignificante. Si el conjunto
original tiene 22000 elementos, al quitarle uno, practicamente no apreciariamos la diferencia,
aunque, en sentido estricto, disminuye el nimero de elementos. A medida que el conjunto
considerado tiene mas y mas elementos, va revelando una cierta insensibilidad a la pérdida de
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pocos elementos, esto es, de un numero pequefio con respecto al tamafio original del conjunto.
Sin embargo, si el conjunto original es pequefio, digamos que tiene 5 elementos, perder uno es
una peérdida sensible. Describimos asi un experimento mental, sin embargo, al leerlo, sentimos
cierta familiaridad con su linea argumental. Hemos interiorizado nuestras experiencias con el
numero y las hemos transformado en un modelo simbolico, mental, que podemos manipular
como si se tratase de algo material.

En su libro, A mind so rare: The evolution of human consciousness, M. Donald (2001)
explica como la cognicién humana, aparte de su naturaleza analdgica u holistica, que
compartimos con las demas especies, ha adquirido, evolutivamente, una capacidad de
representacion simbolica que duplica, en cierto sentido, el mundo de sus experiencias en el
mundo material. Desde luego, esa capacidad simbdlica adquiere gradualmente una autonomia
(relativa) que se refleja, hoy en dia, tanto en el mundo del arte como en el mundo de la ciencia. Y
desde luego de las matematicas.

La experiencia mental que venimos de narrar esté vinculada al encuentro que tenemos a
temprana edad con la sucesion de los nimeros naturales. Contamos 1,2, 3..., y en algin momento
presentimos que no vamos a acabar de contarlos todos por mucho que nos esforcemos. He ahi un
lugar de encuentro entre lo inacabable y lo infinito —como una accién que no termina. Nuestra
capacidad simbdlica, aparte de permitirnos recodificar el mundo de nuestras experiencias, nos
permite por ese camino, el acceso a una realidad que no experimenta ninguna otra especie: el
mundo de lo abstracto. Nuestra capacidad cognitiva es hibrida: conocemos el mundo material a
nuestro alrededor y podemos conocer y desarrollar un mundo cuya materia prima son los
simbolos. Como si las estructuras simbolicas fuesen la version externa de un mundo de
experiencias que vive en nuestro interior. Hay un vaivén entre estos dos mundos cada vez que
nos disponemos a entrar en contacto con un fragmento de conocimiento matematico, por
ejemplo, que nos era desconocido: Intuicién y formalismo. Induccion, generalizacion y
deduccién. Y alli esta el infinito. Como una danza interminable, asi es el acto cognitivo. Ha sido
intentando ver desde esta mirada como hemos acercado a nuestros estudiantes a la nocién del
infinito matematico.

Continuemos ahora con nuestra discusion introductoria del infinito. Para ello, vayamos con
nuestros estudiantes a leer un breve pasaje del libro de Galileo Dialogo sobre dos nuevas
ciencias (Galilei, 1638, pp. 31-33). Alli los personajes de Galileo discuten sobre que a cada
numero natural le podemos asociar su cuadrado. Entonces puede hacerse una lista de los
cuadrados: 1, 4, 9, 16...etc. Galileo concluye que tal lista es inacabable, es decir, no termina. Pero
entonces, debe aceptar que es infinita puesto que puede contar los miembros de esa lista:
primero, segundo, tercero, cuarto,...y esto exige la utilizacién de todos los nimeros naturales. Sin
embargo, Galileo se enfrenta a una paradoja: necesita todos los naturales para contar los
cuadrados...sin embargo, para él es claro que hay considerablemente mas naturales que
cuadrados. Los cuadrados son una parte de los naturales. Entonces concluye que no se puede
aplicar, en estas circunstancias que el todo sea mayor que una parte propia. Asi, logra eludir la
situacion paradojica.

Galileo estuvo cerca de abrir en aquel momento una nueva perspectiva para las
matematicas. No lo logrd, aunque avanzé tanto como la episteme de su tiempo se lo permitio.
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Uno vive en una atmosfera rodeado de cultura y modos de pensar que abren perspectivas sobre
unas ideas y practicamente hacen imposible la consideracion de otras. Hasta que se produce lo
que podriamos llamar la zona de desarrollo potencial en una cultura y surge un Cantor que la

hace realidad.

Galileo mird la correspondencia de un natural m a su cuadrado m2 no como una forma de
comparar tamarios de conjuntos sino como una manera de contar cuantos cuadrados podia
producir: uno, dos, tres... etc.

El matematico norteamericano J. Pierpont (1899) escribid, al respecto de la tension entre
nuestro conocer intuitivo, sensorio-motriz y la formalizacion del conocimiento matematico lo
siguiente:

Tenemos dos mundos: el mundo de nuestros sentidos y de nuestra intuicion y el mundo del nimero
[...] el andlisis de hoy [esta] construido sobre la nocion de nimero, y sus verdades son las mas
solidamente establecidas dentro del conocimiento humano. Sin embargo, no hay que pasar por alto
que el precio que debemos pagar por ello es terrible: la total separacion del mundo de los sentidos.
(1899, p. 406)

Después de la lectura con nuestros estudiantes del pasaje de Galileo que comentamos
antes, les formulamos la pregunta:

Qué ocurre si de la lista de los naturales borrasemos todos los nimeros impares?

Como Galileo lo expresa, podemos contar los nimeros pares y para ello tendremos que
emplear todos los numeros naturales. Hasta aqui, estaban siguiendo el razonamiewnto de Galileo
para contar los cuadrados. Pero ahora, estaba presente una nocion matematica de la que carecia
Galileo. La nocion de conjunto, que permite concebir holisticamente la lista de los nimeros
pares. Es decir, concebirla como un todo, como un infinito completo, un infinito actual, como
suele decirse, para distinguirlo de lo que ocurre con los procesos infinitos, como pretender contar
la lista de los pares. La obstrccion que emergio aqui en los dialogos corresponde a lo que R.
Duval (1983) ha denominado la transparencia obscura: mientras percibimos un conjunto como
subconjunto propio de otro, se torna casi inaceptable ver al subconjunto como uno que tiene
igual numero de elementos (i.e.: equinumeroso) que el conjunto que lo contiene. Gravita en este
hecho el que el todo es mayor que cualquier parte propia.

Sin pretender concluir que la situacion presentada por los estudiantes y la situacion
paradojica que vivié Galileo son la misma en términos cognitivos, si podemos afirmar que hay
una raiz comun debido a lo que hemos percibido como un rasgo de la cognicion y que tiene su
explicacion en las teorias corporizadas de la inteligencia humana. Siguiendo de cerca a M.
Donald (p. 155, obra citada) lo explicamos, en palabras nuestras asi: en el mundo natural los
sistemas nerviosos funcionan holisticamente, es decir, elaborando y almacenando las
impresiones que se reciben. Pero la capacidad simbolica que hemos desarrollado
(evolutivamente) permite crear un universo abstracto con un alto grado de independencia
relativa. Sin embargo, estos dos universos, el interior y el simbolico permanecen girando uno
alrededor del otro. En ese sentido afirmamos que nuestra capacidad cognitiva es hibrida. El
universo simbolico, desde luego, se desarrolla en una atmosfera cultural que ademas va
reelaborando el mundo natural y tornandolo un mundo a su vez, condicionado por esa cultura.
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Percibimos, aun lo mas elemental del mundo material, eventualmente, desde un marco de
interpretacion desarrollado en nuestra atmdsfera cultural. Por ello, la sentencia el todo es mayor
que cada una de sus partes no solo se decodifica desde la I6gica que desarrollamos culturalmente
sino, al mismo tiempo, desde lo que nos dice el cuerpo. Es asi que encontramos una sintonia
plena con la afirmacion de Pierpont: es demasiado alto el precio cognitivo que pagariamos si
pretendemos erigir una frontera infranqueable entre nuestra intuicion y las versiones
formalizadas de las matematicas, en particular, las referidas al infinito.

De la reflexion cognitiva al laboratorio didactico.

Esta sera la caracteristica esencial de un conjunto actualmente infinito en manos de G.
Cantor: un conjunto es infinito si tiene subconjuntos propios con los que puede establecerse una
correspondencia biunivoca. La idea de correspondencia biunivoca es un instrumento conceptual
que ya estaba al alcance de Cantor. No de Galileo. En el ejemplo previo, ain quitdndole una
parte infinita al conjunto de los naturales, la parte que queda, o sea el subconjunto de los pares,
es del “mismo tamafio” que el conjunto completo de los naturales ya que se pueden poner en
correspondencia biunivoca, como las parejas en un baile: si ningun caballero se queda sentado,
solo, sabremos de qué tamafio es el conjunto de caballeros: igual que el conjunto de sus parejas.
Esta idea del establecimiento de una correspondencia biunivoca es la clave para comparar ya no
solo contar, la lista de elementos de un conjunto. puede parecer un tanto artificial pero vemos
que no es asi: tantos obsequios para tantas personas allegadas. No necesitamos contar para saber
que ambos conjuntos son de igual tamafio. Ahi estuvo el “error” de Galileo: contar lo llevé a
aceptar que la lista de los cuadrados era infinita pero no pudo ver que era del mismo tamafio que
la lista completa de los naturales. Pues no poseia un criterio para pensar en el tamafio de una
coleccion.

La idea de correspondencia biunivoca que en realidad captura una fuerte intuicion
cognitiva, sirvio de base a Cantor para identificar la nocion adecuada de conjunto infinito —
como hemos comentado anteriormente. Una idea traida de nuestra experiencia y llevada al
mundo virtual de las matematicas. Esta discusion generd un interés pronunciado entre los
participantes del laboratorio cuyos conocimientos y reflexiones previas no habian estado
orientadas a tomar conciencia de como una idea tan (aparentemente) simple como es la
correspondencia biunivoca entre dos conjuntos traia encerrada la llave para acceder al infinito
actual que existe en esa realidad virtual llamada matematicas.

Era el momento de reflexionar sobre cémo las intuiciones originales, que ellos tenian
sobre el numero de elementos de un conjunto, que se obtenia contando, debian ser “olvidadas”
cuando se trataba de conjuntos infinitos. Lo veo pero no lo creo escribié G. Cantor en una carta a
R. Dedekind frente a este fendmeno de los conjuntos infinitos (Zimmerman, 2013, p. 452). Los
participantes, como le habia ocurrido a Cantor, lo veian pero se sentian forzados a aceptar
(aunque no lo creyeran) este comportamiento de los conjuntos infinitos, que rompia con la afieja
intuicion de que el todo era siempre mayor que cada una de sus partes.

Las intuiciones son las consecuencias inarticuladas de la corporizacion —que adquirimos
a través de nuestras experiencias en el mundo humano, aunque no podamos hacerlas explicitas.
No las podemos cambiar a voluntad. Ocurre que nuestras intuiciones (sobre un tema mas o
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menos conocido por ejemplo) no estdn sometidas a un estricto control 16gico-deductivo y por
ello, su nivel de coherencia es local. Si decimos el todo es mayor que cada una de sus partes, nos
parece aceptable hasta que recordamos o aprendemos que podemos poner en correspondencia los
naturales con los pares. Entonces tenemos que fijar limites para esa proposicion que parecia tan
natural como para tomarla como universal.

A traveés de la educacion llega el momento cuando la parte lo6gica de nuestro
pensamiento— de nuestra racionalidad—se impone (al menos transitoriamente) sobre nuestras
intuiciones, si se nos permite decirlo asi. Aunque esta parte l6gica de nuestro pensamiento
esconde posiblemente siempre, una intuicion fragmentada o separada del tren inicial de nuestro
pensar.

Nuestras experiencias en el salon de clases hicieron tangible la certeza que, para los
estudiantes, el aprender lo basico sobre el infinito era enfrentarse de manera abrupta a un
territorio accidentado a lo largo del cual resultaba riesgoso y alli sentian que estaban sin los
recursos necesarios para abordar los problemas que planteaba la nueva demanda cognitiva.
Entonces: ¢como podiamos enfrentar el problema didactico de iniciar el estudio del infinito
entendiendo que el problema de fondo es el desarrollo del significado una vez que los
estudiantes se enfrentan a un terreno formalizado? Frente a la tension subyacente, era necesaria
una transicion. La transicion de una fluidez instrumental a una fluidez cognitiva es un problema
educativo de interés global. En efecto, lo simple desde el punto de vista I6gico, formal, no
necesariamente coincide con lo simple desde el punto de vista cognitivo. Aunque ambos aspectos
son partes constitutivas de la cognicion humana.

Experimentacion y busqueda

La actividad de El infinito en el espejo es parte de una secuencia de actividades que tiene
como proposito reconocer el vaivén entre la concepcidn intuitiva del concepto de infinito y la
formalizacion que genera la necesidad de concretar una respuesta logicamente matematica (lo
formal). (La actividad es tomada y adaptada de: Prieto Sanchez, J.A., Fernandez Escalona, C.
,2017).

Reflexion de Omar en la actividad El infinito en el espejo

Al reflexionar sobre cdmo serian los reflejos de las bolas en el espejo si se van quitando
de una en una Omar hace la comparacion directa entre las cantidades de bolas que se reflejan.

Omar: Intuitivamente los infinitos son mas grandes y eso depende, si es uno (se refiere a una bolita)
entonces va a ser mas chiquito que un infinito de nueve (se refiere a nueve bolas), pero al mismo
tiempo no puede ser mas grande porque al ser nimeros naturales siguen perteneciendo a un mismo
infinito.

En esta afirmacion Omar especifica claramente que su intuicion le hace pesar en que seria
dos infinitos de distintos tamarios, pero al reconocer que en ambos casos la cantidad de bolas
estan relacionada con los numeros naturales notamos como su conocimiento matematico mas
formal lo lleva a la conclusién de que serian infinitos del mismo tamafio.
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Omar continua con su reflexion.

Omar: O sea, intuitivamente parece que es mas grande, pero si le metemos matematicas no sigue siendo el
mismo infinito de nimeros naturales y no puede haber infinitos diferentes de numero naturales porque es
un mismo infinito.

Decir “pero si le metemos matematicas” deja ver como €l busca la justificacion desde el
enfoque légico que la brinda su educacion matematica.

Dentro de la reflexion que Omar continud desarrollando en la actividad de los espejos
habla de la existencia de distintos tamafios de infinitos:

Omar: Habia dicho que hay infinitos mas grandes como los de los nimeros reales que es porque
hay nimeros irracionales como pi y fracciones comol/4 que cada uno se dispara a infinito.
Entonces cada uno tiene sus infinitos y por eso es un infinito mas grande. Porque son como muchos
infinitos combinados en uno solo entonces es mas grande que un solo infinito de una solo cosa, los
ndmeros naturales.

Omar expresa de forma intuitiva lo que para €l son los nimeros reales y nos permite ver
que ahora su intuicion esté relacionada con conceptos matematicos (una intuicion refinada).

Omar: Entonces, intuitivamente si pones mas bolas es un infinito mas grande, pero si les pones
matematicas pues no. Pero después de los que discutimos ahorita, pues no, sigo en conflicto
pensando que la teoria puede funcionar, si es tedrico es posible.

Aunque muestra en su reflexion el vaiven entre la intuicion y la formalizacion para él
resulta dificil concretarlo en una sola idea, €l busca separar lo que identifica como material y
existente en los conceptos abstractos.

Omar: Es que no es factible que exista un infinito material, ni siquiera el espacio que sabemos que
se esta expandiendo, puede que vaya creciendo a cierto ritmo, pero no sabemos si es infinito o no
porque si sigue creciendo significa que no ha parado y si para no sabremos nunca porgque no nos
dariamos cuenta. Entonces por eso no es factible medir un infinito porque no tenemos un infinito
material.

En la reflexion que lleva a cabo Omar se ve el vaivén entre los intuitivo y lo formalizado,
pues incluso él identifica la necesidad de (sus términos) “meterle matematicas”. Podemos ver
que para él no es suficiente la intuicion fisica para explicar lo que ve de manera material si esto
se proyecta a un proceso infinito. También podemos observar la necesidad de herramientas
cognitivas que lo ayuden a interpretar y conjugar su experiencia fisica con sus conocimientos
matematicos acerca de los nimeros naturales y los reales.

Conclusién y perspectivas

Dentro de la experimentacion llevada a cabo con los estudiantes de la licenciatura en
matematicas aplicadas se puede distinguir ya la tensién entre las intuiciones y el acercamiento
formal via la correspondencia biunivoca al explorar el infinito actual. Nuestro trabajo se localiza
en el campo de la cognicion corporizada, tal como ha sido desarrollada por M. Donald y Lakoff-
Nufiez en los libros referenciados en este trabajo. La nocién de infinito actual vive su vida
conceptual entre la experiencia sensoriomotriz y las formulaciones simbdlicas propias de las
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matematicas. Pero el reemplazo prematuro de las ideas intuitivas —que en realidad son
consecuencias inarticuladas de la corporizacion, por la formalizacion cantoriana genera
obstrucciones cognitivas dificiles de superar para los estudiantes. Alli emerge como una
necesidad did4ctica, la nocion de metafora conceptual (Lakoff-Nufiez) que vincule las
intuiciones con su eventual formalizacion. Todos los casos de infinito en matematicas, de
acuerdo con Lakoff-Nufez (p. 158) por ejemplo, limites, series infinitas, conjuntos infinitos y
demas, corresponden a procesos que no terminan pero que nosotros los conceptualizamos como
si en efecto, tuviesen un final. De nuevo: los seres humanos podemos imaginar el resultado de un
proceso que no termina. Es el caso de la existencia de los numeros irracionales definidos
mediante una coleccién infinita de digitos que ni siquiera podemos conocer completamente,
excepto en esa otra dimension de nuestras experiencias cognitivas como lo es la realidad virtual
de las matematicas y demés mundos simbolicos creados.
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Resumen

En 1856 Indalecio Lievano publico su libro Tratado de Aritmética Elemental. En el
presenta una fundamentacién de los nimeros (naturales, racionales y reales) con base
en el Sistema de Numeracion Decimal. Ademas, aborda un problema central de las
matematicas en la primera mitad del siglo XIX: la continuidad de los nimeros reales.
Inicialmente discute las propiedades de los numeros y sus operaciones, la
representacion de los nimeros en el Sistema de Numeracion Decimal y propone una
solucion a la continuidad de los nimeros reales a partir de la notacion decimal de los
nameros. Lo importante de esta solucion es que se adelanta unos 20 afios a las
soluciones ya clasicas de Cantor (1915) y Dedekind (1927). Asi, a partir de un
analisis de las practicas matematicas (Ferreirds, 2016; Obando, 2021, 2015) en el
taller discutiremos como Indalecio Liévano presenta la solucion a un problema sin
resolver en la época.

Palabras Clave: Historia y Educacion matematica; Numeros reales; Sistema de
numeracion decimal; Pensamiento Numérico; Historia de la matematica;

El autor y su obra

Indalecio Liévano Nacié en Carmen de Apicala el 21 de mayo de 1834; Estudio en el

Colegio Militar, donde fue alumno destacado de Lino de Pombo y de Aimé Bergeron. En 1856
publica su obra Tratado de Aritmética. También fue autor de Investigaciones Cientificas, 1871.
Tratado de Algebra, 1875. Fue profesor de Matematicas y Astronomia en el Colegio de San
Bartolomé y en la Universidad Nacional. Fundador de la Sociedad Colombiana de Ingenieros.

Liévano es parte de una élite intelectual colombiana, que incluye a Lino de Pombo, Rafael

Pombo, José Maria Villa y Julio Garavito, entre otros, que lideraron el desarrollo politico del
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pais naciente con el objetivo de proyectarlo en el mundo moderno del desarrollo industrial. Es
heredero de una tradicion nacionalista que buscaba los ideales de la ciencia y la politica al
servicio del estado a traves de la ciencia y la educacién. En esto sigue la influencia de proceres
de la independencia como Francisco José de Caldas y de su maestro Lino de Pombo, a quien
dedica su libro.

3 De qué modo podria yo corresponder a las
distinguidas consideraciones con que me habels
estimulado al estudio de esta ciencia tan impor-
tante ? ; De qué modo corresponder por mi parte
a vuestro ardiente celo en la ensefianza de ella, 1
a vuestros vehementes deseos de trasmitir a I
juventud los vastos conocimientos que poseels,
contribuyendo de tal modo, el mas eficaz sin
duda, al progreso i engrandemmlento de nuestra
Patrn? A estas preguntas que hace tiempo me
dirijo a mi mismo, no he vacilado en responder
slempre: “coadyavando su celo patridtico, satis-
faciendo sus filantrépicos deseos, imitando su
ejemplo.”

Cumphr con estos preceptos de mi gratltucl
dela vos 1 de mi amor a la Repiblica, tales son
hoi los objetos de todos mis esfuerzos.

Figura 1. Dedicatoria a su profesor Lino de Pombo
(Liévano, 1856, p. 4)

Su libro, Tratado de Aritmética, publicado en 1856, no solo es una obra con valor
cientifico, sino también con valor politico. La figura 1 muestra un fragmento tomado de la
dedicatoria a Lino de Pombo, donde se deja ver el interés politico de brindar una formacion
matematica a los futuros ciudadanos de la republica naciente: formar en matematicas, para
engrandecer la Patria. Esta misma intencionalidad politica se puede ver en el prologo: “Pero
estas mis perennes investigaciones, con espiritu de esactitud, a fin de ser Gtil a mi patria, me han
sujerido ultimamente el plan riguroso de esposicion que tengo el honor ahora de presentar al
publico [...]"* (Lievano, 1856, p. 5, cursiva en el original).

El autor presenta una obra que se aparta de la tradicién Euclidiana en tres aspectos
principales: (i) la presentacion de los nimeros a partir de cantidades y sus medidas, (ii) la
distincion entre cantidades continuas y discretas, y (iii) la forma en que trata con el infinito
matematico. La obra muestra un esfuerzo por presentar conceptos intuitivos de la aritmética de
manera rigurosa, basada en axiomas y teoremas con sus demostraciones. El libro "Tratado de
Aritmética” se divide en dos partes con siete y cuatro lecciones respectivamente. La primera se
dedica a los conceptos fundamentales de los nimeros y sus operaciones basicas, y la segunda a la
potenciacion y radicacion, las razones y proporciones, y algunas aplicaciones comerciales.

L En las citas textuales del autor, se ha conservado la grafia original, y, por lo tanto, lo que parecen faltas de
redaccion u ortografia son las formas adecuadas de escribir en la época.
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Sobre el analisis historico

Se asume una nocion de practica, entendida como:

forma de actividad humana cooperativa socialmente establecida en la que una organizacion
caracteristica de las acciones y actividades (haceres) son comprensibles en términos de la
organizacion de ideas relevantes en discursos caracteristicos (decires), y cuando las personas y los
objetos involucrados se distribuyen en organizaciones caracteristicas de relaciones (labor), y cuando
este complejo de decires, haceres y relaciones se ‘ponen juntos’ en un proyecto distintivo”. (Kemmis,
Wilkinson, Edwards-Groves, Hardy, & Grootenboer, 2014, p. 31).

En este sentido, la practica es situada histéricamente (en un tiempo y lugar especifico); es
sistematica y estructurada brindando un marco (sentido y significado) a la actividad concreta de
los sujetos. Ademas, la actividad de los sujetos es reflexiva con respecto a la practica: dispone la
accion del individuo en una direccién especifica (disposicion), pero éste reflexiona sobre la
practica a partir de su actividad (posicionamiento), llegando incluso a transformarla
(Subjetividad).

Se parte de la nocidn de sistemas de practica matematica (Obando, 2015) a partir de 5
elementos: instrumentos, procedimientos, objetos, conceptos y formas de enunciacion. Estas
ideas se ponen en conjuncion con la nocién de marco presentada por Ferrreiros (2016) para
caracterizar una practica matematica: marcos simbélicos, marcos tedricos, y agencia (Ferreiros,
2016).

Los marcos simbdlicos son el conjunto de construcciones culturales (instrumentos) que dan
forma y estructura a la accion de los sujetos en contextos especificos de su practica. Para las
matematicas, se tienen: las representaciones (dibujos, ideogramas, pictogramas, formas icénicas,
simbolos, gréaficos, tablas, etc.); los artefactos que median instrumentalmente la accion de los
sujetos (instrumentos para calcular, medir, construir representaciones, comunicar — oralidad y
escritura) las expresiones técnicas no necesariamente especializadas (maneras de nombrar, decir
y de escribir —si la hay) y los métodos simbolicos (técnicas y procedimientos formales e
informales).

Un marco tedrico es el conjunto de discursos (no necesariamente formalizados), de
lenguajes formales (si los hay), constituidos en relacion con la practica, y que le dan su soporte
epistémico. En este se delimitan entonces, los objetos de conocimiento (y los conceptos
elaborados sobre ellos); las formas de enunciacion (explicaciones, formas de razonamiento,
formas de argumentacion —entre ellas la demostracién—, formas discursivas, etc.) validas en el
contexto de la practica; cuestiones abiertas (problemas —de diferente naturaleza, no
necesariamente matematicos—, conjeturas, hipotesis) consideradas importantes.

La agencia, por su parte, relaciona los elementos de orden cultural (instrumentos,
comunidades —no necesariamente cientificas—, cosmovisiones, visiones matematicas) con la
actividad de los sujetos (subjetividades). En este sentido, la agencia sitda histérica y
culturalmente la practica matematica, mostrando que la actividad matematica de los sujetos en
una época y lugar no puede desligarse del complejo de las practicas sociales de las cuales
emerge.
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Con los anteriores fundamentos, en un contexto histérico especifico, se analizan como
los sujetos abordan los problemas matematicos; los instrumentos y técnicas que utilizan para
resolverlo; los discursos y formas de enunciacion que se utilizan, y los objetos y conceptos
que se objetivan. Todo esto se examina en relacidn con las personas y comunidades
involucradas en la practica matematica con el fin de entender como se constituye y estructura
la accion matematica de los sujetos. El objetivo es identificar fuentes heuristicas para
planificar eventos de aprendizaje en las escuelas del futuro (Vasco, 1995).

El sistema de numeracién decimal

La presentacion que el autor realiza del sistema de numeracién decimal se puede resumir
en: presentacion de las bases conceptuales de los sistemas de numeracion posicional en cualquier
base; la descripcion detallada sobre el uso del SND para escribir los nimeros y para nombrarlos;
explicacion detallada sobre los algoritmos basados en el SND para calcular los resultados de las
cuatro operaciones fundamentales (adicion, sustraccion, multiplicacion y division), inicialmente,
operando solo numeros enteros; explicacion sobre la forma de operar en sistemas de numeracion
diferentes al decimal; explicacion del procedimiento para realizar cambios de un sistema de
numeracion a otro (por ejemplo, de numeracion decimal a binaria o viceversa).

La leccion VI inicia discutiendo la forma de extender el sistema de numeracion decimal
para expresar cantidades que no sean enteras, relacionando las cifras que quedan a la derecha de
la coma con fracciones que tiene por denominador una potencia de 10:

Un namero decimal no es otra cosa que un quebrado que tiene por numerador el nimero que se
obtiene quitando la coma y por denominador la unidad seguida de tantos ceros cuantas cifras
decimales hai; i cuando el nimero decimal tiene parte entera, es también igual a un nimero
fraccionario cuya parte entera es la parte entera del nimero decimal, i cuya fraccion tiene por
numerador la parte decimal i por denominador la unidad seguida de tantos ceros cuantas cifras
decimales hai. (Liévano, 1856, p. 80, cursiva en el original).

De esta manera caracteriza tres tipos de numeros decimales: los finitos, los infinitos
periodicos y los infinitos no periddicos. Para ello analiza el residuo de la division del numerador
entre el denominador del nimero quebrado: si luego de varios pasos en la division el residuo es
cero, entonces el nimero decimal que representa dicha cantidad tiene un namero finito de cifras,
pero si se llega a un punto en el que las cifras del cociente se repiten de la misma forma,
entonces el nimero decimal que representa dicha cantidad tiene infinitas cifras y es periodico.

Vale la pena destacar la presentacion que hace del criterio para definir si un niamero
quebrado puede ser representado por un numero decimal finito o infinito periédico: b no puede
tener factores primos diferentes de 2 y 5. De manera similar presenta criterios para expresar en
forma de quebrado un nimero decimal infinito perioédico (multiplicando el nimero decimal por
una potencia de 10™ segun la cantidad de cifras en el periodo, y haciendo al resta del nimero
original con el numero multiplicado).

La inconmensurabilidad
De especial interés es la discusion presentada por el autor sobre “los nimeros
inconmensurables” (pagina 90 y siguientes): se basa en una construccion a partir de sucesiones
de numeros racionales (fraccionarios y quebrados, en palabras del autor) que tienden al nimero
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inconmensurable dado, lo que le permite extender las propiedades ya estudiadas en los
racionales, a los reales (nimeros inconmensurables). Aunque el autor no lo expresa en estos
términos, detras de esta idea hay una nocién de limite en el sentido de Cauchy, y una intuicion
fuerte sobre la continuidad en el sentido aritmético.

Para lo anterior, inicia analizando una caracteristica de la notacion decimal periddica
infinita: si un nimero decimal tiene un periodo que inicia después de la cifra en la n-ésima
posicién (n+1-ésima posicion y en adelante), y es igual a 9, entonces, las infinitas cifras
equivalen a una unidad de la fraccion decimal de la posicidn n-ésima. (por ejemplo, en palabras
del autor (p. 90), 7,52999...=7,53 “puesto que la porcidn ilimitada que queda a la derecha de
los centésimos, vale esactamente 1 centésimo”). Vale la pena destacar la conciencia que se tiene

sobre los procesos infinitos (la sucesion infinita de las potencias de la forma 10% en el lado
derecho de la igualdad), y posibilidad de capturar dicha sucesion infinita en el nimero quebrado

%. A partir de lo anterior afirma que, si el periodo es diferente de 9, esta parte del nUmero no

completa la unidad anterior al inicio del periodo.

Con base en los anteriores preceptos, demuestra por contradiccion que, si el decimal no es
periddico, entonces no puede expresarse por un nimero quebrado. En sus palabras:

Esto supuesto, consideremos un nimero decimal ilimitado i no periddico: digo que, la cantidad que
representa este numero decimal no podra apresarse esactamente por ningun quebrado. En efecto,
supongamos que si hai quebrado equivalente al dicho nimero decimal: entonces convirtiéndolo en
nimero decimal, se tendran dos nimeros decimales iguales, i en los cuales una porcion cualquiera de
la derecha no alcanza a valer la unidad decimal inmediatamente superior a la que se refiere la primera
cifra de la izquierda; pero para que estas dos condiciones se verifiquen, es preciso que estos dos
numeros decimales mirados de izquierda a derecha sean idénticos, luego habria quebrado que
orijinaria nimero decimal ilimitado i no periddico, lo cual es un absurdo. Luego la cantidad
representada -por el nimero decimal ilimitado i no periddico (puesto que no puede espresarse
esactamente por ningun quebrado) no tendra parte alicuota comun con la unidad, i sera por tanto (n.°

3) inconmensurable con ella. (Liévano, 1856, p. 91, cursiva en el original).

Esta demostracion tiene un valor pedagogico y epistémico fundamental tanto por su
sencillez, como por la profunda intuicion del autor sobre el comportamiento del SND: demostrar
la inconmensurabilidad con la unidad de cualquier nimero decimal infinito no periddico, sobre la
base de las propiedades del sistema de numeracion decimal. No obstante, lo anterior, el siguiente
paso del autor es aln mas importante desde el punto de vista epistemolégico: desarrolla un
método que le permite expresar un nimero inconmensurable a partir de sucesiones de numeros
quebrados (en términos actuales, aproximar un namero irracional por sucesiones de numeros
racionales):

Aunque una cantidad Inconmensurable con la unidad no puede representarse esactamente por ningun
namero sin embargo, si se puede obtener un quebrado que la represente con un error menor que
cualquier magnitud dada. Para esto dividiremos la unidad en un nimero tan grande de partes iguales
que cada parte sea menor que la magnitud dada (*); i entonces el quebrado que tiene por numerador el
numero de veces que esta pequefia parte cabe en la cantidad, i por denominador el nimero de partes en
que se ha dividido la unidad, satisface a la condicion requerida. Si ahora queremos aproximarnos mas,
valuaremos con un cierto error la parte inconmensurable que nos queda, i agregamos este nuevo
ndmero al ndmero primitivo; i si esta serie de operaciones se supone prolongada indefinidamente,
puede considerarse la cantidad espresada esactamente por la suma de una infinidad de nimeros.
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Llamaremos nimero inconmesurable a la espresion esacta de una cantidad inconmensurable con la
unidad (Liévano, 1856, p 91, cursiva en el original).

Es de aclarar que con la expresion “numero inconmensurable” el autor se refiere a lo que
en el lenguaje actual se denomina “ndmero irracional”. Asi, en Lievano, el “nimero
inconmensurable” es la cantidad que expresa en términos numeéricos la comparacion (razén) del
par de cantidades que son inconmensurables entre si.

De otro lado, hay que resaltar la idea de aproximar un irracional a partir de sucesiones de
numeros racionales. Si bien esta idea ya se encuentra en el Cours D’ Analyse de Cauchy (1821),
no hay evidencia de que el autor conociera la obra de Cauchy, pero es probable que asi fuera. El
procedimiento para encontrar la sucesion de nimeros racionales que tienden a un nimero
irracional dado, con un error menor que cualquier magnitud dada, es bastante original para la
época (década de 1850). La magnitud dada que define el error considerado define un intervalo
con centro en el numero irracional que se quiere aproximar por la sucesion de nimero
irracionales. Este intervalo se puede hacer tan pequefio como se desee. Luego, hay en esta idea
una nocion de limite, lo que se evidencia en la parte final, cuando da la definicion de nimero
inconmensurable: “Llamaremos nimero inconmesurable a la espresion esacta de una cantidad
inconmensurable con la unidad”. Nétese, ademas, que estas ideas expresan una intuicion
profunda sobre las propiedades topoldgicas de los numeros, ademas de las algebraicas.

3.° Vamos a establecer fue el produciy de dos nimeros
inconmensurables, es tanto independiente de lu unidad  que se
refiera el multiplicando, como del drden de los fagtores.

Sean A 1 B los dos factores inconmensurables. Como
todo ndmero inconmensurable es la suma de una infinidad
de niimeros conmensurables, podenios poner

A=a4+d+ ..
i B=b+ b+ ...
siendo @, a’...., 1}, 8", ... nfimeros conmensurables.

Figura 2. uso de las representaciones de los irracionales como sucesiones de racionales para operar con estas
representaciones. (Lievano, 1856, p 91)

Demostrado lo anterior, Lievano expresa: “116. Pasamos ahora a hacer estensivas al
numero inconmensurable, las propiedades jenerales del nUmero conmensurable.” (Liévano,
1856, p 91). (Figura 2). Para ello demuestra las propiedades de los nUmeros inconmensurables y
sus operaciones. Si bien el autor no lo expresa asi, es como si tuviera conciencia de que las
cantidades inconmensurables se hacen nimeros si logra dotarlos de una estructura hacer
extensivas las propiedades aritméticas de los conmensurables a los inconmensurables es
novedoso en la época (y anticipado a las soluciones dadas en Europa), y se basa en una idea
potente (que se hara visible en los trabajos de Cantor (1915) y Dedekind (1917)): construir los
reales a partir de los racionales, y extender las propiedades demostradas en los racionales a los
nuevos objetos (los reales), con lo cual adquieren el mismo estatus numérico del sistema de
origen. De esta forma, se objetivan las cantidades inconmensurables como nimeros al dotarlos
de una estructura (para mas detalles de las implicaciones de este tratado sobre los nimeros
inconmensurables ver Albis, 1976).
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La leccion XI, llamada “Aplicaciones de las proporciones” inicia con el teorema cumbre
que redondea todo su trabajo sobre la aritmética (en esencia, un parafraseo de la definicién 5, del
libro V de los elementos de Euclides):

150. TEOREMA Siempre que se tengan dos especies de cantidades tales, que para cada valor
particular i creciente de la una, corresponda un valor particular i creciente de la otra; i estd en la
naturaleza de estas variaciones el corresponder para un multiplo cualquiera de la primera el mismo
multiplo de la segunda; estas dos cantidades gozan de la propiedad de que dos érdenes de magnitud
cualesquiera de la primera, guardan la misma relacién que los correspondientes ordenes de magnitud
de la segunda. (Liévano, 1856, p 132, cursiva en el original).

L*~Representando por % un nimero entero, para ¢l
. . . 4
vl : e lugringra cantidad, dle correponder o volor
' ‘ (]

ot la seginde,
Porque el walit gue debe toar Jz sequnda cantldad

para el vn - e o primer debe s o, segun el se-

puesto, que repe ndo 1 yeees produzm 0; uego e lanavg
parte e 4,

Figura 3. caso 1 de la demostracion del
teorema 150

La demostracion del teorema 150 se basa en que, si las dos magnitudes son
conmensurables, la razon entre ellas se puede representar por un numero racional, pero, si las
magnitudes son inconmensurables, entonces la razén entre ellas se expresa por un nimero
irracional. Para ello divide la demostracion en tres casos. En los dos primeros, cuando la razon se
establece entre cantidades conmensurables, en cuyo caso, la razon se puede expresar por un
decimal finito, o infinito periodico, pero si las cantidades son inconmensurables, entonces la
razon se expresa por decimal infinito no periédico.

El caso 3, se puede ver en la figura 4. En este caso, la razon entre las cantidades se expresa
por un numero inconmensurable (nimero real), y se demuestra por contradiccion, que cualquier
secuencia de numeros racionales que acote superior e inferiormente a dicho nimero
inconmensurable, es idéntica a dicho numero (ver Figura 3). En el fondo, es una demostracion de
la continuidad de los reales, pues demuestra que cualquier cantidad, o es un nimero racional, 0
es un namero irracional, y el autor es consciente de dar solucion a un problema no resuelto en
Europa, como se puede ver en la extensa nota al pie de la pagina 133:

Tengo la satisfaccion de presentar al publico la demostracion rigurosa de esta proposicion,
manifestando que he sido conducido a ella investigando las condiciones necesarias para la
proporcionalidad de las cantidades. Hasta ahora los mas famosos Matematicos se han contentado con
establecer las propiedades jenerales del nimero conmensurable i aplicar silenciosamente estas mismas
propiedades al nimero inconmensurable; pero este jénero de deduccidn estd mui lejos de ser riguroso:
Yo notando este vacio en la Aritmética me propuse llenarlo, i después de mui detenidas meditaciones
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he coronado completamente mis esfuerzos, pues he logrado (n° 115) hacer estensivas al nimero
inconmensurable las propiedades jenerales del nimero conmensurable [...]. (Lievano, 1856, p. 133)

8..—8iendo K unnimero inconmensurable, para el
tnlor 4% K de lu grimera, debe corresponder-a % - K. En
efecto, si representamos por P larelacion que existe entre
el valor qué corrgsponde a A4 X K ila magnitud a, es
claro que este valor estd representadado pora X Pjila
cuestion se reduce a probar que P es igual a K. a

Supongamos 1.°—F£ > 'K, i tomemos un ninkero con-
mensurable p comprepdide entre P i K, de modo que se
tiene P 39 > K: es'evidente, en virtud de lo que pre-
cede, que siendo'p un nimero conmensurable, al valor
A X p corresponde @ X p;pero siendo 4 X p > 4 X K,
tanibien se tendri @ X p > & X P, de donde p > P,
1o que es contradictorio, porque se tenia P > p > K.
Dela misma manera probariamos que P no puede ser
senor que K, luego se tiene F — K,

Figura 4. Demostracion del tercer caso del teorema
150, cuando las cantidades son inconmensurables
(Liévano, 1856, p 132)

Liévano propone una solucion al problema de la continuidad de los nimeros reales sin
mencionar explicitamente esta continuidad. Su solucion se basa en una nocion general de
magnitud, la razén entre cantidades y las propiedades del Sistema de numeracion decimal. Con
estos elementos, demuestra que las cantidades inconmensurables son numeros y establece una
teoria general de razones y proporciones para demostrar que cualquier nimero es un racional o
un irracional, mostrando asi una comprension profunda de las propiedades topoldgicas de los
numeros. También presenta una concepcion moderna en la que el nimero emerge de las razones
entre cantidades de magnitud y todos los nimeros tienen el mismo fundamento epistemologico.

A manera de conclusién

La aproximacion elaborada por Lievano le permite, no solo presentar los viejos problemas
de la aritmética en una nueva forma, sino también abordar problemas no resueltos en su
momento: la continuidad de los reales. Se puede ver en su trabajo apuestas epistemologicas y
ontoldgicas sobre el concepto de nimero que se posicionaron como novedosas en la época en la
que fueron propuestas, que en la actualidad han pasado al olvido, pero vale la pena recuperar: las
magnitudes, sus medidas y las razones entre dichas cantidades. Ademas, se debe llamar la
atencion sobre el valor pedagdgico de su trabajo. En las aproximaciones actuales en la educacion
media (bachillerato) el estudio de los niumeros reales tiene un obstaculo crucial: como presentar
los numeros irracionales. Comprender la naturaleza del nimero irracional requiere problematizar
la inconmensurabilidad entre cantidades y generar un mecanismo que permite establecer la

razon entre dicho para de cantidades.
Metodologia del taller

Propdsitos del taller: El taller tiene un doble propoésito: de un lado, discutir una aproximacion al
estudio de las practicas matematicas fundamentado en un perspectiva histérico-cultural del
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conocimiento aplicando al andlisis de un texto historica de relevancia en la historia de las
matematicas en Colombia. De otro, discutir una aproximacion novedosa al estudio de la
continuidad de los numeros reales a partir del sistema de numeracion decimal la cual no solo
tiene un valor epistémico importante, sino también pedagogico.

Estrategia metodoldgica. Se utilizaran estrategias basadas en el trabajo en pequefios grupos
para el andlisis y la solucion de algunos problemas especificos, y se realizaran discusiones
plenarias con el fin de consolidar los aspectos conceptuales y metodoldgicos que se esperan
constituir a lo largo del taller. Para ello se tendra a disposicion de los participantes copias de los
textos que seran analizados, y algunos instrumentos para sistematizar el trabajo realizado.

Agenda del taller. El taller estard organizado en tres momentos: Un momento de conexion con
la problematica (20 minutos), analizando algunas posibles dificultades asociadas a la
comprension sobre la continuidad de los nimeros reales en su estudio a lo largo de la educacion
basica. Un segundo momento de desarrollo (una hora), en el que se analizaran algunos apartados
especificos del texto de Indalecio Liévano, y pondran en escena las herramientas para el analisis
de las practicas matematicas. El tercer momento de cierre (30 minutos), a traves de una discusion
plenaria busca sinterizar los elementos conceptuales y metodolédgicos abordados en el taller.

Nivel educativo al que va dirigido el taller: Secundaria: 7 a 12 grados; Superior
NUmero maximo de personas: 40
Agradecimientos

Ministerio de Ciencia, Tecnologia e Innovacion -MINCIENCIAS-, a través de la
convocatoria 891-2020, Contrato 133 — 2021, y del programa de investigacion codigo 1115-852-
70767, proyecto codigo 71349 financiado por MINCIENCIAS a través del Fondo Francisco José
de Caldas.
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Resumen

En la década de los cincuenta del siglo XX, se desarrollaron en Espafia acciones,
promovidas por el ejecutivo, dirigidas a proporcionar al profesorado de ensefianza
secundaria una preparacion pedagogica adecuada. Puig Adam, catedratico de
instituto de Matematicas, potencié numerosas actividades formativas dirigidas al
profesorado de esta disciplina a partir de 1955. Este trabajo pretende estudiar las
actividades de formacién permanente que se organizaron para el profesorado
secundario de Matematicas en Espafia, entre 1955 y 1960. Una de las fuentes
principales de este estudio es la revista Ensefianza Media, que publicé varias
cronicas sobre estas actividades. Los resultados muestran que estas acciones
pretendian impulsar una renovacion de los métodos de ensefianza de las matematicas,
algunos de los cuales estaban claramente inspirados en el modelo pedagdgico de Puig
Adam.
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Palabras clave: Didactica de la matematica; Historia de la educacién matematica;
Educacion secundaria; Ensefianza; Formacion docente continua; Investigacion
documental; Matematicas; Espafa.

La formacion pedagogica del profesorado secundario en la Ley de Ordenacion de la
Ensefianza Media (1953)

En el periodo comprendido entre 1939 y 1953, la formacion pedagdgica del profesorado
secundario no fue un aspecto que preocupara, en demasia, al estado espafiol (Lorenzo, 1996,
2003). Sin embargo, esta tendencia comenzo a cambiar a partir de 1953 con la aprobacién de la
Ley de Ordenacion de la Ensefianza Media que establecia, en el articulo 42:

El Ministerio de Educacién Nacional cuidara el nivel cientifico y pedagogico del profesorado de
Ensefianza Media, estimulando la mejora de los métodos, promoviendo, con las colaboraciones
debidas, cursos de formacion y de perfeccionamiento profesional, y vigilando las pruebas de
suficiencia, seleccidn y preparacion (Ministerio de Educacion Nacional, 1953, p. 1124).

Esta Ley pretendia asegurar una adecuada preparacion cientifica y pedagogica del
profesorado de ensefianza secundaria y era necesario desarrollar instituciones, experiencias y
publicaciones que se encargaran de promover estos aspectos formativos (Lorenzo, 1996, 2003).
Para dar cumplimiento a esta disposicion el ejecutivo se apoyo -entre otros érganos- en el Centro
de Orientacion Didactica (COD), creado en 1954, y se organizaron actividades concretas en
favor de la formacion profesional del profesorado (Utande, 1964). Al valorar las medidas puestas
en marcha por el Régimen franquista, hay que destacar que muchos de los modelos pedagdgicos
sobre los que se sustentaba esta «renovacion» se inspiraban en los postulados de la Escuela
Nueva, por lo que «no fueron tan nuevos y avanzados» (Lorente, 2011, p. 682). En esta misma
linea, Mainer (2009) y Vifao (2014) consideran que no llego a producirse una ruptura total con
los modelos pedagdgicos iniciados antes de la Guerra Civil, ya que se aprecia una cierta
continuidad entre los modelos de formacidn del profesorado que se desarrollaron antes y despueés
del conflicto armado.

Las principales actividades de formacion permanente realizadas en Espafia a partir de la
reforma de la ensefianza media de 1953 han sido clasificadas por Lorente (2011) en: reuniones
de estudio de catedraticos agrupados por seminarios didacticos, con la participacion de
inspectores especialistas y promovidas por el COD; reuniones de estudio, convocadas con el
objetivo de fomentar la coordinacion en cada distrito universitario entre el profesorado oficial de
institutos y el de los colegios religiosos; cursillos de actualizacion cientifica y didactica, dirigidos
prioritariamente al profesorado de materias experimentales; viajes o excursiones de estudio que
especialistas en determinadas materias realizaron a lo largo de geografia espafola, y cursillos de
practicas para profesores no oficiales en determinadas materias, como las matematicas.

En lo referente a la disciplina de Matematicas, Pedro Puig Adam (catedréatico del Instituto
San Isidro de Madrid) tuvo un papel destacado; en 1955 fue nombrado por el COD para asesorar,
al profesorado, sobre aspectos didacticos y metodoldgicos que podrian mejorar la ensefianza de
las matematicas en Espafia, labor que desempefié hasta su muerte en 1960. Este trabajo pretende
estudiar las actividades de formacion permanente, promovidas por el COD, que se llevaron a
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cabo en el ambito de la educacién secundaria sobre la ensefianza de las matematicas; se alude
también a las que se realizaron inspiradas en ellas.

Aspectos metodoldgicos

El COD desempefié un papel relevante en la organizacion de las actividades de formacion
que nos ocupan. La revista Ensefianza Media (1956-1971), dirigida por el Inspector Rodriguez
Lesmes, nacio6 con el objetivo de colaborar en la tarea divulgadora del COD vy se hizo eco de
muchas de las actividades de formacion dirigidas a este colectivo. Por este motivo, esta
publicacién es una de las principales fuentes de este estudio. Se han localizado y estudiado las
cronicas que Ensefianza Media publico sobre las actividades de formacion, segun la tipologia de
Lorente (2011), prestando especial interés a las cuestiones didacticas y metodologicas que se
abordaron en ellas sobre la ensefianza de las matematicas en el bachillerato.

Actividades de formacion permanente dirigidas al profesorado secundario de Matematicas

En la segunda mitad de la década de los cincuenta se llevaron a cabo en Espafia varias
actividades dirigidas a la formacion del profesorado secundario de Matemaéticas: en 1956 se
organizaron, en Madrid, tres reuniones de estudio de catedraticos agrupados por seminarios;
entre 1956 y 1960 se realizaron tres reuniones de estudio en diferentes distritos universitarios, y
en 1958 se impartié un cursillo de préacticas para profesores no oficiales sobre didactica de las
matematicas en el bachillerato.

Reuniones de estudio de catedraticos agrupados por seminarios didacticos

La | Reunion de estudio de catedraticos de Matematicas (Redaccion, 1956a) tuvo lugar en
marzo de 1956. Asistieron a ella 16 catedraticos de los distintos distritos universitarios 'y 7
catedraticos de los institutos de Madrid. Uno de los temas que se trataron fue la posibilidad de
implantar la ensefianza activa en los centros oficiales. Durante la reunion se llevaron a cabo
demostraciones de métodos activos que estuvieron a cargo de Puig Adam, de Garcia Rodeja (del
Instituto Rosalia de Castro de Santiago de Compostela) y del profesor Gattegno (del Instituto de
Educacidn de la Universidad de Londres). Otro de los temas abordados fue la importancia de que
el profesorado intercambiara criterios didacticos sobre temas concretos en cuyo aprendizaje el
alumnado presentaba dificultades habitualmente. Se consideraba que estas dificultades podian
estar ocasionadas por la «inadecuacion de su contenido o del método de su ensefianza a la edad
del alumno» (Redaccién, 1956a, p. 48) por lo que se reclamaba una adecuada formacion
pedagdgica del futuro profesorado.

En octubre de 1956 se celebrd la Il Reunion de estudio de catedraticos de Matematicas
(Redaccidn, 1957a). Asistieron a ella catedraticos de instituto de Matematicas e inspectores de
enseflanza media de distintas zonas de la geografia espafiola. Se abordaron los obstaculos o
inconvenientes que impedian implantar en Espafia una «buena» ensefianza matematica; muchos
de ellos se debian a la carencia de formacion pedagdgica del profesorado de ensefianza
secundaria en ese momento, pero también se sefialaron otros factores como el predominio de la
clase magistral en las aulas, el abuso de los tradicionales métodos euclideos o la inadaptacion de
la materia a la edad mental del estudiante, entre otros. Con respecto a los métodos de ensefianza,
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se propuso fomentar el heuristico. Puig Adam consideraba que esta manifestacion de la
ensefianza activa estaba destinada a ocupar un papel relevante en la mejora y renovacion de la
didactica matematica y llevd a cabo dos lecciones heuristicas ante los asistentes.

La Il reunidn de estudio de catedraticos de Matematicas tuvo lugar en diciembre de 1956
y prosiguio con la tendencia iniciada en las dos reuniones anteriores. Se esperaba que, a partir de
la reflexion colectiva sobre temas relacionados con la disciplina, pudieran surgir pautas de accién
comun que permitieran iniciar el proceso de actualizacion de los métodos y modos que se
empleaban en las aulas espafiolas (Redaccidn, 1957b). En esta reunion se consensuaron una serie
de orientaciones metodoldgicas como la evolucién de los métodos de ensefianza desde el
marcado caracter intuitivo y practico en los dos primeros cursos del bachillerato, el ciclo
intuitivo de tendencia racional (cursos tercero y cuarto), que constituia una etapa de transicion
entre los métodos empiricos y el método racional que caracterizaba a los ultimos cursos de la
educacion secundaria. También se sefial6 la conveniencia de presentar las matematicas a partir
de ejemplos concretos, extraidos de la vida real del alumno.

Reuniones de estudio

La primera reunion de catedraticos y profesores del distrito universitario de Granada
(Redaccidn, 1956b) se celebrd en noviembre de 1956, con el objetivo de reflexionar y discutir
sobre la metodologia matematica. El acto inaugural fue presidido por el inspector jefe del distrito
de Granada, Alfonso Guiraum, junto al inspector Francisco Sevilla y varios directores de
instituto. Puig Adam no pudo acudir a la reunidn, pero no quiso desaprovechar la oportunidad de
participar en ella a través de un mensaje grabado que fue reproducido en la crénica que
Ensefianza Media public6 sobre la reunion, en el que resaltaba la importancia de la actividad del
alumnado en sus aprendizajes:

Con el hombre de estudio evoluciona también la sociedad. Y ¢coémo no ha de evolucionar la didactica?
(...) Reformemaos, pues, los métodos, pero estemos alerta a la psicologia de nuestros alumnos. Ensefiar
no es transmitir, sino guiar, en el sentido de que todo conocimiento se obtenga por una accion que lo
provoque. Si se analiza la génesis de los procesos matematicos, esta tiene que ser activa, en
situaciones creadas por el maestro. El nifio se ha de convertir en el creador de su propia cultura
matematica (Redaccién, 1956b, p. 51).

En 1958, en Valencia, Antonio de la Hoz (inspector jefe de ensefianza media de dicho
distrito universitario) organizé un cursillo sobre didactica de las matematicas (Redaccion, 1958).
El objetivo de este cursillo era abordar la mejora de los métodos de ensefianza. Asistieron mas de
sesenta profesores, entre los que se encontraban todos los catedraticos de Matematicas que
ejercian en los centros oficiales y representantes de colegios religiosos y privados. Entre los
temas tratados la publicacion resaltaba los problemas de exdmenes de grado, las pruebas
objetivas y los errores mas frecuentes de los alumnos. Todos ellos estuvieron a cargo de
Francisco Bernardo Cancho, jefe nacional de las inspecciones de distrito universitario.

En mayo y junio de 1960 se realizaron dos coloquios sobre didactica de las matematicas
en la provincia de Huelva (Redaccion, 1960b), organizados por el Servicio Espafiol del
Profesorado de Ensefianza Media de Huelva y por los Institutos Laborales de Ayamonte y
Aracena. El responsable de estas actividades fue el profesor Francisco Marcos de Lanuza (jefe
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provincial del Servicio y catedratico de Matematicas del Instituto de Granada) quien desarrolld
varias experiencias didacticas con materiales. En esta labor le acompafié Juan Fernandez,
profesor de Matematicas y director de Instituto Laboral de Ayamonte.

Cursillos de précticas para profesores de Matematicas no oficiales

Espafia sufrié en la década de los afios cincuenta una transformacion social que
desembocd, entre otras consecuencias, en una democratizacion de la ensefianza secundaria
(Utande, 1975; Vifiao, 1992). EI aumento significativo del nimero de matriculas en el
bachillerato, ya que una gran parte de la poblacion pudo acceder al sistema educativo, puso de
manifiesto la escasez de personal especializado en la disciplina de Matematicas (Redaccion,
1957Db, 1958).

Con la finalidad de aportar orientaciones didacticas y metodolégicas al profesorado que
impartia la asignatura en centros privados, y que no habia recibido formacion en la Seccion de
Exactas de la Facultad de Ciencias (donde se impartia la licenciatura en Matematicas), el COD
organizd en 1958, en el Instituto San Isidro de Madrid, un cursillo sobre didactica de las
matematicas en el bachillerato (Redaccion, 1958). Esta actividad fue dirigida por Puig Adam y
en su programa se insertaban varias conferencias y lecciones practicas. Algunas de ellas
consistieron en el desarrollo, ante los cursillistas, de lecciones heuristicas con grupos de alumnos
del bachillerato, principalmente de los primeros cursos. Estas demostraciones estuvieron a cargo
de Puig Adam y Pascual Ibarra, inspector del distrito de Salamanca.

Conclusiones

El objetivo principal de todas las acciones citadas en este trabajo parece ser el mismo,
poner en contacto al profesorado espafiol con la finalidad de promover «un movimiento
renovador en los métodos didacticos de las Matematicas en la Ensefianza Media» (Redaccion,
19564, p. 47). En las reuniones no solo se debatian las reformas que se consideraban necesarias,
sino que su programa solia contemplar la exposicién de experiencias de aula, para proporcionar a
los asistentes instrumentos de cambio metodologico. Al frente de ese movimiento se sitda Puig
Adam, encargado por el COD de la direccion del mismo, y cuya influencia se advierte tanto en
los temas que se abordaron como en las conclusiones de las reuniones. Un ejemplo es la
aceptacion del «Decélogo de la didactica matematica» que habia publicado Puig Adam en 1955
(Puig Adam, 1955); otro son las orientaciones metodologicas, acordadas sobre la evolucion del
enfoque dado a las ensefianzas, desde lo intuitivo y practico, con introduccién gradual del
razonamiento, hasta llegar a los métodos racionales. Estas propuestas estan en continuidad con
las que se habian realizado antes de la Guerra Civil, entre otros, por Puig Adam (1929).

Los debates de estas reuniones concluyeron con propuestas e ideas interesantes que se
presentaron a la Direccion General de Ensefianza Media (Puig Adam, 1958). La revista
Ensefianza Media corrobora este hecho al afirmar que los estudios y conclusiones alcanzados en
estas reuniones tuvieron su reflejo en los Cuestionarios de Matematicas que se publicaron en
1957 (Redaccion, 1960a, p. 134).
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Resumen

¢Por qué es importante introducir la historia de las matematicas en el aula? ¢ De qué
manera se puede presentar, para que los alumnos la conecten con su identidad
matematica? El presente taller trata de responder estas cuestiones desde la
experiencia que supone haber creado, como material didactico, una serie de
animacién fundamentada teéricamente que utiliza la narrativa para contextualizar la
historia de las matematicas en el aula de secundaria. En el taller, exploramos las
bases didacticas de la serie, revisamos parte de la metodologia de su proceso creativo
y la vinculamos con actividades de muestra a través de ejemplos. Los objetivos
principales son, por tanto, reivindicar el trabajo integrado de la historia en el aula,
destacar el impacto positivo que la serie ha tenido en casos reales de alumnos y,
sobre todo, ofrecer a los participantes herramientas para crear y analizar sus propios
recursos.

Palabras clave: Didactica de la matematica; Historia de las matematicas; Educacion
secundaria; Ensefianza; Disefio curricular; Investigacion educativa; Pensamiento
algebraico; Pensamiento numérico.
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Introduccion

En las Gltimas décadas, muchos autores han defendido la importancia de incluir la historia
de las matemaéticas en el aula y han teorizado sobre como hacerlo. En el conocido estudio del
ICMI (International Commission on Mathematical Instruction), donde participan diferentes
autores de consolidada trayectoria en el ambito de la didactica, se describen cinco areas en las
que la ensefianza de las matematicas puede verse “enriquecida y mejorada mediante la
integracion de la historia de las matematicas en el proceso educativo”. A saber:

El aprendizaje de las matematicas; el desarrollo de puntos de vista sobre la naturaleza de las
matematicas y la actividad matematica; el bagaje didactico de los profesores y su repertorio
pedagdgico; la predisposicion afectiva hacia las matematicas; y la apreciacion de las matematicas
como un esfuerzo cultural-humano. (Fauvel y Maanen, 2006, p. 203)

Dicho trabajo nos parece un marco de referencia interesante para empezar a abordar la
cuestion. Los profesores de matematicas debemos hacer un esfuerzo por dominar la historia de
nuestra disciplina y hacer que nuestros alumnos la conozcan de manera integrada con el
curriculo. De hecho, son varios los territorios que incluyen la historia de las matematicas como
mecanismo para humanizarlas y como objetivo de aprendizaje en los documentos oficiales.

Sin embargo, en nuestra experiencia con el proyecto Innovamat (descrito en Vilalta, 2021)
para la etapa de secundaria hemos podido observar que el profesorado, que en muchos casos no
es licenciado en matematicas, desconoce (salvo honrosas excepciones) tanto los detalles de la
historia como la manera de introducirla con exito en el aula. Es por ello que desarrollamos un
programa curricular para secundaria que sea sensible con la historia y la utilice para introducir
ciertos contenidos y también como una finalidad de aprendizaje en si misma. De esa reflexion
nacié el proyecto que se presenta (mas como experiencia que como investigacion) en el taller
que nos ocupa: la serie de animacion “El viaje de Sam”. En formato de videos cortos (entre cinco
y diez minutos), la serie sirve para introducir, una vez por semana, las sesiones de matematicas
en 1°y 2° de secundaria y conectarlas con la historia a través de una narrativa y unos personajes
con los cuales los alumnos pueden sentirse identificados.

Utilizaremos el espacio del taller para explorar los fundamentos didacticos de la serie,
eminentemente centrada en la historia de las matematicas, y conectarla con algunos ejemplos de
actividades de secundaria que proporcionen a los asistentes herramientas sobre como incluir la
historia en el aula. Por ultimo, analizaremos brevemente las conclusiones del estudio piloto que
hemos llevado a cabo para medir el efecto de visualizar dicha serie en el alumnado.

Referencial tedrico
La importancia de la historia en el aula de matematicas

En Fauvel y Maanen (2006), los autores nos hablan desde diferentes perspectivas acerca de
la importancia que tiene incorporar la historia en el aula:

A primera vista, las matematicas parecen ser el area curricular en la que los alumnos de todos los
origenes tienen puntos en comun. Al fin 'y al cabo, salvo algunas pequefias diferencias en los
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algoritmos de las habilidades basicas (como la forma de escribir los calculos en papel), las habilidades
computacionales en todo el mundo son muy parecidas. No obstante, los alumnos de todo el mundo
aprenden las matematicas basandose en sus patrones lingiisticos y culturales conocidos [...]. Muchos
estudian matemaéticas en la escuela sin entender su utilidad; a muchos les disgustan las matematicas en
la escuela; muchos mas muestran una gran ansiedad por las matematicas. Los alumnos de las minorias
parecen ser los que peor lo pasan.

Una de las formas en que los especialistas en curriculo animan a los profesores a dar sentido a su area
de contenidos es humanizando la asignatura. ; Qué mejor manera de humanizar las matematicas que
utilizar la historia de las matematicas en el aula? Ademas de ser entretenida, la historia de las
matematicas proporciona al alumno informacion sobre las raices globales de las matemaéticas. La
historia de las matematicas ayuda a los alumnos a darse cuenta de que las matematicas no son solo una
invencion de la cultura escolar dominante. Més bien, ayuda a los alumnos a darse cuenta de que las
matematicas evolucionaron a partir de muchas fuentes y en muchos lugares. (p. 186)

Parece evidente que la historia, bien llevada al aula, puede convertirse en una puerta de
entrada magnifica para aquellos alumnos que no disfrutan de las matematicas desde
aproximaciones mas abstractas o desconectadas del resto de actividades humanas. Ademas, la
multiculturalidad en los enfoques y estrategias con las que abordamos los problemas
matematicos en el aula enriquece su resolucion:

Este enfoque [...] permite a los alumnos y a los profesores pensar en las matematicas como una
disciplina de reflexion y accion continuas, influidas por la reflexion, el razonamiento, los
procedimientos conocidos, la intuicion, la experimentacion y la aplicacion a situaciones practicas.
(Fauvel y Maanen, 2006, p. 46)

Furinghetti (2000), una de las pioneras en la teorizacion del uso de la historia en el aula, en
un trabajo previo a las reflexiones del ICMI, explica que “la historia de las matematicas puede
ser un elemento eficaz para dotar a los alumnos de flexibilidad, apertura mental y motivacion
hacia las matematicas.” Y afiade un detalle que nos parece precioso:

La historia es una especie de lupa para los nodos conceptuales de una determinada teoria, un medio
para identificar los puntos criticos, para detenerse en los conceptos dificiles y para analizarlos a través
de las palabras de los autores del pasado. La idea basica en este uso de la historia de las matematicas
es la de evitar la presentacion de una teoria pulida, y construirla junto con los alumnos siguiendo el
camino de aquellos que lucharon con los problemas matematicos subyacentes a esta teoria. (p. 43)

Esta manera de ver la matematica como una ciencia viva, que evoluciona de la mano de la
humanidad, que presenta la dificultad e incluso el error como fuente de conocimiento, transmite
una imagen, en nuestra opinion, mucho mas realista de lo que supone hacer matematicas.

En un trabajo posterior, Jankvist (2009) analiza los hallazgos del ICMI y otros autores y
explica que las aproximaciones a la cuestion son tan diversas como lo son los perfiles
investigadores que la han estudiado:

Al leer la literatura sobre el uso de la historia de las matematicas en la educacion matematica, uno se
encuentra con varios argumentos a favor de por qué puede ser una buena idea y varias ideas sobre
como hacerlo, a lo que me referiré como los porqués y los comos respectivamente. Lamentablemente,
esta lectura de la literatura parece revelar cierta confusion en la discusién de estos porqués y comos.
Parte de la explicacion de esto puede tener que ver con que los temas son abordados por muchos tipos
diferentes de investigadores (matematicos, historiadores, educadores, etc.), cada uno de los cuales
tiene su propia agenda, antecedentes y estilo. (p. 236)
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En cualquier caso, el autor considera dicha variedad positiva para el debate y observa, a
grandes rasgos, dos tipos de argumentos para incluir la historia en el aula (a los que denomina los
porqueés: argumentos de la historia como herramienta y argumentos de la historia como objetivo
de aprendizaje). Ademas, profundiza en lo que denomina los comos llevar esta historia al aula :

Las tres formas de utilizar la historia en la ensefianza de las matematicas son:

a) Aprendizaje de la historia, mediante la aportacidn de informacion histérica directa.

b) Aprendizaje de temas matematicos, siguiendo un enfoque de ensefianza y aprendizaje inspirado en
la historia.

c) Desarrollar una conciencia més profunda, tanto de las propias matematicas como de los contextos
sociales y culturales en los que se han hecho las mateméticas. (Jankvist, 2009, p. 247)

Este altimo punto, que ve la historia como un catalizador que abre la puerta a la vertiente
mas humanista y cultural de las matematicas, dialoga a la perfeccién con uno de los temas
centrales del pasado congreso de profesores del NCTM (National Council of Teachers of
Mathematics), celebrado en Los Angeles:

Nuestras historias personales nunca han sido tan importantes para darnos un sentido de identidad y
pertenencia en nuestro fragil y cambiante mundo. Se han convertido en catalizadores y palancas
necesarias para reexaminar los propositos del aprendizaje de las matematicas para todos nuestros
estudiantes. Las sesiones de este apartado no solo apoyaran el surgimiento critico de una educacion
matematica antirracista, sino que también examinaran los temas universales e historicos de la alegria y
el asombro que han atravesado todas las culturas, civilizaciones y situaciones socioeconomicas. Las
matematicas deben verse a través de un prisma que refracte todas sus posibilidades y encantos. A
través de una poderosa narrativa, podemos asegurar que todos nuestros estudiantes puedan encontrar
su voz y proposito Unicos en el aprendizaje de las matematicas. (Flynn et al., 2021, p. 8)

La historia, bien utilizada en el aula, puede actuar como un espejo que refuerce la identidad
matematica de nuestro alumnado, la sensacion de pertenecer a una sociedad que ha tenido
dificultades y preocupaciones con las que sentirse identificados. Ello cobra una especial
relevancia en el caso de los colectivos histéricamente discriminados por razén de género
(Henrion, 1997), raza, capacidad o estatus socioecondémico (Bartell et al., 2017): un tratamiento
sensible de la historia puede abrir la puerta a ciertos debates enriquecedores que, de otra manera,
dificilmente tienen lugar en el aula de matematicas y dar voz a aquellos alumnos que
habitualmente se sienten menos invitados a expresar sus ideas.

La narrativa como herramienta educativa

En la parte final de la cita anterior, el comité cientifico del NCTM nos habla de la narrativa
como una herramienta poderosa para que los alumnos desarrollen su proposito en el aula de
matematicas. El uso de la narrativa en educacion, sin embargo, no es una idea nueva. De hecho,
en nuestra experiencia, los maestros de educacion preescolar y primaria son muy conscientes de
ello: es relativamente sencillo encontrar recursos matematicos que giran en torno al cuento para
dichas etapas. No obstante, esta practica no resulta habitual en etapas posteriores. Y eso que, ya
en los afos 90, se pueden encontrar diferentes autores que destacan el poder que tiene la
narrativa como herramienta educativa. Witherell y Noddings (1991) afirman que la narrativa y el
diadlogo son fundamentales para la educacion. Weber (1993) va mas alla y destaca el papel que
puede tener la narrativa incluso en la formacion de profesores:
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Cada recuento de una anécdota narrativa provoca una mayor reflexion y plantea preguntas,
convirtiéndose en parte del proceso de investigacion y en una forma de teorizacion pedagogica. A
través de un relato ilustrativo de anécdotas, se sugiere que el uso perspicaz de la narrativa es una
forma de construir y asimilar nuestra base de conocimientos en la formacién de profesores. (p. 71)

Zazkis y Liljedahl (2009), en un estudio mas reciente, presentan la narracion de historias
como medio para crear un aula en la que se comprendan y disfruten las matematicas, y
demuestran cémo la actividad matematica de los alumnos puede ser mejorada a traves de la
narracion de historias. Ademas, presentan un marco para crear nuevas historias, ideas para
utilizar y enriquecer las ya existentes, asi como varias técnicas para contar historias que hacen
que la narracion sea mas interactiva y atractiva para el alumno.

Metodologia

Como se ha comentado en la introduccion, “El viaje de Sam” es la serie de animacion que
acompafia, en capitulos semanales de entre 5 y 10 minutos, las sesiones de matematicas de
nuestra propuesta curricular para 1° y 2° de secundaria. El presente taller pretende explicar la
experiencia de conceptualizar didacticamente la serie, con especial atencion al tratamiento de la
historia de las matematicas. Y, sobre todo, pretende proporcionar a los participantes, a través de
ejemplos concretos, herramientas para trabajar la historia y la identidad matematica en el aula.
Por ultimo, comentaremos brevemente las conclusiones del estudio piloto llevado a cabo para
medir el efecto de visualizar dicha serie en el alumnado.

“El viaje de Sam” responde a la necesidad que se explora en el referencial tedrico:
introducir la historia de las matematicas en el aula. Ademas, desde el principio quisimos hacerlo
a través de una narrativa interesante para los alumnos. Es evidente que se puede hablar de
historia sin narrativa (y viceversa), pero siempre creimos en la simbiosis entre ambas: queriamos
contar la historia a través de una buena historia. Para ello, basandonos en las cinco areas
principales que describe el ICMI (Fauvel y Maanen, 2006) en las que pueden existir beneficios
cuando hablamos de historia en el aula, definimos tres grandes objetivos alineados con el marco
tedrico descrito en el apartado anterior.

Tabla 1
Relacion de las areas que describe el ICMI con los objetivos didacticos de la serie.

Areas ICMI Obijetivo de la serie
- El aprendizaje de las matemaéticas 1. Transmitir lo que significa hacer
- El desarrollo de puntos de vista sobre la naturaleza de las matematicas

matematicas y la actividad matematica
- El bagaje didactico de los profesores y su repertorio pedagégico

- La apreciacion de las matematicas como un esfuerzo cultural- 2. Poner perspectiva historica y cultural a los
humano contenidos de matematicas
- La predisposicion afectiva hacia las matematicas 3. Fomentar el desarrollo de habilidades

socioemocionales
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Fuente: Elaboracion propia a partir de Fauvel y Maanen (2006).

Con los objetivos definidos, nos propusimos escribir, dibujar y animar una serie que
utilizara la narrativa como medio a traves del cual hacer llegar la historia al alumnado (Zazkis y
Liljedahl, 2009). Para ello, era necesario definir un canon propio, una seleccion de personajes
histéricos que, mas que exhaustiva, debia ser representativa. A la hora de elegir el canon,
concretamos dos indicadores para cada objetivo. Para transmitir lo que significa hacer
matematicas, los personajes deben ser matematicamente relevantes (1) y estar conectados con el
curriculo (2). Para poner perspectiva histérica y cultural a los contenidos, los personajes deben
ser historicamente relevantes (3) y diversos en el tiempo y en la geografia (4). Para fomentar el
desarrollo de habilidades socioemocionales, deben ser un modelo de referencia para los alumnos
(5) y ser diversos en cuanto a género y etnia (6). Ademas, se limitd el nimero de personajes
diferentes por temporada a un maximo de ocho, para permitir que los alumnos se familiarizaran
con todos en profundidad. Sirva como ejemplo la seleccion de personajes que se hizo para la 12
temporada (28 capitulos, 1° de secundaria):

Tabla 2
Seleccidn de personajes historicos para la primera temporada de acuerdo con los indicadores.

Mirzakhani ~ Arquimedes  Unromano Un sumerio  Brahmagupta Euclides Germain
Geometria Numero T, Ndmeros Ndmeros Operar Definir NUmeros
hiperbdlica potencias romanos sumerios con0 conceptos primos
Operaciones NUmeros NUmeros NUmeros Enteros Geometria  Divisibilidad
combinadas naturales naturales naturales plana
Primera Imperio Imperio Primeros Nameros Los Monsieur
mujer griego romano nameros negativos Elementos Le Blanc
medalla escritos
Fields
1977 - 2017 287 -212aC 100 3000 BC 598 - 668 300 BC 1776 - 1831
Iran Imperio Imperio Civilizacion Hinduismo Alejandria Francia
griego romano sumeria
Artista, Ingeniero Matematico  Matematico Aceptarel  Irmésallade  Imparable
escritora anénimo anénimo error los limites
Mujer arabe Hombre Hombre Hombre Hombre Hombre Mujer
griego romano sumerio hindu griego francesa

Fuente: Elaboracion propia.

A partir de esta seleccidn inicial, fruto del asesoramiento de un grupo de expertos en
historia de las matematicas, que conto con el vistobueno del equipo artistico que hizo realidad las
ideas escritas por los guionistas (y autores del taller), se escribi6 una historia por capitulos
cortos, con una narrativa que trata temas relevantes para los alumnos (Zazkis y Liljedahl, 2009).
Y finalmente, se dibujé y sé animé en un formato visual que imita el estilo de videojuegos RPG
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(Role Playing Game). Aunque explicar la parte artistica visual de la serie no forma parte de los
objetivos del presente taller, a continuacion se incluyen dos capturas que ilustran el trabajo:

Teherdn, 2014

Euclides |

En 2014, Maryam gand la medalla Fields, el premio mds prestigioso del dmbito di Definicidn 13: Un limite es aquello que es extremo de algo.
las matematicas, ;Y sabes qué? {Es la primera mujer en recibir este galardén!

Figura 1. Capturas de los capitulos 3 y 12 de 1°, respectivamente.

Para ilustrar de manera practica la relacion entre la serie y las sesiones curriculares que se

introducen a través de ella, en el taller que nos ocupa exploraremos tres ejemplos de actividades
para 1° de secundaria y sus respectivos capitulos. La agenda prevista es la siguiente:

Eal NS

Introduccion (presentacién, 5 min.)

La historia y la narrativa en el aula de matematicas (discusion, 10 min.)

El proceso de creacion de “El viaje de Sam” (presentacion, 20 min.)

Actividad 1: ;Quién es el intruso?, con operaciones combinadas. A través del capitulo 3,
descubrimos la importancia de los signos matematicos en las operaciones (analogos a los
signos de puntuacion en ortografia) y planteamos una actividad sobre operaciones
combinadas (trabajo en grupos, 15 min. y puesta en comun, 5 min.)

. Actividad 2: La estrategia de cover-up para la resolucion de ecuaciones. El capitulo 4

introduce la necesidad de dividir un problema en partes mas pequefias, y ello nos conduce
a presentar la estrategia de cover-up para resolver ecuaciones (trabajo en grupos, 15
minutos y puesta en comun, 5 min.)

Actividad 3: En busca del 0. A través del capitulo 5, hablamos de la importancia del
numero 0 como punto de referencia y planteamos una actividad de practica productiva
sobre enteros en la linea numérica. (trabajo en grupos, 15 min. y puesta en comun, 5 min.)
Conclusiones (discusion, 15 min.)

Finalmente, cabe destacar que a lo largo del curso 2021/22 se llevé a cabo un pequefio

estudio piloto para medir el efecto del uso de la serie en el aula: se compard un grupo que habia
visto la serie con un grupo que no, a través de sus respuestas a un cuestionario. Si bien los
resultados fueron estadisticamente no concluyentes (se estan revisando tanto la metodologia
como la muestra, para repetir el estudio), la tendencia que apuntan es prometedora en cuanto a
conocimiento de la historia de las matematicas y reduccion de la ansiedad matematica (como la
definen y miden Nufiez-Pefa et al. (2014)). Dicha tendencia sale reforzada, ademas, si de manera
informal interpretamos las respuestas individuales de algunos alumnos cualitativamente. De
hecho, sin animo de extraer conclusiones globales, en las puestas en comun del taller
analizaremos brevemente algunas respuestas del alumnado al cuestionario.
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Resultados y conclusiones

Dado que la propuesta de taller pretende compartir la experiencia de los autores durante el
desarrollo de una serie de animacidn para introducir la historia de las matematicas en el aula, el
resultado (la misma serie y su uso en el aula) no responde a la naturaleza habitual de las
investigaciones en didactica. Por ello, bajo nuestra vision, no se requiere cotejarla con el
referencial tedrico mas alla de comprobar que, efectivamente, responde a los objetivos marcados
y combina con solvencia las tres formas de utilizar la historia en la ensefianza de las matematicas
descritas por Jankvist (2009, p. 247). Ademas de experimentarlo en primera persona durante el
taller, como haran los participantes, la mejor muestra de ello se encuentra en el aprendizaje de
los alumnos, que exploraremos brevemente al final del mismo. En cualquier caso, sirva el
presente trabajo para mostrar como es posible introducir la historia a través de la narrativa.
Esperamos que proporcione herramientas a otros docentes para crear sus propias propuestas en el
futuro.
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Resumo

Esse artigo apresenta uma problematizacdo acerca dos transitos entre Histdria Oral e
pesquisa documental em um estudo iniciado em nivel de mestrado, com mudanca de
nivel para doutorado, cujo objetivo € estudar o curso de Matematica da Fundacao
Educacional de Bauru/Universidade Estadual Paulista, mobilizando a Historia Oral
como referencial metodoldgico. Embora tenha sido criado, e seja hoje oferecido,
como licenciatura, o curso também assumiu, ao longo de sua existéncia, a
modalidade bacharelado, como complementacéo a licenciatura, em torno da qual a
problematizacéo aqui proposta é delineada. A relacdo bidirecional e complementar
que se estabelece entre fontes orais e escritas foi evidenciada, sustentando a ideia de
que fontes heterogéneas se enriqguecem mutuamente e, jamais, devem ser
hierarquizadas. No curso da investigacdo, ao mesmo tempo em que trouxeram a cena
uma nova fonte oral e, decorrente dela, novas e significativas fontes documentais,
fontes escritas sustentaram e complementaram as memdrias dos depoentes.

Palavras-chave: Educagdo Matematica; Historia da Educacdo Matemaética; Ensino
Superior; Ensino; Formacao de Professores; Pesquisa qualitativa; Matematica;
Bacharelado; Fundacdo Educacional de Bauru; FEB.

(Historia da) Educacdo Matematica, metodologias e fontes

A Educacdo Matematica pode ser satisfatoriamente entendida como uma prética social —
centrada no ensino e na aprendizagem da Matematica (Garnica & Souza, 2012) — em que duas
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dimensdes coexistem: “um movimento que ocorre no mundo” (Silva & Miarka, 2017, p. 754),
onde ha a manifestacdo das situacdes de ensino e de aprendizagem da Matemética em espacos
diversos, sejam eles institucionalizados ou néo, e o campo de investigacao (Silva & Miarka,
2017) que redne as pesquisas em que elementos acerca desse movimento sdo tematizados.

Tomarmos o ensino e a aprendizagem da Matematica como objeto de estudo desse campo,
ndo significa, contudo, assumirmos que a Educacdo Matematica se preocupa (ou deveria se
preocupar) apenas com investigagdes que rendem materiais e métodos voltados & melhoria do
ensino. Essa € uma ideia demasiadamente reducionista (Garnica & Souza, 2012) que, ndo raras
vezes, tende a uma equivocada e falaciosa hierarquizagdo do conhecimento produzido e
divulgado na area — logo, que urge ser superada. 1sso porque inimeros séo os elementos
associados ao ensino e a aprendizagem da Matematica, visto que esses processos nao ocorrem de
forma isolada e independente, desconectados de outros fatores situados para além das salas de
aula, propriamente ditas. Nao h4, a titulo de exemplo, ensino e aprendizagem institucionalizados
sem a existéncia de espacos destinados a esse fim, sem gestao escolar e sem, destacamos,
formacéo de professores. O objeto de estudo tem, por si s6, um carater interdisciplinar, tal como
0 tem a prépria natureza do campo e, por consequéncia, a sua manutencéao.

Inevitavelmente, essa interdisciplinaridade leva os educadores matematicos a dialogarem
com distintos campos cientificos consolidados, tais quais a Antropologia, a Sociologia, a
Filosofia, a Historia e a Psicologia. Consequentemente, aspectos psicoldgicos, historicos,
filosoficos e sociais do ensino e da aprendizagem da Matematica — bem como dos elementos a
eles associados — séo estudados (Alencar, 2019; Garnica & Souza, 2012), trazendo a tona ricas e
oportunas problematizaces.

No seio dos didlogos estabelecidos, em particular, com a Histéria, emerge a Histdria da
Educacdo Matematica, que, ao associar fazeres historiograficos a Educacdo Matematica, se
ocupa de “[...] produzir significado para o que se entende como sendo alteracfes e manutencoes
dos (e nos) espacos em que se ensina e se aprende Matematica. Disso, varias questdes se abrem”
(Garnica, 2015, p. 111). Tais questdes, que, insistimos, extrapolam os limites das salas de aula,
requerem que outras areas do conhecimento sejam trazidas para o didlogo exercido entre
Historia, Educacdo e Matematica (Garnica & Souza, 2012, p. 40). Em solo brasileiro, nas
crescentes producdes nas searas da Historia da Educacdo Matematica, “[...] vemos amiude uma
interlocucdo genuina de fazeres muito diversos, agregando ao tratamento, digamos,
historiografico, matizes filosoficos, sociologicos, politicos” (Garnica, 2015, p. 108).

Diante desse cenario, parece-nos consensual que a Historia da Educacdo Matematica é um
campo proficuo, no que se refere tanto a quantidade quanto a diversidade de suas producées
cientificas. Todo o leque de possibilidades de investigaces e interpretacdes que se abre aos
educadores matematicos que praticam historiografia deve-se, sem sombra de davidas, a
disponibilidade de metodologias, de teorias e de fontes vastas e heterogéneas. Contudo, a
mobilizacdo de variadas fontes e referenciais metodoldgicos e tedricos guarda uma estreita
ligacdo com a concepcéo de historia assumida pelo pesquisador. 1sso porque tal concepgéo esta
intimamente relacionada aquilo que ele entende serem esses elementos, a0 modo como ele
conduz as problematizacdes que se propde a praticar e a sua propria ideia de objeto de estudo.
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Desse modo, ndo fosse a renovacgéo da historiografia, certamente, a Histdria da Educacéo
Matematica ndo se encontraria, hoje, em um patamar tao elevado de desenvolvimento.

Fazemos essa afirmacdo com seguranca, ante as limitacfes impostas pelo paradigma
tradicional de historia. Diante de uma busca incessante pela racionalidade, pela objetividade e
pela neutralidade do conhecimento histdrico, assentada em ideias positivistas, essa concep¢do
pregava a valoracao exacerbada das fontes escritas elaboradas por “autoridades competentes”,
que eram consideradas oficiais e, em tese, poderiam ter sua suposta autenticidade comprovada
(Alencar, 2019; Le Goff, 1990). Em decorréncia, fontes de outras naturezas, aqui incluidas
aquelas orais, eram negligenciadas e colocadas as margens da historiografia. Ora, se as fontes
orais ndo encontravam lugar no fazer historiografico, tampouco a pratica da Historia Oral o faria.
Os defensores dessa perspectiva que se opdem a mobilizacdo da Historia Oral como referencial
metodoldgico se valem de questionar sua confiabilidade, sob a fragil premissa de que “néo
podemos nos fiar em narrativas orais porque a memdoria e a subjetividade tendem a “distorcer 0s
fatos’” (Portelli, 2016, p. 17).

E inegavel que lapsos de memdria e distor¢des, intencionais ou ndo, podem ocorrer. Ainda
assim, esse argumento ndo se sustenta e pode ser facilmente refutado. Primeiro, porque “[...] tal
como o passado nao € a histdria, mas o seu objeto, também a memaria ndo é a historia, mas um
dos seus objetos e simultaneamente um nivel elementar de elaboracéo histérica” (Le Goff, 1990,
p. 49). Quando se trata de Historia Oral, um fazer historiografico ndo se encerra na mera
constituicdo de narrativas; ao contrario, pressupde o cotejamento com fontes de naturezas outras
e diversas. Ademais, toda historia produzida, seja a partir de fontes orais ou ndo, € passivel de ser
revista e submetida ao crivo de um corpo de pesquisadores capacitados, se sua credibilidade for
questionavel. Segundo, porque as fontes escritas ndo estdo isentas de serem carregadas de
intencionalidade, omiss@es e deturpacdes. Le Goff (1990, p. 110) sabiamente nos alerta que
“nenhum documento € inocente”; logo, fontes escritas também devem ser confrontadas.

“Foi-se, felizmente, o tempo em que algumas fontes — e talvez as fontes orais sejam o
exemplo mais marcadamente recente disso — eram vistas como ilegitimas ou, no minimo,
duvidosas, implicando uma série de embates hoje vistos como desnecessarios” (Garnica, 2015, p.
112). Com o advento da nova histdria, alicergada na historia-problema, os conceitos de fonte,
metodologia e objeto de estudo sdo ampliados, ao passo que a subjetividade e a memoria deixam
de ser colocadas em xeque e passam a compor o fazer historiogréfico. “A historiografia surge
como sequéncia de novas leituras do passado, plena de perdas e ressurrei¢des, falhas de memoria
e revisdes” (Le Goff, 1990, p. 28). Se antes a hierarquizacgéo das fontes era aceita e propagada,
agora o carater que as que fontes orais, escritas, iconograficas e de qualquer outra natureza tém
de se enriquecerem mutuamente é reconhecido e valorado. Como bem pontuam Garnica e Souza
(2012, p. 32), uma fonte, por si s, “[...] abre perspectivas de analise, mas dificilmente da conta
[...] de montar todo um cenério”.

“Nesse sentido, histdria oral e pesquisa documental, normalmente, caminham juntas e se
auxiliam de forma mutua [...]. Na verdade, a relacao histdria oral e pesquisa documental é
bidirecional e complementar. Ambas fornecem simultaneamente subsidios e informacdes a
outra” (Delgado, 2006, pp. 24-25). Ao mesmo tempo em que existe “[...] uma gama de realidades
que dificilmente se expressa em documentos escritos” (Silva & Souza, 2007, p. 147), as fontes
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documentais sustentam e complementam as memorias dos depoentes. Ademais, ndo é incomum
que a partir de uma fonte documental, chegue-se a uma nova fonte oral, e vice-versa.

Esses transitos entre fontes orais e escritas — ou, podemos dizer, entre Histéria Oral e
pesquisa documental — foram observados em nossa pesquisa de doutorado (iniciada em nivel de
mestrado em 2020, com aprovagdo de mudanca de nivel em dezembro de 2022), cujo objetivo €
tecer compreensdes historicas sobre o curso de Matematica da Fundagdo Educacdo Educacional
de Bauru (FEB)/Universidade Estadual Paulista (UNESP) a luz da Histéria Oral, no periodo que
se estende de 1969 a 1994. Eles constituem, ao mesmo tempo, a motivacdo e o embasamento
para a problematizacdo aqui proposta. Falamos sobre eles mais adiante.

Um bacharelado como complementacéo a licenciatura: a origem da problematizacdo

A FEB foi criada pela Lei Municipal n° 1.276, de 26 de dezembro de 1966, com o0 “[...]
objetivo de instalar e administrar a Faculdade de Engenharia de Bauru”, criada na mesma data
pela Lei Municipal n°® 1.277 (Lei 1.276, 1966, ndo paginado). Progressivamente, foram também
instaladas a Faculdade de Ciéncias, a Faculdade de Tecnologia e a Faculdade de Artes e
ComunicacOes. A Faculdade de Ciéncias, em particular, obteve autorizagdo para funcionar, por
meio do Decreto Estadual n° 51.578, em 1969 (Decreto 51.578, 1969), com 0s cursos de
Matematica, Fisica, Ciéncias, Psicologia e Desenho e Plastica (Johansen, 2019). Por for¢a do
Decreto Municipal n° 4.497 e do Parecer do Conselho Estadual de Educacao n°® 951, as
faculdades mantidas pela FEB foram reunidas, em agosto de 1985, na Universidade de Bauru
(Decreto 4.497, 1985), incorporada pela Universidade Estadual Paulista (UNESP) em agosto de
1988, conforme o Decreto Estadual n°® 28.682 (Decreto 28.682, 1988). Com a encampacao, a
Faculdade de Tecnologia foi extinta e, hoje, a UNESP ¢ dotada de trés unidades universitarias,
quais sejam: a Faculdade de Engenheira, a Faculdade de Ciéncias e a Faculdade de Arquitetura,
Artes, Comunicacdo e Design.

Em um estudo anterior (Johansen, 2019), tambeém historiografico e de natureza
documental, tecemos algumas compreensdes iniciais acerca do curso de Matematica da FEB,
dentre as quais destacamos o oferecimento, por um curto periodo, de um bacharelado como
complementacéo a licenciatura, modalidade em que o curso foi criado, em 1969, e é hoje
oferecido pela UNESP. A partir dessas fontes documentais — a saber: programas de disciplinas —
entendemos que foi acrescido ao curso um ano de formacéo, ao final dos quatro que compunham
a licenciatura, em que eram oferecidas apenas duas disciplinas. A principio, 0 modo como o
bacharelado foi ofertado poderia ser pensado como uma possivel inversdo do modelo de
formacéo de professores que ficou conhecido no Brasil como “3+1”. Regulamentado pelo
Decreto-Lei n° 1.190, de 4 de abril de 1939, esse modelo era constituido por trés anos de
formacéo especifica que, quando seguidos por um ano de formacéo didatica, concedia ao
graduado, além do diploma de bacharel, o grau de licenciado (Decreto-Lei 1.190, 1939). Em
contrapartida, no modelo supostamente inverso, o qual haviamos pensado poder chamar de
“4+1”, quatro anos de licenciatura antecederiam um ano de bacharelado. Esses dados
preliminares, todavia, se revelaram insuficientes para que compreensdes mais amplas acerca do
bacharelado fossem tecidas e para que uma problematizac¢éo acerca dos modelos de formacédo de
professores supracitados pudesse ser delineada. Em consequéncia, nos propusemos a dar
continuidade ao estudo, em nivel de mestrado (agora, de doutorado), a luz da Histdria Oral —
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metodologia de pesquisa que se vale da producdo intencional de narrativas, como fontes
historiogréficas, em situacfes de entrevista.

Foram entrevistados cinco depoentes que vivenciaram o curso como estudantes e/ou
professores — Hércules de Araujo Feitosa, Geraldo Antonio Bergamo, Mara Sueli Simao
Moraes, Verilda Speridido Kluth e Pedro Walter de Pretto —, cujas narrativas foram transcritas e
textualizadas. Cada textualizacao foi submetida a um processo de negociacao e ajustes, que
culminou na assinatura de uma carta de cesséo de direitos pelos depoentes, “um cuidado de
natureza ética e juridica” (Garnica & Gomes, 2020, p. 33) que garante a pesquisadora o direito
de usar e publicar o texto produzido, em partes ou em sua totalidade. Tendo em vista a analise
dos dados — por nds compreendida como um movimento de atribuicdo de significados plausiveis
as memorias dos depoentes, pautado em referenciais da Historia da Educacdo Matematica e da
formacéo de professores — foram identificadas e elencadas, em um estudo individual e do
conjunto das textualizagOes, tendéncias associadas a historicidade do curso, quais sejam: a énfase
na formacao especifica, as transformacdes na estrutura do curso, as implicacfes do contexto
politico e o papel das fundacdes educacionais no oferecimento de cursos de nivel superior.

O desenvolvimento desse estudo tem nos possibilitado um valioso transito entre Histéria
Oral e pesquisa documental, em que fontes orais levam a fontes escritas, e vice-versa, e em que a
relagdo bidirecional entre ambas as metodologias é ressaltada. Tais transitos tiveram inicio,
marcadamente, durante a elaboracdo das notas de rodapé das textualizagGes — o0 que evidencia o
dinamismo da pratica da Historia Oral, em que o levantamento de referenciais de analise e de
fontes outras, a fim de cotejamento, ndo se restringe a um momento posterior a producao dos
dados; ao contrério, permeia todo o desenvolvimento da pesquisa. Em particular, esses transitos
giraram em torno do depoente Pedro Walter de Pretto — que, embora néo tivesse sido
considerado na listagem inicial de potenciais depoentes, tornou-se pe¢a fundamental dessa
investigacao — e da modalidade bacharelado.

Pedro de Pretto foi citado pelo depoente Geraldo Antdnio Bergamo por ter ocupado a
direcdo da Faculdade de Engenharia da FEB em meados de 1970, o que nos levou, a fim de
esclarecimentos (proprios e aos futuros leitores da tese), a elaboracdo de uma nota de rodapé a
seu respeito. Em uma busca por fontes escritas, tivemos acesso a uma versao de seu curriculo
documentado, anexa a um documento municipal (Projeto de Decreto Legislativo, 1988), em que
identificamos sua relacéo, até entdo por nds desconhecida, com o curso de Matemaética e, em
especial, com o bacharelado — tematica que nos € tdo cara. O documento esclarece que o
depoente, entre outros cargos de lideranca, ocupou a chefia do Departamento de Matematica, de
junho de 1971 a junho de 1973. Ademais, foi homenageado como nome de turma dos
bacharelandos em Matematica em 1976, além de ter sido designado, por meio de Portarias
emitidas pela instituicdo, a orientar e compor bancas examinadoras de trabalhos de formatura
dessa modalidade do curso (Projeto de Decreto Legislativo, 1988). Para além das rela¢fes do
depoente com o bacharelado, tais Portarias revelam nomes de estudantes que optaram pela
modalidade e de professores que estavam com ela envolvidos.

A entrevista com o depoente Pedro de Pretto foi delineada a partir de documentos de seu
arquivo pessoal, relativos tanto ao curso de Matematica — inclusive a modalidade bacharelado —
como a aspectos mais gerais associados a Faculdade de Engenharia e & instituicdo como um todo.
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Esses documentos foram por ele mobilizados, a fim de que pudesse “falar com mais
propriedade” sobre o assunto. Isso porque, como pontuado pelo proprio depoente, seu vinculo
maior na FEB havia sido estabelecido com a Faculdade de Engenharia; enquanto sua atuacao
como docente do curso de Matematica — nosso objeto de interesse — havia ocorrido, basicamente,
em seus anos iniciais. Além de serem expostos e avivarem a memoria do depoente, durante a
entrevista, tais documentos nos foram emprestados, para serem copiados e usados na pesquisa.
Em relacdo ao bacharelado, propriamente dito, os documentos constituem-se: da Resolucéo n° 3
da Faculdade de Ciéncias da FEB, de 3 de abril de 1972 (Resolucéo 3, 1972), que estabeleceu
condicdes para o oferecimento do bacharelado; de uma folha avulsa — cujo documento original
néo conseguimos ainda identificar, todavia, acreditamos tratar-se do Regimento da instituicdo —,
em que outros critérios para a oferta do bacharelado séo acrescidos aos listados na Resolugdo n°
3; e de notas de aulas, provas, listas de exercicios e listagens de notas e médias do curso de
Equacdes Diferenciais, ministrado pelo depoente no bacharelado, em que podem ser
identificados, entre outras coisas, estudantes que optaram por essa modalidade.

De outro modo, que ndo pelo transito fonte oral (narrativa do depoente Geraldo Bergamo)
— fonte escrita (Projeto de Decreto Legislativo, 1988) — fonte oral (narrativa do depoente Pedro
de Pretto), dificilmente teriamos tido acesso a esses documentos, a que Lowenthal (1998 como
citado em Delgado, 2006, p. 25) chamaria de reliquias — ao menos em tempo habil para a
conclusdo da pesquisa. Os dados deles emergentes complementam, ao mesmo tempo em que
sustentam, as memorias dos depoentes — em particular, das depoentes Mara Moraes e Verilda
Kluth. A primeira, além de egressa da modalidade licenciatura, graduada em 1977, foi docente
do curso em tela, aposentando-se pela UNESP em 2014. A segunda, obteve os graus tanto de
licenciada como de bacharel, ambos em 1973, tendo uma posterior atuacdo como professora do
curso restrita a uma disciplina e a um Unico semestre.

Algumas compreensdes possiveis a partir de fontes orais e escritas

A partir das narrativas das depoentes antes citadas, compreendemos que a modalidade
bacharelado foi ofertada no Gltimo ano da licenciatura, para as turmas cujos ingressos deram-se
em 1970 e em 1973. Em consonancia com Johansen (2019), as depoentes afirmam que a
complementacéo se dava mediante a aprovacdo em duas disciplinas adicionais e, acrescentam, a
elaboracao de um trabalho de formatura. Esses dados coadunam com o disposto na Resolugéo n°
3, onde é esclarecido, ainda, que o trabalho elaborado deveria ser aprovado por uma comissao
julgadora (Resolucéo 3, 1972). De acordo com o estabelecido na folha avulsa anteriormente
mencionada, acrescentava-se que a obtencdo do titulo de bacharel estava condicionada a
aprovacdo em todas as disciplinas da licenciatura, com excec¢do das pedagogicas. Esse critério €
consonante com o Parecer 44 de 1972, emitido pelo Conselho Federal de Educacéo, que permitia
que as institui¢des de ensino superior registrassem diplomas de bacharéis, mesmo que o curso de
bacharelado nédo fosse reconhecido, na condic¢éo de que este correspondesse a uma licenciatura
plena ja reconhecida em funcionamento. Ademais, seus curriculos deveriam obedecer ao
curriculo minimo estipulado para a licenciatura, salvo as disciplinas pedagdgicas, que poderiam
ou ndo serem substituidas por “disciplinas académicas” (Documenta 139, 1972). Uma vez que 0
bacharelado era previsto no Regimento da FEB (Resolucdo 3, 1972), o Parecer 44 parece ter
viabilizado a oferta da modalidade.
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E oportuno, aqui, retomarmos a possibilidade de o bacharelado como complementacio a
licenciatura ser pensado como uma inverséo do modelo “3+1” de formagédo de professores. Antes
disso, todavia, carece dizermos que, em meados de 1970, por forca de lei, a licenciatura plena foi
convertida em licenciatura em Ciéncias com habilitacdo em Matematica, modalidade que deixou
de vigorar apenas quando houve a incorporacdo pela UNESP, ante a autonomia da instituicéo
publica. Isso posto, destacamos que as narrativas dos depoentes apontam para a énfase na
formacédo especifica em todas as trés modalidades assumidas pelo curso. Geraldo Bergamo
afirma que o curso “[...] era uma licenciatura em termos formais, mas o professor Isaac Portal
Roldan, que era a principal lideranga do curso, sempre falava assim: ‘esse € um curso para
formar matematicos, quica professores’” e que “a énfase dos professores era pelo bacharelado; a
énfase dos estudantes, também”. Apesar de afirmar que sempre soube que estava em uma
licenciatura, ao refletir sobre sua formagdo Mara Moraes afirma que: “quando eu falo ‘eu me
formei em licenciatura’, na verdade, era um pseudobacharelado”. Em relacéo ao curso de
Ciéncias, Hércules Feitosa pontua que, em decorréncia de ja ter existido um bacharelado, havia
“[...] uma quantidade bastante grande de disciplinas na habilitacdo em Matematica [...]”, porque
“[...] os professores nunca gostam de rasgar o projeto anterior. [...] Eles ndo queriam perder
integralmente aquele tipo de formacdo do bacharelado dos anos anteriores, que julgavam que era
interessante, que era conveniente”.

Diante dessas percepgdes, entendemos que a licenciatura ndo possuia uma estruturagdo que
Ihe era prépria; ao contrario, assemelhava a formacao dos professores a dos bachareéis. A énfase
dada a formacao especifica nas licenciaturas, que deixa & margem as disciplinas pedagogicas,
“[...] enraiza-se na e implica a inexisténcia de uma identidade mais estavel desses cursos”
(Martins-Salandim, 2012, p. 346). Sob essa Optica, e a respeito da expansdo dos cursos de
licenciatura em Matematica em cidades interioranas do estado de S&o Paulo na década de 1960,
Martins-Salandim (2012, p. 347) argumenta que

N&o havia uma intencdo clara de formar os professores que atuariam no ensino secundario. [...] A
especificidade da formacdo de professores de Matemaética, no emaranhado de tantos movimentos, de
tantos fluxos e refluxos, ndo encontrou seu espaco e caracterizou-se como decorréncia de outras
formacgGes, como uma opcao a mais ao formado e/ou como mero atendimento a impaosicdes legais.

Parece-nos, portanto, incoerente ainda considerarmos a modalidade bacharelado como
complementacéo a licenciatura como uma inversao do modelo “3+1".
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Resumo

O artigo objetiva apresentar reflexes sobre o ensino de geometria espacial no
Colégio Séo José das Irmas Franciscanas de Sao Leopoldo/RS, voltado para a
formacédo feminina. Possui abordagem qualitativa, por meio da analise documental de
um caderno de geometria espacial do ano de 1905. Os 60 problemas presentes no
caderno abordam o céalculo de area de superficie e, principalmente, de volume de
solidos geométricos. Predomina a aplicacdo direta das formulas para calculo da area
de superficie e de volume de sélidos, em 42 problemas. Outros 18 problemas estdo
associados ao dia a dia das alunas do Colégio, envolvendo calculo de volume de
solidos. Com base no exposto, verifica-se que esses problemas revelam tracos de
uma cultura escolar, que educava as geracdes de alunas para solugdo de problemas do
cotidiano, tanto no gerenciamento de atividades domésticas, quanto profissionais, a
partir de um material didatico proprio para as aulas de geometria.

Palavras-chave: Historia da Educacdo Matematica; Cultura escolar; Colégio Sao
José de Sdo Leopoldo; Geometria espacial; Caderno escolar; Protagonismo feminino.
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Introducéo

O protagonismo feminino no ensino de Matematica no Colégio Sdo José das Irmés
Franciscanas de Sao Leopoldo, Rio Grande do Sul (RS), Brasil, nos séculos XIX e XX, constitui
tema de uma investigacao, financiada pela Fundacado de Amparo a Pesquisa do Estado do Rio
Grande do Sul (FAPERGS), em execucdo pelos autores deste artigo. Ressalta-se que a
Congregacéo das Irmés Franciscanas da Peniténcia e Caridade Cristd no Brasil completou 150
anos de missao religiosa e educacional no estado gadcho, em abril de 2022.

Entre os materiais que se encontram no Centro Historico das Irmés Franciscanas da
Peniténcia e Caridade Cristd — Provincia do Sagrado Coracédo de Jesus — localizado em S&o
Leopoldo/RS, encontra-se um caderno escolar, datado de 1905. Durante o processo de analise
desse caderno, da aluna Elly Lucia Carolina Presser, observou-se a presenca de uma série de
problemas resolvidos, com o titulo “Medida dos volumes”, o que chamou a atengdo destes
pesquisadores e os levou ao seguinte questionamento: O que os problemas encontrados no
caderno de uma aluna do Colégio S&do José das Irmas Franciscanas de Sao Leopoldo/RS, datado
de 1905, revelam sobre a geometria espacial ensinada nesse colégio, voltado para a formacéo
feminina?

A partir desse problema de pesquisa, propde-se discutir o que os problemas encontrados no
caderno do ano de 1905, de uma aluna do Colégio Sao José das Irmés Franciscanas de S&o
Leopoldo/RS, revelam sobre a geometria espacial ensinada nesse colégio, voltado para a
formacdo feminina. Nesse sentido, realiza-se uma investigacdo com abordagem qualitativa, por
meio de analise documental, sendo um caderno escolar do inicio do século XX, a principal fonte
primaria desta pesquisa historica.

Ap0s esta introducdo, o artigo discorre sobre a cultura escolar expressa por meio de
cadernos escolares, conta um pouco da histdria da Congregagéo das Irméas Franciscanas da
Peniténcia e Caridade Crista no Brasil e do Colégio Séo José de Sdo Leopoldo/RS, apresenta a
andlise geral dos problemas presentes no caderno escolar de 1905 e as consideraces finais deste
estudo.

Cultura escolar através de cadernos escolares

O tema desta investigacao se insere na Histdria da Educacdo Matematica do inicio do
século XX, no RS. Entre as fontes primarias de pesquisas histéricas em Educacdo Matematica,
destacam-se os documentos textuais (documentos oficiais, livros, jornais, revistas, cadernos
escolares, etc.), as fontes visuais (fotografias, gravuras, entre outros) e os registros orais
(entrevistas, gravacoes, etc.). Conforme Chartier (2007, p. 13), “os cadernos escolares séo um
material pouco utilizado nas pesquisas historicas, devido a sua extrema fragilidade. Eles
fornecem, entretanto, testemunhos insubstituiveis a respeito dos exercicios escolares, das praticas
pedagdgicas e do desempenho dos alunos no contexto da sala de aula”. A mesma autora
complementa que “os cadernos escolares podem nos ajudar a entender o funcionamento da
escola de uma maneira diferente da veiculada pelos textos oficiais ou pelos discursos
pedagdgicos” (Chartier, 2007, p. 14). Ademais:
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Os contetdos da cultura escolar transformam-se ao longo do tempo, o que refletiu na modificagdo da
hierarquia dos saberes e das praticas de escrita. N&o € facil apreender essa evolucdo nos textos nem
nos programas oficiais, mas ela é visivel nos cadernos dos alunos (Chartier, 2007, p. 31).

Nesse sentido, Julia (2001, p. 10) define a cultura escolar como:

Um conjunto de normas que estabelecem conhecimentos a ensinar e condutas a inculcar, e um
conjunto de préaticas que permitem a transmissdo desses conhecimentos e a incorporagdo desses
comportamentos; normas e praticas coordenadas a finalidades que podem variar segundo as épocas.

Dessa forma, toma-se um caderno escolar como principal fonte documental desta pesquisa
histdrica, em busca de indicios de praticas de escrita, apropriacdes e usos, tornando-o mensageiro
de sentidos, valores e representacdes das alunas do Colégio S&o José, de S&o Leopoldo/RS, no
inicio do século XX.

Congregacéo das Irmas Franciscanas e o Colégio Sao José de Sao Leopoldo/RS

As Irmas Franciscanas da Peniténcia e Caridade Crista chegaram ao Brasil, em 2 de abril
de 1872, instalando-se no municipio de Sdo Leopoldo, estado do RS, com o objetivo de
contribuir para a educacéo de criancas e jovens, em sua maioria filhas de imigrantes alemées. A
vinda das Irmas foi demandada pelas comunidades de imigrantes alemaes no estado gadcho, que
estavam desassistidas pela instrucéo pablica (Bohnen & Ullmann, 1989).

Com a chegada a Séo Leopoldo/RS, as Irmas fundaram o Colégio Sdo Joseé, sua primeira
escola brasileira. “No dia 5 de abril, 12 sexta feira do més, comecaram as aulas com 23 alunas de
7 a 13 anos, numero que foi crescendo de dia para dia” (Flesch, 1993, p. 45). De acordo com
Bohnen & Ullmann (1989, p. 174), “além das aulas de costume, as Irmas davam li¢des de tricd
as adolescentes, algumas vezes por semana. Igualmente ensinavam musica a quem desejassem”.
Complementa-se que:

Inicialmente, as escolas franciscanas caracterizavam-se por um sistema tradicional, com rigor
disciplinar, o regime de internato que, além, das disciplinas curriculares, pelo ensino de tempo
integral, oferecia estudos complementares de teatro, misica, canto, pintura. A maioria das escolas
oferecia 0s cursos primario e ginasial e, nas localidades com maior nimero de habitantes, havia a
formacéo de professoras primarias (Rupolo, 2001, p. 91).

As Irmés do Colégio Sao José também foram pioneiras na elaboracdo e compilacao de
livros didaticos para suas escolas e na formacao de professoras. De acordo com Rupolo (2001, p.
92), “as escolas franciscanas possuiam uma pratica experienciada do ensino vinculado a
realidade, ou seja, uma educacdo para a vida”. Isso ja era evidenciado nos estudos realizados por
Rambo (1994), quando afirmava que, na época, a funcdo da escola era equipar os alunos com o
ferramental mais indispensavel para serem capazes de competir com éxito, no futuro, no meio
social em que nasceram e cresceram.

Durante seus primeiros 50 anos, o Colégio Sdo José funcionou as margens do rio dos
Sinos, ao lado do Ginasio Nossa Senhora da Conceicgéo, dos padres jesuitas. De acordo com
Flesch (1993), em 1923, ocorreu a mudanca das margens do rio dos Sinos para a Colina do
Monte Alverne, onde o Colégio Sao Jose esta localizado atualmente. Dessa forma, aos poucos, a
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construcao foi sendo ampliada, com novos pavilhdes, para acolher a juventude cada vez mais
numerosa.

Atualmente, o Colégio S&o José recebe em torno de 500 alunos, desde a Educacdo Infantil
ao Ensino Medio. Ressalta-se que, em 2022, a Congregacdo das Irmés Franciscanas completou
150 anos de agdo missionéria e educacional no Brasil, sendo mais uma razdo para se resgatar
suas contribuicdes na formacdo de criancas e jovens, especialmente o publico feminino.

Analise do caderno da aluna Elly Lucia Carolina Presser com data de 1905

Ao realizar pesquisas no Centro Historico das Irmas Franciscanas da Peniténcia e Caridade
Crista - Provincia do Sagrado Coracdo de Jesus — localizado em S&o Leopoldo/RS, localizaram-
se dois cadernos escolares, que pertenciam a aluna Elly Lucia Carolina Presser?, do inicio do
século XX. Inicialmente, os cadernos foram digitalizados para posterior analise?. O caderno
escolar, datado de 1905, possui 16 folhas com linhas, papel de celulose e escrita a lapis nos dois
lados de cada folha (32 paginas), em lingua portuguesa.

A capa do caderno escolar de Elly Lucia Carolina Presser, conforme a Figura 1, traz uma
etiqueta, fazendo referéncia ao Ginasio Nossa Senhora da Conceicao de Sdo Leopoldo/RS, com
identificagdo da aluna e informagéo de comeco em 6 de fevereiro de 1905. Ressalta-se que o
Colégio Sdo José e o Ginasio Conceicéo® tinham localizagio proxima, separados apenas pela
rua. Além disso, a caréncia de material escolar a baixo custo, na época, com predominancia de
existéncia da lousa para os registros, leva a supor que o Ginasio Concei¢do poderia ter fornecido
materiais para as alunas do Colégio S&o Jose.

Figura 1. Capa do caderno escolar de Elly Presser.
Fonte: Presser, 1905.

1 Com base nos cadernos escolares e na Lembranca da Conclusdo Solemne do Anno Escolar no Collegio S4o José,
de 1906, em que recebeu mencdo honrosa em diversas disciplinas, bem como o prémio de Caligrafia daquele ano,
registra-se que Elly Lucia Carolina Presser estudou nesse Colégio, ao menos, no periodo de 1904 a 1906. Ressalta-
se que ndo foram localizadas mais informagcdes sobre trajetoria escolar da aluna, pois s6 existem registros de
matriculas dos alunos do Colégio Sdo José, a partir do ano de 1936.

2 Este artigo ¢ exclusivo do caderno datado de 1905, que traz topicos de geometria espacial. O outro caderno
apresenta exercicios resolvidos de aritmética e de algebra.

% Ressalta-se que o Ginasio Nossa Senhora da Conceicéo atendia, exclusivamente, o pblico masculino.
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Apesar de constar, na capa do caderno, a data de 6 de fevereiro de 1905 (segunda-feira)
como o seu inicio, na primeira pagina desse caderno se encontra registrado o dia 4 de fevereiro
de 1905 (sébado) e, na sequéncia, o titulo “Medida dos volumes”. De acordo com Rambo (1994),
esperava-se que os alunos assimilassem no¢des basicas de geometria nas escolas da época, além
de conhecimentos corretos do sistema métrico.

No processo de analise, inicialmente, fez-se a compilacao dos 60 problemas presentes no
caderno. A partir dessa quantificacdo, passou-se a identificar: os contetdos envolvidos nos
mesmaos; 0s procedimentos de calculo que emergem desses problemas; a associacdo com o
cotidiano das alunas do Colégio Séo José. No Quadro 1 se apresenta a distribuicdo desses
problemas por conteddo de geometria espacial.

Quadro 1
Quantitativo de problemas de geometria no caderno escolar de 1905.
Superficie lateral/total Volume
SO“,dO. Pr(_)blerpas com Problemas do Prc_)bler~nas com Problemas do Total
geometrico | aplicacéo direta . ) aplicacdo direta . )
; dia a dia 7 dia a dia
de férmulas de formulas
Prisma - - 6 6 12
Cubo - - 4 - 4
Pirdmide - - 5 - 5
Tronco de i i 1 i 1
pirdmide
Cilindro 3 - 7 3 13
Cone 3 1 2 1 7
Tronco de i i 4 7 11
cone
Esfera 3 - 4 - 7
Total 9 1 33 17 60

Fonte: Dos autores, 2022.

No levantamento realizado, identificaram-se 60 problemas no caderno escolar, numerados
em ordem crescente de 1 a 60, sempre apresentando o enunciado e a respectiva resolucao. Esses
problemas abordam o calculo de area da superficie lateral e/ou total (10 problemas) e de volume
(50 problemas) de solidos geométricos, como prisma, cubo, piramide, tronco de piramide,
cilindro, cone, tronco de cone e esfera. Ressalta-se que mais de 50% desses problemas estdo
relacionados com prismas, cilindros e troncos de cone. A maioria desses problemas, 70% séo de
aplicagdo direta da formula, enquanto 30% possuem alguma relagdo com o dia a dia das alunas
do Colégio Séo José de Sdo Leopoldo/RS, envolvendo, principalmente, calculo de volume de
solidos em forma de prisma, cilindro, cone e tronco de cone. N&o se tem informagdes sobre a
origem desses problemas, ou seja, se eles foram elaborados pelas préprias professoras do
Colégio ou copiados/adaptados de algum livro, uma vez que as obras de Matematica que
circulavam na época, ndo trazem esses enunciados.
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Verificou-se que os primeiros 42 enunciados trazem aplicacao direta das formulas de
calculo da area de superficie e do volume de sélidos geométricos. Sendo que os problemas de
numero 43 a 60 trazem enunciados relacionados ao dia a dia das alunas do Colégio S&o José de
S&o Leopoldo/RS, envolvendo elementos como cuba, pogo, cisterna, funil, telhado e balde.
Constata-se que a proposta de ensino empregada comega por solidos mais simples, dos quais
derivam conceitos geométricos fundamentais, para aplica¢do no estudo de problemas envolvendo
formas geométricas espaciais mais complexas. Apesar de ser um caderno voltado para o registro
do estudo de conhecimentos geométricos, observou-se apenas um desenho de prisma em forma
de paralelepipedo e de quatro figuras planas (trapézio, dois retangulos e circulo), representando
superficies, todos feitos a méo livre.

Considerac0es finais

As Irmas Franciscanas da Peniténcia e Caridade Cristd chegaram ao Brasil, em abril de
1872, instalando-se no municipio de Sdo Leopoldo/RS, com a finalidade de contribuir para a
educacéo de criancas e jovens, em sua maioria filhas de imigrantes alemaes. Sua primeira obra
educacional foi a fundacao do Colégio Sao José, no mesmo municipio, no dia 5 de abril de 1872.
Em seus primeiros anos de atividades, o Colégio mantinha os cursos voltados para o publico
feminino, com regéncia das proprias Irmas.

Com base em referenciais sobre cultura escolar, investigaram-se os problemas presentes
em um caderno escolar, datado de 1905 e pertencente a aluna desse Colégio, Elly Lucia Carolina
Presser, identificando-se os conteddos envolvidos, os procedimentos de calculo que emergem
desses problemas e a associacdo com o dia a dia das alunas do Colégio S&o José, do inicio do
século XX.

Os 60 problemas presentes nesse caderno abordam area de superficie e, principalmente,
volume de solidos geométricos — prisma, cubo, piramide, cilindro, cone, tronco de cone e esfera.
Na resolucédo dos problemas encontrados no caderno, predomina a aplicacéo direta das formulas
para calculo da area de superficie — lateral e/ou total — e de volume de s6lidos, em 42 enunciados.
Outros 18 problemas estdo associados com a pratica diaria das alunas do Colégio Sao Jose,
envolvendo o célculo de volume de sélidos em forma de prisma, cilindro, cone e tronco de cone,
tais como cuba, poco, cisterna, funil, telhado e balde. Nesses problemas sdo exploradas as no¢oes
de grandezas e medidas, possibilitando uma melhor compreenséo de conceitos relativos aos
solidos geométricos.

Os problemas presentes no caderno de geometria dessa aluna do Colégio S&o José de Sao
Leopoldo/RS, no ano de 1905, revelam tragos de uma cultura escolar marcada por um processo
de ensino de Matematica com um certo rigor, voltado para a compreensédo de conceitos e
aplicacdo desses, buscando uma solida formacao em conhecimentos geométricos. Dessa forma,
desejava-se que as egressas do Colégio colocassem em pratica os conhecimentos adquiridos e
propagassem a tradicdo do Colégio S&o José, especialmente através de sua agdo no magistério de
escolas primarias em diferentes comunidades do RS.
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Resumen

Este documento presenta la relacion concreta que existe entre la teoria de Galois y la
teoria de categorias, asi mismo reconoce practicas matematicas que son protagonistas
del proceso de generalizacion a lo largo de mas de un siglo, lo cual contribuye a las
reflexiones de los profesores de matematicas respecto a la posibilidad de desarrollo
de précticas en el aula. Para tal efecto, se revisa el teorema fundamental de la teoria
de Galois como caso particular de las conexiones de Galois, y estas Ultimas como
caso particular de los funtores adjuntos.

Palabras clave: Teoria de Galois, Teorema fundamental, Conexiones de Galois,
Funtores adjuntos, Préactica matematica.

Introduccion

Desde mediados del siglo XIX, las matematicas han experimentado un profundo proceso
de generalizacion y abstraccion. Se reconoce como precursor de este proceso al estructuralismo
conjuntista, desarrollado desde principios del siglo XXy protagonizado por los trabajos del
grupo Bourbaki, estas matematicas, también conocidas como modernas, son las que prevalecen
en los curriculos universitarios; sin embargo, otro tipo de estructuralismos, entre ellos el
categorico, son los que han fundamentado las matematicas contemporaneas, por lo que existe la
necesidad de estudiar esas matematicas contemporaneas en las aulas universitarias.

Una manera particular de abordar esta transicion a las matematicas contemporaneas,
rescatando los elementos que prevalecen en la educacion universitaria, es estableciendo vinculos
que ayuden a comprender el proceso de generalizacion en el que se encuentran las matematicas
actuales; en este sentido, la teoria de Galois es un caso particular de analisis, se pueden
establecer vinculos en resultados como el teorema fundamental y algunos resultados asociados a
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las matematicas modernas y contemporaneas. Dichos vinculos se enmarcan en practicas
identificadas a lo largo de méas de un siglo y que son objeto de estudio en este trabajo.

En este sentido, se revisan los desarrollos en el algebra previos al surgimiento de las ideas
de Galois, luego se explicita la correspondencia entre estructuras que muestra el teorema
fundamental, asi como sus vinculos con las conexiones de Galois y los funtores adjuntos,
nociones enmarcadas en las matematicas modernas y contemporaneas respectivamente. Por
altimo, se reflexiona respecto a las practicas que se movilizan en el pensamiento de Galois.

El problema de la resolubilidad y el teorema fundamental de la teoria de Galois

La resolucion de ecuaciones fue una preocupacion desde sociedades como la egipciay la
babildnica para resolver problemas relacionados con su cotidianidad, en particular, se reconoce
la resolucidn de ecuaciones de primer y segundo grado con reglas como la de “falsa posicion”, la
cual consiste en asignar valores concretos a una ecuacion para luego resolver sistemas de
ecuaciones simples (Chavarria, 2014). En el renacimiento, la actividad de resolver ecuaciones
estuvo en auge con trabajos centrados en encontrar formulas generales para ecuaciones de grado
tres y cuatro, los protagonistas en esta época fueron matematicos como Scipione del Ferro (1465-
1526), Tartaglia (1499-1557), Cardano (1501-1576) y Ferrari (1522-1565).

En esencia, el desarrollo del algebra consistio en encontrar formulas algebraicas que
expresaran las raices de una ecuacion de cualquier grado, dichas férmulas eran encontradas a
partir de manipular los coeficientes de la ecuacion usando las operaciones elementales de suma,
resta, multiplicacion, division y radicacion. Con este fin, las formulas para las ecuaciones de
primer, segundo, tercer y cuarto grado ya habian sido encontradas y trabajadas por matematicos
del Renacimiento; sin embargo, la ecuacién de quinto grado generd incertidumbre respecto a la
existencia de su formula general.

Fue hasta el siglo XVI1I que Lagrange (1736-1813) intentd encontrar, mediante su
resolvente?, dicha formula general para las ecuaciones de quinto grado, sin embargo, después de
haber aportado un razonamiento puso en duda la existencia de esta formula. Su conjetura fue
retomada por Ruffini (1765-1822) quien propuso la prueba de la no existencia de la férmula de
quinto grado, dicha prueba luego fue completada por Abel (1802-1829) entre 1824 y 1826. Esta
prueba cerrd el misterio respecto a las ecuaciones de grado cinco o0 mas: no existe una férmula
general para resolver ecuaciones de cualquier grado por radicales?.

Con esto como base, Evariste Galois (1811-1832) lejos de pensar en que el problema de
la resolubilidad finalizaba con el teorema de Abel, se propuso a estudiar las condiciones
necesarias y suficientes para que una ecuacion pueda ser resuelta por radicales, esto debido a
resultados como el de Gauss (1777-1855) respecto a las ecuaciones ciclotomicas, Gauss encontrd
una forma de resolver por radicales las ecuaciones de la forma x? — 1 = 0 cuando p es primo.

! La resolvente es una expresion algebraica que permite reducir el grado de una ecuacion.
2 El término resolver ecuaciones por radicales refiere a utilizar una formula general que exprese las raices de la
ecuacion, utilizando Unicamente los coeficientes de la ecuacion.
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Durante el estudio de Galois, fue necesaria una nueva forma de hacer matematicas, en
concreto, fue necesaria la idea de estructura, una nocion centrada en estudiar las relaciones entre
una agrupacion de elementos?®; en particular, Galois trabaja con las estructuras de grupo y de
cuerpo, la primera consta de un conjunto con una operacion binaria que cumple con una serie de
axiomas centrados en las relaciones entre sus elementos, mientras que la segunda estructura, a
diferencia de la de grupo, tiene dos operaciones binarias con sus respectivos axiomas. Con estas
estructuras, Galois establece correspondencias entre subgrupos -grupos contenidos en un grupo
mas grande- y extensiones de cuerpo -cuerpos mas grandes que un cuerpo inicial-.

Para que dicha correspondencia se pueda establecer, las extensiones de cuerpo que se
asocian son los cuerpos mas pequefios que contienen las raices de una ecuacién, como ejemplo
esta la ecuacion x2 — 2 = 0 en Q, que no tiene solucidn, pero la extension mas pequefa en la
que si hay solucion es (Qv2/Q)*. Por otro lado, los subgrupos que se asocian son los grupos que
estan compuestos de automorfismos de la extension de cuerpo, los cuales dejan invariante al
cuerpo base. Retomando el ejemplo anterior, hay dos automorfismos asociados, estos son:
o1(a+ bV2) = a+ bV2y o,(a+ bv2) = a — b2, estos automorfismos junto con la
operacion composicion conforman lo que se conoce como el grupo de Galois.

Con base en esto, la correspondencia que establece el teorema fundamental de la teoria de
Galois funciona graficamente como lo muestra el siguiente ejemplo que utiliza la extension

Q(2,v/5) con subcuerpos Q(v2), Q(v5), Q(v/10) y Q; aqui el grupo de Galois es
Gal (Q(‘/z \/g)/(@) = {&,n1, M2, M1 o M2}

Q2 V) e}
<TNM2 =

......

Figura 1. Correspondencia reticular del Teorema Fundamental de la teoria de Galois.

La profundidad que establece esta correspondencia es que permite resolver un problema
de la teoria de cuerpos en la teoria de grupos, lo cual reduce la complejidad de la estructura. Por
esta linea, Galois plantea lo que es un grupo resoluble, esto resulta clave, porque cuando un
grupo es resoluble, entonces la ecuacion puede ser resuelta por radicales.

Las conexiones de Galois y los funtores adjuntos

Posterior a la construccién del teorema fundamental, el nivel de generalizacion se
enmarca en las matematicas modernas con la conexion de Galois. Esta nocion fue propuesta por
el matematico noruego Oystein Ore (1899-1968), reconocido por su participacion en la escuela
de Géttingen a cargo de Emmy Noether (1882-1935). La conexidn de Galois se establece con

3 Esta definicion corresponde a las matematicas modernas.
4 Esta notacion hace referencia a que Qv/2 es la extension del cuerpo base Q.

Comunicacién; Educacion superior XVI CIAEM-IACME, Lima, Pert, 2023.

72



La teoria de Galois en las préacticas del estructuralismo categérico 4

base en la definicidn de conjunto parcialmente ordenado -0 “poset” por su abreviacion en inglés-,
un poset es definido como un par (X, <) con X no vacio y < una relacion de orden reflexiva y
transitiva; un ejemplo de poset son los nimeros racionales junto con la desigualdad usual (Q, <).
Con base en esto, la definicion de conexién de Galois que presenta el mismo Ore (1994, p. 495)
es la siguiente:

Definicion 1: Sean P y Q dos conjuntos parcialmente ordenados. Sean p — Q(p) Yy ¢ — B(q)
correspondencias de P a Q y de Q a P, respectivamente. Estas correspondencias forman una
conexion de Galois entre P y Q si se cumplen las siguientes condiciones:

a. Cuando p; > p, con dos elementos en P 0 g; = g, con dos elementos en Q, entonces

Q(p1) E Qp2), B(q1) < B(g2)
b. ParaunelementopenP oqenqQ

PAMP) = p QP(@) 2 ¢q

En esencia, esto permite generalizar las relaciones entre estructuras, Unicamente teniendo
como referencia las relaciones de orden, en este caso no interesa si los poset son estructuras de
grupo o de cuerpo, solo interesa que cumplan con las dos propiedades de un poset, es este
aspecto el que diferencia a las conexiones de Galois con el teorema fundamental.

Al relacionar esta definicion de las matematicas modernas con las matematicas
contemporaneas, la teoria de categorias permite evidenciar una generalizacion y abstraccion;
trabajos como el de Payares (2009) posibilitan mirar el desarrollo de estas ideas en las
matematicas contemporaneas -en particular con las ideas de Grothedieck (1928-2014)-; no
obstante, el énfasis de este trabajo esta en mirar la generalizacion del teorema fundamental
mediante la nocién de funtor adjunto -como en el trabajo de Lezama (1996)-. En este sentido,
resulta necesario tener claridad respecto a dos nociones de la teoria de categorias.

En primer lugar, una categoria consta de cuatro cosas segun la definicién original
propuesta por Eilenberg y MacLane (1945): objetos, morfismos -o flechas-, la operacion
composicién entre morfismos y morfismos identidad para cualquier objeto. Con base en estos,
una categoria debe de cumplir con cinco axiomas relacionados con los morfismos que la
componen, el primer axioma consiste en que la asociatividad entre morfismos debe de cumplirse,
el segundo axioma habla de que una triple composicion de morfismos a;a,a; es definida
siempre que asa, y a,a; estén definidas, el tercer axioma establece la existencia de un
morfismo identidad para cada morfismo, el cuarto axioma establece el morfismo ey4, que
corresponde a todos los morfismos identidad del objeto A4, y el quinto axioma consiste en que
para cada identidad de la categoria hay un unico objeto de dicha categoria tal que e, = e. En
segundo lugar, la manera en la que se pueden relacionar dos categorias es mediante la nocion de
funtor que, en esencia, se puede intuir como una funcion® entre categorias y la forma en la que
actua es que va de objetos a objetos, morfismos a morfismos, etc.

Con estas ideas como base, los funtores adjuntos resultan ser objeto de estudio, en
concreto, esta nocidn consiste en una pareja de funtores que permiten ir y volver de la manera
mas optima de una categoria a otra, en la intuicién que permite evidenciar la teoria de conjuntos,

5> Un funtor resulta ser mas general que una funcion, las funciones se establecen en la teoria de conjuntos, y esta
teoria resulta ser un caso particular de la teoria de categorias.
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un ejemplo de funtores adjuntos es una funcion junto con su inversa, debido a que permite iry

volver de un conjunto a otro recuperando la mayor informacién posible del conjunto inicial.
X A

Figura 2. Representacion grafica de los funtores adjuntos®

Naturalmente, surge la inquietud respecto a la relacion que tienen los funtores adjuntos
con las conexiones de Galois, lo cual vincularia las matematicas contemporaneas con las
modernas, para estudiar esa relacion es necesario ver la categoria de los poset, un caso particular
dentro de la teoria de categorias.

En esta categoria se tienen en consideracion cuatro cosas: la primera es que los objetos en
esta categoria son los conjuntos, incluyendo los subconjuntos; la segunda es que los morfimos
son las relaciones de orden, asi la relacion a < b es el morfismo a — b. La tercera consideracion
es que el morfismo identidad existe por la relacion reflexiva del poset. Por ultimo, esta categoria
cumple la asociatividad y cada uno de los axiomas de la teoria de categorias. Con esto como
base, Armstrong (2016) define la adjuncion de los poset:

Definicion 2: Sean (P, <p) y (Q, <) dos posets. Un par de funciones L: P S Q: R es llamado
una adjuncion si paratodo p € Py q € Q se tiene:

p<p R(@) & L) <4 q
En este caso se escribe L 4 R y se llama a esto un par adjunto de funciones. La funcion L es el
adjunto izquierdo, y la funcion R el adjunto derecho.

No obstante, esta Gltima definicion tiene la particularidad de que no altera el orden al
cambiar de una categoria a otra, es por esto que Armstrong (2016) precisa esta relacion con base
en la nocion de poset opuesto, el cual invierte el orden que tiene un poset; en consecuencia, la
adjuncion de los poset PSQ es como la conexidn de Galois PSQ°P.

Las practicas matematicas en las ideas de Galois

Si bien el andlisis historico epistemoldgico de estas nociones resulta relevante para
comprender una perspectiva de las matematicas que se desarrollan actualmente, son importantes
las reflexiones de las ideas de Galois para entender unos posibles impactos en la Educacion, y en
concreto en las construcciones que establecen los profesores en formacién y en servicio. Una
forma de llevar a cabo esta reflexion puede ser mediante el estudio de las practicas matematicas,
término que refiere a una de las nuevas lineas de investigacion en filosofia de las matemaéticas.

® Tomada de Anacona (2017, p. 245)
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Sin discutir respecto a lo que se define por practica matematica, la definicion de Carter
(2019) parece cubrir los elementos importantes para definir una practica matematica, en
concreto, ella la define como un conjunto de “agentes” y “matematicas” que son capturados por
la dupla (4, M), considerando a los agentes como practicantes reales o idealizados, junto con sus
actividades y creencias; por otro lado, las matematicas se refieren a los contenidos en
matematicas como teoremas, métodos matematicos, pruebas, etc.

Con esta caracterizacion de practica matematica, se identifican algunas practicas
relacionadas con las ideas de Galois, por un lado, resulta interesante la practica de generalizacion
que se moviliza en teoria de categorias, esta practica surge con la idea de fundamentar las
matematicas a partir de mirar como funcionan sus relaciones, lo que corresponde con una vision
macro de las matematicas. Galois pudo haber visto las matematicas clasicas, centradas en
resolver ecuaciones particulares, como un patron dentro de un gran patron llamado teoria de
Galois; esta generalizacion construida por la necesidad de las estructuras de grupo y de cuerpo.

Por otro lado, se reconocen practicas como las de comparar (Lezama, 1996) y adjuntar’,
en primer lugar, Galois establece una comparacion entre dos estructuras de naturalezas distintas,
lo cual permite bajar la complejidad de la teoria de cuerpos; en segundo lugar, la adjuncién a las
extensiones de cuerpo que realiza Galois, permite determinar la (ir)resolubilidad de una ecuacién
a partir de elementos indeterminados -los elementos adjuntos- (Santaya, 2014), esto a partir de
estudiar los abismos contradictorios de la teoria (Zalamea, 2017).

Si bien, esta nueva linea de la filosofia de las matematicas permite reconocer las
anteriores practicas en las ideas de Galois, la reflexion para los profesores de matematicas podria
estar relacionada con el desarrollo de practicas en el aula de clase. Esto también permitiria, por
un lado, explicitar obstaculos epistemolégicos (Chavarria, 2014) en areas como el algebra, por
otro lado, aportar una vision actual de las matematicas a los profesores, haciendo énfasis en el
uso de las estructuras, que tendria coherencia con modelos como el de Carrillo et al. (2014)
frente a los conocimientos para los profesores de matematicas. En este sentido, resulta necesario
que el profesor amplifique otras miradas respecto a las matematicas actuales.

Referencias y bibliografia

Anacona, M. (2017). Una mirada a los funtores adjuntos. En M. Anacona, Los nimeros reales en el estructuralismo
bourbakista: un anélisis histérico-epistemologico con fines educativos (pags. 244-245). Cadiz, Espaiia:
Universidad de Céadiz.

Armstrong, D. (2016). Adjoint Functors. En D. Armstrong, Fancy Algebra (pags. 1-65).

Carrillo, J., Contreras, L. C., Escudero-Avila, D., Flores-Medrano, E., & Montes, M. A. (2014). Un marco teérico
para el conocimiento especializado del profesor de matematicas. Huelva: Universidad de Huelva
Publicaciones.

Carter, J. (2019). Philosophy of mathematical practice. Philosophia Mathematica, 27(1), 1-32.

Chavarria, S. (2014). De las ecuaciones a la teoria de grupos, algunos obstaculos epistemoldgicos. Cali:
Universidad del Valle.

" La adjuncion entendida desde el procedimiento que hace Galois para la resolubilidad, no a la teoria de categorias.
Comunicacién; Educacion superior XVI CIAEM-IACME, Lima, Pert, 2023.

75



La teoria de Galois en las préacticas del estructuralismo categérico 7

Eilenberg, S., & MacLane, S. (1945). General Theory of Natural Equivalences. Transactions of the American
Matematical Society, 58(2), 231-294.

Lezama, C. (1996). Conexiones de Galois. Integracion, XIV(1), 1-8.

Ore, 0. (1944). Galois Connexions. Transactions of the American Mathematical Society 55, 493-513.

Payares Guevara, C. (2009). Conexiones de Galois en categorias. Cartagena : Universidad de Cartagena.

Santaya, G. (2014). El procedimiento de adjuncion de Evariste Galois y su presencia en la ontologia Deleuziana. En
J. Ferreyra, & M. Soich (Edits.), Deleuze y las fuentes de su filosofia (pags. 37-47). Buenos Aires.

Zalamea, F. (2017). La emergencia abismal de la matematica moderna. Mathesis, 1-23.

Comunicacién; Educacion superior XVI CIAEM-IACME, Lima, Pert, 2023.

76



XVI CIAEIUL S

Conferencia Interamericana de Educacion Matemdtica
Conferéncia Interamericana de Educacdo Matemética
Inter-American Conference of Mathematics Education

INIVERSIDAD [EESIMEREEELY

n¥m U
%% DE LIMA

30 julio - 4 agosto 2023

Xvi.ciaem-iacme.org

Transposicion didactica entre instituciones:
el caso de la transformada de Laplace en ingenieria mecatronica

Diana Carolina Flores Gallo

Pontificia Universidad Catdlica del Per(

Peru

dfloresg@pucp.edu.pe

Elvis Bustamante Ramos

Instituto de Investigacion sobre Ensefianza de las Matematicas
Peru

ebustamater@pucp.edu.pe

Resumen

El trabajo tiene como objetivo identificar y analizar las praxeologias de la
transformada de Laplace, de manera que se pueda mostrar como circula el saber
relacionado a dicho concepto, en la carrera de ingenieria mecatronica, entre una
institucién de la ensefianza de las matematicas E(M) hacia una institucion
intermediaria E(DI). Para ello, desarrollamos una metodologia cualitativa, donde
primero se identifica la praxeologia en un curso de Ecuaciones Diferenciales, luego
en una segunda etapa, se identifica la praxeologia en el curso de Control Clasico; en
funcidn de las etapas previas, se establece conexiones o diferencias entre las
praxeologias. Como resultado de este trabajo, podemos indicar que la técnica en la
E(M) no se amplia o continua en la E(DI) ademas la forma de validacion en E(DI) no
proviene de E(M) sino por un software. Ademas, podemos indicar que la razén de ser
de la transformada de Laplace en ingenieria mecatronica de una universidad de Peru
es la resolucion de ejercicios de Control Clasico mediante modelos matematicos.

Palabras clave: Educacion Matematica; Educacion superior; Ensefianza presencial;
Disefio curricular; Teoria antropoldgico de lo didactico; Investigacion cualitativa;
Ecuaciones diferenciales; Transformada de Laplace; Perd.
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Introduccion

En el nivel superior, existen investigaciones cuyo foco es el andlisis del contenido
curricular y como se articula entre las matematicas impartidas y las necesarias para la carrera
como Guzman (2016) y Silva (2017) en el marco de la Teoria Antropologico de lo Didactico
(TAD). Estos contenidos avanzados de calculo no se muestran articulados en la mayoria de los
casos; en el caso de la transformada de Laplace, en la educacion superior en los cursos de las
ecuaciones diferenciales, lo presentan como una forma de convertir una ecuacion diferencial a
una algebraica como lo indica Cordero y Miranda (2011) y no se da una razon de ser en las
escuelas de ingenieria.

Marco tedrico y metodologia

Para poder realizar la identificacion de las organizaciones de temas relacionados a la
transformada de Laplace en una institucion, utilizaremos herramientas proporcionadas por la
Teoria Antropoldgico de lo Didactico (TAD), esta teoria se basa en una unidad llamada
praxeologia, que es un cuarteto [T, T, 8, ©] llamado la unidad minima de analisis, compuesto por
un tipo de tarea T, una técnica t, una tecnologia 8, y una teoria ® (Chevallard, 1999). Ademas,
en el trabajo se hace referencia a institucion como lo que enmarcan las actividades humanas y al
mismo tiempo las hacen posibles a través de los recursos que estas instituciones ponen a
disposicion de los sujetos segun Castela y Romo (2011); por ejemplo, las instituciones:

e Instituciones de ensefianza de matematicas (E(M)): Por ejemplo, los cursos de

matematicas, curso de ecuaciones diferenciales.

e Instituciones de disciplinas intermediarias (E(DI)): Son los cursos de disciplinas

intermediarias, por ejemplo, el curso de Control Clasico.

Respecto a la metodologia en nuestro trabajo, aplicaremos una investigacion cualitativa,
que nos permitira identificar las praxeologias presentes en cada institucion, desde TAD. La
primera etapa de nuestra metodologia es revisar la malla curricular de la carrera de ingenieria
mecatronica para saber en qué cursos esta presente la transformada de Laplace, para luego hacer
una descripcion de libros de textos e identificar el modelo praxeoldgico en la E(M).

Para la segunda etapa, haremos una descripcion de libros de textos de un curso de la
especialidad e identificar el modelo praxeoldgico en la E(DI). Cabe resaltar que la eleccion de
los textos se hace por las entrevistas de algunos docentes que dictan dichos cursos, tanto para la
praxeologia en la E(M) y en la E(DI), y porque los libros tienen una parte tedrica muy bien
explicada, y diversos ejercicios de distinta complejidad.

Los datos se organizaron de acuerdo con los temas que aparecen en el silabo del curso,
desde lo basico hasta lo mas complejo que se ve en los cursos analizados. De acuerdo con dicha
organizacion, se van encontrando las tareas que aparecen en el esquema de la figura2y 3,y
finalmente se van analizando la manera en como se relacionan dichas tareas. Estos pasos nos
permitiran mostrar y analizar la transposicion entre instituciones ademas identificar la razon de
ser de la transformada de Laplace. También, se realiza una triangulacion de datos, ya que hay
informacion de varias fuentes, como por ejemplo la entrevista con el docente del curso de
Control Clasico, la revision de textos, tanto del curso de Ecuaciones Diferenciales como del

Comunicacidn; Superior XVI CIAEM-IACME, Lima, Perd, 2023.
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curso antes mencionado, ademas de la informacion extra que se tuvo del programa que se utiliza
en el curso.

Anélisis praxeoldgico de la transformada de Laplace en E(M)
Primero, hemos revisado la malla curricular de la Escuela ingenieria mecatronica y se

identificd que el curso de Ecuaciones Diferenciales esta presente el tema de la transformada de
Laplace, como se observa por la Figura 1.

5. CONTINUOUS FUNTIONS, LAPACE'S TRANSFORM / 16 HOURS

Continuous function in segments and of exponential order. Laplace's transform, properties, theorem,
calculation methods and application of Laplace's transform. Inverse Laplace transform, calculation
methods. Application of the inverse Laplace’s transform. Application of the inverse Laplace's transform to
differential equations with constant and variable coefficients, other applications. Systems of 2x2 linear
differential equations. Matrix solution for Laplace's transform.

Figura 1. Silabo del Curso de Ecuaciones Diferenciales de ingenieria Mecatronica.

El curso de Ecuaciones Diferenciales es un curso de cuarto semestre de la carrera de
ingenieria mecatronica de una universidad de Peru y es prerrequisito del curso de Variable
compleja y Analisis de Fourier, que, a su vez, es prerrequisito del curso de Control Clasico.
Justamente el curso de Control Clasico pertenece al sexto semestre de la carrera de ingenieria
mecatronica, analizaremos para la E(DI).

Después de identificar el curso, se considera dos libros para el curso de Ecuaciones
Diferenciales como son:

¢ Zill, D. G., Hernandez, A. E. G., & Ldpez, E. F. (2002). Ecuaciones diferenciales con

aplicaciones de modelado (No. 970-686-487-3.). México: Thomson Learning

¢ O'Neil, P. V. (2011). Advanced engineering mathematics. Nelson Education.

Podemos observar que ambos libros presentan una organizacion parecida, mostrando
definiciones, teoremas, y ejemplos directamente aplicativos. Sin embargo, un aspecto importante
es la manera en como se presenta dicho contenido, ya que el primer libro tiene mas ejercicios y
ejemplos de corte extramatematico que el segundo libro. Por Gltimo, una caracteristica que tienen
ambos libros en comun es que en el tema de la transformada de Laplace presentan ecuaciones
diferenciales con condiciones iniciales conocidas

De acuerdo con todo lo encontrado en la descripcion de dichos libros, se plantea la
pregunta generatriz: ¢ De qué manera podemos dar solucion a una ecuacion diferencial
utilizando la transformada de Laplace? Para dar respuesta a esta interrogante, consideraremos
las técnicas que estan presentes en los libros de ecuaciones diferenciales mencionados
anteriormente, asociadas a la institucion de la ensefianza de las matematicas (E(M)).

Hemaos encontrado 6 tipos de tareas y tienen como teoria a las Ecuaciones Diferenciales, ya
que es la rama de las matematicas que justifica cada tecnologia encontrada en dicho analisis. En
la figura 2, se muestra las tareas y las técnicas encontrados en Zill (2002); sin embargo, la
praxeologia completa se puede ver con mas detalle en Flores (2021).
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De acuerdo con el esquema planteado en la figura 2, las técnicas t,, T3 Y T Utiliza 74,
sefialado con lineas punteadas, porque la relacion entre las técnicas es parcial, es decir, solo se
utilizan algunos pasos de la técnica; lo mismo sucede t5 que utiliza T3. También, podemos ver
una linea punteada en la pregunta generatriz que se relaciona con T, de manera parcial, ya que
en este tipo de tarea no se resuelve una ecuacion diferencial, sino una ecuacion integral, pero
usando la transformada de Laplace.

En el tipo de tarea T4, relacionada a resolver una ecuacion diferencial lineal se toma como
base para obtener un generador de tareas GT,, donde las variables didacticas V; tienen como
objetivo generar subtipos de tareas mas especificas, como lo es el orden de la EDO, las
condiciones iniciales, como es la funcion g(t) (polinomial, exponencial, seno y coseno).
Tambien, podemos ver que la técnica T4 y la tecnologia 84 se utilizan en los tipos de tarea T, y
T3, que también se relacionan con resolver una ecuacion diferencial, pero no se utilizan todos los
pasos de T4 ya que en T, y T3 los términos de las ecuaciones diferenciales se trasladan en s 0 en
t y surge la necesidad de aplicar otra tecnologia (primer y segundo teorema de traslacion) para
complementar 84 y poder justificarla.

Por otro lado, vemos que T, posee mas subtipos de tareas que T4, Y, si la variable didactica
V5, no tuviera como restriccion a la constante k # 0, se podria formar un subtipo de tarea para T4
y en ese caso, se podria decir que el alcance de la técnica T, es mayor a la de 4 porque
resolveria mas tareas (como la multiplicacion de dos funciones) que 7.

T,: Resolver un sistema de ED de |a forma:
ax" + axx+asy +ay +asx’ +agy' =0
by + by + box + bx' + bey' +bx" =0
Sujeto ax(0) = x,, x"(0) = x, ¥(0) = ¥,.¥"(0) = 3,
Donde a;, b;, %,. %, ¥, ¥, Son conslantes y i = 1,6
7, Pasos
P1: Aplicar r; hasta el paso 2 para cada ED.
P2: Resolver el sistema de ecuaciones algebraicas para
despejar una de las variables.
P3: Aplicar transformada inversa a la variable despejada.
P4: Regresar al paso 3 para la otra variable.

T,: Resalver la EDO lineal de la forma
ay" +ay +agy = glt)
Donde a,,a,,8,,,,¥, Son constantes y con condiciones
iniciales dadas.
T,: Pasos
P1: Aplicar TL a la ED usando linealidad
P2: Aplicar transformada de derivada.
P3: Reemplazar usando la tabla de TL.
P4: Despejar ¥ (s)
IP5: Aplicar la transformada inversa de Laplace

1
i
1
1
|
1
1
1
'
'
1
'
Y
'
' T,: Resaolver la ED con condiciones iniciales de la forma Ts: Resolver la ED de la forma:
: @y +ay +agy = R(Lg(1), ¥(0) =y, y'(0) =y ; De qué manera podemos GY" + @y’ = apdlt — o) +adlt — 1))
: Donde a,,a,,a,,¥,.¥, son constantes ¢ q {5 P Deonde t,.t, > 0; a,, a,,a, a Son constantes y 8t — t,),6(t —
1‘ T,: Pasos dar 5'_’_'”':“‘3“ a un_a t,) son funciones delta de Dirac
' P1: Aplicar r, hasta el paso 2 e ecuacién diferencial I o 15 Pasos --~
| P2: Aplicar primer teorema de traslacién. utilizando la transformada P1: Identificar la funcién della de Dirac. :
1 P3: Despejar Y(s). de Laplace’ P2: Aplicar T, hasta el paso 3. i
! P4: Aplicar la transformada inversa de Laplace. : P3 Apl!car la transformada de la funcion delta de Dirac. ]
: [P5: Tomar transformada inversa del primer teorema de P4: Aplicar los pasos 4 y 5 de 1, :
| traslacion. 3 1
! i i
! ~ '
: . i
: Ty: Resolver la ED con condiciones iniciales de |a forma \.\ :
ayy" + Y + gy = (1), ¥(0) =y, ¥'(0) =, 1 n b
: Donde ;. 8;,7e, ¥, S0N constantes y £(£) &5 Una Lncion \ T: Resolver una ecuacion inlegral de la forma !
t, st= 1
1 definida por tramos de la forma f(r) = i((r)) . = : \.\ o= g(t)+J—{[,)4,[t —)dr H
1 d = '
Pasos " a
: ;!1: Aplicar r, hasta el paso 2. W ?‘Ip\damlsﬁ af 6 trea :
L - 2| P2: Aplicar segundo tecrema de traslacion, o A;Tclarc\eri :r‘\;;gg t:m:isnac“’”- !
Ei Epeis:rlalé :’rgr?élormada inversa de Laplace. :i :EISPE’T y{;') " de Lant !
P5: Aplicar transformada inversa del segundo teorema de LIS NS oMada Kores Do Lapace, !
traslacion. 1
1
i

Figura 2. Esquema praxeolégico de la transformada de Laplace.

El tipo de tarea T_3 se relaciona con el tipo de tarea T_5 por la técnica que utilizan como
se menciono antes; incluso podemos observar que tT_5 necesita implicitamente a t_1 porque la
técnicat 3 llama a t 1. Por lo tanto, la técnica t_3 tiene mas alcance que la técnica t_5. Este
alcance también se puede ver a través de las tecnologias empleadas para los tipos de tareas
mencionados, con la diferencia que para T_5 tenemos como tecnologia principal a la
transformada de la funcion delta de Dirac.
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Para el tipo de tarea T, que se pide resolver una ecuacién integro-diferencial, se aplican
herramientas propias de la transformada de Laplace, como el teorema de convolucion, incluso se
puede observar que la técnica T, necesita implicitamente casi todos los pasos de T4 (excepto el
paso 2 de aplicar la transformada de la derivada), y esto debido justamente a la tecnologia 85 que
aplica la convolucion de funciones y también la traslacion de funciones (usado en t,) para
justificar la técnica. Sin embargo, no podemos hablar del alcance de la técnica debido a que los
tipos de tareas realizadas por T, son diferentes a los demas tipos de tareas encontrados
(T,T2,T3,T5y T).

El tipo de tarea T se presenta para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales, donde
las dos variables didacticas V4, V, generan cuatro subtipos de tareas. Debemos resaltar que en el
paso 2 de la técnica g Se resuelve un sistema de ecuaciones lineales, que se estudia en cursos de
matematica elemental a nivel escolar, porque se debe despejar una de las variables (usando
métodos vistos en algebra sobre sistemas de ecuaciones lineales) y continuar con el proceso de la
transformada de Laplace; por ende, la tecnologia ¢ para dicho paso se justificaria con técnicas
ya aceptadas en otra teoria, que en ese caso seria la teoria © del algebra

Podemos concluir, que, de acuerdo con la descripcion de la praxeologia, se puede mostrar
una perspectiva general de como los textos de ecuaciones diferenciales abordan el tema de la
transformada de Laplace mediante técnicas especificas de resolucion de ecuaciones diferenciales
con condiciones iniciales, lo cual es diferente a las tareas que dieron origen al concepto actual de
la transformada de Laplace, donde si bien es cierto, también se buscaba resolver ecuaciones
diferenciales, las técnicas empleadas para este fin eran distintas, porque Euler y Laplace
buscaban inicialmente reducir el orden de la ecuacion diferencial multiplicando el factor de la
exponencial; ademas en sus estudios realizados no mencionaban las funciones por tramos ni
condiciones iniciales.

Analisis praxeologico de la transformada de Laplace en E(DI)

Para esta parte, se ha considerado un curso esencial en la carrera de ingenieria mecatrénica
que es el curso de Control Clasico del sexto semestre de la carrera mencionada. La eleccién de
este curso para el analisis praxeologico es porque, segun el silabo, se presentan temas
relacionados a la transformada de Laplace, y se evidencia claramente en los primeros temas que
se desarrolla en el curso. Ademas, un docente principal del curso de Control Clasico nos explico
la importancia del curso, y nos brind6 la bibliografia que se utiliza en dicho curso, que son los
siguientes libros:

e Hernandez Gavifio, R. (2010). Introduccion a los sistemas de control: conceptos,

aplicaciones y simulacién con matlab. Pearson Educacion.

e Dorf, R. C., & Bishop, R. H. (2005). Sistemas de control moderno. Pearson.

e Ogata, K. (2003). Ingenieria de control moderna. Pearson Educacion.

Para el analisis praxeoldgico, utilizaremos los libros de Hernandez (2010) y Ogata (2003)
ya que, segun el Docente, hay ejercicios donde el estudiante puede practicar la parte teérica. Por
lo tanto, de las descripciones de los libros, surge nuestra pregunta generatriz: ¢ Como aplicar la
transformada de Laplace en el curso de Control Clasico? Y para dar respuesta a esta
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interrogante identificaremos distintos tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias, asociada a la
institucion de disciplinas intermediarias (E(DI)).

Ahora, para hacer un analisis praxeoldgico se va a organizar los diversos tipos de tareas,
técnicas, tecnologias y teorias utilizaremos el modelo praxeoldgico extendido dado por
Chaachoua, Bessot, Romo & Castela (2019) y tendremos en cuenta los siguientes criterios:

e Procedimientos necesarios para resolver las tareas planteadas.

e Justificaciones que van a garantizar el procedimiento que se emplee en la resolucién de

la tarea planteada.

e Procedimientos gque se toman en cuenta desde la matematica o la de Control Clasico.

e Teoria que justifica los procedimientos.

Para esta praxeologia se identificaron siete tipos de tareas, relacionados con hallar la
funcion de transferencia de un sistema de control determinado. Para modelar dichos sistemas de
control se utilizan los conocimientos previos de cursos iniciales como Fisica 1, donde los
estudiantes llevan temas como equilibrio, estatica, dinamica, movimiento amortiguado (temas
presentes en T3, T5, Tz y Tg). También estan presentes los temas de electrostatica y magnetismo
en Ty, Ty y T que son temas llevados en el curso de Fisica 3.

En T3, la variable didactica V4 toma algunas funciones elementales (constante, polindmica,
exponencial, seno, coseno) porque son las funciones que se estudiaron en la praxeologia de la
E(M). La funcion f(t) puede tomar las combinaciones lineales de las cinco funciones anteriores
y la técnica T4 seguiria siendo efectiva, y no seria necesario aplicar algun otro método.

Ti: La figura muestria un circuilo eléclrico que contiene un T;: Oblener la funcién de Wranslerencia ¥,(s)/¥,(s) de un

amplificador operacional. Oblsner la salida e, sistema de suspensién de un automevil, donde &l movimiento x;

n todas las condicio demds, ot &n n punto P del sistema es la enlrada, y el movimiento vertical

xpresian del desplazamiento ¥ (s) de la masa m, | x, del sistema es |a salida.
apiica una entrada a manera de fuerza /(1) e _
5 ¥ a5y
e : b ' Yy
o -

4: Pasos

Paso 1. Oblener las comentes entrantes y sallentes respectivas y
‘aplicar a ley de Kirchofl,

Pasa 2: Aplicar el paso 3 da la lécnica 1,

1,: Pasos

Paso 1: Realizar el modelo matematico

Paso 2 Reemplazar los datos dados de m, f(t).k y f.
Paso 3: Aplicar los pasos 1.2 y 3 de técnica 7, del EPTL.
Paso 4: Despejar X(s).

uack
15 licar el 3
Paso5: La salida X(s) es iqual al producto da la entrada F(s) por y ﬂ
el sistema 6(s). 150 4: Rea a
‘ obtener la WSS
| -
Y ¢Como aplicar la
"+ Oblener el modelo en ol espacio de es!
apar

Paso 3 Reemplazar los valores de cada resislencia y capacitador.
Paso 3: Despejar £y(s).

Ti: Obtener la funcion de lansferencia ¥(s)/U(s) de un transformada de Laplace
determinado sistema de dos masas, donde la entrada u es un
frstieiioe en el curso de Control
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Paso 1: Apicar a ley de Kirchoff con a transformada de Laplace.
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Paso 2. Aplicar la 1écnica 1, (paso 1y 2) del EPTL.
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Paso 4 La salida V(s) es igual al producto de la entrada F(s) por
i sistema G(s).
Figura 3. Esquema praxeoldgico de la transformada de Laplace.
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En T se utiliza el mismo sistema masa — resorte amortiguado usado en T7, pero con la
diferencia que en T se pide hallar la velocidad V (s), y justamente es lo que va a diferenciar la
técnica y tecnologia entre dichos tipos de tareas, ya que en T se resuelve una ecuacion
integrodiferencial usando t, de la praxeologia E(M). En T3, las variables didacticas deben ser
funciones racionales de una forma determinada, sin embargo, pueden ser cualquier funcion de
transferencia y la técnica seguiria funcionando, pero el céalculo se haria mas tedioso y afectaria
los pasos 1y 2 de 3.

Para el tipo de tarea T}, donde se presenta un circuito eléctrico, no tiene generadores de
tareas, y esto es debido a que, si se aumentan o se disminuyen resistencias, capacitores y/o
inductores, entonces se estaria generando otro tipo de tarea, que se podria resolver utilizando los
pasos 2y 3 de T4, pero el paso 1 necesitaria de otra tecnologia (circuitos RLC) y el célculo se
haria mas tedioso. Los tipos de tareas Ts* y T¢™* son parecidos, debido a que ambos utilizan un
sistema de suspension. Sin embargo, la diferencia es la cantidad de masas que se toman, ya que
en T* solo se toma una masa, y en T¢* se toman dos masas, formandose para este tipo de tarea
un sistema de ecuaciones diferenciales. Finalmente, para T, donde se da un circuito RLC y se
pide hallar la funcién de transferencia, graficar los polos y determinar la estabilidad del sistema.

Cabe resaltar que el software mencionado en Hernandez Gavifio, R. (2010) no se ensefia en
el curso en cuestion, sin embargo, el docente de curso les deja como tarea al estudiante y le
brinda un manual de Matlab. Por lo tanto, el anélisis realizado de los libros de Control Clasico
nos brinda un panorama acerca del uso de la transformada de Laplace, mediante la funcién de
transferencia, estabilidad de un sistema y espacios de estado de un sistema, y gracias a estos
temas se le da un significado a la transformada de Laplace.

Relacion y diferencias entre las praxeologias identificadas

Primero, podemos indicar que ambas instituciones E(M) y E(DI) ponen su foco de atencion
a la resolucion de tareas aplicativas, como resolver cierto tipo de ecuaciones diferenciales o
hallar la funcion de transferencia de algun sistema de control dado.

En la E(DI), se observa que la validacion de cada técnica se hace debidamente respetando
los conocimientos producidos en la E(M). Sin embargo, encontramos que en T+, la tecnologia 0’;’
se justifica con el Matlab para su técnica, esta validacion no proviene de la E(M), pero se
considera como valida para los ingenieros mecatronicos en formacién, es decir, la técnica 'y
tecnologia que se usa en T no proviene de la tecnologia teorica, sino de la componente practica.

Ademas, vemos que el componente tecnoldgico de la E(DI) es muy sensible al proceso de
transposicion, debido los discursos segun el contexto donde se aplica, por ejemplo, para T
vemos que 0’;’ se compone de modelos fisicos establecidos, pero si se cambiara por varias masas,
este modelo fisico también cambiaria, haciendo que la tecnologia empleada cambie.

En la figura 4 se muestran las relaciones existentes entre las praxeologias de las
instituciones E(M) y E(DI) a traves de los tipos de tareas. La linea punteada indica que los tipos
de tareas T3 y T se relacionan de manera indirecta para calcular la funcion de transferencia, es
decir, en algunos tipos de tareas se da una funcién de transferencia que proviene de una funcién
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por tramos, ya sea de escaldn unitario, de rampa, o funcion de Dirac. Luego se utilizan tablas
para aplicar la inversa de la transformada de Laplace y regresarlo al dominio del tiempo.

Relacion
entre el tipo
—> detareayla

1—‘ Calcular la 1un0|on de lransferencla funcién de

transferencia

Relacion parcial
i entre el tipo de
A ===> fareayla
funcién de
transferencia

Figura 4. Esquema praxeol()gico para ensefiar sobre la transformada de Laplace (EPESTL).

En resumen, podemos decir los pasos de la técnica que se realizan en los tipos de tarea (T;)
de la E(M) no se utilizan en los tipos de tarea (T) de la E(DI), ya que solo se llega a aplicar la
transformada de Laplace, pero no la inversa, como en todos los tipos de tarea de la E(M).

Conclusiones y resultados

De acuerdo con el objetivo planteado inicialmente para nuestro trabajo, el cual era mostrar
la transposicion del saber relacionado a la transformada de Laplace, podemos identificar que los
tipos de tareas de la E(M) son de caracter intramatematico, y la resolucion de las tareas se realiza
a través de las tablas de transformadas de Laplace y su inversa también, y su foco de atencion se
centra en resolucidn de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales dadas, para finalmente
realizar ejercicios aplicativos de modelacion matematica, es decir, su razon de ser.

También se pudo identificar que para el curso de Control Clésico (es decir, la E(DI)), la
praxeologia identificada hace uso de técnicas y tecnologias provenientes de la E(M), de manera
que se pueden ejercer tareas propias del entorno profesional del ingeniero mecatrénico, es decir,
la contribucion de la E(M) se encuentra principalmente en el nivel del desarrollo de las
tecnologias que validan las técnicas, segun los criterios especificos para el area de la Teoria de
Control.

Ademas, en el curso de Control Clasico, se puede observar en la praxeologia encontrada
que en la mayoria de problemas que se resuelven en el curso no se utiliza la definicién formal de
la transformada de Laplace a través de la integral impropia, tampoco se resuelve de manera
explicita una ecuacion diferencial, ya que lo Unico que se necesita en algunos problemas es hallar
la funcion de transferencia tomando la transformada de Laplace en cada término y ya no buscar
la solucion especifica, sino que trabajando solo en “s”, se busca las caracteristicas del sistema
(estabilidad) sin necesidad de llegar, en algunos casos, a la solucion del sistema en el dominio
del tiempo. También podemos ver que, incluso en el curso de Control Clasico, hay ejercicios
donde ya no se utiliza la transformada de Laplace, sino que se hace a través de Matlab.

Se ha podido identificar que el concepto de la transformada de Laplace no solo tiene su
foco de atencion como herramienta para resolver ecuaciones diferenciales, sino también como un
instrumento potente para la interpretacion del comportamiento basico de un sistema de control.
Por tal motivo, se sugiere que en el curso de ecuaciones diferenciales se deban considerar méas
tipos de tareas basadas en modelacion matematica, de modo que el estudiante se adapte a las
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técnicas y tecnologias que se aplican, como en los tipos de tareas T, T5, T4, T, T Y T donde
se modelan sistemas que requieren conocimientos bésicos de fisica y con ayuda de la E(M).
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Resumo

O Calculo Diferencial e Integral (CDI) esteve presente na escola secundaria
brasileira desde a década de 1950 sendo retirado, oficialmente, quarenta anos depois.
Entretato, no Centro Federal de Educacéo Tecnoldgica de Minas Gerais (CEFET
MG) ainda esta presente no curriculo. Nosso objetivo € apresentar uma breve
descricao desta trajetoria e um primeiro olhar sobre um material de CDI da
instituicdo de 1973. Para isso, nos baseamos nas trés esferas de analise histdrica:
contextual, epistemologica e historiografica. Conclui-se que o ensino do contetdo se
d& de modo mecénico por meio do estudo de técnicas sem formalizagdo ou
aplicabilidade em areas técnicas.

Palavras-chave: Historia da Educacdo Matematica; Ensino Técnico; Céalculo
Diferencial; Brasil; Ensino Profissional.
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Introducéo

Este trabalho que aqui relatamos € parte de uma pesquisa maior que busca entender
como, historicamente, se desenvolve o ensino e a aprendizagem de contetidos de Calculo
Diferencial e Integral de funcdes reais de uma varidvel real nas escolas técnicas federais, em
particular, no Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica de Minas Gerais (CEFET-MG) nas
unidades de Belo Horizote. Nosso objetivo neste texto é apresentar uma primeira analise do
material produzido e utilizado na instituicdo em 1973,

A Instituicdo-CEFET-MG

Essa instituicdo foi criada em 1909 como Escola de Aprendizes e Artificies, iniciando
suas atividades em 1910, com o objetivo de atender a populagédo dos desvalidos; ou seja, aos
filhos dos desfavorecidos de fortuna. Sofre diversas transformacdes e em 1969 a instituigéo
passa a denominar-se Escola Técnica Federal de Minas Gerais. Destacamos que no Brasil , nessa
época, existiam 23 Escolas Técnicas ao longo de todo o territorio e em todas as regides do pais.
Humberto Castelo Branco era presidente do Brasil nesse periodo, cargo que exerceu de 1964 a
1967; enquanto que no periodo da publicacdo do material analisado o presidente era Emilio
Garrastazu Médici, que exerceu o cargo de 1969 a 1974. Esse periodo, entre 1969 e 1973, ficou
conhecido no pais como “Milagre Econémico”, sendo um momento em que se esperava que as
profissbes da area tecnologica fossem propulsoras do desenvolvimento industrial brasileiro.
Apesar do éxito econdémico, Fausto (1995) afirma que esse periodo foi um dos periodos mais
tenebrosos no campo politico. Ainda segundo o autor, “em 1968 e 1969, o pais cresceu em ritmo
impressionante registrando, a variagdo respectivamente de 11,2% e 10,0% do PIB, o que
corresponde a 8,1% e 6,8% no calculo per capta.” (Fausto, 1995, p.482).

Entre as décadas de 1940 a 1960 a entdo Escola Técnica de Belo Horizonte oferecia
cursos técnicos de Mecénica Industrial, Estradas e Eletromecanica. O Curso Técnico Industrial
era reconhecido pelo Conselho de Engenharia e Arquitetura (CREA) e habilitava o formando a
exercer uma profissdo dentro da area técnica das empresas.

Distaciando-se dos objetivos tracados no decreto de 1909, os cursos técnicos oferecidos
pela Escola Técnica Federal de Minas Gerais atingem uma qualidade alta e atraem diversos
publicos, inclusive a populacdo elitizada, e essa escola se torna uma instituicdo moderna, com
foco nas necessidades do pais. Essa alteragcdo acontece, também, em outras Escolas Técnicas do
pais, por exemplo, na Escola Técnica de Curitiba em que ha

uma transformacdao das Escolas de Aprendizes Acrtifices, de habilitadora dos “filhos dos
desfavorecidos da fortuna”, para se tornarem formadoras de uma elite de técnicos necessarios para a
industria, com uma formacao direcionada para a sua disciplinarizacdo, ndo prescindindo para isso
dos principios da racionalizacdo cientifica (Amorim, 2010, p. 173).

A Escola Técnica Federal de Minas Gerais, em 1972, implantou seus primeiros cursos
superiores, iniciando pelo curso de Engenharia de Operacédo Elétrica e Mecénica, de acordo com
0 Decreto n°70 366/72. Segundo Pagani (2016), “essa escola, em 1978, através da lei n® 6.545,
passa a se chamar Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica-CEFET-MG”.(p.26).
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O Ensino de Calculo Diferencial e Integral nas Prescri¢cdes Curriculares
para o Ensino Médio

Nos dias atuais é possivel perceber que o ensino de Calculo Diferencial e Integral ndo é
prescrito nos Curriculos nacionais e estaduais do territorio brasileiro. Mas nédo foi sempre assim.
Existiu um periodo em que ele era obrigatorio para o Ensino Médio. A presente secao objetiva
apresentar esse periodo e indicar 0s possiveis motivos para que esse objeto do conhecimento nao
esteja mais nas prescri¢oes curriculares.

As reformas conhecidas como Benjamin Constant e Amaro Cavalcanti, no anos de 1890,
marcaram a primeira decada do periodo republicano no Brasil. Nelas o ensino de Calculo
Diferencial e Integral esteve prescrito para o Ensino Médio, na época conhecido como Ensino
Secundario, com o objetivo de inserir 0 aluno no Ensino Superior. Salientamos que esse ndo era
0 Unico objetivo, mas um deles e o mais latente.

Na reforma Benjamin Constant a disciplina Calculo Diferencial e Integral® foi prescrita
para o 3° ano de ensino, devendo ser revisada nos quatro anos seguintes. Na reforma Amaro
Cavalcanti, a disciplina era prescrita a partir do 5° ano até o 7° ano. Diferentemente do que
acontece na primeira reforma, na Amaro Cavalcanti o Calculo Diferencial e Integral ndo é posto,
em momento algum, como revisdo, mas sim com disciplina ao longo dos trés anos.

A Reforma Francisco Campos, ocorrida na década de 1930, divide o Ensino Secundario
em dois ciclos: fundamental e complementar, sendo o primeiro com duragédo de cinco anos e 0
segundo com duracdo de dois anos. Como o ensino complementar tinha por objetivo preparar o
aluno para ingressar no Ensino Superior, ele foi dividido em trés modalidades: pré-juridico, pré-
médico e pré-politécnico. Apenas nas duas ultimas modalidades o ensino de Célculo era prescrito
mas, restringindo-se as no¢oes de limite e derivada.

De acordo com Carvalho (1996), no inicio dos anos 1940, na Reforma Capanema,
conteudos do Calculo também fizeram parte do curriculo da escola secundaria. No entanto,
Araujo (2016) afirma que néo aparece, em nenhum dos cursos instituidos na reforma Capanema,
o contetdo de Calculo. O que existe é apenas uma referéncia sobre o estudo do comportamiento
variacional das fungdes e das derivadas no ensino Cientifico. O contetdo relacionado ao estudo
de integrais e primitivas de uma funcdo voltam a aparecer, oficialmente, nos programas de
ensino apenas em 1951.

Avila (1991) resume a histéria do ensino de Calculo no Brasil da seguinte forma:

[...] fazia parte do programa da 3?2 série do chamado curso cientifico o ensino da derivada e
aplicacGes a problemas de maximos e minimos, além de outros tépicos como polindmio de Taylor.
Isso desde 1943, quando foi instituida uma reforma do ensino secundario que ficou conhecida pelo
nome do ministro na época, o sr. Gustavo Capanema. Mas mesmo antes da reforma Capanema,
quando o que hoje chamamaos de 52 a 82 série mais 0 2° grau era o curso ginasial de 5 anos, seguidos
por dois anos de pré-universitarios, ja o Calculo fazia parte do programa no pré das escolas de
engenharia. (Avila, 1991, p.1)

A partir de agora, toda vez que usarmos a palavra Calculo estaremos no referindo ao Calculo Diferencial e Integral
de fungdes reais de uma variavel real.
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Para esse autor, € um erro grave descartar o ensino de Calculo, pois ele considera esse
contetido como o mais significativo da Matematica para a formacdo do aluno, num contexto de
ensino atual.

A partir de 1960 até meados de 1980, 0 Movimento da Matematica Moderna —
MMM esteve no auge das discussdes, lideradas pelo professor Osvaldo Sangiorgi, ndo
se restringindo apenas sobre a necessidade de uma reforma curricular, mas também
influenciando a formacéo do professor.

Um dos pontos propostos durante 0 MMM foi a modernizacéo dos contetdos, tendo
como um dos motivos o fato de que as reformas de Constant e Capanema néo terem tido éxito ao
tentarem resolver questdes sobre o Ensino Secundario, além de ter como objetivo a aproximagéo
do ensino ministrado nas escolas com a pesquisa, considerado um modo de contribuir para o
desenvolvimento tecnoldgico.

Assim, com esse Movimento, comeca a retirada do ensino de Célculo do curriculo das
escolas secundarias, para a inclusdo de contetdos que foram considerados mais importantes
durante 0 Movimento. Segundo Avila (1991, p.2), “ndo haveria mesmo espago para tanta coisa
nos programas, ja que o rigor e formalismo exigiam o ensino da teoria dos conjuntos e varios
detalhamentos axiomaticos que toma tempo.”

Metodologia

A pesquisa foi realizada de acordo com a adaptacgdo das trés esferas de analise historica
como direcionadas por Moura (2017), a saber, a historiogréafica, a epistemologica e a contextual.
Por esfera historiografica entende-se um estudo critico das varias formas pelas quais ja se
analisou 0 mesmo documento. Entretanto, como o documento investigado ainda néao foi
completamente estudado esta esfera ndo serad considerada em nossa analise, por esse motivo
adaptaremos as esferas de analise.

A esfera epistemologica auxilia a analisar o conjunto de conhecimentos e a¢oes
compartilhados pelos contemporaneos do documento analisado, ou seja, € o estudo critico dos
principios, das hipoteses e dos resultados da dimenséo interna desse documento. Essa esfera
sugere um dialogo entre uma rede de outros diversos documentos dos mais variados temas.

Por ultimo, a esfera contextual por meio da qual realiza-se um estudo do contexto
histdrico propriamente dito, langando luz sob as circunstancias sobre as quais foi elaborado o
documento que estd em analise; ou seja, sdo relagdes de diferentes ordens (politica, social,
filosofica e religiosa) das quais permearam o ambiente em que o documento foi produzido. E
importante salientar que as esferas de analise ndo acontecem de modo isolado, mas durante todo
0 processo da pesquisa e, por isso, ndo sdo destacadas no trabalho.

Além disso, para nosso estudo entendemos que a denominacdo fontes diretas e indiretas
na perspectiva de Barros (2019, p.32) que sugere que os termos fontes primarias, secundarias e
terciarias estdo em desuso, embora muito vistos em trabalhos historiograficos no campo da
Educacdo Matematica no Brasil. O estudioso ainda ressalta que uma classificagdo nesse sentido
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depende do objeto em anélise e uma mesma fonte pode ser tanto direta e indireta, a depender do
olhar do pesquisador. As fontes indiretas podem se situar “em uma cadeia documental,
testemunhal ou informativa, colocando-se por exemplo, entre o historiador e um primeiro
documento ou testemunho, anterior a ele”.

O Calculo no contexto da Escola Técnica Federal de Minas Gerais

Nos cursos técnicos da Escola Tecnica Federal de Minas Gerais, atual CEFET-MG, 0s
conteudos de Célculo Diferencial e Integral (CDI) estavam inseridos, no curriculo de todos os
cursos técnicos, na disciplina de Matematica para atender as demandas das disciplinas técnicas.
Entretanto, com as transformacdes vivenciadas na instituicao

[...] a partir do ano letivo de 2013, pasa a ser restrito aos cursos de Eletronica, Eletrotécnica e
Mecatronica. Atualmente, os conteidos de CDI sdo ministrados no 2° ano do Ensino Médio, ao
longo do 3° bimestre. (Pagani, 2016, p.27).

A pesar da justificativa para o estudo de CDI ser a necessidade de disciplias técnicas, em
nossas investigacdes nos deparamos com materiais produzidos a partir da década de 1970, no
formato de livros ou apostilas, com intuito de padronizar o ensino de CDI. A padronizacao era
requerida ndo so na instituicdo mineira em que se insere este trabalho, mas em todas as escolas
técnicas federais do pais.

Alguns desses materiais foram produzidos em parceria com profesores que atuavam em
outras regides e estados brasileiros. Estamos restritos, neste trabalho, ao material didatico
produzido em 1973 por dois professores do Escola Técnica Federal de Minas Gerais destinado a
segunda serie dos cursos técnicos.

Descricdo do material analisado

Conforme mencionado anetrioremte, em 1973, o ensino de Célculo era ministrado na segunda
série do segundo grau, denominacao dada a época para o Ensino Médio atual e nosso objetivo
aqui é apresentar uma primeira anélise do material (apostila) produzido e utilizado na instituig&o,
para o ensino de Matematica.

Por meio de informacdes contidas na capa podemos ver que o material foi escrito pelos
professores Arnaldo Stochiero e Jodo Bosco Laudares, ambos docentes da Escola Técnica
Federal de Minas Gerais, da Escola Superior de Agrimensura. O primeiro deles, na época, ainda
era professor da Universidade do Trabaho de Minas Gerais (UTRAMIG) e do Colégio Estadual
de Minas Gerais. O segundo, além de lecionar nas duas instituicdes ainda era professor na
Universidade Catolica de Minas Gerais e no Colégio Arquidiocesano de Belo Horizonte.

Ademais, a capa ainda apresenta uma imagem de uma curva com destaque para uma area
S delimitada pelo eixo X e 0s pontos a e b 0 que pode ser calculado por meio de uma integral
definida, cujo simbolo se encontra logo abaixo do gréfico (figura 1). Essas informacGes
representam indicios de que o calculo de area sob curvas por meio de integrais definidas fazia
parte do contetdo a ser ensinado. Entretanto, até 0 momento, ndo sabemos qual a relacdo desse
conteudo com as disciplinas técnicas.
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Figura 1. Capa da apostila analisada

Neste material constatamos o ensino de Matematica da segunda série era composto pelos
contetidos descritos nas oito unidades da apostila, a saber: (a) Determinantes; (b) NUmeros
Complexos; (c) Funcdes Numéricas e Graficos; (d) Limite de uma funcéo; (e) Funcbes continuas
e descontinuas; (f) Derivadas; (g) Célculo Diferencial e integral: integral indefinida.

Nesta fonte documental, podemos observar que a ultima unidade de ensino do material
analisado é dedicada ao estudo da Integral definida e inicia com a definicdo e a interpretacdo
geométrica dela, conforme figura 2 a seguir.

Figura2. Integral. Stochiero e Laudares (1973, p.109)

Observe que das oito unidades, cinco delas se referem ao contetdo de CDI, o que
representa 51% das péginas do material em analise. Apresentaremos, na se¢ao seguinte, uma
discusséo sobre a unidade 1V — Limite de uma funcao.

Limite de uma funcéo

A unidade IV do material é dedicada a nocédo de limite de um funcéo que é apresentada
de modo intuitivo, sem uma defini¢do formal. De acordo com os autores:

Diz-se que uma funcéo f tem por limite o nimero N, quando a variavel x tende para o valor dado a,

guando o valor f(x) da funcéo pode tornar-se tdo préximo do nimero N quanto desejarmos, desde
gue x esteja suficientemente proximo de a. (Stochiero e Laudares, 1973, p.59)
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A auséncia de uma definicdo formal de limite por meio de epsilons e deltas, consoante ao
rigor atual, deve ser analisada de acordo com a esfera epistemoldgica e comparagdo com outras
obras do mesmo periodo. Ainda em fase de investigacdo, ao compararmos com Junior (1974)
percebemos que ele também nédo apresenta a definicdo formal de limites e se assemelha ao
material analisado da Escola Técnica Federal de Minas Gerais.

Além disso, no ensino superior brasileiro,na década de 1960, inicia-se uma discussdo no
sentido de transformar o ensino de Calculo que se aproximava ao que hoje é Analise Matematica,
com a formalizacdo mencionada anteriormente, em uma disciplina de CDI sem a formalizacao
exigida nessa primeira disciplina. Sendo a década de 1970 um periodo de mudancas no qual
existiam, de acordo com Raad (2012), cursos de Céalculo com uma visdo mais analitica, rigorosa
e demonstrative e outros que privilegiavam as técnicas, a aplicagdo. Nesse sentido, o Ensino da
Escola Técnica Federal de Minas Gerais se aproximava da segunda opcéo, mais voltado as
técnicas e sem um rigor matematico propriamente dito. Os conceitos sdo apresentados ao longo
do texto de maneira intuitiva seguidos de diversos exercicios que valorizam e exigem
manipulagdes algébricas para que se calcule os limites desejados.

Considerac0es Finais

A partir da pesquisa realizada até o0 momento, percebemos como o Calculo Diferencial e
Integral se insere no CEFET MG a partir de necessidades de desevolvimeto industrial e
tecnoldgico no Brasil na década de 1970. Aliado a isso, a instituicdo segue uma tendéncia
brasileira no ensino de CDI do ensino superior voltado a técnicas e aplicabilidade em detrimento
de uma matematica formal com demonstracGes. Apesar disso, 0 material analizado néo apresenta
aplicacOes voltadas aos cursos técnicos da instituicdo, ou seja, o contetdo fica restrito a
disciplina de Matemaética, com foco em técnicas de resolucdo de limites.

Nesse sentido, a partir deste trabalho inicial, pesquisas futuras serdo realizadas de modo a
entendermos as necessidades dos estudantes do ensino técnico da década de 1970 em
aprenderem o CDI e suas aplicabilidades na area técnica e no desenvolvimento tecnologico e
industrial brasileiro do periodo.
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Resumo

Este trabalho apresenta o contexto educacional da Rede Publica Municipal de Ensino
do Municipio de Porto Alegre/RS (Brasil) nos anos 1990. Foi escrito a partir do
recorte da Tese de Doutorado “O ensino de Matematica nas escolas publicas
municipais de Porto Alegre a partir da implantacédo dos Ciclos de Formacao: aspectos
histdricos (1995 — 2019)”. Nele estdo presentes discussdes sobre o0 Ensino de
Matematica proposto pela Prefeitura Municipal de Porto Alegre para o Primeiro
Ciclo da Escola Cidada, apds a elaboracdo da proposta pedagogica por Ciclos de
Formacao. A pesquisa se desenvolveu a luz da Hermenéutica de Profundidade, que
se caracteriza pela interpretacdo de objetos simbolicos junto & conjuntura e
reconstruindo a histdria. Apos analisar os documentos, a legislacdo, as entrevistas e 0
momento em que a sociedade brasileira vivia, especialmente na cidade de Porto
Alegre, foi possivel abordar os conteddos de Matematica ensinados no Primeiro
Ciclo das Escolas Publicas Municipais desta cidade.

Palavras clave: Ensino de Matematica; Hermenéutica de Profundidade; Curriculo;
Historia da matematica; Ciclos de Formagcéo.

Introducéo

Este trabalho refere-se a um recorte da Tese de Doutorado, cujo titulo é “O ensino de
Matematica nas escolas publicas municipais de Porto Alegre a partir da implantacao dos Ciclos
de Formac&o: aspectos histéricos (1995 — 2019)”. Portanto, trata-se de um estudo historico,
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dirigido as bases que formaram o curriculo a partir da proposta Escola Cidada e que auxiliou na
construgdo da base pedagogica desta rede de ensino.

O conhecimento historico se faz importante para que os professores possam conhecer o
cenario que constituiu o Ensino de Matematica da rede em que atuam, para que consigam
reconhecer o cendrio educacional e o contexto social que envolve a formacao do curriculo
escolar e, com isso, ampliar a visdo sobre a importancia da educacdo para as comunidades.

O pesquisador necessita entender o contexto socio-histérico da regido em que esta sendo
realizada a investigacao, para que consiga aprofundar sua analise junto aos documentos
encontrados. Por conta disso, nesta pesquisa foi utilizada a metodologia da Hermenéutica de
Profundidade de John Thompson, que se baseia na Hermenéutica de Friedrich Daniel Ernst
Schleiermacher. Thompson, por sua vez, adaptou a metodologia de interpretagdo hermenéutica
para a realizacdo de estudos historiograficos, desenvolvendo o método da Hermenéutica de
Profundidade, que auxilia na aproximacao do pesquisador com as qualidades que envolvem a
sociedade do periodo estudado.

Sendo assim, a metodologia da pesquisa se desenvolveu por meio de interpretacdo de
documentos e leis que embasaram a cria¢do da Escola Cidadd, leituras bibliogréaficas acerca da
Rede Municipal de Porto Alegre e entrevistas com agentes participantes da implementacéo da
Escola Cidadd em Porto Alegre, com a estrutura educacional através dos Ciclos de Formacgao. Os
documentos analisados foram encontrados nos arquivos das escolas publicas municipais, na
Secretaria de Educacdo Municipal de Porto Alegre e nos sites da Prefeitura Municipal e,
conforme eram analisados, verificou-se 0s nomes dos principais agentes que fizeram parte da
construcao destes documentos e assim, procurou-se estas pessoas para a realizacao das
entrevistas. Do mesmo modo, nas entrevistas surgiam novos nomes que foram contactados e
contribuiram para o desenvolvimento desta pesquisa.

Hermenéutica de Profundidade

De acordo com Strecker e Schnelle (1997, p. 179) “al definir la hermenéutica como “arte
de la comprension’ y como disciplina filolégica, Schleiermacher consigue superar la distincién
entre la hermenéutica sacra y la hermenéutica profana”!. Assim, a Hermenéutica de
Profundidade, segundo Thompson (2011, p. 33):

Ao mesmo tempo em que a tradigdo da hermenéutica pode chamar nossa atencdo para essas e outras
condi¢Bes hermenéuticas da pesquisa socio-historica, ela pode também nos propiciar, num nivel mais
concreto, algumas orientacdes metodolégicas para pesquisa. Desenvolvo essas orientagGes através do
que chamarei de referencial metodoldgico da hermenéutica de profundidade. A ideia da hermenéutica
de profundidade é tirada do trabalho de Paul Ricoeur, entre outros. O valor dessa ideia é que ela nos
possibilita desenvolver um referencial metodoldgico que esta orientado para a interpretagéo (ou
reinterpretacdo) de fendmenos significativos, mas em que os diferentes tipos de analise podem
desempenhar papéis legitimados e que se apoiem reciprocamente.

! Ao definir a hermenéutica como ‘arte de compreender' como disciplina filoldgica, Schleiermacher consegue superar
a distingdo entre hermenéutica sagrada e hermenéutica profana (traducéo do autor).
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A Hermenéutica de Profundidade, entdo, estd embasada na interpretagcdo dos objetos
simbolicos expressos nos documentos historicos, assim como em narrativas advindas de
conversas, entrevistas ou gravacoes. Esses simbolos sdo os fatos constituidos através das
conjunturas que se desenvolveram na sociedade no periodo pesquisado, gerando o contexto
histdrico que esta por tras da composicéo destes objetos simbdlicos.

Nessa perspectiva, a reconstrucdo da historia necessita de uma compreensao de modo que a
reinterpretacdo seja realizada com base na interpretacdo do contexto que levou a construcao dos
documentos estudados. Por vezes, havera a necessidade de o historiador sintetizar os objetos de
estudo através de sua simbologia, facilitando, assim, a sua compreensao.

Assim, a pesquisa foi realizada através da interpretacdo dos documentos encontrados nos
arquivos da biblioteca da Secretaria Municipal de Educacéo de Porto Alegre, dos arquivos das
escolas publicas municipais e das entrevistas com 0s agentes atuantes na construcdo da proposta
pedagdgica da Escola Cidadd, com o auxilio de referenciais teéricos que compdem a
contextualizacdo da sociedade porto-alegrense do periodo pesquisado.

Ciclos de Formacéo

Os ciclos de formacao de Porto Alegre sdo identificados por Perrenoud (2004) por ciclos
de aprendizagem, e constituem uma proposta de organizar a formagdo escolar sem que haja a
ruptura anual, dando aos alunos mais tempo em uma mesma etapa escolar.

As escolas sem programas anuais se desenvolveram em escolas experimentais ou alternativas. Alguns
sistemas educacionais instauraram aqui € ali, por meio de reformas particulares, ciclos de
aprendizagens plurianuais durante um tempo e, depois, voltaram as etapas anuais (Perrenoud, 2004, p.
11).

A organizacao curricular escolar atraves dos ciclos de formacao constituiu-se em diversos
paises como uma alternativa a seriacdo dos anos escolares assim, todo o processo de ensino passa
a ser uma etapa ampliada e com qualidades distintas da usual.

A reorganizacao temporal da escola em ciclos se insere em um processo de reavaliacdo pelo qual a
escola de ensino fundamental passa em varios paises, incluindo tanto paises latino-americanos quanto
os Estados Unidos e paises europeus, entre eles Portugal, Espanha e Franga (Lima, 2000, p. 3).

Essa reorganizagédo dos tempos escolares precisa ser elaborada de forma conjunta entre
estudos cientificos, em consonancia com os documentos escolares oficiais que regem as
estruturas de ensino da educacéo bésica e discussao com profissionais que atuam no campo
educacional, professores e pesquisadores da area, para que se consiga desenvolver objetivos que
gostariam de alcancar através desta reestruturacao.

Consequentemente, um certo nimero de problemas surge em larga escala e, portanto, em termos
renovados. Nao se trata mais de inventar uma organizacao atipica em uma escola alternativa, mas de
conceber uma organizagdo em ciclos para a totalidade do ensino fundamental, até mesmo para a
totalidade da escolaridade de base (Perrenoud,2004, p.11).

Parte dos problemas da educacgéo basica em diversas regides do planeta estao relacionados
com a desatualizagédo das estruturas educacionais, que foram formadas no passado e que néo
evoluiram em conjunto com a sociedade. Assim, precisa-se repensar o contexto escolar,
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alterando a estrutura pedagdgica para que a atual e as novas geracdes tenham a oportunidade de
vivenciar experiéncias que condizem com o seu contexto, diminuindo o desinteresse pela
educacdo, que, em parte, gera evasdo e fracasso escolar. Essa deve ser uma construcao coletiva
entre administracdo publica, professores e comunidade escolar, para que se consiga elaborar um
curriculo que rompa com a estrutura tradicional de ensino e abranja as necessidades da
populacgéo.

O Ensino de Matematica no Primeiro Ciclo da Escola Cidada

Para que se possa obter melhor entendimento do processo educacional, é necessario
entender o contexto que gerou as alteraces na forma de se trabalhar a Matematica. Dentre 0s
documentos analisados estéo: leis, regulamentacdes, decretos, documentos escolares e entrevistas
e a analise do contexto politico de cada periodo no processo de ensino e aprendizagem das
escolas publicas municipais.

Nos anos 1990, especificamente o0 ano de 1995, foi posto em prética a construcao de um
plano de trabalho, que mais tarde virou a base da proposta pedagogica da Secretaria Municipal
de Educacdo de Porto Alegre — SMED, registrado e publicado no Caderno Pedagogico n° 9
(Scherer, 2013). Neste plano de trabalho consta a organizacdo das areas do conhecimento, entre
elas a Matematica. Neste primeiro documento, no Primeiro Ciclo ndo h4 uma definicdo de quais
conteudos de Matematica devem ser trabalhados dentro da proposta dos Ciclos de Formacao,
porém, é possivel observar no plano de trabalho do ciclo, a indicacéo do que esta sendo
trabalhado em Matematica pelos professores. A organizacgéo elaborada em 1995 foi estruturada
em 3 (trés) ciclos (A, B e C), cada um contendo trés anos (A10, A20, A30, B10, B20, B30, C10,
C20, C30).

Nesta proposta de ensino, ndo ha uma relagdo do desenvolvimento de conceitos
matematicos pré-estabelecidos no plano de estudos do Regimento Padréo. Pois acreditava-se na
liberdade dos professores construirem seus planos de trabalho de maneira interdisciplinar e a
Matematica surgiria em meio a atividades de outras disciplinas dentro do estudo elaborado a
partir da pesquisa socioantropoldgica realizada junto a comunidade escolar (Azevedo, 2007).

O processo educacional, entdo, era pensado e planejado de forma conjunta. Poderia ser que
professores de outros ciclos auxiliassem nesta construcdo. E isso apareceu nas falas dos
entrevistados, onde evidenciaram que a Escola Cidada era constituida com base na coletividade,
onde os professores planejavam as a¢des pedagdgicas a partir do interesse e da necessidade de
sua comunidade escolar. O planejamento coletivo era fundamental para encontrar um caminho
que abrangesse a Matematica para a vida em meio a Matematica dos programas escolares.

Na proposta dos Ciclos de Formacéo foi discutida a questdo da Matemaética amplamente
nas formacdes internas (das escolas) e nas externas (promovidas pela SMED). Constatou-se que
era preciso contrabalancar a Matematica trabalhada para atender a perspectivas da comunidade
escolar, vinculada aos anseios encontrados na pesquisa socioantropoldgica, com a Matematica
dos programas escolares pré-estabelecidos.

Refletir sobre a contribuigdo da Matematica na escola por Ciclos de Formagao é pensa-la
profundamente articulada ao cotidiano, ndo havendo, portanto, separagdo entre a Matematica da vida e
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a Matematica dos bancos escolares. Uma deve estar a servico da outra. A ordem n&o importa. E
fundamental pensar um curriculo articulado e a forma como a escola vem cumprindo e construindo o
seu papel social na formacgdo de um sujeito critico e capaz de propor alternativas para melhoria do
espaco em que vive (Eckhardt; Santos, 2004, 68).

No Brasil, o Primeiro Grau era composto de oito anos, enquanto a rede de Porto Alegre
criou um sistema de nove anos, entdo o primeiro ano das escolas publicas desta rede municipal
correspondia ao ultimo ano da Educacao Infantil. Por isso, os contetudos de Matematica
abordados eram referentes a seriacao, classificacdo e conhecimento de figuras geometricas. De
acordo com os documentos oficiais, as atividades eram desenvolvidas através de a¢des ludicas
por meio de atividades interdisciplinares.

Sendo assim, professores deste ciclo propuseram o trabalho de sistema monetario através
das tematicas seguintes: salérios, pesquisa de pre¢os no comércio da comunidade escolar, valores
gastos na festa junina escolar, constru¢do de um minimercado na sala de aula, comparacéo entre
0 modo de vida das diversas classes sociais, troca de cartas entre as turmas e producédo de textos
coletivos. Trabalhou-se, também, com saidas de campo ao Mercado Publico Municipal. Toda
essa abordagem foi a proposta de trabalho para a area da Matematica. Torna-se evidente a
interdisciplinaridade com a disciplina de Lingua Portuguesa, podendo até dizer que houve
integracdo com a &rea socio-historica na questdo geogréafica. Considera-se que, mesmo nao
havendo uma programacao oficial de conteldos de Matematica, nao significa que o professor
ndo esta trabalhando esta disciplina. Existe o entendimento de realizar o trabalho pedagdgico
sem que haja a formalizagdo dos conteudos de maneira explicita.

Quando mencionamos que devemos trazer as vivéncias dos alunos para sala de aula e, a partir delas,
construir novos conhecimentos que tenham significado, propomos uma ruptura com a linearidade dos
conteidos matematicos previamente estabelecidos. N&o estamos dizendo com isto que ndo os
tenhamos que ensinar. Esta ruptura proporciona aos alunos e professores outra visao de sujeito numa
perspectiva transformadora e, principalmente, leva o professor a superar sua propria concepgao de
ensino e de aprendizagem, pois ndo queremos um processo de colonizacdo da cultura dominante sobre
a cultura das classes populares (Eckhardt; Santos, 2004, p. 69).

Ja para o fim deste Primeiro Ciclo, no seu Terceiro ano, os contetdos de Matematica
trabalhados estavam vinculados as escalas dos mapas e planificacéo das areas territoriais.

Conforme a proposta da Escola Cidada, as atividades desenvolvidas séo elaboradas de
maneira interdisciplinar. Entretanto, a Matematica no Terceiro Ano do Primeiro Ciclo ficou sem
registro oficial nos planos de trabalho, embora houvesse o entendimento de que a Matematica
estivesse sendo trabalhada a partir da planificagcdo dos mapas, assim como no estudo do espaco
da sala de aula e da escola, pois se tratava de atividades relacionadas a geometria métrica e ao
trabalho de proporcionalidade quando ao serem abordadas as escalas dos mapas.

Considerac0es finais

A intencdo da SMED era diminuir os indices de evasdo e de multipla repeténcia. Desse
modo, chegaram a uma proposta na qual as escolas publicas municipais foram integradas de vez
com os moradores do seu entorno, pois as aulas eram planejadas conjuntamente entre 0s
professores de forma interdisciplinar a partir de uma pesquisa socioantropoldgica realizada junto
a comunidade, dessa forma nasceu a Escola Cidada organizada por Ciclos de Formacao.

Comunicacéo; Primaria XVI CIAEM-IACME, Lima, Pert, 2023.

98



O Ensino de Matematica no Primeiro Ciclo da Escola Cidada 6

Ao retratar a histdria do Ensino de Matematica das Escolas Pablicas Municipais de Porto
Alegre entre 1995 e 2019, foi possivel estabelecer relagdes entre os contetdos ensinados e as
legislacdes vigentes que norteavam a educacgédo nacional e municipal. Salienta-se que, através dos
registros encontrados nos programas de ensino, nos referenciais pedagdgicos e nos planos de
estudos, em conjunto com as falas dos entrevistados, foi possivel identificar os movimentos da
educacdo que influenciaram a préatica docente em sala de aula. Constatamos, enfim que a
Matematica ensinada no primeiro ciclo correspondia a seriacdo e classificacao, quatro operagdes
basicas e geometria plana, por vezes a Matematica ndo compunha uma area do conhecimento nos
planos de estudos, mas aparecia nos planos de trabalho das escolas de forma interdisciplinar, o
que auxiliou em um entendimento desta disciplina, pois era priorizado ensino através de
atividades praticas por conta da metodologia educacional proposta pela organizacao dos Ciclos
de Formagcéo.

Por fim, através desta reorganizacéo foi possivel estabelecer dois fatores relevantes: a
manutencdo do aluno na escola e a criacdo dos Ciclos de Formacdo com a duracdo de nove anos,
antes da vigéncia nacional. Se o0 objetivo era manter o aluno na escola, a administragcao popular
criou esse mecanismo de obrigar a matricula do estudante no primeiro ano do primeiro ciclo aos
seis anos de idade, tendo um ano a mais no periodo até entdo denominado de Primeiro Grau.
Essa proposta, que fora inovadora, contribuiu muito para a evolucgdo da educacédo da rede
municipal de Porto Alegre, auxiliando nos desenvolvimentos dos estudantes das escolas
presentes nas comunidades carentes desta grande cidade brasileira.
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Resumen
Este taller pretende desarrollar un analisis del cambio de practica vinculada a
diferentes soluciones de un problema histérico, la tangente a una curva en un punto.
Las soluciones a los problemas, los objetos matematicos y los conceptos asociados a
la solucidn, se enfocan en una forma de hacer matematicas, la cual impone maneras
de percibir el rigor, la validez y la validacion. En este sentido, el analisis de la
practica por parte de quien ensefia matematicas permite vislumbrar diferentes
escenarios cognitivos detras del abordaje de una situacion, el cual incluye
tratamientos de las representaciones, los diagramas, el simbolo, el lenguaje
matematico, entre otros. Se propone que, como parte de la formacion de los
profesores de matematicas, estos diferentes estados del conocimiento sean
reflexionados, a partir de las herramientas conceptuales que definen la préactica
matematica que se aborde.

Palabras clave: Historia de la Matematica; Tangencia; Practica Matematica;
Formacion de Profesores; Resolucion de problemas.

Algunas ideas sobre la importancia del analisis de
la practica matematica en educacion matematica

Entendemos las matematicas como una produccion que realizan los humanos en
comunidades y culturas determinadas, compartiendo problemas y creencias de un momento
histdrico y sobre la base de capacidades bioldgicas y cognitivas (Lowe, 2016; Ferreiros, 2016).
En este sentido, creemos que las matematicas son consensos de la comunidad cientifica sobre un
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producto construido en un sistema de produccion de conocimiento, ese procedimiento es la
cuestion de indagacion de la practica, la cual reconocemos con las dificultades propias de una
practica social, la cual se establece y se modifica a través del tiempo y la cultura (Ferreiros,
2016). El ejercicio social del conocimiento no puede analizarse sélo en sus condiciones
objetivas; se necesita considerar a los agentes de las practicas en su proceso y en su sistema de
produccidn. Se requiere “rescatar la produccién no en cuanto individuo sino como agente
socializado, es decir, de aprehenderlo a través de aquellos elementos objetivos que son producto
de lo social” (Gutiérrez, 2005, p. 16).

Siendo asi, a partir de los problemas y su tratamiento podemos indagar las condiciones de
la practica que permiten consolidar una solucion parcial o total de un problema dado. En la
practica este tipo de analisis permiten identificar las ideas que acondicionan y posibilitan una
solucion. La forma como se soluciona una situacion es una muestra del estado de conocimiento
en una época, por lo tanto, en el estudio de varias soluciones del mismo problema nos interesa
analizar el cambio en: los ideales, las justificaciones, las herramientas, los procesos y los
procedimientos con que se aborda el problema.

En consecuencia, pero en el sentido de la formacion del profesor, este taller indaga el
hecho que, dado un problema cuya solucion remite a la tangente en un punto los participantes se
aproximan mas a las maneras como el problema se solucion6 en una de las practicas estudiadas.
Es posible que algunos criterios o herramientas hayan sido sustituidos por aplicaciones o
programas fundamentados en artefactos tecnoldgicos, sin embargo, los modelos de razonamiento
y argumentacion, las hipdtesis y el lenguaje que se exponen para producir una solucion se ubican
en una practica especifica. El producto de nuestro saber y conocimiento se construye en el
aprendizaje de una practica matematica, lo que nos lleva a solucionar una situacion que es
problémica, en el campo en que se desarrolla una de las practicas conocidas.

A continuacion, teniendo en cuenta la perspectiva que orientara este taller, expondremos
consideraciones generales frente a tres practicas matematicas vinculadas al abordaje, tratamiento
y resolucion del problema de tangencia a una curva. La primera, vinculada a las consideraciones
en la Grecia antigua, la segunda, vinculada al tratamiento cartesiano y la tercera, desde la
fundamentacion del Calculo, en la perspectiva de Fermat, Newton y Leibniz.

Préactica en la Grecia Antigua

En el texto Metafisica, Aristoteles distingue a las Matematicas como un género de ciencia
que estudia los aspectos cuantitativos del ser, sin atender a su movimiento fisico, aspecto
fundamental en la comprension inicial de la practica matematica en discursos como los de
Euclides y Apolonio, en el sentido de que, segin Sanchez (2017), los matematicos focalizan la
atencion en los cuerpos fisicos, pero no en cuanto gque estan en movimiento, sino en cuanto que
son cuerpos o solidos (p. 50). Existen diversos agentes vinculados a la practica matematica en la
Grecia antigua, fundamentales en la comprension epistémica de las Matematicas, que nos
permite, por ejemplo, explorar perspectivas asociadas al problema de la tangencia en la
antigiiedad.

En este sentido, una de las caracterizaciones del problema de tangencia en la Grecia
antigua se encuentra asociada a la practica matematica emergente de los discursos y perspectivas
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presentes en los trabajos de Euclides y Apolonio, quienes coincidian, entre otros, en formas de
actuacién y comprension frente a diversos problemas geométricos, aspecto que pretendemos
fundamentar en el presente texto. Frente a los agentes principales en la practica matematica que
se enfrenta al problema de la tangencia en Euclides y Apolonio, podemos indicar que su génesis
se concentra en la primigenia de la nocion de curva, desde su caracterizacion hasta sus
propiedades y relaciones emergentes, principalmente desde el estudio y analisis de las secciones
conicas. En este contexto, la idea de tangencia se manifiesta cuando una recta “toca a la
circunferencia y siendo prolongada no corta a la circunferencia” (Euclides, Libro I11),
perspectiva que continda Apolonio para la caracterizacion de una recta tangente a una seccion
conica.

Esta perspectiva estatica de la tangencia, se manifiesta en diferentes idealizaciones, por
un lado, desde la caracterizacion de las propiedades que se definen al trazar una recta tangente a
una curva, por ejemplo, cuando Euclides se refiere a la vision de tocar, pero no cortar, en su
proposicion 16 del libro 111, “La (recta) trazada por el extremo del diametro de un circulo
formando angulos rectos (con el mismo) caera fuera del circulo, y no se interpondré otra recta al
espacio entre la recta y la circunferencia...”(p.125). Perspectiva que fundamenta las
consideraciones frente a la curva, el espacio y la tangencia en su practica. Igualmente, Apolonio
manifiesta un objetivo fundamental en la practica vinculada a la tangencia, cuando se dispone a
construir y definir diferentes relaciones geométricas emergentes de la elaboracion de rectas
tangentes a secciones conicas, como lo son las relaciones entre la recta tangente, las ordenadas y
los diametros en parabolas (Fig. 1A) (Proposicion 33, I, Conics), cuando establece las
condiciones en las que una recta sera tangente a una parabola, a partir de relaciones
proporcionales sobre una extension del didmetro y una ordenada, o entre los puntos de
aplicacion, los didmetros y las rectas tangentes en secciones conicas (Fig. 1B) (Proposicion 45,
111, Conics), cuando se define que una de las consecuencias del trazado de una tangente a una
seccion conica es la determinacion de una dependencia entre la posicion de los puntos de
aplicacién (focos) y los triangulos rectangulos cuya hipotenusa es un segmento tangente.

Figura 1. A. (33,1) Conics. B. (45, I11) Conics

En este sentido, se puede distinguir, de manera general, una fuerte correlacion entre los
métodos estaticos expuestos para la determinacion de relaciones y comprensiones asociadas con
la tangencia a secciones conicas, y el razonamiento visual que permite interpretar y argumentar
la validez de las mismas, en la perspectiva de la abstraccion del espacio y de las secciones
cénicas en la definicion de tangencia y en la fundamentacién de la geometria en las actividades
vinculadas a la practica matematica griega en este contexto.
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Solucidn en la practica cartesiana

En complemento con la practica de la antigliedad, alrededor de finales del siglo XVI e
inicios de siglo XVII, el trabajo de diferentes autores, como Viete, Fermat, Clavius y en especial
Descartes, permitieron la formulacién de nuevas ideas sobre el rigor geométrico, el método
analitico de resolucién de problemas, las curvas como objetos de la geometria y la validez de la
construccion geométrica realizada con instrumentos articulados, diferentes a laregla y el
compas; estos fueron asuntos que permitieron ir originando el cambio en la practica. Quizas la
mayor innovacion de la época fue el tratamiento de problemas por medio del método analitico, el
suponer el problema resuelto para construir la ecuacion que contiene la respuesta se convirtio en
una forma usual de resolucion de problemas. En el caso especifico del problema de la tangente a
una curva en un punto, el tratamiento cartesiano, incluyo el uso del método y la construccién de
ecuaciones.

Se toma una linea curva CE y por C se traza la recta normal, como se muestra en la figura
2. Al tomar la recta AG de modo que los puntos de la curva se describan a partir de la recta
CM = xy AM = y, de tal manera, que sea posible construir una ecuacion expresada en términos
dexyy.

Dos innovaciones aparecen asociadas a esta practica: suponer el problema resuelto, de tal
manera, que lo buscado se exprese a partir de tratar de la misma manera las cantidades conocidas
y desconocidas; y un diagrama que en las formas e instrumentos de esta préactica es una
construccién geometrica; un modelo de la situacion que ejemplifica las razones que permiten
garantizar el trazo de la normal y la construccion de las ecuaciones que representan el problema.

Figura 2. Problema de la tangencia en Descartes.

En esta solucion ya se vislumbran consideraciones sobre la siguiente practica, en donde
se aprecia la idea de cantidades infinitamente pequefias; pues, la idea de tangencia esta ligada al
encuentro de los dos puntos de corte de la recta con la curva, de tal forma, que se convierte en un
punto, la tangente a un punto de la curva. Implicitamente, la técnica que se usa supone la
existencia de la recta tangente a partir de la aproximacion de un punto a otro. Aqui la curva se
encuentra dada, se aplica el supuesto del método analitico, suponiendo que la recta tangente en
un punto de la curva existe y a partir de ecuaciones se relaciona en un punto la recta y la curva.

Solucidn en la practica desde el Célculo: Fermat-Newton-Leibniz

Frente al tratamiento del problema de tangencia a curvas en la época de la Modernidad se
encuentran diversos autores que lograron trabajar relaciones y actividades vinculadas a este,
entre los que se tienen los trabajos y discursos asociados a Fermat, Newton y Leibniz. Las
practicas matematicas que fundamentan el proceso de resolucion de problemas en los trabajos de
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estos autores permiten comprender, entre otras, tres perspectivas fundamentales asociadas al
problema de la tangencia, que se concentran en la actividad de simbolizacién, la fundamentacion
del andlisis infinitesimal y la caracterizacion del movimiento continuo.

Frente a la actividad de simbolizacion, para Fermat fue fundamental el proceso que le
permitio aplicar su método de tangentes, derivado del método de maximos y minimos, para
tramitar la heuristica fundamentada en las “adigualdades”, en donde, a modo de ejemplo, llega a
conclusiones definidas previamente por Apolonio, pero fundamentadas desde la relacion entre la
actividad de simbolizacion y el uso de cantidades infinitesimales, que le permiten determinar que
una expresion que requiere analizar para estudiar las relaciones vinculadas a la determinacion de
la recta tangente a la parabola viene definida por:
m2x2 - (x — y)z

d d—y
expresion que le permite a Fermat desarrollar su actividad vinculada a la determinacién de
tangentes y exponer simbolicamente las relaciones que definen a la parabola como una curva con
condiciones geométricas especificas y asi, elaborar un proceso que le permita trabajar con
cantidades infinitesimales.

En este sentido, esta caracterizacion de las cantidades infinitesimales es otra perspectiva
fundamental, que se manifiesta en el proceso de determinacion de tangentes a curvas,
inicialmente en los trabajos de Fermat, cuando interviene el estudio de las pendientes y el uso de
un incremento E, a partir del método analitico asociado a la resolucion del problema de
caracterizar simbdlicamente las relaciones vinculadas a la determinacion de la tangente, por
ejemplo, en el caso de las secciones conicas (Figura 2a). Igualmente, Leibniz construye
heuristicas vinculadas a la caracterizacion de la utilidad de las cantidades infinitesimales en el
establecimiento de relaciones sobre la determinacidn de la tangente a curvas, asi como de su
vinculo con los problemas de cuadratura, para esto, inicialmente aborda la intervencion de los
infinitésimos en problemas asociados a series que representan sumas de diferencias, que le
contribuye en el establecimiento de una simbologia para un tratamiento de cantidades
infinitesimales y asi, lograr construir una estructura propia frente al método del analisis
infinitesimal, por medio de uno de sus principales aportes, el establecimiento de relaciones y
propiedades asociadas al problema de la tangencia por medio del triangulo caracteristico, como
se evidencia en las relaciones proporcionales asociadas al triangulo indeterminable, como un
elemento fundamental en su proceso de argumentacion (Figura 3b).
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Figura 3. Perspectivas infinitesimales asociadas al problema de la tangencia en Fermat y Leibniz
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En el caso de Newton, principal precursor de la perspectiva vinculada al movimiento y la
filosofia natural, dos asuntos importantes en el desarrollo de las primeras ideas en la solucion del
problema de la tangente estan vinculadas con los siguientes aspectos: la busqueda de un método
Unico para la solucién del problema, basado en cantidades infinitamente pequefias, que dieron
inicio a la idea de fluxion, y, la generacion de un método para las curvas mecanicas, basado en
ideas cinematicas. En ambos casos, el abordaje del problema se realiza a partir de la idea de
movimiento y el uso del método analitico de resolucion de problemas.

Dos procedimientos para la solucion de este problema se establecen en los diagramas de
la figura 4:

M i

Figura 4. Diagrama para curvas algebraicas y para curvas mecanicas

la aproximacion de la recta secante a la recta tangente propuesto para curvas algebraicas (figura,
4a) y la idea vectorial de construccion de la tangente a partir de la descomposicion del
movimiento en dos especies de vectores que permiten construir la razén que genera la tangente
en un punto, para curvas mecanicas (figura, 4b). En ambos casos, la idea de movimiento es
fundamental para la comprension de la practica matematica que se encuentra antes de la
formalizacion.

Conclusiones

En términos del analisis sobre los discursos vinculados al abordaje, tratamiento y resolucion del
problema de la tangencia en diferentes practicas, podemos comprender que la heuristica vinculada
al proceso en cada discurso, esta directamente relacionada con los ideales, las justificaciones y las
herramientas que fundamentan la practica en cada etapa 0 momento historico, asi, es posible
centrar la atencion en las relaciones geométricas o en el método analitico que conecta las relaciones
geomeétricas y la simbologia o en la perspectiva infinitesimal de las relaciones geométricas o en la
estructuracion de métodos generales para el tratamiento de situaciones asociadas a la tangencia,
pues en todos los casos es posible encontrar actividades matematicas que contribuyen en el proceso
para potenciar el desarrollo de pensamiento matematico de un estudiante, pues éstas perspectivas
se fundamentan en todos los elementos que se pueden intervenir a la hora de solucionar un
problema en Matematicas.

De esta forma, analizar la préactica matematica, como un instrumento que permite construir
un estado de conocimiento, implica considerar aspectos como los signos, simbolos, diagramas y
esquemas que estan directamente relacionados con el discurso de una época. En ese sentido, el
profesor puede recrear elementos de una practica en el aula, e ir disefiando con el fin de transformar
y fortalecer significados asociados a la idea de tangencia.
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La perspectiva del andlisis de curvas desde los instrumentos mecéanicos es una posibilidad
que permite establecer conexiones entre practica analitica, estatica e infinitesimal en la
caracterizacion del problema de la tangencia. Aspecto que se desarrolla en el taller. La diversidad
de perspectivas de solucidén a un mismo problema son ejemplo de diferentes practicas y posturas
sobre las matematicas, las cuales pueden ser aprovechadas por el profesor para determinar
diferentes estados y transformaciones de las matematicas que practican los aprendices.
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Resumo

O artigo apresenta livros de aritmética produzidos pelas professoras do Colégio Séo
José, de Séo Leopoldo, Rio Grande do Sul, no final do século XIX, para o publico
feminino. Trata-se de um estudo qualitativo e documental, amparado na historia
cultural. As autoras propunham algo pratico e necessario, que visava facilitar as
alunas do Colégio o conhecimento de uma ciéncia nem sempre atrativa para elas. As
obras abordam diferentes temas, iniciando com operac¢des fundamentais, reducéo de
namero complexos e incomplexos, fracdes decimais, fracdes ordinarias, razGes e
proporcOes, regra de trés, juros, regra de desconto, companhia, mistura e liga,
poténcia, raiz e geometria. A maioria das atividades sdo problemas, para serem
desenvolvidos de forma oral e por escrito, com foco no processo de repeticdo. Com
base no exposto, constata-se que a metodologia utilizada pelas Irmas nos livros
visava despertar nas alunas o desejo de alcangar o conhecimento matematico e sua
aplicabilidade.

Palavras-chave: Historia da Educacdo Matematica; Historia cultural; Colégio S&o
José de Sao Leopoldo; Livros de aritmética; Protagonismo feminino.
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Producdes didaticas de Aritmética das Irmds Franciscanas do Colégio Sao José de Sao Leopoldo/RS 2

Introducéo

O papel das mulheres na construcao da sociedade e da historia do Rio Grande do Sul (RS),
na multiplicidade de talentos e &reas de atuacdo, merece ser resgatada e contada. Particularmente,
0 protagonismo feminino no ensino da Matematica no Colégio Sdo José das Irmas Franciscanas
de Séo Leopoldo/RS nos séculos XIX e XX, constitui tema de uma investigacao, financiada pela
Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado do Rio Grande do Sul (FAPERGS), em execucéo
pelos autores deste artigo. Ressalta-se que a Congregacao das Irmas Franciscanas da Peniténcia e
Caridade Cristd no Brasil completou 150 anos de misséo religiosa e educacional no RS, em abril
de 2022.

Assim, o objetivo deste artigo é apresentar trés livros de aritmética, produzidos pelas
Professoras do Colégio Sao Jose das Irmés Franciscanas, de Sdo Leopoldo/RS. Possui como
questdo norteadora a contribuicdo das professoras (Irmas) do Colégio Sdo José para o ensino de
aritmética ao publico feminino, no final do século XIX.

As Irmas Franciscanas da Peniténcia e Caridade chegaram a S&o Leopoldo em 1872. Os
livros por elas editados, desde a década de 1880, foram impressos em portugués e nesses
defende-se a ideia de um ensino que relacione a teoria com situacGes praticas, evidenciando-se a
aplicacdo desses contetdos atraves de muitos exercicios e problemas. Observa-se uma forte
tendéncia das autoras para 0 ensino intuitivo, em voga nesse periodo, principalmente na
Alemanha, pois essas professoras (Irmas), todas de origem germanica, tinham como principal
referéncia os compéndios alemaes.

Nesse contexto, realiza-se uma investigacdo com abordagem qualitativa, por meio de
analise documental, e o aporte metodoldgico esta fundamentado na historia cultural, a partir da
perspectiva de Chartier (1990). Para investigar os livros de aritmética foram realizadas visitas ao
instituto Anchietano de Pesquisa (Unisinos), em S&o Leopoldo/RS, e ao Memorial das Irmés
Franciscanas, onde se encontram diferentes edi¢des das referidas obras.

Além desta introducéo, o artigo discorre sobre a historia cultural, conta um pouco da
historia da Congregacao das Irmds Franciscanas da Peniténcia e Caridade Cristd no Brasil e do
Colégio Sédo José de Sdo Leopoldo/RS, apresenta uma breve anéalise de livros de aritmética e as
considerac0es finais deste estudo.

A historia cultural como aporte teérico-metodoldgico

A historia cultural (Kulturgeschichte) ocupa-se da pesquisa e das representacdes de
determinada cultura em dado periodo e lugar, tais como: relagcdes familiares, lingua, tradicdes,
religido, arte e ciéncias. Segundo Chartier (1990), uma questdo desafiadora para a historia
cultural é o uso que as pessoas fazem dos objetos que lhes séo distribuidos ou dos modelos que
Ihes sdo impostos, uma vez que ha sempre uma pratica diferenciada na apropria¢do dos objetos
colocados em circulagdo. Nessa perspectiva, pode-se dizer que a imprensa pedagogica, aqui
representada por obras de Aritmética, foi um veiculo para circulacdo de ideias que traduziam
valores e comportamentos que se desejavam ensinar por meio de uma proposta pedagdgica de
forma prética e util junto as alunas do Colégio S&o José, de S&o Leopoldo/RS.
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Conforme Chartier (1990), as no¢es complementares de praticas e representacdes sdo
Uteis para examinar os objetos culturais produzidos, os sujeitos produtores e receptores de
cultura, os processos que envolvem a producéo e a difusédo cultural, os sistemas que d&o suporte
a eSSes pProcessos e sujeitos e as normas a que se conformam as sociedades por meio da
consolidacédo de seus costumes. Para a producéo dos livros de Aritmética foram movimentadas
determinadas praticas culturais e também representacGes, sem contar que as obras, depois de
produzidas, difundiam novas representacdes e contribuiram para a producao de novas praticas.

Para Chartier (1990), as praticas culturais sdo tanto de ordem autoral (modos de escrever,
pensar ou expor o que sera escrito), como editoriais (reunir o que foi escrito para torna-lo
material de estudos), ou ainda artesanais (a elaboracao do livro na sua materialidade). Da mesma
forma, quando um autor se pde a escrever uma obra, ele se conforma a determinadas
representacOes do que deve ser um livro, a certas representagdes concernentes aos temas que ele
abordara. As atividades propostas poderao ser realizadas de modo individual ou coletivo, e 0 seu
conteudo podera ser imposto ou rediscutido.

A partir do desenvolvimento das atividades e da difusdo da obra, podem ser geradas
inimeras representa¢des novas sobre o tema — aqui evidenciando o ensino de Matematica, de
modo pratico e utilitario, que podera passar a fazer parte das representacdes coletivas. De acordo
com Chartier (1990, p. 17), a historia cultural tem por principal objeto identificar o modo como
“em diferentes lugares e momentos uma determinada realidade cultural é construida, pensada e
dada a ler, por diferentes grupos sociais”.

Congregacdo das Irmas Franciscanas e 0 Colégio Sdo José de Sdo Leopoldo/RS

As Irmés Franciscanas da Peniténcia e Caridade Crista chegaram ao Brasil, em 2 de abril de
1872, instalando-se no municipio de Sao Leopoldo, estado do RS, com o objetivo de contribuir
para a educacgéo de criangas e jovens, em sua maioria filhas de imigrantes alemées. Seu preparo e
experiéncia pedagdgica, originaram um convite do missionario jesuita aleméo Padre Guilherme
Feldhaus, superior da missdo brasileira dos jesuitas no RS, o que foi reforgado pela “ameaca de
desencadear na Alemanha um periodo de grandes dificuldades para a igreja catolica: era o
Kulturkampf (luta pela cultura) a vista, que traria no seu bojo uma perseguicdo ferrenha as ordens
e congregacdes religiosas ensinantes” (Flesch, 1993, p. 40).

Com a chegada a S3o Leopoldo/RS, as Irmés fundaram o Colégio S&o José! no ano de 1872,
sua primeira escola brasileira. “No dia 5 de abril, 12 sexta feira do més, comegaram as aulas com
23 alunas de 7 a 13 anos, numero que foi crescendo de dia para dia” (Flesch, 1993, p. 45). Ainda
de acordo com Rupolo (2001, p. 91):

Inicialmente, as escolas franciscanas caracterizavam-se por um sistema tradicional, com rigor
disciplinar, o regime de internato que, além, das disciplinas curriculares, pelo ensino de tempo

! As seis Irmas que partiram de Kapellen, Alemanha, no dia 9 de fevereiro de 1872, acompanhadas pela Superiora
Geral, foram até Marselha, na Franca, onde embarcaram rumo ao Brasil. A viagem decorreu bem até o Rio de
Janeiro, onde fizeram baldeacdo para o navio Calderon. No trajeto entre o Rio e Porto Alegre, o leme da embarcagédo
quebrou e se houvesse uma tempestade, as ondas do mar tragariam o navio. No entanto, no dia 19 de mar¢o — dia de
Sao José — apareceu um navio que rebocou o Calderon de volta ao Rio de Janeiro. Com a graga alcangada, as Irmas
prometeram dar ao patrocinio de S&o José a primeira escola que haveriam de fundar no Brasil (Flesch, 1993).
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integral, oferecia estudos complementares de teatro, misica, canto, pintura... A maioria das escolas
oferecia 0s cursos primario e ginasial e, nas localidades com maior nimero de habitantes, havia a
formacéo de professoras primarias.

As Irmés do Colégio Sao José também foram pioneiras na elaboracdo e compilacao de
livros didaticos para suas escolas e na formacao de professoras. De acordo com Rupolo (2001, p.
92), “as escolas franciscanas possuiam uma pratica experienciada do ensino vinculado a
realidade, ou seja, uma educacdo para a vida”. Isso ja era evidenciado nos estudos realizados por
Rambo (1994), quando afirmava que, na época, a funcdo da escola era equipar os alunos com o
ferramental mais indispensavel para serem capazes de competir com éxito, no futuro, no meio
social em que nasceram e cresceram.

No ano de 1884, o Colégio Séo José, localizado ao lado da Igreja Matriz de Sdo Leopoldo,
comecou a receber alunas do Rio de Janeiro, S&o Paulo, Parana, Santa Catarina, Uruguai e
Argentina, de modo que, em poucos anos, a escola ja contava com alunas internas e externas.
Durante seus primeiros 50 anos, o Colégio S&o José funcionou as margens do rio dos Sinos, ao
lado do Ginésio Nossa Senhora da Conceicdo, dos padres jesuitas.

De acordo com Flesch (1993), em 1923, ocorreu a mudanga das margens do rio dos Sinos
para a Colina do Monte Alverne, onde o Colégio Séo José esta localizado atualmente. Até o ano
de 1930, o Colégio S&o José mantinha o curso Primério e de Musica, sendo que dessa data em
diante até 1946, por convénio estadual, passou a ministrar o curso Complementar. J4 em 1942,
passa a funcionar o curso Ginasial Secundario no estabelecimento e, a partir de 1948, o curso
Colegial Normal. De 1958 em diante, passa a oferecer os cursos Colegial Secundario Cientifico e
Cléssico (Flesch, 1993). Atualmente, o Colégio S&o Jose recebe em torno de 500 alunos, desde a
Educacéo Infantil ao Ensino Médio.

As Irmas Franciscanas fundaram escolas em importantes municipios do RS, tais como
Porto Alegre, S&o Leopoldo, Santa Cruz do Sul e Santa Maria. Essas escolas seguiam 0s
principios da Madre Madalena Damen? e sua unidade era marcada pelo pertencimento a
Provincia, com respeito especial pela superiora provincial, que fazia visitas periodicas a cada
unidade de ensino, para supervisionar o andamento do processo pedagogico de acordo com as
determinag0es provinciais. “Na vida de Madalena Damen os valores ndo foram teorizados; a
educacdo e a pedagogia tinham expressao pratica, na convivéncia” (Rupolo, 2001, p. 93).

Ressalta-se que, em abril de 2022, a Congregacéo das Irméas Franciscanas completou 150
anos de a¢do missionaria e educacional no Brasil, sendo mais uma razao para se resgatar suas
contribui¢des na formacéo de criangas e jovens, especialmente para o publico feminino.

Breve andlise da colecdo de livros Arithmetica Elementar Pratica
Os livros Arithmetica Elementar Pratica: partes I, 11 e 111, das professoras do Colégio Sao

José das Irmas Franciscanas, apresentam, conforme a terceira edicdo da Arithmética Elementar
Pratica: parte 11, uma colecdo de numerosos exercicios e problemas, metodicamente

2 Maria Catarina Damen nasceu em 19 de novembro de 1787, na Holanda. Em 1817, Catarina emite os votos como

franciscana. No dia 10 de maio de 1835, junto com outras trés companheiras, funda a Congregacédo das Irmés

Franciscanas da Peniténcia e Caridade Cristd. Catarina passa, entdo, a chamar-se Madre Madalena (Flesch, 1993).
Comunicacdo; Geral XVI CIAEM-IACME, Lima, Pert, 2023.

110



Producdes didaticas de Aritmética das Irmds Franciscanas do Colégio Sao José de Sao Leopoldo/RS 5

compilados. Nessa edicdo do livro, aparece uma nota de adverténcia para a primeira edi¢do, com
0s objetivos do Colégio quanto a edigdo de livros, em especial no campo da Aritmética.

Deve-se confessar que os livros existentes ndo contém sendo muitas regras e explicacfes applicadas a
poucos exemplos. A teoria sera bem depressa esquecida se ndo for seguida de numerosos e variados
exercicios e problemas para serem resolvidos arithmeticamente. Para aprender a arte da musica é
preciso que o discipulo faca diariamente muitos exercicios; havera outro meio para aprender
praticamente a arithmetica? Dir-se-ha que o professor podera com o auxilio de um livro ministrar
muitos exercicios a seus discipulos. Devemos observar ainda que esse livrinho é destinado ao uso de
meninas, por isso limitamo-nos ao mais necessario para a vida pratica, deixando ao arbitrio das
professoras uma explicagcdo mais ou menos especial das poucas regas dadas. (Professoras do Collegio
S&o José, 1900, p. 3).2

O livro Arithmetica Elementar Pratica: parte I, ndo foi localizado, porém, segundo o livro
Arithmética Elementar Pratica: parte 111, de 1900, na pagina 177 encontra-se o indice das
matérias trabalhadas em cada parte. A parte | € dividida em cinco capitulos, destinado ao ensino
preparatério elementar, com conhecimentos iniciais de Aritmética. O Quadro 1 apresenta 0s
conteudos trabalhados na Arithmética Elementar Pratica: parte I.

Capitulo Contetdos abordados

Capitulo | Exercicios sobre os nimeros de 1 a 10.
Capitulo 11 Exercicios sobre os nimeros de 1 a 20.
Capitulo 111 Exercicios sobre os nimeros de 1 a 100.
Capitulo IV Exercicios sobre os nimeros de 1 a 1000.
Capitulo V Exercicios sobre os nimeros de 1 a 100000.

Quadro 1. Contelidos da Arithmética Elementar Préatica: parte .
Fonte: Professoras do Collegio Sao José, 1900.

J& o livro Arithmetica Elementar Prética: parte 11, editado em 1890 pela Editora Franz
Rath (Porto Alegre), tem 54 paginas divididas em trés capitulos. A edi¢cdo analisada € a segunda
correta e alterada, datada de 1890. Ndo foi localizada a primeira edi¢ao, porém, verificou-se que,
além da segunda datada de 1890, a terceira edicao é do ano de 1902. Portanto, pode-se supor que
a primeira edigdo tenha surgido no alvorecer da década de oitenta no século X1X. O Quadro 2
traz a capa dessa edicdo, capitulos e contetdos trabalhados.

3 A citagdo mantém sua ortografia original.
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Capitulos Conteudos abordados Arithmetica Elementar Pratica: nEarte 1
Capitulo | As quatro operacées. N SO Armang A

Reducdo dos niimeros complexos e Arithmetica elementar pratica
Capitulo Il incomplexos e as quatro operacdes. Colleceé&o

e
Regras, Exercicios e Problemas

ihndlcamenie colpilides o 1
Methodicamente compil fieaith, WD

e

Professorns do Collegio Sao Josd

Capitulo 111 FracGes decimais.

Quadro 2. Capitulos e conteidos da Arithmetica Elementar Pratica: parte II.
Fonte: Professoras do Collegio Sao José, 1890.

O livro Arithmetica Elementar Pratica: parte I11, editado em 1900 pela Editora Jodo
Mayer Junior (Porto Alegre), tem 177 paginas divididas em 13 capitulos. A edi¢do analisada € a
terceira correta e alterada, datada de 1900. Néao foram localizadas as duas edi¢cdes anteriores,
porém, em nota apresentada na pagina quatro desse livro ha registro da segunda edi¢do datada
em 12 de novembro de 1889. Logo, cogita-se que a primeira edigdo tenha surgido no inicio da

década de oitenta no século XIX. O Quadro 3 ilustra a capa dessa edi¢do, capitulos e conteidos
trabalhados.

Capitulos Conteldos abordados Arithmetica Elementar Pratica: parte |11
Capitulo | Fracdes decimais. : ; |
Capitulo Il NUmeros primos. Arithmetica .Elementar
Capitulo 111 FracOes ordinarias. rﬂ‘:@p_ﬁ@_o-;ro il
CapitUIO v MetrOIOgia- Collecgao de ﬂa[rals.. IExelr.nln.ins ] i-'runiemas
Capitulo V Razdes e proporcoes.
Capitulo VI Regra de trés.
Capitulo VII Regra de juros.
Capitulo VI Regra de desconto.
Capitulo IX Regra de proporc6es e companhia.
Capitulo X Regra de mistura e liga.
Capitulo XI Poténcias e raizes.
Capitulo XII Elementos de Geometria. T
Capitulo XII Problemas mistos sobre todas as regras dadas. woner: sons mmven sumion

Quadro 3. Capitulos e contetdos da Arithmetica Elementar Pratica: parte I11.
Fonte: Professoras do Collegio Sao José, 1900.

Em relacdo aos aspectos pedagogicos, observou-se que a colecdo de livros Arithmetica
Elementar Pratica, fazem uma breve introducéo do conteudo, através de defini¢des, regras e em
alguns momentos apresentam exemplos quanto ao seu desenvolvimento, seguindo de exercicios
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de fixacao. Posteriormente, muitas situacdes problemas praticos associados ao dia a dia das
alunas.

Consideracoes finais

A edicdo de livros de Aritmética pelas Professoras do Colégio S&o José das Irmas
Franciscanas, de S&o Leopoldo, no final do século XIX, constitui-se um dos marcos no processo
de instrucdo do publico feminino gaucho. Objetivando-se, inicialmente, algo atil para a vida
pratica das meninas do Colégio. A publicacédo de livros para as alunas do Colégio S&o José, pode
ter varias explicagdes: inicialmente, o fato de haver pouco material em circulagdo e, num
segundo momento, as tendéncias pedagdgicas na Europa, onde essas autoras tiveram sua
formacdo. Outra explicacéo seria 0 seu uso até mesmo como instrumento de evangelizacao.

Os livros eram direcionados ao ensino de Aritmética de forma pratica e util para as alunas
do Colégio Sdo José. As estratégias metodoldgicas utilizadas pelas autoras consistiam, num
primeiro momento, em apresentar a teoria, seguida de regras e procedimentos de resolu¢do. Num
segundo momento, exercicios de fixacao desenvolvidos oralmente, seguidos por uma colecao de
exercicios repetitivos objetivando fixar a teoria. Finalizava-se com um grande nimero de
situacBes problemas, ligando o contetdo trabalhado com o dia a dia das alunas. Portanto, a
proposta das autoras consistia num ensino ndo limitado apenas na teoria e reproducdo mecanica
dos conteudos propostos, mas a teoria deveria ser guiada pela pratica.

Esse estudo sobre a Aritmética nos livros das Irmés Franciscanas do Colégio S&o José
permitiu um adentramento numa cultura escolar, em um lugar e em um tempo determinados,
contribuindo para um resgate da Historia da Educacdo Matematica no RS. Também possibilitou
resgatar um pouco da histéria dos 150 anos de agdo missionéria e educacional das Irmas
Franciscanas da Peniténcia e Caridade Crista no RS, particularmente no campo da Matematica.
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Resumen

La Historia de la Matematica incorporada en las aulas de clases a traves de medios
audiovisuales, ofrece una posibilidad de apreciar el caracter cultural en el mas amplio
sentido de la Matematica. Varios estudios proponen el uso de material audiovisual
con fines didacticos, algunos de ellos advierten algunas precauciones a tener en
cuenta. En este trabajo proponemos una metodologia de caracter multidisciplinar,
tomando como referencia cuatro largometrajes de corte histérico, fundamentada en
las ideas criticas y constructivistas de Dewey (1989), de Brousseau (1997) y de
Rezende (2008). Destacamos que se puede trascender el incorporar el cine en la clase
de Matematica, ya que se puede lograr una produccion no profesional de material
audiovisual con intervencion de estudiantes y maestros, como una forma de integrar
Ciencias, Artes y Humanidades.

Palabras clave: Historia de las matematicas; motivacion; peliculas; transversalidad;
multidisciplinariedad; aprendizaje socioemocional.

Introduccion

La Matematica como disciplina cultural en el mas amplio sentido, vertebra las ciencias, las
artes y las humanidades (Urbaneja 2022, Fried 2018), como tal, tiene que ser concebida de igual
manera en su transmision, a pesar que los planes curriculares de los paises latinoamericanos son
muy restrictivos en contenidos e interrelaciones con las demas disciplinas.
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En la actualidad, la UNESCO vy otras instituciones académicas y culturales, estan
reconociendo la importancia de la Matematica de diferentes formas, entre ellas, por ejemplo a
través de fechas calendéricas como el Dia Internacional de las Matematicas, el 14 de marzo, el
Dia de las Mujeres Matematicas, el 12 de mayo; denominaciones de afios como el Afio Mundial
de la Matematica, el 2000, el Afio de la Biologia Matematica, el 2018; otros reconocimientos se
han dado a traves de peliculas, series de television, documentales y otras fuentes audiovisuales.

Es menester aprovechar en las aulas de clase, tales reconocimientos que la sociedad, a
través de sus instituciones le esta otorgando a la matematica, donde se resalta el trabajo de
muchas generaciones de personajes y sus aportaciones, que han configurado nuestro mundo
actual, evidenciando el caracter humano, social, e historico-cultural de la Matemaética. Esto
permitira motivar las clases de los estudiantes, reflexionar sobre el actuar ético de los
gobernantes y de la sociedad, asi como formar vocaciones STEAM.

Reconocer los eventos y personajes trascendentes no solo en su contexto cultural, sino
sobre todo historico, es fundamental, como lo menciona E. T. Bell (1985, p. 54), “ningln tema
pierde tanto cuando se le divorcia de su historia como las matematicas”. Se hace uso de esta frase
porque se encuentra la oportunidad para que el estudiante observe desde otra perspectiva a la
matematica. Las relaciones entre la Historia de la Matematica y la Educacién Matematica, han
constituido un campo interdisciplinario de intensa actividad en las dos ultimas décadas (Chorlay
et al, 2022).

La incorporacion del cine y otros medios audiovisuales en clases de Matematica ha sido
abordada por varios autores (Rezende 2008, Beltran Pellicer y Asti 2014, Sorando 2021, Emmer
2005, Lemes 2015), destacando el caracter visual, motivacional y emocional; ademas de su
relacion con la Historia, la Literatura y otras artes. A la par que existe abundante material
didactico audiovisual disponible, existen trabajos que resaltan el uso de estos medios en la
ensefianza de las ciencias y la matematica, que proponen ejemplos y metodologias concretas
(Rezende, 2008; Bessonart et al, 2018). Considerando los largometrajes, solamente una pelicula
contiene bastante informacion para analizar, es por ello que en este caso, se pueden trabajar
segun un tema especifico, una idea o una particularidad cultural como el género, la
discriminacion, la religion, etc.

Para Sorando (2021), “Dar entrada al cine en la clase de Matematicas, ademas de ser un
factor motivador, rompe prejuicios sobre la aspereza y lejania del conocimiento matematico; lo
vincula al universo de las aventuras y las emociones”. Por su parte, para el ministerio de Ciencia
e Innovacién en Espafia (2021), Marta Macho refiere: “Entrar a las matemaéticas a través del cine
es una herramienta extraordinaria, los profesores pueden utilizar escenas de cine en donde el
alumnado intenta analizar ¢qué ha ocurrido y por qué ha ocurrido?” Ella nos hace hincapié que el
cine como material de ensefianza, es una oportunidad para que el estudiante empiece a
preguntarse el ¢por qué de las situaciones que rodean al protagonista?, ;como fue desarrollando
sus hipdtesis?, ¢cudl fue el proceso que tuvo que realizar para poder llegar a sus teoremas? ;A
qué problematicas sociales, emocionales, culturales, politicas, se tuvo que enfrentar? Es por ello
que es interesante el analisis de peliculas donde los protagonistas son matematicos.

Consideramos que las ideas de John Dewey (1859-1952), psicologo, pedagogo y fildésofo
norteamericano, considerado el padre de la educacion progresista norteamericana, similar a la
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Escuela Activa o Escuela Nueva en Europa, junto a la constructivista Teoria de las Situaciones
Didacticas de Guy Brousseau, basada en el principio de que cada conocimiento o saber puede
ser determinado por una accion (situacion) entre dos 0 méas personas, pueden converger con el
uso didactico de material audiovisual, en particular de peliculas.

El proceso tradicional de aprendizaje pasivo y de obediencia forzada en las aulas de clase,
que genera aburrimiento, es criticado por John Dewey (1989), quien propone que se parta de
alguna necesidad y del propio interés del estudiante, siempre y cuando asegure la transmision
cultural, basada en valores y buenos habitos por parte de profesores y alumnos; considera la
escuela como una institucion social. Para Dewey existen tres fases por las que atraviesa el
pensamiento reflexivo; parte de un estado de duda o de estar en una situacion de conflicto que
como consecuencia promueve la actividad del pensamiento, esto da paso a un proceso de
investigacion racional, con el objetivo de encontrar informacion que aclare la duda inicial y
finalmente para llegar a una conclusion que nos dé una idea mas clara y fundamentada sobre el
cuestionamiento que desencadeno el proceso reflexivo.

Segun la Teoria de Situaciones Didacticas de Brousseau (1997), el profesor debe disefiar
cuidadosamente la situacion de modo que los estudiantes puedan actuar, reflexionar, hablar,
interactuar y avanzar por iniciativa propia, creando asi condiciones en las que jueguen un papel
eficiente y emprendedor en el proceso de aprendizaje. Se distinguen cuatro aspectos. 1. Accion:
cuando el estudiante que se enfrentan a una situacion didactica sabe qué hacer. Por lo tanto, se
trata de poner en practica el conocimiento y las estrategias adecuadas. 2. Comunicacion: el
compartir experiencias, ideas, dudas; es un vehiculo para transformar el conocimiento implicito
en explicito. 3. Validacion: Es el consenso al que se llega después de analizar las ideas de todo el
grupo. 4. Institucionalizacion: Es la sintesis lograda con intervencion del profesor.

Se puede pensar que el uso de peliculas de contenido matematico puede hacerse sin
restricciones, en ese sentido Luiz Augusto Rezende (2008), advierte de algunos problemas al
tratar de usar material audiovisual en clases, y propone tres abordajes historiograficos como
metodologia para el uso de ellos, con una adecuada orientacion por parte del Maestro, estos son
Historia Factual, Historia Epistemoldgica e Historia Arqueoldgica.

Historia Factual: Descriptiva, atiende fechas, biografias, descubrimientos, tratados,
doctrinas, teorias, con procedimientos reconocidos por una ciencia como “correctos”.

Historia Epistemoldgica: Parte del supuesto que la ciencia se desarrolla en funcion de una
verdad y racionalidad cada vez mayores. Juzga los acontecimientos a partir de la Ciencia actual
(anacronismo).

Historia Arqueoldgica: Cuestiona la idea del progreso de la Ciencia, interroga las
condiciones de existencia de discursos, neutralizando la cuestion de la cientificidad, y analiza los
saberes del pasado en su contexto.

Metodologia
Nuestra propuesta incorpora las ideas de Brousseau (1996), sobre las Situaciones
Didacticas, junto con los tres abordajes historiograficos propuestos por Rezende (2008), para tal
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fin hemos seleccionado cuatro peliculas con contenido matematico, de caréacter historico: Agora
(2009), EI hombre que conocia el infinito (2015), Figuras ocultas (2016), y Con ganas de triunfar
(1988). A continuacion, describimos nuestra adaptacion de estas teorias.

Accion. Esta se da cuando el estudiante o los estudiantes que se enfrentan al anélisis de las
peliculas, ponen en practica su conocimiento para anotar sus observaciones, la incorporacion de
nuevos aprendizajes, su vinculacién con otras asignaturas del curriculo escolar y en concordancia
con la descripcion de la Historia Factual, es principalmente descriptiva, en donde el estudiante se
ubicara en un contexto temporal, investigara las biografias de los personajes, ¢qué fue lo que
descubrieron? ;de qué forma sus descubrimientos ayudarian a la humanidad? Por ejemplo, en la
pelicula Agora, ;cuales eran las teorias que existian sobre el sistema geocéntrico? ¢Cudles eran
los problemas religiosos, sociales y politicos de esa época?, etc.

Comunicacion. Se da durante el analisis de las peliculas, en donde los estudiantes
comparten experiencias, emociones, ideas, dudas, conocimientos, etcétera; con la ayuda de la
Historia Epistemologica y la Historia Arqueoldgica, el estudiante puede analizar los saberes del
pasado en su contexto, vislumbrar la influencia que tienen las peliculas matematicas e historicas
para comprender sus relaciones con la politica, la sociedad, la cultura y el poder, por ejemplo
¢Con que argumentos Hipatia de Alejandria decia que la tierra giraba alrededor del sol?

Validacion. Esta se presenta cuando no existe armonia en las opiniones entre los
estudiantes que se enfrentan a una situacion y en la cual hay opiniones diferentes en cuanto a los
valores éticos y morales de los protagonistas de las diferentes peliculas, para lo cual existe un
acompafiamiento por parte del profesor de cada disciplina y existe la labor de convencimiento
para que coexistan acuerdos comunes, es por eso que la Historia Arqueoldgica, se encarga de
estudiar la naturaleza, el origen, de dar validez, objetividad, verdad, avalar el método realizado
por los matematicos, por ejemplo ¢Por qué no eran aceptadas las formulas de la teoria de
numeros de Ramanujan? ¢Por qué las mujeres afroamericanas que trabajaron en la NASA,
fueron discriminadas?

Institucionalizacion. Aqui pueden confluir los tres abordajes anteriores, puesto que los
estudiantes pueden tener una vision sesgada de la historia y la realidad, es preciso la intervencion
objetiva del docente o mejor aun de un grupo comprometido de ellos, de manera
multidisciplinaria.

¢Cbmo se va a realizar?

Conformar un equipo multidisciplinario de docentes en la institucion educativa, quienes
tendran un rol preponderante antes, durante y después de la ejecucion de la propuesta didactica.

La ejecucidon de nuestra propuesta se haré el ciclo escolar 2022-2023 semestre B,
considerando un promedio de 30 estudiantes del sexto semestre del Bachillerato General Oficial
“Ahuazotepec” de Puebla-México. Por su parte, durante el semestre académico 2023 -1, con un
promedio de 15 estudiantes de Profesorado de la Universidad Nacional Pedro Ruiz Gallo,
Lambayeque-Perd.
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FASE 1:

a) A inicios del Semestre B, se les invita a los Docentes que conforman el cuerpo académico
escolar, para integrar un equipo multidisciplinario de Matematicas, Literatura, Lenguaje y
Comunicacion, Etica 'y Valores, Filosofia, Orientacion Vocacional e Historia, con el
objetivo de realizar un trabajo de investigacion.

b) A través de una infografia se hace la invitacion a los estudiantes interesados en participar
en este proyecto de investigacion.

c) Se capacitara al equipo docente conformado en el item a; sobre las Teorias Constructivistas
y la metodologia a utilizar, para que ellos puedan planear sus actividades y elaborar el
material a utilizar de acuerdo a cada disciplina.

FASE 2:

a) Durante el semestre académico del Bachillerato, que tiene una duracion de cinco meses, se
trabajara con una pelicula por mes; respetando el orden cronoldgico con los que fueron
suscitados los hechos histéricos, se propone el siguiente orden de las peliculas: “Agora”,
“El hombre que conocia el infinito”, “Figuras ocultas” y “Con ganas de triunfar”

b) Para lograr una mayor atencién en los detalles, se sugerira que de manera extraescolar, los
estudiantes vean la pelicula por partes a razon de 30 minutos por semana.

c) Los docentes de manera multidisciplinaria y con preguntas guiadas, y los productos
solicitados de acuerdo a cada disciplina, en su clase, una vez por semana, coordinaran y
escucharan las reflexiones, los cuestionamientos, los debates, las dudas de los estudiantes
del blogue correspondiente a cada una de las partes, asi como evaluaré las actividades
requeridas (mapas mentales/conceptuales, resumenes, collage, reflexiones, fichas de
trabajo, etc.)

FASE 3:

Al término de cada mes, coincidiendo con la visualizacion completa de cada pelicula, se
hara un encuentro entre estudiantes y el equipo académico conformado en la fase 1, de manera
extraescolar, para analizar y debatir sobre la pelicula correspondiente, propiciando un
intercambio de ideas entre los participantes, el analisis de los tres abordajes historiograficos,
conclusiones, las reflexiones finales desde el punto de vista de cada disciplina.

FASE 4:

Analisis de resultados por cada docente de las diferentes disciplinas sobre la propuesta
didactica, asi como también las opiniones, reflexiones y sugerencias de los estudiantes.

En esta fase, se espera ver un alto grado de satisfaccion de los estudiantes, de tal manera
que el profesor de matematicas les sugiera recrear, segun sus habilidades, algun pasaje histérico
o0 la vida de algun matematico, tales como Galois, Cantor, Emilie Noether, etc, plasmandolo en
guiones, poster, un mural, en infografias, recursos literarios y otros, tales que, algunos puedan
escenificarse a posteriori.
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Expectativas

El caracter multidisciplinario de nuestra propuesta, debe generar interés e involucramiento
de la sociedad y de academicos afines a la tematica. Es deseable que, al equipo inicial de
maestros, se puedan unir especialistas externos al ambito educativo, como puede ser artistas,
literatos, comunicadores, filsofos. Con lo cual se puede llegar a analizar y producir material no
solo educativo sino en general cultural, etico, artistico, etc.

Esta propuesta es inclusiva, permite incorporar a estudiantes con todo tipo de habilidades,
para la escritura, la danza, la poesia, el arte en general, la Matematica y las demas ciencias,
ademas de un genuino interés por la Filosofia. Se fomentaré el respeto al otro y promoveran
valores culturales,

El material usado para implementar esta metodologia no se debe restringir Unicamente a
fuentes audiovisuales internacionales, sino que se puede extender a entornos locales, regionales o
nacionales, existen personajes y hechos historicos notables de cada cultura. Producto de ello se
conseguira fortalecer la identidad cultural local y, dado el carécter inclusivo de nuestra
propuesta, el empoderamiento y enriquecimiento cultural de todos los participantes, ademas de
descubrir vocaciones STEAM, artisticas, literarias, etc.

Consideraciones finales

La metodologia propuesta puede implementarse con otros medios selectos de audiovisuales
ademas de peliculas de cine, como por ejemplo en documentales, series de television, obras de
teatro, etc. Incluso en ambientes extraescolares como Clubes de Matemaética o similares, donde el
interés no sea sélo la preparacidn para competiciones.

Rezende (2008) destaca la importancia del papel del Profesor, nuestra propuesta incluye un
equipo preparado de Profesores, donde aparte del caracter histérico del material audiovisual, se
cuestionara todo el contexto cultural, por lo que la Filosofia de la Ciencia, y en particular la
Historia y Filosofia de la Matematica es fundamental y debe ser parte de la formacion de todo
maestro.

Citando a PMG Urbaneja (2022), desde la Matemética, como disciplina cultural en el mas
amplio sentido de la palabra, se pueden integrar Artes, Ciencias y Humanidades, a través de esta
propuesta inclusiva y multidisciplinaria, no solo de andlisis critico de material audiovisual, sino al
producir un material propio susceptible de ser utilizado y revisado a la luz de la presente
metodologia.
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Resumo

Neste ensaio tedrico-politico promovemos reflexdes sobre a Modernidade, a
Colonialidade e a Matematica junto aos pensamentos de Paulo Freire e Ubiratan
D’Ambrosio. Buscamos discutir como o projeto colonial configurou uma trajetoria
da Modernidade que, apenas com o comércio pelo Atlantico e a colonizacdo das
Américas, possibilitou conferir a Matematica o seu sentido de universalidade. Para
iSs0, pautamo-nos na poténcia dos estudos decoloniais como substrato de nossas
posturas, idearios e discursos. Como direcionamento, indicamos uma compreensao
sobre a Matematica que néo a afasta de nossa paisagem colonial, sustentando uma
questdo-desdobramento da entrevista concedida por Paulo Freire a Ubiratan
D’Ambrosio e a Maria do Carmo Santos Domite: que matematico a despertar em
nos?

Palavras-chave: Educagdo Matematica; Educacdo Matematica na América Latina;
Histdria e Epistemologia da Matematica e da Educacdo Matematica; Modernidade;
Colonialidade; Decolonialidade; Justica Social; Brasil.

Reivindicando vozes, em politica: uma introducéo

Eu ndo tenho ddvida nenhuma que dentro de mim ha escondido um matematico que nao
teve chance de acordar, e eu vou morrer sem ter despertado esse matematico, que talvez
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pudesse ter sido bom. Bem, uma coisa eu acho, que se esse matematico que existe
dormindo em mim tivesse despertado, de uma coisa eu estou certo, ele seria um bom
professor de matematica. Mas ndo houve isso, ndo ocorreu, e eu pago hoje muito caro,
porque na minha geragdo de brasileiras e brasileiros 14 no Nordeste, quando a gente
falava em matematica, era um negocio para deuses ou génios. Se fazia uma concessao
para o sujeito genial que podia fazer matematica sem ser um deus. E com isso, quantas
inteligéncias criticas, quantas curiosidades, quantos indagadores, quanta capacidade
abstrativa para poder ser concreta, perdemos.

O trecho acima compde a entrevista com Paulo Freire concedida a Ubiratan D'Ambrosio e
Maria do Carmo Santos Domite, sugerida pelo professor Jeremy Kilpatrick para ser exibida na
oitava edicdo do International Congress on Mathematical Education (ICME 8), realizado em
Sevilha (Espanha), em 1996. No ano de 2021, momento em que celebramos o centenario do
patrono da Educacéo e que sentimos a perda do mais notdrio educador matematico brasileiro,
recuperar seus idearios e discursos e atualiza-los no presente €, mais do que uma possibilidade,
um compromisso coletivo que o0 nosso campo, a Educacdo Matematica, deve assumir no cultivo
de nossa memdria e acdo politica.

Este ensaio tedrico tem como objetivo promover reflexdes sobre a Modernidade, a
Colonialidade e a Matematica junto aos pensamentos de Paulo Freire e Ubiratan D’ Ambrosio.
Buscamos discutir como o projeto colonial configurou uma trajetéria da Modernidade que,
apenas com o comércio pelo Atlantico e a colonizagdo das Américas, possibilitou conferir a
Matematica o seu sentido de universalidade, tornando-a “a linguagem de um deus mais sabio,
mais milagroso e mais poderoso que as divindades das outras tradi¢des culturais” (D’ Ambrosio,
2005, p. 115). Para isso, pautamo-nos na poténcia dos estudos decoloniais como substrato de
nossas reflexdes. Como direcionamento, indicamos uma compreensao sobre a Matematica que
ndo a afasta de nossa paisagem colonial, sustentando uma questdo-desdobramento da entrevista
com Paulo Freire: que matemético a despertar em ngs?

Paulo Freire e Ubiratan D’ Ambrosio:
reflexdes sobre a Modernidade, a Colonialidade e a Matematica

Ambos, Paulo Freire e Ubiratan D’ Ambrosio, acreditavam que a Matematica poderia se
configurar como poderoso instrumento de humanizacao e justica social, direcionado a superacdo
das tantas desigualdades que acometem corpos individuais, sociais e politicos em um pais
marcado pela heranca colonial. Os autores se colocam em oposi¢do a Matematica como “forma
privilegiada de conhecimento, acessivel apenas a alguns especialmente dotados, e cujo ensino
deve ser estruturado levando em conta que apenas certas mentes, de alguma maneira ‘especiais’,
podem assimilar e apreciar a Matematica em sua plenitude” (D’ Ambrosio, 1996, p. 9). Por isso,
para empreender um projeto politico-educacional que direciona a Matematica a justica social,
seria necessario reivindicar novas politicas de conhecimento e identidade em Matematica,
reconfigurando as dimensoes histdricas, sociais, culturais, econdémicas, geracionais, de raca, de
géneros e sexualidades, de etnia etc. que circunscrevem as formas de producéo, circulacédo e
difusdo do conhecimento matematico.
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Uma das estratégias de Paulo Freire foi a defesa da Educacdo Popular. Entendemos que a
Educacdo Popular é aquela que nega o intelectual como o portador e produtor de consciéncia,
estimulando “a presenca organizada das classes sociais populares na luta em favor da
transformacdo democrética da sociedade, no sentido da superacgdo das injusticas sociais [...]
critica também a natureza autoritaria e exploradora do capitalismo” (Freire, 2007, pp. 103-105).
A Educacéo Popular, sem desconsiderar outras formas de conhecimento e assumindo uma
posicao substancialmente democratica, ndo separa o debate e as praticas educacionais da
elaboracdo de compreensdes sobre a realidade, na direcdo da producdo de uma consciéncia
emancipatoria.

Tornar a educacdo mais humanizada passa, na obra de Freire, ndo so pela conscientizacéo
dos oprimidos, mas também do opressor que, em uma dimensao epistemoldgica, se manifesta na
figura do intelectual vinculado a Universidade. A esse respeito, Paulo Freire (2018), em uma
publicacdo postuma, convida os matematicos, os praticantes do que nomeia como “Matematica
Oficial”, a buscarem no campo popular a abertura para outras compreensdes sobre conhecimento
matematico e seus processos educacionais, dizendo:

Eu acredito que é preciso cuidar das especificidades dos intelectuais em um processo de Educacédo
Popular; € preciso aproveitar tudo o que cada um deles sabe, pode e queira fazer bem-feito. Deve-se,
por exemplo, pedir aos matematicos: “Venham conosco um sabado para ver como 0s garotos do povo
vendem e como fazem o calculo sem saber nada da chamada Matematica Oficial. Estudem propostas
para ver como podemos melhorar o ensino da Aritmética e de outros campos da Matematica em areas
populares”. Se vocé é um matematico ou bidlogo, ndo pode ficar satisfeito somente com as aulas que
da na universidade. Qualquer especialidade pode ser importante para apoiar a Educagéo Popular, para
alcangar uma compreensdo mais humanizada e mais cientifica do que ¢ a identidade cultural do povo
(Freire, 2018, p. 241).

A defesa do campo popular surge na obra Ubiratan D'Ambrosio sob a égide do Programa
Etnomatematica. O autor defende que a Matematica se configurou como “instrumento essencial
e poderoso no mundo moderno”, tornando-a “presenca exclusiva de outras formas de
pensamento. Na verdade, ser racional é identificado com dominar a matematica” (D’ Ambrosio,
2005, p. 115). O triunfo dessa racionalidade — que, como discutido mais a frente, foi forjado nos
processos de colonizacdo das Américas — subjugou préticas socioculturais que se diferenciavam
da Matematica da tribo europeia (Lizcano, 2006), sendo um compromisso do Programa
Etnomatematica o estudo das formas de conhecimento de diversos grupos étnicos, mas nao s
iSS0.

A obra de Ubiratan D’ Ambrosio néo se limita a identificacéo e a valorizacao das
matematicas — agora, em grafia e sentido plurais — de povos que ndo configuram 0s grupos
socioculturais dominantes. Como defendido pelo préprio autor, “diferentemente do que sugere o
nome, Etnomatematica ndo é apenas o estudo de ‘matematicas das diversas etnias’”
(D’Ambrosio, 2005, p. 113). Ha no Programa Etnomatematica uma dimenséo politica e
epistemoldgica que, de forma expressa, se aproxima do projeto edificado por Paulo Freire na
preocupacdo ndo apenas com as politicas de conhecimento e identidade que tocam os oprimidos,
mas também os opressores. Em Matematica, o opressor se materializa na “Matematica
dominante”, nas politicas de conhecimento e nas identidades por elas demandadas na alegacéo
ideoldgica e colonizatoria de que se trata a cultura europeia uma cultura universal, critério de
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representacédo e avaliacdo de humanidade. Assim, nas palavras de D’ Ambrosio (2005, pp. 115-
116):

A disciplina denominada matematica é, na verdade, uma Etnomatematica que se originou e se
desenvolveu na Europa mediterranea, tendo recebido algumas contribuic@es das civiliza¢fes indiana e
islamica, e que chegou a forma atual nos séculos XVI e XVII, sendo, a partir de entdo, levada e
imposta a todo o mundo. Hoje, essa matematica adquire um carater de universalidade, sobretudo
devido ao predominio da ciéncia e tecnologia modernas, que foram desenvolvidas a partir do século
XVII na Europa. [...] Faz sentido, portanto, falarmos de uma “matematica dominante”, que é um
instrumento desenvolvido nos paises centrais e, muitas vezes, utilizado como instrumento de
dominacdo. Essa matemaética e 0s que a dominam se apresentam com postura de superioridade, com o
poder de deslocar, e mesmo eliminar, a “matematica do dia-a-dia”. [...] falar dessa matemética em
ambientes culturais diversificados, sobretudo em se tratando de indigenas ou afro-americanos ou
outros ndo-europeus, de trabalhadores oprimidos e de classes marginalizadas, além de trazer a
lembranca do conquistador, do escravista, enfim do dominador, também se refere a uma forma de
conhecimento que foi construido pelo dominador, e da qual ele se serviu e se serve para exercer seu
dominio.

E sobre a “lembranca do colonizador” que pautamos, agora, a implicacio deste
pensamento para a Educacdo Matematica, tendo a poténcia dos estudos decoloniais como
substrato de nossas posturas, idearios e discursos.

Que matematico a despertar em n6s? Percorrendo outra trajetéria da Modernidade

Em Fernandes (2021), aponta-se que a relacdo entre a Matematica e a Modernidade
Ocidental se dd em uma dupla trajetéria. Na primeira, alinhada ao movimento cultural europeu
dos seculos XVII e XVIII, a Matematica se constitui como ideério e discurso da exatiddo, da
certeza, da perfeicéo, do rigor, da previsibilidade, da universalidade, da indubitabilidade, da
virilidade, da objetividade, da linearidade e de outros elementos.

Essas premissas e possibilidades, que concedem a razdo a possibilidade de obtencao do
conhecimento seguro e verdadeiro, promoveram e ainda promovem forte influéncia no
pensamento Ocidental. O método instituido e instituinte do pensamento cartesiano, que se
confunde com o0 método matematico e com a propria Matematica, se converte, entdo, na Unica
ferramenta analitica adequada para a compreensdo da realidade. A racionalidade se assume como
suporte exclusivo a producdo do conhecimento e de suas tecnologias, sendo a matematica modo
de identificacdo do ser racional e, com isso, 0 homem europeu se convence de seu amplo
dominio sobre a natureza e a sociedade, em uma perspectiva de totalidade, universalidade.

Esse estatuto de universalidade, de seguranca e de perenidade concedido a Matematica e a
outros campos disciplinares contribuiu com a alegacgéo ideoldgica de que a Matematica seria uma
forma de conhecimento representativa de uma cultura universal e, portanto, representativa de
toda a humanidade, uma forma de expressar uma verdadeira identidade em comum. A
Matematica seria, entdo, a narrativa global capaz de explicar rigorosamente, de forma neutra,
verificvel, completa e definitiva, a realidade e, nesse interim, a nGs mesmos.

Acontece que essa trajetoria centrada no europeu ndo reconhece os silenciamentos,
exclusdes e exterminios aos quais tém sido submetidos historias, saberes, individuos e coletivos
gue néo se enquadram no padréo estabelecido pela totalidade do conhecimento. Tais
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silenciamentos, exclusdes e exterminios, entendemos, € parte constitutiva do projeto da
Modernidade Ocidental, que se institucionalizou com as invas6es europeias de Abya Yala,
Tawantinsuyu e Anahuac, hoje as Américas e o Caribe, e com o trafico de povos escravizados. A
Modernidade articulou uma maquinaria de poderes, de saberes e de institui¢des que serviram e
que servem, ainda hoje, para reforcar hierarquias e hegemonias em relag6es sociais, politicas e
educacionais que legitimam a desumanizacgéo de seres, a subalternizacdo de saberes e a
usurpacao de territorios. Pode-se dizer, assim, que a Modernidade engendrou o Colonialismo e a
Colonialidade, e também o contrério.

E nessa direcéo que Fernandes (2021) apresenta uma segunda trajetdria que descreve a
relacdo entre a Matematica e a Modernidade, anunciada a partir do comércio do Atlantico e da
invencdo das Ameéricas. Nela,

[...] a Matematica era entendida como modo de compreender e dominar a natureza, transformando-a
em recurso. Esse recurso, entretanto, ndo se restringia ao uso da terra, das matas ou dos minérios, mas
também avancava sobre os individuos considerados ndo humanos nos territérios conquistados. Nessa
forma de sociabilidade, a cultura seguiria dominando a natureza, seja como geologia, ou homem
selvagem. Pouco a pouco, o Penso, logo existo tornar-se-ia Conquisto, logo existo, em um processo
devastadoramente orquestrado pelo Extermino, logo existo (Fernandes, 2021, pp. 6-7).

Esse carater universal da Matematica, que condiciona a existéncia a uma racionalidade
especifica, também a torna um modelo totalitario na medida em que seu controle nega outras
formas de conhecimento, particularmente aquelas geradas e geridas nas cosmovisdes dos
habitantes dos territérios conquistados e que passa a ser modeladas de acordo com seus
principios, regras e regulamentos epistemoldgicos.

Contudo, essa incurséo totalitaria ndo se da apenas no plano epistemoldgico, mas também
em interesses subjetivos e econdmicos. O genocidio dos povos e a usurpagao dos recursos
naturais em curso nos territérios conquistados € mediado por um conhecimento, o do mundo
moderno e colonial, que passa a ser tomada como medida de humanidade. E nesse ponto que a
Educacdo Matematica pode nos permitir ndo apenas a dendncia dessas injusticas epistémicas,
mas também anunciar novas possibilidades ao dialogar com a perspectiva da virada decolonial,
especialmente para questionar o status de universalidade e a sua posicao invisivel da Matematica
frente aos padrdes de poder que sustentam o projeto de Modernidade/Colonialidade.

Nesse sentido, entendemos como necessario criar margens para essa ampliacéo
epistemolodgica do que uma Modernidade tem entendido por Matematica, tendo como base a
interlocugéo com outras formas de vida, no desenvolvimento de uma urgente desobediéncia
epistémica, como método de oposicdo aos conceitos modernos e eurocentrados de conhecimento.
Segundo Mignolo (2007), a desobediéncia epistémica ndo deve ser confundida com a ideia de
deslegitimar a epistemologia da tribo europeia. Desobediéncia epistémica ndo quer dizer o
abandono ou ignorancia do que ja foi institucionalizado por todo o planeta, mas contar outras
histdrias e experiéncias que escapam as compreensdes da Modernidade e que podem ter muito a
contribuir para pensar outras formas de viver.

Afirmamos, por fim, que o matematico a despertar em nos pode se pautar em uma

Educacdo Matematica como compromisso transformador da sociedade, alinhada ao exercicio da
cidadania, da liberdade e da construgdo de um projeto de sociedade solidario, baseada em
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valores como a empatia, a €ética, a responsabilidade, a justica e a inclusdo social e que ndo se
furta de um amplo debate sobre as hierarquizac@es e exclusdes simbolicas, materiais e subjetivas
produzidas na Modernidade/Colonialidade. Seja como pratica social de ensino ou de pesquisa, a
area se assume imersa em estruturas sociais e institucionais herdadas do colonialismo, sendo
produzida cotidianamente por seus dispositivos e efeitos. O que, talvez, difira a Educacéo
Matematica de outras areas € a sua postura frente as desigualdades produzidas colonialidade,
colocando-se em prontidao e avaliacdo para a compreensao dos privilégios adquiridos por seu
objeto particular de trabalho — a participagdo da matematica em diferentes culturas, inclusive as
culturas escolares —, buscando aliar-se as lutas de diferentes coletivos sociais.

Esperamos que essas reflexdes contribuam com o papel da Filosofia da Educacéo
Matematica, anunciado por Paul Ernest (2016, p. 8, traducdo nossa), “de analisar, questionar,
desafiar e criticar as reivindicacOes da pratica, da politica e da pesquisa em Educacéo
Matematica”, situando essa postura, porém, ndo apenas na filosofia que nasce na dialética dos
gregos antigos, mas no projeto edificante, reativo e propositivo que emerge e insurge junto aos
estudos decoloniais, na formulacdo de um pensamento critico latino-americano.
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Resumen

El proposito de esta investigacion es identificar vinculos entre: (i) argumentos
histdricos que configuraron el Teorema Fundamental Calculo (TFC); (ii) recursos
tecnoldgicos que actualizan esos argumentos; (iii) efectos en la didactica del calculo,
de los recursos y de su actualizacion. Los nuevos significados parciales para la
integral definida que se muestran como efecto de estos vinculos, son el resultado de
una metodologia multimodal que articula la historiografia aplicada a los documentos
de Newton y de Leibniz, con las metodologias del Enfoque Ontosemiotico (EOS) en
lo que refiere a la identificacion de idoneidades mediacionales y epistemoldgicas.

Palabras clave: Teorema fundamental del célculo, integral definida, Leibniz,
Newton, significados parciales.

Introduccion

La pregunta ¢qué tipo de objetos hacen parte de la formacion matemaética en programas
como el de ingenieria? se articula con la pregunta sobre ¢qué tipos de significados sobre esos
objetos promueven los profesores en sus practicas docentes? La teoria del Enfoque
Ontosemiotico (EOS) destaca: la complejidad de los objetos matematicos en tanto los reconoce
no como un objeto unitario, sino como un sistema complejo formado por componentes o partes
(Rondero & Font, 2015); y la necesidad de considerar significados parciales de estos objetos “en
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términos de préacticas y configuraciones de objetos primarios, activados en estas practicas”
(Rondero & Font, 2015, p. 31).

En el caso de la formacidn de ingenieros a finales del S. XIX: “se planteaba la controversia
acerca de qué tipo de formacién matematica deberia darse a los ingenieros; los dirigentes del pais
tenian un especial interés por lo practico, lo técnico y lo productivo” (Castro, 1997, p. 9), esta
controversia se mantiene vigente hasta el siglo XXI. El profesor de matematicas que forma
ingenieros se enfrenta a decisiones como: considerar las estructuras matematicas como el Unico
objeto de formacion matematica para el ingeniero o, considerar las aplicaciones de las
matematicas como la razén fundamental de la utilidad de la matemaética en la formacién del
ingeniero (ICMI, 2002). Las préacticas de ensefianza de lo que actualmente es reconocido como
Teorema Fundamental del Calculo (TFC) también sobrelleva dichos problemas. En efecto, el
primer inconveniente de considerarlo complicado se debe a sus conceptos matematicos
implicitos y explicitos (Kirsch, 2014; Robles et al., 2014; Fuente et al., 2010; Tall, 1992). La
segunda postura problematica se adopta porque, en el mejor de los casos, el TFC solo es
recordado por su utilidad (Bressoud, 2011; Toumasis, 1993). Sin embargo, el proceso de
ensefianza y aprendizaje del TFC tiene dificultades para muchos docentes, porque es frecuente
que algunos de ellos tengan un bajo conocimiento conceptual, incluso a veces procedimental, de
la integral definida (Rosyidi & Kohar, 2018). También, porque muchos profesores no saben
cdmo mejorar su ambiente de ensefianza, o crear secuencias didacticas que busquen la mejora de
la comprension del teorema, ademas de no considerar la complejidad de los objetos matematicos
que se ensefian (Robles et al., 2014). Complementariamente surgen preguntas como ¢cual
version del TFC se requiere en la formacion de ingenieros?

Para los estudiantes, los obstaculos al comprender el TFC, radican en la dificultad de
comprender otros objetos matematicos, tales como funcidn, continuidad, derivada e integral, o de
relacionarlos entre si, e.g. comprender la correspondencia entre la integral definida y el area.
Estas dificultades conducen a ideas no permanentes y poco cohesionadas entre ellas, que
conlleva a que los alumnos se conformen con imagenes mentales que tienen sélo aspectos
parciales de una definicion o de algin ejemplo particular (Thompson & Dreyfus, 2016;
Kouropatov & Dreyfus, 2013; Cordero, 2003; Coelho, 1998; Thompson, 1994; Dreyfus, 1990).
El TFC algunas veces no es teorema, ni es fundamental para los estudiantes (Thompson &
Dreyfus, 2016).

Estas problematicas no son las unicas. Siempre que se aborda un estudio sobre el TFC se
debe considerar que “el teorema fundamental es una piedra angular adecuada para cualquier
desarrollo riguroso del calculo” (Dunham, 2005, p. 90), y ademés que emerge un
cuestionamiento inmediatamente: ¢a cudl TFC se hace referencia? Se suele presentar, por
ejemplo, entre todas las versiones que existen del TFC (Fullerton, 2003) e incluso de lo que es
recordado por algunos profesores (Toumasis, 1993), la siguiente version:

Teorema Fundamental del Célculo:
Sea f una funcion continua en el intervalo [a, b],

(1) Si g(x) = [ f(t)dt, entonces g'(x) = f(x).
(2) [ f(x)dx = F(b) — F(a) donde F es una antiderivada de £, es decir, F'(x) = f(x),
(Stewart, 2015)
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Como un elemento de esta problematica hay que sefialar que cada texto universitario
aborda el TFC desde diferentes puntos de vista. Por ejemplo, alternan el orden de (1) y (2), o
varian presentando primero la integral definida o el problema del area, y posteriormente, la
integracion por sustitucion o las sumas de Riemann (Stewart, 2015; Larson & Edwards, 2014;
Zill & Wright, 2010; Thomas, 2006).

Desde la educacion matematica universitaria se han ofrecido diferentes soluciones, por
ejemplo, las que se desarrollan desde las huellas que los problemas de ensefianza y aprendizaje
del TFC dejan y que se plantean a la comunidad de investigadores. En esta perspectiva, se cuenta
con un estudio de caso de la transposicion didactica de la demostracion del TFC (Klisinska,
2005); otra investigacion que indaga sobre la comprension del vinculo entre derivadas e
integrales (Coelho, 1998); otra més que plantea definir de otra manera los diferenciales, y desde
alli, tener otra perspectiva del TFC (Biehler et al., 2017; Thompson, 1994); y desde el marco de
la abstraccion reflexiva, se cuenta con el analisis del concepto de integral definida (Aranda &
Callejo, 2015). Se dispone de investigaciones alrededor de la parte evaluativa del TFC (Ponce,
2014) y también sobre como los estudiantes lo aplican a problemas fisicos y graficos
(Bajrachrya, 2014). Lo anterior también se vincula a la relacion que el EOS manifiesta en:

La preocupacion por el significado de los términos y conceptos matematicos lleva directamente a la
indagacion sobre la naturaleza de los objetos matematicos, a la reflexion epistemolégica sobre la
génesis personal y cultural del conocimiento matematico y su mutua interdependencia”(Godino &
Batanero, 1994, p. 4).

En el caso especifico del TFC la génesis cultural a la que alude el EOS esta vinculada a las
reflexiones personales de Newton y de Leibniz. Los dos investigadores llegaron al TFC
resolviendo un problema comun y de gran dificultad de la época: el problema inverso de las
tangentes y su relacion con aquel de hallar areas (Scriba, 2014). Ademaés, como aspecto de total
relevancia: ambos ofrecieron lo que se reconoceria hoy en dia como tablas de integracion,
mostrando asi un algoritmo para el uso de la solucién que plantearon (Mufioz-Villate, 2021;
Scriba, 2014; Bressoud, 2011). Se puede decir entonces que ellos dos vieron la importancia de
esta nueva herramienta matematica, mas alla de lo desarrollado por Barrow, Wallis, Fermat,
Descartes, van Heuraet, Sluse, Hudde, y otros tantos matematicos contemporaneos suyos, a los
cuales no se les puede desconocer de ninguna manera su aporte a la invencion del analisis.

Para los escritos de Newton se tiene a disposicién un amplio abanico de escritos desde su
fuente primaria. Por ejemplo, se cuenta con su manuscrito “The October 1666 Tract on Fluxions”
recuperado gracias al trabajo de The Newton Project (Iliffe, 2011). A partir de este tratado, se
puede realizar una presentacion alternativa de la parte dindmica del TFC (Mufoz Villate, 2021,
2022; Bressoud, 2011). Se cuenta también con las obras sobre Newton de historiadores de primer
nivel como Marco Panza y Niccolo Guicciardini (Guicciardini, 2011; Panza, 2005).

En el caso de Leibniz, es mas dificil recuperar toda su fuente primaria. Sin embargo, se
cuenta con un argumento que hace parte de lo que se reconoce como TFC, y que fue publicado
en el afio 1693 en la revista “Acta Eruditorum” (Swetz, 2015). También es posible tener a
disposicion los trabajos restaurados en Gottfried Wilhelm Leibniz Bibliothek, en parte por
Siegmund Probst y su equipo. Alli estan los escritos de ciertos periodos, por ejemplo, entre los
afios 1674-1676 (Leibniz, 2008). Se cuenta asi mismo con los escritos de expertos en los trabajos
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matematicos de Leibniz como David Rabouin y Davide Crippa (Crippa, 2019; Chemla et al.,
2016), y del grupo Mathesis, encargado de editar material matematico leibniziano (Mathesis
Project, 2017). Desde este gran insumo en historia de las matematicas, y de las matematicas
mismas, ha sido posible recuperar los argumentos y significados parciales que se mostraran a
continuacion.

Metodologia

Inicialmente se utiliza la metodologia aportada desde la historiografia, es decir, aquella que
permite abordar las matematicas desde el punto de vista de lo que se hace, como una actividad
humana que constituye una historia, mas que ver las matematicas como aquello que se estudia
desde la unién de propiedades de objetos creados por esa actividad (Panza, 2005). Se accedi6 a
los manuscritos de la fuente primaria de Newton y, en la medida de lo posible, de Leibniz. A
partir del estudio de los tratados de Newton (1665-1671) y de Panza (2005) se recupera un
argumento realizado por Hendrick van Heuraet, desconocido en la mayoria de textos
universitarios de calculo, que permite identificar que el problema inverso de las tangentes, el
problema de las areas, el problema de la rectificacion de curvas, y el célculo de las denominadas
antiderivadas, son caras de la misma moneda (Panza, 2005). Asi mismo, es posible hacer un
analisis cronologico de distintas versiones del TFC en Newton a partir de 1665 hasta 1704
(Mufioz Villate, 2022).

Desde el punto de vista newtoniano, abordar el TFC como aquel que enuncia la derivada y
la integral como opuestos, no tiene sentido, porque saldrian directamente de la definicion que
concebia él. Asi que la forma de abordarlo, fue buscando un teorema que resultara analogo a lo
reconocido como TFC. Este es el argumento que se presentara mas adelante y que propicia asi
una entrada distinta, tanto a este teorema como a la integral definida: el teorema de Newton-van
Heuraet (Panza, 2005).

En Leibniz este trabajo requiere mas cuidado. No es posible en este momento realizar un
estudio cronoldgico del TFC en sus estudios. Ademas, no hay como tal una sola proposicion que
pueda tomarse como este teorema dada la ausencia de su demostracion. Lo que si es posible, es
presentar argumentos que hacen parte del sistema que integra el objeto matematico que se
denomina TFC. Luego es posible abordarlo por lo menos desde tres perspectivas leibnizianas:
como la relacién inversa entre los operadores diferencial e integral, desde un argumento
geométrico (que genera el significado parcial que se ilustrard adelante), y desde el trabajo de
1693 como el movimiento de traccion. Este trabajo fue presentado el 22 de junio del 2022 al
grupo Mathesis en una conferencia hibrida (ver http://www.sphere.univ-paris-
diderot.fr/spip.php?article2755&lang=en ).

La metodologia complementaria proviene del EOS por cuanto es un enfoque que
proporciona herramientas para realizar un andlisis microscépico de la actividad matematica,
permitiendo identificar la configuracion de los objetos y procesos que intervienen en las
practicas matematicas requeridas en resolucion de problemas, que son la razon de ser de un
concepto. El anlisis aplicado considero la exploracion sistemética de los contextos de uso del
objeto y los sistemas de préacticas requeridos en la resolucion de problemas. Este analisis busca
tomar conciencia del concepto complejidad, lo que conduce a la reflexion del profesor sobre las
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posibles dificultades que pueden surgir en la organizacién del proceso de ensefianza y
aprendizaje, y de los nuevas soluciones que se podrian tener a disposicion (Burgos et al., 2021).

Resultados: Nuevos significados parciales para la integral definida

La nocidn de significado, se vincula, de manera muy recurrente al de comprension, y se
utiliza también muy persistentemente en documentos curriculares, asi como en la investigacion y
la practica de la educacion matematica (Godino, J. Burgos, M. Gea, 2021). Luego tener varios
significados parciales de un objeto matematico permite, como lo propone el EOS, “un analisis
detallado de la actividad matemaética, al tener en cuenta la pluralidad de objetos implicados en
dicha actividad, asi como articular las dimensiones epistemologica, semidtica, cognitiva y
sociocultural implicadas en la investigacion en educacién matemética” (Godino, J. Burgos, M.
Gea, 2021, p. 4). Es asi como tener varios significados parciales de la integral definida puede
ayudar a mejorar la comprensién de este objeto matematico, viéndolo desde la complejidad que
suscitan diferentes perspectivas del mismo.

En el articulo de Onto-semiotic complexity of the Definite Integral. Implications for
teaching and learning Calculus (Burgos et al., 2021) se proponen cuatro significados para la
integral desde el punto de vista de los procesos de instruccién matematica en la universidad.
Ellos son:

1. Cantidad de magnitud acotada entre dos sucesiones de convergentes cantidades. La
magnitud puede ser geométrica, fisica, longitud, area, volumen, distancia, trabajo,
densidad, etc.

2. Limite de sumas de Riemann, f;f(t) dt = Y, f(x)Ax

3.Funcion acumulativa, G(x) = [T f(t) dt

4. Incrementos diferenciales de la funcién acumulativa f:f(x) dx =G(b) —G(a)siG'(x) =

)

Sin embargo, desde el estudio del TFC en los trabajos de Newton y de Leibniz, se puede
afirmar que existen por lo menos dos maneras adicionales de abordar esta integral definida:

5. Cuadratura del area bajo una curva f(x), i.e. relacionar el area bajo una curva con el area
de un rectangulo: [7 f'(x) dx = K - [f(b) — f(a)]
6. Transformar transmutar una curva en otra que sea integrable cuadrable.

El EOS nos indica que estos son significados parciales nuevos, porque permitieron resolver
problemas que eran irresolubles (ademas de célebres) hasta el S. XVII. Estos argumentos
emergieron en la actividad matematica de Newton y de Leibniz al buscar resolver dichos
problemas, y la forma en la cual fueron descritas por ellos es novedosa. También es cierto que
estos argumentos no aparecen en los textos universitarios como Stewart (2015), Thomas (2009),
Zill & Wright (2011), comunmente usados en Latinoamérica, luego no hacen parte del insumo
con el que cuenta algunos profesores al momento de organizar la ensefianza del TFC. El
significado 5y 6 parecen haber quedado olvidados en el tiempo, dejados de lado luego del
crecimiento del analisis matematico, que decantd su evolucidn con el uso, por ejemplo, de los
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objetos matematicos de limite y sumas de Riemann. Solo un estudio historiografico podria
develarlos.

El significado parcial 5 puede abordarse desde el Teorema de Newton-van Heuraet
(Mufoz, 2022; Panza, 2005) o desde la demostracion del TFC de Leibniz de 1693 (Mufioz
Villate, 2021; Mena, 2014; Lopez, 2011). Como se menciono anteriormente, también se cuenta
con los escritos recuperados de The Newton Project y Mathesis Project.

En efecto, Hendrick van Heuraet demostrd que, si se cuenta con la cuadratura (el area) de
una curva apropiadamente elegida, es posible rectificar una curva cualquiera. Newton modificd
este teorema de tal forma que se pueda encontrar el area bajo una curva, teniendo la normal o la
subtangente de otra curva apropiadamente elegida. Ver Figura 1.

A groso modo, van Heuraet uso la cuadratura de una curva END y el calculo de la recta
normal MG para hallar la longitud de la curva AML. Newton modificd estas condiciones
tomando el segmento PG, y obtuvo directamente la cuadratura de la curva END. Asi, este
significado parcial 5 tiene por objetivo retomar la idea original de hallar la cuadratura de una
curva como una aproximacion del &rea de un cuadrado. Ambos, Newton y Leibniz obtuvieron
este resultado para una gran cantidad de curvas (Mufioz Villate, 2021; Jullien, 2015; Scriba,
2014; Panza, 2005).

Cuadratura\\
Rectificacién Cuadratura &——— Subnormal
Recta normal

H. van Heuraet I. Newton

van Heuraet

Figura 1. Figura propia para describir de forma paralela, el teorema de van Heuraet y la modificacion de Newton

La demostracion completa y la ilustracion de algunos ejemplos, con uso de software
matematico, para este argumento de Newton y van Heuraet, pueden verse en (Mufioz, 2022).

El significado parcial 6 en cambio se puede abordar a partir de la Proposicion VI hecha por
Leibniz en el libro De Quadratura arithmetica circuli ellipseos et hyperbolae, donde escribié 51
proposiciones. La proposicion nimero VI es el reconocido Teorema de Transmutacion (Mufioz
Villate, 2021; Mena, 2014; Lopez, 2011).

Se presentara un ejemplo de la construccion de dicha transformacion de curvas realizada
por Leibniz, porque el algoritmo general de esta transmutacion esta detallada por David Rabouin
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en Leibniz’s Rigorous Foundations of the Method of Indivisibles (Jullien, 2015). Cabe resaltar
que dicha proposicion es calificada por Rabouin como espinosa. Este calificativo es debido a que
en esencia la Proposicion VI busca relacionar el area de un poligono formado por una funcion
escalonada, y el area bajo una curva dada. La construccidn de este poligono es un poco
engorrosa, por eso Leibniz replantea sus ideas y obtiene una mejora en la que sera la Proposicion
VIL.

Para realizar la construccién del poligono cuya area sera muy cercana a la curva
transmutada, se debe relacionar primero una curva inicial (la que se va a transformar o
transmutare) con otra curva que sea cuadrable (integrable). Esta construccion que se explicara a
continuacion no es tampoco original de Leibniz: la idea de utilizar la transmutacion en técnicas
de cuadraturas fue enfatizada por VVan Heuraet y construcciones muy similares a la de Leibniz se
pueden encontrar en Roberval o Gregory (Jullien, 2015).

Ejemplo Proposicion VI de Leibniz.

Se tomara la curva f(x) = 2+/x sobre el intervalo [0,9]. Esta curva es la que se
transmutarda en otra. Posteriormente, se construira un poligono cuya area sera tan cercana como
se quiera al area bajo la curva transformada.

El primer paso es entonces trazar tangentes sobre algunos puntos de la curva elegida. En
este caso, se trazan cuatro rectas tangentes, y se sefialan los respectivos puntos de corte con el eje
y. Se usa en este caso la notacién original de Leibniz, esto es, 1T, ... ,, T. El segundo paso es
trazar segmentos de recta paralelos a los ejes y y x a partir de los puntos elegidos para las
tangentes y de los 1T, ... ,, T respectivamente, véase la Figura 2.

Tomando f(z) = 2vx
se trazan las tangentes cuyas

intersecciones en el eje-y son

].T: QT! 3T: 4T

g 7

o 2 4 -] 8 10 12 14

Figura 2. Figura propia basada en la Proposicion VI de Leibniz De Quadratura

El tercer paso es construir la curva transmutada. Esta nueva curva se traza a partir de los
puntos de interseccion de los segmentos construidos en el paso anterior. Utilizando, por ejemplo,

el software GeoGebra se obtiene la curva g(x) = v/x , véase Figura 3.
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Tomando los puntos de interseccion entre estas s
lineas|negras se puede obtener una curva nueva
(la cunva en rojo). Se puede referir a esta cuy/ flz) =2z
como |a cuadratrix de la curva verde. NP~
5 —//7___,,1‘— -
4 _,,A-?
3 o8 gas / E ( ) Fi=
T =V
B4
~
i D
i d o
// 5

-1 a 1 2 3 4 5 =] 7 2 l 10 11 12 13

Figura 3. Construccion de la quadratrix (en rojo) a partir de la curva original (en verde)

El siguiente paso es construir un poligono equipolente a g(x) en [1,9] (desde 1 por ser el
primer punto de tangencia elegido). Para obtenerlo, Leibniz utilizé los puntos F, G, H, I (los
puntos de tangencia inicial) y tomo las rectas secantes entre ellos. Es decir, se trazan ahora las
secantesentre Fy G, Gy H,y H e I,y se procede como en el Paso 1, es decir, se hallan los
puntos de corte con el eje y y se construyen segmentos paralelos al eje x. En este caso, los
puntos de interseccion se notaran como P, 0, T, S, véase la Figura 4.

—

A

(]

1 [

Figure 4. Construccion del poligono que sera equipolente a la curva en rojo.

2

4 5 a 7 E

1o

El quinto y altimo paso es calcular el &rea bajo la curva transmutada g(x) y el poligono
recién construido PQRSTNOMP. Utilizando nuevamente GeoGebra se comprueba que

ff Vxdx =~ 17.33 mientras que el 4rea del poligono sera Area((PQRSTNOMP) = 16.48

Claramente, entre mas puntos de tangencia se tomen, mejor sera la aproximacion del area

de este poligono equipolente, véase Figura 5.
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e e

; 9 9
x)dx —] ‘rdr|~17.33 _
T S
/)!v /é—d[w///’
P M

A

> i Area de PORSTNOM=16.48
Q R

-1 o 1 2 3 4 5 g 7 2 a 10

Figura 5. El area del poligono equipolente puede hacerse tan cercana al area bajo la curva en rojo como se quiera.

Conclusiones y reflexiones.

La investigacion historiografica y didactica sobre los argumentos de Newton y de Leibniz
en el estudio del TFC aporta dos significados parciales para la integral definida en el marco de
estudios de significados y amplia la perspectiva de recursos didacticos para la ensefianza y
aprendizaje del TFC.

Gracias al significado parcial 5 se evidencia que el célculo de la longitud de arco de una
curva (rectificacion de una curva) fue historicamente anterior al de la integral definida, y no en la
forma en que se presenta actualmente en los citados textos universitarios. También, que gracias a
los trabajos de Hendrick van Heuraet, matematico olvidado en varios textos de analisis, Newton
desarroll6 un teorema que resulta analogo al reconocido TFC.

Del significado parcial 6 se puede concluir que, aunque pareciera que este significado
parcial fuera similar al significado numero dos (aproximar el area bajo una curva como suma de
area de poligonos), se puede asegurar que Leibniz relaciona dos curvas y obtiene luego un
poligono equipolente a una de ellas, mientras que Riemann aproxima el &rea bajo una curva con
un poligono construido a partir de esa misma curva. Lo que si es evidente es que el proceso
riemanniano es mas sencillo en su construccion geométrica que el presentado en esta Proposicién
VI de Leibniz de De Quadratura, ver Figura 6. No obstante, para ciertos ejemplos, esta
aproximacion de Leibniz es mejor que la realizada por sumas superiores e inferiores (o por
derecha o izquierda, segun sea el caso).

Como una reflexion final, uno de los requisitos de los profesores es el de tener méas
recursos para ensefiar objetos matematicos y favorecer su comprension. La historia de la
matematica, y el estudio de sus fuentes primarias, siguen siendo hoy en dia una fuente inmensa
de recursos que podrian aportar, como en este escrito, mas significados parciales de un objeto
matematico, ofreciendo asi nuevas perspectivas, nuevas entradas. Estos estudios se pueden
favorecer con el uso de un software matematico, que participa en este proceso como un mediador
para mejorar la visualizacion y adaptacion de argumentos, que como en este trabajo, eran
inicialmente de corte geométrico.
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4
flz) = vz
3 e e ]
2
1
Sumasuperior ={19 52
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 3 a 10 11 12
Area =17.33
i Sumalnferior = 14 .48

Figura 6. Aproximacion del area por la suma superior e inferior en GeoGebra
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Resumen

En este trabajo reportamos un estudio documental cuyo objetivo es caracterizar las
practicas estocasticas que subyacen a la actividad matematica del Teorema de Bayes.
Para su desarrollo se siguié un esquema metodologico para estudios historico-
epistemoldgicos desde la Socioepistemologia que se fundamenta en el analisis
cualitativo de contenido. Como resultados se ha identificado que la préactica a nivel
de actividad vinculada con la emergencia del Teorema de Bayes se sitia en la
medicion de la probabilidad de una conjetura realizada sobre la probabilidad
desconocida de un suceso y esta se desarrolla a partir de algunas précticas del nivel
accion como experimentar, registrar datos y conjeturar.

Palabras clave: Matematica Educativa; Educacién media superior; Ensefianza;
Desarrollo curricular; Socioepistemologia; Investigacion documental; Estocastica.

Introduccion

En el marco de los significados de probabilidad, se ha reportado la supremacia en la
ensefianza de los significados laplaciano o clasico y frecuentista de la probabilidad, dejando de
lado el significado subjetivo. Respecto al frecuentista, Borovnick (2021) sefiala que ha sido la
base para el desarrollo tedrico del paradigma de la inferencia informal, sin embargo, destaca que
la inferencia es mas natural de entender desde la integracion de elementos bayesianos y el riesgo
— como contexto y sentido de la probabilidad—. Al respecto de la probabilidad bayesiana, algunos
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estudios, como el de Carranza (2014), sefialan que en el escenario escolar se prioriza la mirada
procedimental por encima de los aspectos asociados a su significado. A su vez, Borovcnik (2012)
y Vancso et al. (2021) destacan la falta de trabajo sobre el vinculo de la probabilidad con la
inferencia y que las ideas bayesianas estan excluidas de los planes de estudio e incluso de la
investigacion didéactica.

Entonces, con el fin de incidir en esta area del campo, nos proponemos analizar la
naturaleza subjetiva del significado y el vinculo entre la probabilidad y la inferencia desde una
perspectiva bayesiana, en particular, en su génesis para profundizar en la actividad matematica
que le da origen y le caracteriza. Asi, presentamos parte de una investigacion documental de
corte historico cuyo objetivo es: identificar las practicas estocasticas que emergen en la
actividad matematica de la génesis del Teorema de Bayes.

La investigacion sobre el Teorema de Bayes se ha posicionado desde dos enfoques, uno
cognitivo y otro didactico. El primero se ha centrado en explicar las formas de razonar de los
individuos ante la incertidumbre, lo que ha dado paso a la tipificacion de sesgos y heuristicas.
Por otra parte, en lo didactico se hace un Illamado a la centracion en ciertos recursos (como las
visualizaciones, la naturaleza y formato de los datos) como medios para mejorar el razonamiento
bayesiano. Dentro de esta, el sefialamiento sobre el riesgo pone foco en el papel del contexto, lo
que resulta interesante para realizar un acercamiento diferente a las formas desde y como se ha
realizado la investigacion sobre el Teorema de Bayes, en particular, un enfoque social desde el
cual el contexto juega un rol sustancial para entender la actividad humana.

En relevancia con lo anterior, la nocion de practicas ha sido una manera mediante la cual
se han realizado acercamientos en el campo de la Matematica Educativa con una mirada social.
Dicha nocion podemos situarla en las teorias de practicas y es un constructo empleado para
comprender y explicar la actividad humana en el mundo social. En nuestra disciplina la mirada
centrada en practicas se ha introducido desde diferentes perspectivas tedricas, como ejemplo,
podemos considerar las investigaciones de Dogruer y Akyuz (2020), Triantafillou y Potari
(2010) y Cruz-Marquez y Montiel-Espinosa (2022) quienes respectivamente se interesan por
reconocer las practicas matematicas asociadas a ciertos contenidos en el escenario escolar, en el
lugar de trabajo y a través de fuentes histdricas. Esto habla de que “las practicas matematicas no
son singulares, monoliticas u homogeéneas ... y que incluyen mdaltiples formas ...”
(Moschkovich, 2013, p. 264).

En este sentido, hemos considerado abordar dicho constructo desde la perspectiva de la
Socioepistemologia, al reconocer la actividad matematica como actividad humana y por la
consideracion de distintos tipos de saberes (culto, técnico y popular).

Elementos tedricos

La Teoria Socioepistemoldgica se ha interesado por estudiar la construccion social del
conocimiento matematico a través de las practicas (matematicas) que acomparian y anteceden la
produccidn de conocimiento, es decir, es una perspectiva cuyo interés es estudiar la forma en la
que las circunstancias sociales y culturales de la actividad humana enmarcan, regulan y
constituyen la produccién de conocimiento matematico.
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Préacticas matematicas desde la Socioepistemologia

La construccion de conocimiento desde este enfoque queda revelada en una progresion
pragmatica de practicas también conocida como anidacion de practicas. Dicho modelo se
compone de la préctica en el nivel accion, seguida por la practica en el nivel actividad y la
practica socialmente compartida. Asi, se entiende la practica (matematica) siguiendo a Schatzki
(1996) como el hacer (matematico) organizado de las personas, que se estructura de acuerdo con
el contexto donde estan situadas y a su vez da significado a lo que se hace. En particular, estamos
interesados en reconocer aquellas practicas de naturaleza estocéstica (las relacionadas con la
estadistica y la probabilidad) en un escenario histérico. Es decir, se quiere comprender la
epistemologia intrinseca del Teorema de Bayes a partir de practicas mediante un analisis del
texto original de Thomas Bayes (1763).

Elementos metodologicos

Para el desarrollo del estudio se realiz6 un andlisis cualitativo de datos siguiendo la
propuesta de VVargas-Zambrano y Montiel-Espinosa (2022), disefiado para estudios de corte
histdrico-epistemologico desde la Socioepistemologia. Estos autores proponen un esquema
metodoldgico de cinco momentos: 1) determinacion del proposito y texto de analisis; 2)
recoleccion, seleccion y organizacion de fuentes de datos; 3) pre-analisis de los datos; 4) analisis
de datos o historizacion; 5) interpretacion e inferencia.

Por extension, en este reporte profundizamos en el momento de historizacion, del que se
desprenden directamente los resultados y las conclusiones que aqui presentamos.

Historizacién

La historizacion es “el estudio historico-critico de la epistemologia situada que describe la
construccion y constitucion del saber matematico” (Vargas-Zambrano y Montiel-Espinosa, 2022,
p. 7). Este se realiza mediante un acercamiento histérico-matematico a las matematicas del
pasado y se constituye de manera general por un analisis contextual y otro textual. Como
producto de la historizacion se genera una reconstruccion racional de la actividad matematica
atendiendo a sus aspectos situacionales y se identifican las practicas matematicas asociadas a la
construccién social de un conocimiento matematico especifico. Los elementos que conforman la
historizacion pueden verse en la Tabla 1.
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Tabla 1

Elementos del andlisis historico-epistemolégico

Historizacion como historia critica del saber

Analisis contextual
Historia critica externa del saber a través del
contexto de significacién

Analisis textual
Historia critica interna del saber a través de la
reconstruccion de la actividad matematica

= Contexto cultural: caracteristicas sociales de
grupos culturales que reflejan necesidades
ideologicas, politicas, cosmovisiones y que
rigen su racionalidad.

= Contexto situacional: factores o circunstancias
espacio—temporales que inciden sobre el sujeto
relacionado el saber matematico de interés.

= Contexto de la situacion especifica: actividad
matematica especifica que origina problemas y
soluciones vinculadas con la emergencia del
saber.

= Accion: es la practica derivada de las

transformaciones realizadas sobre los objetos,
dirigidas por un sujeto y suscitadas por el
objetivo de la tarea matematica.

= Actividad: es la practica resultante de la

organizacion de acciones articuladas
intencionalmente hacia un objetivo de la tarea
matematica.

Resultados

Para desarrollar el estudio histérico-epistemologico se selecciond la obra An Essay towards
solving a Problem in the Doctrine of Chances de Bayes (1763), la cual se reconoce como el
primer texto donde se encuentra establecida la construccion de la primera version del método
actualmente conocido como Teorema de Bayes y que muestra un tratamiento de la inferencia

inductiva.

Analisis contextual

El contexto cultural se enmarca en la Ilustracion temprana, periodo que genera un
movimiento hacia la comprension del mundo (conocimiento humano) a través del pensamiento
racional, en lugar de las creencias religiosas. Algunas caracteristicas de este periodo son: las
luchas religiosas entre miembros de la iglesia establecida en Inglaterra y los disidentes o
inconformistas, de la cual la familia Bayes era partidaria; uno de los principales representantes
cientificos fue Newton sobre el cual el propio Bayes escribe una obra; el desarrollo de la doctrina
filos6fica denominada empirismo, promovida por Locke y Hume. En particular, la vision
empirista de Hume da paso al llamado problema de la induccidn, el cual es un rechazo a la
inferencia inductiva. De acuerdo con Stigler (2013) el trabajo de Bayes busca ser una
herramienta defensiva para combatir las afirmaciones de Hume mediante la probabilidad.

En relacion con el contexto situacional, este esta impregnado por el desarrollo y progreso
de la naturaleza de los tipos de problemas de probabilidad hacia el siglo XVIII: pasando por el
analisis de situaciones simétricas, transitando por situaciones asimétricas y de probabilidad
conocida y finalizando en situaciones de probabilidad desconocida.
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El contexto de la situacion especifica se caracteriza por una inversion en los anélisis de
probabilidad de Bernoulli y de Moivre. Dicha forma de andlisis era un transito de razonar a partir
de las causas a los efectos a de los efectos a las causas. El problema matematico del texto puede
sintetizarse de la siguiente forma: si se sabe que en n pruebas un suceso se ha observado p veces,
¢qué se puede decir de la probabilidad del suceso? Cabe destacar que para el desarrollo de las
proposiciones a traves de las cuales se da solucion al problema, Bayes propone un modelo fisico
que consta de una mesa plana y cuadrada, sobre la que se lanzan bolas sin apuntar y la medida de
probabilidad esta en relacion con las propiedades geométricas del modelo. De acuerdo con
Daston (1988), el método construido en el texto de Bayes permite “determinar ‘en qué grado’ las
observaciones confirman una conjetura dada y asi medir ‘la fuerza del razonamiento analdgico o
inductivo™ (p. 256, resaltado en el original).

Andlisis textual

Para llevar a cabo este analisis tomamos como referencia el texto original de Bayes (1763),
traducciones del texto original (Bayes, 1763/2001) e interpretaciones del texto (Dale, 1999). El
analisis textual se llevo a cabo mediante el desarrollo de tres momentos: una etapa descriptiva,
una analitica y una inferencial. A manera de ejemplo, mostraremos el analisis de la proposicion
8:

Si sobre BA se alza la figura BghikmA con la siguiente propiedad de que ... y =
ExPrd, entonces digo que antes de lanzar la bola W, la probabilidad de que el
punto o se encuentre entre £y b, dos puntos cualesquiera de la linea AB,
suponiendo que el suceso M ocurra p Veces y no ocurra q veces en p + q pruebas,
es larazon entre fghikmb ...y CA el cuadrado sobre AB. (Bayes, 1763, p. 388)

En la primera etapa se reconocio la estructura discursiva del texto en general y de cada una
de las proposiciones con el fin de tener un conocimiento del contenido, construir blogues de
proposiciones con un objetivo comun y hacer una reconstruccion de estas vinculada con la
solucion del problema matematico. La obra de Bayes se divide en cuatro partes principales: 1)
planteamiento del problema; 2) teoria base (definiciones y proposiciones); 3) construccion del
método solucion; 4) empleo del método en situaciones especificas. La Figura 1 muestra la
estructura de la proposicion 8 (tercera seccion), una descripcion de los elementos que la
conforman y la red de proposiciones y lemas con las que se vincula.
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PRIMER NIVEL DE ANALISIS

Mini-genero Preguntas Proposicion 8
Ernundiado :Qué se quiere Que la probabilidad de que el punto o se encuentre entre f y b en AB y que el
emostrar? suceso M ocurra p veces y no ocurra g veces, es la razén entre fghikm .
d trar? M P y q | 5 tre fghikmb y CA
Sucesos:
Primer suceso: el punto o esté entre f y b (el punto o define el suceso M);
Segundo suceso: el suceso M ocurre p veces y no ocurre g veces en un total
de p + q pruebas.
Distribucion: con la propiedad de que y = ExPr9 donde y,x,r representan
respectivamente las razones de y = bm/AB, x = Ab/AB, r = Bb/AB y E es el
coeficiente del término en el que aparece a?b? cuando se desarrolla el binomio
(a + b)P*a,
¢ I sH ! KL n
o~ " . T
) ;Qué abjetos : i
Exposicién % estocasticos tiene
& para demostrarlo? i
=~ i
B cllb 14
r
m Q
i
}Qué se hace en la Demostrar por contradicciéon mediante la comparacion de probabilidad
Especificacién : SBBOSIEIAHT conjunta de los dos sucesos para distintas regiones entre f y b, que las medidas
prop ) de probabilidad en conjunto no son mayor ni menor que cierta razén supuesta.
% Citdie Lema 1: Medicién de la probabilidad.
& L s Lema 2: Probabilidad del suceso éxito (suceso M).
= herramientas e S i
o o o Proposicion 1 — Corolario: Probabilidad del suceso fallo para sucesos
Demostracién = matematicas , .
g utiliza para inconsistentes.
S Proposicién 3: Probabilidad conjunta para sucesos dependientes.
] demostrar? A i . .
-~ Proposicién 7: Probabilidad binomial.
-~
g
= ;Cudl o cudles
i 2 L . Establecer la medida de la probabilidad conjunta de dos sucesos dependientes.
Conclusi6n i intenciones tiene
o la proposicién?
g
e

Figura 1. Primer analisis de la proposicién 8 del texto de Bayes (1763)

En la segunda etapa se hizo una reconstruccion en términos de acciones y actividades
mediante las preguntas analiticas ¢qué hace?, ;cdmo lo hace? y ¢para qué hace lo que hace?, que
permiten reconocer los aspectos intencionales, operativos y funcionales. En la Figura 2, se
muestra el analisis de la actividad matematica de la proposicion 8, en la cual se identifica que la
practica a nivel actividad es la medicién de la probabilidad conjunta y se organiza a través de
practicas de nivel accion como la definicidn de sucesos, la conjetura, la medicion de las
probabilidades de los sucesos. Cabe destacar que en esta proposicion subyacen distintas medidas
de probabilidad a cuantificar para obtener una nueva medida de probabilidad.

Comunicacién; Media superior

XVI CIAEM-IACME, Lima, Pert, 2023.

144



Una caracterizacion de las practicas estocasticas en el texto de Thomas Bayes (1763) 7

SEGUNDO NIVEL DE ANALISIS

Acciones ;Qué hace? ;Coémo lo hace?

A partir de la consideracién de un punto o en AB que define el suceso M (region sobre Ao), se
determina la medida de probabilidad del suceso M empleando el Lema 2. Luego se determina la
medida de probabilidad del suceso contrario, es decir, la probabilidad de que no ocurra el suceso M
(region sobre Bo) empleando el corolario de la proposicién 1. Considerando estas medidas, se
establece la medida de probabilidad de la ocurrencia del suceso M en n = p + q pruebas mediante
la proposicidn 7. A partir de lo anterior quedan definidos dos sucesos: el primero sobre la posicidn del
punto o y el segundo sobre la ocurrencia del suceso M en n pruebas en relacion con la posicion del

punto o.

Ahora se conjefura un intervalo en el que se encuentra el punto o que define el suceso M. Se hace
una particién del intervalo y de forma homdéloga para cada intervalo se sigue lo siguiente: se determina
la medida de probabilidad de que el punto o esté en cierto intervalo de la particién y la medida de
probabilidad del suceso en p + g pruebas, supuesta la ocurrencia del primer suceso. ¥ mediante la
proposicién 3 se cuantifica la medida de probabilidad conjunta de los sucesos. Luego, bajo la
consideracién de la proposicién 1 se establece la medida de probabilidad de sucesos inconsistentes

(cada uno de los intervalos de la particién).

Actividades ;Para qué lo hace?

Se determina la medida de probabilidad de ambos sucesos para los distintos intervalos con el objetivo
de establecer |a medida de probabilidad conjunta para la variable posicién del punto o en AB (en el

intervalo supuesto) y la variable ndmero de ocurrencias del suceso M en n pruebas.

Figura 2. Segundo analisis de la proposicion 8 del texto de Bayes (1763)

La tercera etapa, ha permitido identificar que el objetivo principal de Bayes era partir de
ciertas observaciones para el estudio de la probabilidad del suceso y para ello se necesitaba de
una conjetura sobre la probabilidad desconocida como punto de partida. Por otra parte, el
significado de la medida de probabilidad esta asociado con el experimento y refiere al grado de
certeza que tiene la conjetura dada, sobre la verdadera probabilidad.

Conclusiones

Derivado de la historizacidn se han reconocido algunas practicas estocasticas asociadas con
el Teorema de Bayes en el escenario histérico, como: experimentar, registrar datos, conjeturar,
medir la probabilidad de la conjetura. De manera puntual, la practica de medir la probabilidad de
la conjetura adquiere el nivel de actividad y las restantes practicas el estatus de acciones. El
analisis también nos ha permitido identificar que la actividad matematica en la génesis del
Teorema de Bayes estd permeada por la nocion de equiprobabilidad y asociada con un
experimento de naturaleza binomial, lo que resulta en un modelo que atiende a una situacion
especifica y cuya estructura es menos compleja a la forma en que se aborda este conocimiento
matematico en el escenario escolar.
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Por otra parte, estos elementos identificados en el estudio pretenden ser la base de un
modelo epistemoldgico especifico para el Teorema de Bayes a partir de practicas estocasticas
que describa la construccion social de este conocimiento matematico. EI modelo busca ser un
referente para la construccion de disefios para el aula y como herramienta analitica para el
estudio de la actividad estocastica en el escenario escolar.
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