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Presentacion

La XVI Conferencia Interamericana de Educacion Matematica (XVI CIAEM) se realiz6 en
la Universidad de Lima, Pert, del 30 de julio al 4 de agosto del 2023.

La XVI CIAEM en un momento crucial
Esta CIAEM se dio en un momento significativo para nuestra comunidad:

e En primer lugar, por ser el primer gran congreso multinacional postpandemia en las
Américas totalmente presencial. Esta modalidad se convirti6 en un gran desafio para
una region muy afectada por la pandemia, a nivel nacional, institucional e individual.
Los esfuerzos organizativos que hubo que hacer fueron mayores en medio de muchas
incertidumbres, incluidas las politicas. Pero el proceso se completd con extraordinario
éxito. Contd con la participacion de cerca de 1000 personas de 28 paises y la
presentacion de mas de 500 trabajos en diversas modalidades (https://xvi.ciaem-
iacme.org).

¢ En segundo término, porque se realizé en Lima, después de 57 afos desde que habia
tenido lugar la IT CIAEM (1966), bajo el liderazgo de los norteamericanos Marshall
Stone y Howard Fehr. La CIAEM volvi6 al Pera, aunque en un escenario histérico muy
distinto.

e Precisamente, en tercer lugar, el afio 2023 simboliza un punto de inflexion con saltos
cuanticos en las tecnologias del mundo, como la Inteligencia Artificial y nuevos
artefactos y perspectivas tecnoldgicas que impactaran nuestro futuro casi
inmediatamente. Todo dentro de contextos politicos y econdmicos, y de profundo
cambio climético, que ya comenzaron a definir una nueva época para la humanidad. Las
matematicas y su enseflanza se inscribiran dentro de este escenario global.

Conferencia inaugural XVI CIAEM

Presentacion XV CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.
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CIAEM: “un importante agente de la reforma curricular en Educacion Matematica en las
Américas” (F. Leung)

La XVI CIAEM fue una reunién regional de la International Commission on Mathematical
Instruction (ICMI). El CIAEM es la organizacion multinacional afiliada al ICMI con mayor
antigiiedad y un socio importante de esta organizacion internacional. En palabras de Frederick
Leung, Presidente de ICMI, en la Ceremonia Inaugural de la XVI CIAEM:
Tanto el Comité Interamericano de Educacion Matematica como la serie de Conferencias que
organiza se denominan CIAEM. El CIAEM nacio6 en 1961 a partir del controvertido
movimiento New Math en América Latina, pero desde entonces el Comité ha evolucionado y
se ha convertido en un importante agente de la reforma curricular en Educacion Matematica en
las Américas, y las Conferencias se han convertido en un lugar importante para el intercambio
intelectual sobre investigaciones y practicas de la Educacion Matematica en la region y en el
mundo.

Y afiade:
El CIAEM es mucho mas que un Comité o una Conferencia. Produce materiales como
publicaciones, blogs, etc. para apoyar a la Comunidad de Educacion Matematica. Colabora
con organizaciones nacionales y regionales de Educacion Matematica en las Américas para
apuntalar sus iniciativas y esfuerzos. Mas importante atin, a lo largo de los afios, ha crecido
hasta convertirse en una organizacion mas global, con “sé6lidos vinculos cientificos y
educativos con el resto del mundo”. Es un importante Centro y una Red de educadores ¢
investigadores matematicos de la region, y también un puente entre la region y el resto del
mundo.

El CIAEM y las CIAEM constituyen el principal punto de referencia en la Educacion Matematica
para investigadores, docentes y estudiantes en todo el continente.

La alta calidad cientifica de las CIAEM

En los textos que recogemos aqui domina un gran nivel cientifico. Una de las caracteristicas
permanentes de las CIAEM es, precisamente, su cultivo de la mayor calidad académica; la cual
es producto de un disefio intelectual estratégico innovador y de grandes esfuerzos por individuos y
equipos durante muchos meses antes del congreso. A diferencia de otros eventos, las CIAEM
piden las propuestas de ponencias de manera extensa y administra cuidadosamente la revision por
medio de una plataforma tecnologica (los textos aprobados pueden revisarse varias semanas antes
del congreso en nuestras plataformas).

Es una perspectiva de organizacion académica profesional muy seria. Por eso es por lo que, en
primer lugar, deseo agradecer formalmente la labor comprometida del Comité Internacional del
Programa con un especial reconocimiento a los Directores de tema, a los casi 200 Revisores
cientificos, a los Coordinadores de sesiones en el evento y al Comité Asesor Internacional.

En esta oportunidad, dadas las condiciones de las plataformas tecnoldgicas libres disponibles,
disefiamos una innovadora estrategia complementaria para la organizacion del congreso mediante
dos sitios web: sitio oficial con toda la informacion y articulacion de la preparacion del evento
(usamos WordPress), y el sitio para ponencias con base en Open Conference Systems.
Agradecemos el trabajo de la Direccion de estas plataformas.

Presentacion XV CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.
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En la XVI CIAEM se plasmo la participacion en la gestion académica de las redes hermanas: la
Red de Educacion Matematica de América Central y El Caribe (especialmente) y la Comunidad
de Educacion Matematicas de América del Sur.

En la pasada década el CIAEM, desarroll6 una relacion estratégica con el Proyecto Reforma
Matematica (Costa Rica). Este equipo humano fue base crucial para sostener la logistica
informatica de la organizacion cientifica del congreso, como lo fue en todos los eventos desde
la CIAEM de Recife (Brasil) en 2011.

El Comité Organizador Local en la Universidad de Lima, aparte de las acciones usuales,
proporcion6 un ambiente cultural muy especial, con una gran hospitalidad. Nuestro
agradecimiento a los colegas por haber asumido la logistica multifacética de esta XVI CIAEM,
que dejo recuerdos inolvidables en la comunidad de participantes.

Acciones dentro de la XVI CIAEM

Durante la XVI CIAEM, se hizo entrega de la Medalla Luis Santalé a Luis Carlos
Arboleda y la Medalla Marshall Stone a Nelly Leon (Venezuela) y Sarah Gonzélez
(Reptiblica Dominicana).

Entrega Medalla Luis Santald

Y recordamos a grandes académicos que fallecieron en el periodo 2019 y 2023, entre
ellos dos expresidentes del CIAEM: Ubiratan D’ Ambrosio y Carlos Vasco.

En esta CIAEM fue confirmada la decision de tener la XVII CIAEM en Monterrey,
México, en el 2027.

Durante el evento, en correspondencia con los Términos de referencia del CIAEM, se aprobo la
conformacion de nuevos equipos directivos del CIAEM para el periodo 2024-2027:

Presentacion XV CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.
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e Consejo Internacional [dedicado a asuntos prospectivos, relaciones estratégicas, apoyo
y asesoria]: Angel Ruiz (Costa Rica, Presidente), Claudia Groenwald (Brasil), Eduardo
Mancera (México), Luis Carlos Arboleda (Colombia) Medalla Luis Santalo 2023,
Michele Artigue (Francia) Medalla Luis Santalo 2015, Patrick Scott (EUA), Salvador
Llinares (Espafia) Medalla Luis Santalo 2019.

e Equipo ejecutivo [dedicado a asuntos de organizacion y desarrollo ejecutivo de las
multiples acciones cotidianas y materializacion de proyectos, congresos, publicaciones,
entre otros: Presidente: Eduardo Mancera (México), Primera vicepresidenta: Yuriko
Yamamoto Baldin (Brasil), Segunda vicepresidenta: Nelly Leon (Venezuela), Secretaria
de organizacion: Soledad Estrella (Chile), Secretario de asuntos tecnoldgicos: Yuri
Morales (Costa Rica). Vocales: Ana Claudia Vilchis (México, para América del Norte),
Ricardo Poveda (Costa Rica, para América Central), Sarah Gonzalez (Republica
Dominicana, para El Caribe), Eulalia Calle (Ecuador, para Region Andina), Claudia
Vargas (Chile, para Region del Cono Sur), Alessandro Ribeiro (Brasil, para Region
Luso-americana).

Educacién Matematica en las Américas 2023

Los textos de las ponencias invitadas (conferencias plenarias, conferencias paralelas, sesiones
tematicas, sesion Ubiratan D’ Ambrosio, mesa redonda, minicursos) y ponencias abiertas
(comunicaciones, talleres, posters), presentadas efectivamente en el congreso, han sido
incluidas en esta coleccion digital de volimenes que titulamos Educacion Matematica en las
Ameéricas 2023. Los trabajos se han organizado en 10 volimenes. El CIAEM desea agradecer a
todos los autores que presentaron sus trabajos en la XVI CIAEM.

La organizacion detallada y la edicion en sus diversas dimensiones fue realizada por Patrick
Scott (Estados Unidos) y Yuri Morales (Costa Rica) quienes dedicaron un esfuerzo
extraordinario para tener estas Memorias. Nuestra compaiera Sarah Gonzélez se encargd de
tramitar su registro en Republica Dominicana (que cont6 con el apoyo de la Pontificia
Universidad Catdlica Madre y Maestra de ese pais). Expreso nuestro agradecimiento a Rick, a
Yuri y a Sarah.

Los enlaces de estos volumenes se han colocado en las paginas web oficiales del CTAEM.

Esperamos que la publicacion de estos trabajos contribuya al progreso de la investigacion y la
accion de aula en la Educacion Matematica de las Américas.

Atentamente

Angel Ruiz, Presidente
Comité Interamericano de Educaciéon Matematica

Presentacion XV CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.
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EDUCACION MATEMATICA
~enlas
AMERICAS 2023

El presente volumen es parte de la coleccion digital Educacion Matemdatica en las
Ameéricas 2023, que corresponde a las Memorias de la XVI Conferencia Interamericana de
Educacion Matematica (celebrada en Lima, Peru, del 30 de julio al 4 de agosto de 2023).

Los diez volimenes se han organizado de la siguiente manera:

1.

2.

PN W

9.

Educacion Matematica en las Américas 2023. Trabajos invitados de la
XVI CIAEM

Educacion Matematica en las Américas 2023. Estrategias para Mejorar la
Enserianza y el Aprendizaje

. Educacion Matematica en las Americas 2023. Formacion Inicial de

Profesores

Educacion Matematica en las Américas 2023. Formacion Continua y Desarrollo
Profesional

Educacion Matematica en las Américas 2023. Perspectivas Socioculturales

Educacion Matematica en las Américas 2023. Curriculo, Competencias y Evaluacion
Educacion Matematica en las Américas 2023. Historia y Epistemologia

Educacion Matematica en las Américas 2023. Resolucion de Problemas y
Modelizacion

Educacion Matematica en las Américas 2023. Uso de Tecnologias Digitales

10. Educacion Matematica en las Américas 2023. Investigacion

Estos volumenes se pueden revisar o descargar gratuitamente en la pagina Memorias XVI CIAEM
del sitio principal del CIAEM.
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A compreensiao de termos e conceitos estatisticos contribuindo para
o ensino de estatistica: O que € censo e qual é a sua utilizacao?
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Resumo

As competéncias derivadas da matematica tradicional, como a estatistica, ganharam
um papel importante nos ultimos anos. O objetivo fundamental deste artigo foi
analisar se alunos do Ensino Fundamental de uma escola no municipio de Sao Paulo,
Brasil, compreendem o conceito de Censo e para o que ele ¢ utilizado. Para a
investigacao, o problema foi abordado a partir de uma abordagem qualitativa, em
uma analise textual multivariada, por meio da aplicagdo de um questiondrio a uma
amostra composta por 44 alunos do ensino fundamental (11 a 14 anos) de uma escola
publica da cidade de Sao Paulo. Os resultados finais revelaram que por meio da
Classifica¢ao Hierarquica Descendentes - CHD, percebe-se que os alunos no
processo de resolugdo da questdo se apropriaram do significado de censo e sua
utilizacdo no dia a dia, bem como indica a apropriacao de conceitos estatisticos que
sdo importantes para a sua formagao como cidadao.
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Palavras-chave: Educagao Estatistica; Conceitos estatisticos; Censo; Ensino
Fundamental; Analise textual multivariada.

Introducio

Partimos da premissa de que o ensino da estatistica tem sido considerado, sob diversos
pontos de vista, como aspecto essencial na formacao elementar de cada pessoa, levando em conta
que facilita os processos de interagdo com seu meio, seja por necessidades profissionais ou
académicas, possibilitando a analise oportuna e diferencial em busca de alternativas diversas em
cada um de seus espacos de atuagdo.

Além disso, para Sosa & Astudillo (2010), como a estatistica se tornou uma area
interdisciplinar, conceitos formulados a partir de algumas areas ou ciéncias, como as sociais,
entre outras, podem ser encontrados de tal forma que em muitas ocasides nos mesmos textos
podem encontrar-se conflitos que ndo coincidiriam com aqueles que surgem da matematica.
Para Tauber (2010), os conceitos estatisticos sdo transformados em insumos valiosos para uma
area inexplorada por alguns, onde termos que parecem tao simples como média, variabilidade,
distribuicdo, correlacdo, entre outros, sdo na verdade produto do exercicio pratico de outras
mentes, havendo a transformacao desses preceitos em diretrizes tedricas que foram reformuladas
ao longo do tempo para tornd-los mais compreensiveis para estudantes ou individuos de hoje.

Complementando essas ideias, para Pérez (2010), a construcao de um conceito estatistico
parte dos conhecimentos prévios dos alunos e da forma como estes sao reestruturados em
significados compreensiveis, partindo de discursos, explicagdes ou exercicios que partem de
concepgoes cotidianas e se integram a interpretacao que deve ser dada em um determinado
contexto, para poder prever ou organizar informagdes, que, tratadas adequadamente, tornam-se
formas de aplicacdo do conhecimento para a solucao, analise e defini¢ao de situagdes de sua
realidade.

Em virtude disso, nossa questdo de pesquisa ¢ indicada pela relevancia em compreender
adequadamente conceitos estatisticos e assim, fornece mecanismos que visam fortalecer a
pedagogia nesta area do conhecimento. Diante do exposto, surge a principal questdo norteadora
do estudo: Qual o dominio dos alunos do ensino fundamental (11 a 14 anos) associado a
compreensdo dos conceitos estatisticos que devem ser ensinados em sala de aula?

Assim, o objetivo desse estudo foi identificar o que alunos dos anos finais do Ensino
Fundamental brasileiro (11 a 14 anos) de uma escola no municipio de Sdo Paulo, conhecem
sobre o significado da palavra censo e para o que ele ¢ utilizado.

Marco teorico

Carraher & Schliemann (2016) afirmam que os conceitos sao aqueles que facilitam a
aprendizagem profunda, a compreensado e o ensino de areas-chave do contetido matematico e
promovem desenvolvimentos-chave a longo prazo. Parece, entdo, que uma ideia ¢ fundamental
na medida em que contribui para a aprendizagem do aluno, bem como as habilidades e conceitos
que se espera que promova.
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No caso da estatistica, Garfield & Ben-Zvi (2008) defendem o foco nas ideias
fundamentais e suas inter-relagdes. Sugerem apresentar essas ideias ao longo de um determinado
curso, revisando-as em diferentes contextos, ilustrando suas multiplas representagdes e relacoes
para auxiliar os alunos a reconhecer como a estrutura de suporte do conhecimento ¢ formada.
No caso do conceito e significado de Censo, segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica - IBGE (Brasil, 2010), indica-se que ¢ um levantamento (recenseamento) de natureza
demografica e social, destinado a recolher informagdes as mais diversas sobre as caracteristicas
basicas da populagdo que compde o pais. Entre as informagdes coletadas e computadas estdo o
numero de homens, entre o total da populagdo, o nimero de criancas, mulheres, ou ainda o
numero de individuos em suas diferentes faixas etarias (relativo a idade), ou mesmo a aferi¢ao do
numero de habitantes empregados ou aposentados, individuos de classes ricas, médias e pobres.

Para o IBGE Educa(@ (Brasil, 2022), o Censo Demografico ¢ realizado para que se possa
conhecer quantos sdo os brasileiros, como sdo e onde vivem, por meio da coleta de informagdes
em todos os domicilios de todos os municipios do Brasil. No Censo, sdo realizadas diversas
perguntas sobre temas variados como Educag¢ao, Trabalho, Deficiéncia, cor ou raga,
caracteristicas dos domicilios, entre outras. Essa ¢ a pesquisa mais abrangente do IBGE e gera
informagdes para todos os municipios do Brasil. O Censo serve para retratar o Brasil e, assim,
contribuir para que melhores decisdes possam ser tomadas para o pais. As informagdes do Censo
sdo fundamentais para atualizar o conhecimento sobre a sociedade e o melhor planejamento de
decisdes tanto na esfera publica quanto nos outros setores.

Metodologia

Esta pesquisa ¢ do tipo exploratério, de abordagem qualitativa e quantitativa por meio de
questionario disponibilizado pelo Google Forms e analisado pelo software IRaMuTeQ (Interface
R para Texto Multidimensional e Analise de Questionario) para identificar o que 44 alunos dos
anos finais do Ensino Fundamental brasileiro (11 a 14 anos) de uma escola no municipio de Sao
Paulo, conhecem sobre o significado da palavra censo e para o que ele ¢ utilizado. A média de
idade dos alunos ¢ de 12,8 anos com desvio padrao de 1,01 anos, considerando também que se
encontram na faixa etaria esperada para esse nivel de ensino; sendo que a maioria dos alunos tem
idade entre 12 ¢ 14 anos (86,3%).

Buscamos analisar os dados partindo da investigacao dos termos e expressdes escritas
que tenham provocado nos alunos, o pensar e expressar por meio da escrita a sua compreensao
intuitiva do que ¢ censo e a sua utilizacdo no dia a dia de um cidadao.

Em vista do objetivo deste trabalho buscamos identificar de que forma os alunos concebem, a
partir do conhecimento do dia a dia e/ou do que aprenderam na escola, o significado ao termo
Censo em Estatistica e para o que ele ¢ utilizado, por meio da realizacao de analises textuais,
utilizando software IRaMuTeQ, qual seja, a Classificagdo Hierdrquica Descendente — CHD.

O referido software, foi utilizado para realizar uma analise lexical quantitativa que
considera a palavra como unidade, também oferecendo a sua contextualizagdo no corpus ou no
instrumento de pesquisa ou questionario. A pergunta realizada foi composta por contetidos
semanticos que formaram o banco de dados ou corpus analisado pelo software. Na aplicagao do
método da CHD, os textos ou respostas dos alunos foram classificados em fun¢@o dos seus
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respectivos vocabuldarios, € o conjunto deles foi dividido em fung¢do da frequéncia das formas
reduzidas. Em outras palavras, a CHD permitiu a anélise das raizes lexicais e ofereceu contextos
em que classes estao inseridas, de acordo com o segmento de textos do corpus da pesquisa
(Camargo & Justo, 2013) ou ainda visou obter classes de segmentos de texto que apresentam

vocabulario semelhante entre si, e diferente dos segmentos de texto das outras classes (Camargo,
2005).

Resultados

Utilizamos a interpretagao sobre os resultados por meio da CHD que se sustenta na
hipdtese de que o uso de formas lexicais similares se vincula a representacdes ou conceitos
comuns, no caso o de Censo. Assim, por meio dos resultados gerados pelo IRaMuTeQ, foi
possivel identificar que as particdes que foram feitas no corpus do texto chegassem a duas
classes finais, sendo que a Classe 1 representa 37,5% do corpus total e a Classe 2 representa
62,5%, identificado pelo dendrograma da Figura 1.

Portanto, as duas classes contém as formas ativas ou palavras organizadas que
apresentaram maior frequéncia, em ordem decrescente, e que sdo significativas para representar
cada uma das classes por meio do teste de associagdao quiquadrado gerado nos relatorios do
IRaMuTeQ, ou seja, a maior aderéncia delas na classe e entre as classes. O objetivo desta analise
foi identificar como foi realizada a construcao do discurso que compde o corpus textual,
identificando a estrutura base que relaciona as formas assim como, os temas por grau de

relevancia que conectam as partes importantes que caracterizam os textos contidos na base de
dados.

62,5%

Figura 1. Dendrograma referente ao significado ao termo Censo em Estatistica e para o que ele ¢ utilizado, indicados
pelos alunos do Ensino fundamental.

Em continuidade, indicamos as respostas de alguns alunos que geraram a Classe 1, na
qual chamaremos de “Censo como recolhimento e estudo de informacgao referente a uma
populacdo” apresentando as associagdes do substantivo masculino “Informag¢ao” com as
seguintes palavras periféricas: (1) substantivo feminino “Populacao”; (2) substantivo masculino
“Recolhimento”; (3) substantivo masculino “Estudo’; (4) substantivo feminino “Mulher”; (5)
substantivo masculino “Homem”; (6) substantivo feminino “Crian¢a”, dentre outros. As
destacamos por meio de fragmentos das falas de alguns alunos: 1) “E um estudo estatistico de
uma populagdo e que possibilita o levantamento de dados de varias informacdes, sendo alguns o
nimero de homens, mulheres, criangas e idosos, onde € como vivem as pessoas, cor de pele,
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idade, se sdo alfabetizados, quantos trabalham. Esse estudo ¢ realizado, normalmente, de dez em
dez anos, na maioria dos paises”; 2) “E um recolhimento de varias informagdes da populagéo;
serve para saber a quantidade de pessoas em municipios e suas condi¢des de vida™; 3) “E uma
equipe que reune informagdes de mulheres, criangas, adolescentes”. 4) “Ele retne informagdes
da populagdo em geral”; 5) “Serve para recolhimento de dados de uma determinada cidade,
estado ou pais, como numero de habitantes que moram em certa cidade”, quantos homens e
mulheres vivem naquela regiao”.

As respostas de alguns alunos que geraram a Classe 2, que chamamos de “Censo como,
por exemplo, o conjunto de dados dos habitantes de uma nagao, estado, cidade, ou provincia”
apresenta as associagoes do substantivo masculino “Dado” com as seguintes palavras periféricas:
(1) substantivo de dois géneros “Habitante”; (2) substantivo feminino “Cidade”; (3) substantivo
masculino “Estado”; (4) substantivo feminino “Nac¢ao”; (5) substantivo masculino “Conjunto” e
(6) substantivo feminino “Provincia”. Destacamos por meio de alguns fragmentos de fala a
descrigdo dessa classe: 1) “E o conjunto de dados estatisticos que informa diferentes
caracteristicas dos habitantes de uma cidade, um estado ou uma na¢ao”; 2) “Conjunto dos dados
estatisticos dos habitantes de uma cidade, provincia, estado, nagao, ele ¢ usado para populacdes
que possibilita o recolhimento de varias informagdes”; 3) “Nunca tinha ouvido falar muito dessa
palavra, mas para mim tem a ver uma pouco sobre conjunto de dados”; 4) “Vem do latim census
e quer dizer conjuntos de dados estatisticos de habitantes de uma cidade, provincia, estado e
nacao; para saber informag¢ao do povo, quantos homens, criancas e idosos € como eles vivem”;
5) “Significa conjunto de dados como principal fonte sobre a situagdo da vida da populagdo”.

Podemos observar que as respostas sao de certa forma homogéneas, visto que as
pesquisas foram feitas através do Google e em sites que apresentam conteudos parecidos e que se
referem ao censo como um conjunto de dados estatisticos ou estudo estatistico que levanta
informacgdes numéricas sobre a quantidade de pessoas, seja homens, mulheres ou criancas. Vale
destacar que ¢ possivel fazer diversos censos: eleitoral, escolar, agropecuario, demografico, entre
outros.

No caso de nosso estudo, percebe-se que, como foi proposto aos alunos pesquisa em link
do IBGE!, estes trouxeram defini¢des e aspectos voltados ao censo demografico e apresentando
algumas varidveis que sao buscadas nesse tipo de censo. Os alunos, em linhas gerais, indicam
que censo ou recenseamento (demografico) ¢ uma pesquisa sobre a populagdo de um
determinado pais ou territério e que possibilita a coleta de diversas informacgdes, tais como o
numero de habitantes, o nimero de homens, mulheres, criangas ¢ idosos, onde e como vivem
essas pessoas e o trabalho que realizam, entre outros aspectos. Esse estudo ¢ realizado
normalmente a cada dez anos na maioria dos paises, bem como no Brasil pelo IBGE.

Segundo a Organizacdo das Nagdes Unidas (ONU)?, os censos estdio entre os exercicios
mais complexos e massificados com que uma nacao se compromete. Requerem o mapeamento
de todo o territdrio, a mobilizacdo e formacdo de muitos profissionais, a realizagdo de uma vasta
campanha publica, a adesdao da populagao, a coleta de informacao individual, a compilagao de
grandes quantidades de informacao e a andlise e divulgacdo de um vastissimo niimero de dados.

! https://ibge.gov.br/ibge/estaitistica/popula%C3%A7%C3%A30/cen
2 https://unstats.un.org/unsd/demographic-social/census/
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Os Censos integram um sistema estatistico nacional, incluindo, por exemplo, inquéritos, registros
e arquivos administrativos. Fornecem, em intervalos de tempo regulares, o valor de referéncia da
contagem da populagdo, a nivel nacional e local®. Para as pequenas 4reas geograficas ou
subpopulacdes, podem constituir a unica fonte de informagao para um conjunto alargado de
caracteristicas demograficas, socioecondmicas e no dominio da habitagdo®.

Consideracoes finais

Para discutir os resultados desse agrupamento de atividades, partimos das consideracdes
realizadas pela BNCC (Ministério da Educacdo, 2018) quando indica que a aprendizagem em
matematica nos anos finais do Ensino fundamental (11 a 14 anos) esta intrinsecamente relacionada
a apreensdo de significados dos objetos matematicos. Destaca-se que esses significados resultam
das conexdes que os alunos estabelecem entre os objetos e seu cotidiano, entre eles e os diferentes
temas estatisticos e, por fim, entre eles e os demais componentes curriculares. Nessa fase, ¢
necessario destacar a importancia da comunicacdo em linguagem estatistica com o uso da
linguagem simbolica, da representagdo e da argumentacdo. Além disso, os recursos e materiais
didaticos precisam estar integrados a situacdes que propiciem a reflexao, contribuindo para a
sistematiza¢do e a formalizagdo dos conceitos estatisticos.

Indicamos que por meio das analises textuais multivariadas, a CHD, percebe-se que os
alunos no processo de resolucdo da questao se apropriaram do significado de censo e sua utilizacao
no dia a dia, bem como indica a apropriacdo de conceitos estatisticos que sdo importantes para a
sua formacdo como cidadao, convergindo para as indicagdes de Carraher & Schliemann (2016) e
Garfield & Ben-Zvi (2008).

Ainda sugerimos o desenvolvimento de outra atividade considerando o conceito de censo
segundo proposta de Franklin et al. (2007), ou seja, selecionar, por exemplo, um grupo musical
para uma festa de final de ano de uma turma do Ensino fundamental, conduzindo um censo de
classe e respondendo a pergunta de investigacao estatistica: De que tipo de musica as criangas da
nossa sériec gostam? Ainda considerando essa proposta, poderiamos sugerir que os alunos
buscassem informacdes, perguntando qual o tipo de musica que gostam e imaginar se a festa desses
grupos seria, ou ndo, diferente da que eles pensariam.
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Resumo

Esse artigo € recorte de uma tese, objetivou analisar o contrato didatico estabelecido
como fator de influéncia no desempenho de fragdes dos alunos do 5° ano do Ensino
Fundamental em duas escolas municipais do estado de PE -Brasil. Para fundamentar,
usamos a Teoria das Situagdes Didaticas, em especial, o conceito de contrato
didatico, pois esse fendmeno se circunscreve na relagao do triangulo didatico
(professor, estudantes e saber). Para coletar dados, foram observadas aulas sobre
fracdes. As andlises dos dados nos deram indicios dos elementos constitutivos desse
fendmeno, dentre eles: expectativas das professoras no conhecimento prévio dos
estudantes sobre fracdes e seu aprofundamento; ocorréncia dos efeitos: Topaze e
Resposta mal compreendida; e o estabelecimento de regras: o numerador de uma
fracdo deve ser sempre menor que o denominador, a ideia de fracdo enquanto divisdo
e dois numeros independentes, que denotaram o contrato didatico como fator de
influéncia no desempenho de fracdes.

Palavras-chave: Contrato Didatico; Educacdo Matematica; Fragoes; Dificuldades
Introducio

O saber fragdo ¢ parte das atividades humanas desde muito tempo. De outro modo, ele
surgiu a partir das necessidades dos individuos, quando se depararam com medigdes de
comprimento em que a unidade escolhida ndo cabia um ntimero inteiro de vezes na grandeza a
ser medida. No mundo contemporaneo, fracdo permeia as praticas sociais, inclusive, desde muito
cedo. Dessa forma, sabe-se que as criangas ja possuem um conhecimento intuitivo sobre ele,
mesmo antes de chegarem a escola, baseando-se, essencialmente, em experiéncias vivenciadas
no seu dia a dia (Cruz e Spinillo; 2014).
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Apesar dos usos sociais, das articulagdes com outros campos € com outros conteudos
matematicos, nao ¢ possivel afirmar que eles sdo suficientes para a constru¢ao do conhecimento
formal de fracdo. Segundo Powell (2019), a dificuldade no entendimento do nimero fracionario
pode comprometer o progresso dos estudantes com outros conteudos da area. Ademais,
instrumentos avaliativos do Sistema de Avaliacao da Educagdo Basica — SAEB (Brasil, 2017) e
Sistema de Avaliagdo do Estado de Pernambuco — SAEPE (Brasil, 2015-2019), aplicados aos
estudantes brasileiros do Ensino Fundamental — EF, t€ém mostrado que eles apresentam um fraco
desempenho no tocante a Matematica. Os indicadores de aprendizagem de desempenho tém
evidenciado a problemadtica do fracasso escolar, na qual esse componente curricular tem se
destacado pelos altos indices de reprovagado e baixo rendimento escolar a ele associados. Na
busca de entender melhor as raizes da problematica em levar os estudantes dos anos iniciais do
EF a lidar adequadamente com fragdes, estamos a questionar se 0o CONTRATO DIDATICO
estabelecido em funcao de seus elementos constituintes, pode nos ajudar a entender a relacdo
existente entre esse fendmeno com a investigagao de questoes associadas ao fracasso escolar do
saber escolar fragdo.!

Fundamentacao Teorica

A Teoria das Situagdes Didaticas ¢ utilizada por muitos professores para orientar a
organizacao do trabalho pedagdgico. Segundo Brousseau (1996), o seu foco € modelar situagdes
de ensino e de aprendizagem de matematica adequadas para que a agdo do estudante viabilize a
constru¢do do conhecimento. Diante disso, o autor propde o tridngulo das situagdes didaticas
(BROUSSEAU, 1996).

Dele fazem parte: o professor, o estudante e o saber, caracterizados pelo dinamismo e
pela complexidade que permeiam essa relagdo. Em relagdo a ultimo elemento, o saber, no nosso
caso, o escolar fragdes, ¢ possivel afirmar que esse conceito surgiu a partir de uma necessidade
humana, em especial quando os individuos queriam saber, por exemplo, a extensdo de uma
distancia d, em comparacdo com uma unidade de medida u, para o caso em que u ndo cabe um
numero inteiro de vezes em d. Nessa perspectiva, Caraca (1951) define esse novo ntimero,
conforme segue:

Sejam, fig. 1, os dois segmentos de reta AB e CD, em cada um dos quais se contém um
numero inteiro de vezes o segmento u - AB contém m vezes ¢ CD contém n vezes o seguimento

q
Y Sy Sy —
C"'_'—_f;-m —

Iremos utilizar termo saber escolar fragdo ao longo do texto, por entendermos que “saber” ¢é algo
institucionalizado pela ciéncia. Dessa forma, podemos nos questionar se fragdo ¢ um saber, visto que ndo existe na
matematica, o que existe sdo os numeros racionais. Nesse sentido podemos considerar fragdo como um saber
escolar. Além disso, consideramos como sinénimos os termos “fra¢do” e “ntimeros fracionarios”.
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Figura 1. Segmentos de recta A'B e C'D. Diz-se, por defini¢io, que a medida do segmento AB, tomando CD como
unidade, ¢ o numero m/n e escreve-se: 1) AB = m/n.CD, quaisquer que sejam os numeros inteiros m e n (n ndo
nulo); sem for divisivel por n, o nimero m/n coincide com o nimero inteiro que € cociente da divisdo; sem nao for
divisivel por n, o nimero m/n diz-se fracionario. Fonte: Adaptado de Caraga (1951, p. 35).

Pelo exposto, Caraga (1951) define um novo nimero, denominado de numero fracionario,
que associado aos nimeros inteiros, originam o conjunto dos nimeros racionais. Apesar dos usos
sociais, das articulagdes com outros campos € com outros conteidos matematicos, nao € possivel
afirmar que eles sdo suficientes para a constru¢do do conhecimento formal de fracdo. Para
Powell (2019), ao procurar trazer essa ideia para as praticas sociais, tais concepcoes fornecem as
criangas acesso visual a definicdo formalista de uma fragdo e seu simbolo bipartido. Segundo o
autor, a dificuldade no entendimento do nimero fracionario pode comprometer o progresso dos
estudantes com outros contetidos da area (Powell, 2019).

Diante desse contexto, percebemos a dificuldade relativa a aprendizagem desse saber
escolar. Para Silva (2005) e Oliveira e Araman (2017), essa dificuldade pode ser observada tanto
no processo de ensino quanto no de aprendizagem. Em geral, o fato ¢ que existem
entraves/limitagdes com que se deparam estudantes e professores. Pesquisas realizadas por
Onuchic (2008) e Ponte e Quaresma (2014), dentre outros mostram que o ensino das fracdes
constitui um dos temas matematicos mais complexos com que os estudantes se deparam ao longo
do ensino basico, por conta das suas diversas concepgdes, representagdes e pela propria natureza
do niimero. Bertoni (2004); Morais e Landim (2019) ainda destacam que o trabalho excessivo
com a ideia de parte e todo acentua essas dificuldades, ja que ainda apresentam tragos de uma
abordagem tradicional.

Na busca de entender melhor as raizes da problematica em levar os estudantes dos anos
iniciais a lidar adequadamente com fragdes, estamos a questionar se o CONTRATO DIDATICO,
pode nos ajudar a entender a relagdo existente entre esse fendmeno com a investigagao de
questdes associadas ao fracasso escolar. Entendemos esse fenomeno como um conjunto de
comportamentos reciprocos esperados entre estudantes e professor, mediados por um saber
especifico. Em geral, esse construto tedrico € visto como um fendmeno, pois emerge
naturalmente no interior da sala de aula, quando um dado saber entra em cena e deve ser
ensinado pelo professor. Podemos dizer que ele esta intimamente relacionado a triade estudante-
professor- saber em uma relacao didatica (BROUSSEAU, 1986). O autor o define como os
comportamentos do professor que sdo esperados pelos estudantes, e o conjunto dos
comportamentos dos estudantes esperados pelo professor e ainda acrescenta: E uma relagio que
determina — explicitamente por uma pequena parte, mas, sobretudo, implicitamente — aquilo que
cada parceiro, o professor e o estudante, tem a responsabilidade de gerir, e entdo ele se tornara
responsavel, de uma maneira ou de outra, diante do outro. Esse sistema de obrigagdes reciprocas
assemelha- se a um contrato. (Brousseau, 1986, p. 51, tradug¢ao nossa).

Sendo assim, podemos dizer que as praticas e atitudes de professores e estudantes
também estdo imbuidas de um conjunto de regras, expectativas e normas, dentre outros
elementos, a eles condicionantes diante do processo de ensino e aprendizagem. Isto quer dizer
que ¢ indiscutivel o reconhecimento de elementos estabelecidos em relagdo aos sujeitos
envolvidos e suas responsabilidades, que se parecem como clausulas de um contrato pré-
estabelecido e aceito por ambas as partes, quando se tem como objetivo construir conhecimentos.
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Nos apoiamos em Almeida (2016) para entender alguns esses elementos citados, que
denominamos de constitutivos do contrato didatico: expectativas e regras, definidos pelo autor da
seguinte forma: O primeiro, relaciona-se ao que o aluno espera do professor e ele espera do
aluno em relagdo ao conhecimento em jogo. As regras podem ser vistas como explicitas e
implicitas: as do primeiro grupo, sdo claras, expressas sem ambiguidade pelas partes em questao;
as do segundo, sdo aquelas que ndo sdo explicitamente formuladas por um dos parceiros (quase
sempre, o professor), mas que sdo construidas de forma mais subliminar e internalizadas pelos
estudantes.

Em relagdo aos efeitos de contrato didatico, Brousseau (1986, 1996, 2008); Henry (1991)
e Pais (2008) os trazem a tona, cujos principais sdo: Topaze, Expectativa mal compreendida
Jourdain, Uso Abusivo de Analogia e Deslize Metacognitivo. Nos deteremos nos dois iniciais,
pois foram os encontrados no estudo. O Topaze acontece quando o professor, ao perceber os
estudantes com dificuldades, tenta ajuda-los para que ele ndo cometa erros grosseiros € possa
acertar, enquanto a expectativa mal compreendida, ¢ entendida como aquela em que o professor
acredita que a resposta do estudante sera a que ele deseja.

Em geral, o que se tem percebido € que a existéncia desse fendmeno em sala de aula tem
inspirado muitas investigacdes, especialmente as que tém por objetivo compreender o processo
de ensino e aprendizagem. Uma dimensdo importante do conceito d¢ CONTRATO DIDATICO
¢ que ele pode ser compreendido como um instrumento que pode auxiliar a analise das relagdes
entre os elementos da relagdo didatica: professor, estudante e saber. Por isso, consideramos
importante estudd-lo como elemento tedrico que pode nos ajudar a compreender o fracasso em
relagdo a aprendizagem do saber escolar fragdes.

Metodologia

O estudo foi realizado com 42 criangas de duas turmas do 5° ano, com média de idade
entre 09 e 14 anos. Ambos os grupos pertenciam a escolas publicas do municipio de Jaboatio
dos Guararapes que apresentaram médias de proficiéncia SAEB (Brasil, 2017) abaixo das
estaduais e nacionais. Para coletar os dados foram feitas audiogravagdes em aparelho
smartphone, das aulas ministradas pelas professoras das duas turmas (Maria e Joana), de acordo
com aceitacao do termo de consentimento livre e esclarecido, assinados por elas. Ambas
utilizaram seis aulas de 2h cada para trabalhar o contetdo fragdo. Como material de analise, as
aulas observadas e gravadas das professoras sobre o contetido fragdes, na perspectiva de
identificar o CONTRATO DIDATICO estabelecido, em funcio da Teoria das Situa¢des
Didaticas (Brosseau, 1996; 1998; 2008), com destaque aos componentes do Tridngulo Didatico:
professor-estudante e saber, dentre outros. E importante salientar que direcionamos a gravagio
para as professoras e seus estudantes em atividades individuais ou coletivas, com o intuito de
registrar as agoes entre eles. Além disso, houve uma observacao minuciosa e detalhada para a
transcri¢do das aulas, em funcdo do material coletado em audio, com o objetivo de retratar
naturalmente a realidade escolar vivenciada, particularmente o ambiente da sala de aula.

Esses registros nos deram indicios do fendmeno investigado, assim como sua relacao com

as dificuldades na aprendizagem de fracdes. Observamos, gravamos e transcrevemos as aulas das
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professoras (Maria e Joana), quando foi trabalhado o conteudo fracao. A analise desse material
nos ajudou a verificar o contrato didatico estabelecido como fator de influéncia no desempenho
de fragdes dos alunos do 5° ano do EF em duas escolas municipais do estado de PE.

Resultados

Tomando com base os direcionamentos da TSD percebemos que em relagdo as situagdes
de ensino, os exemplos utilizados foram bastante simples e limitantes, diferente do que vem
sendo preconizado nos documentos curriculares PCN (Brasil, 1997) e BNCC (Brasil, 2017).
Parece-nos que a escola ou a aula de Matematica t€ém o papel de provocar nos estudantes a tarefa
de resolver “problemas” do cotidiano, geralmente o individuo nem precisa de escola ou do saber
escolar para resolver tais problemas. Diferente disso, acreditamos que a proposta deve ser partir
de situacdes cotidianas, com as quais os estudantes ja convivem com maior familiaridade para
favorecerem a construcdo de novos saberes e o desenvolvimento de competéncias que eles ainda
ndo possuem.

Na andlise entre os elementos do contrato didatico e a influéncia na aprendizagem,
observamos o estabelecimento de expectativas: A primeira, logo no primeiro dia, quando Maria e
Joana comegaram a aula lembrando que os estudantes ja haviam estudado o contetdo fragoes,
mas na referida série eles fariam um estudo mais aprofundado. Este fato nos revela, de forma
explicita, que o trabalho com o conteudo fragdes ja ndo era mais novidade para eles, ou seja,
existiam expectativas por parte da professora de que se os estudantes ja haviam estudado, o
esperado era que ja soubessem alguma coisa, como veremos no recorte a seguir:

Vamos comegar hoje o assunto de fracdo. Para alguns ndo € assunto novo porque viram
alguma coisa no 4° ano. Esse ano ja falamos superficialmente sobre fragao, sobre alguma receita
que aparecia la, algumas fragdes. Trabalhamos coisa pouca e agora vamos aprofundar
(Professora Joana).

Uma segunda, ainda pautada nesse recorte, era de aprofundamento e compreensao dos
diferentes significados de fragcdes. Percebemos a adequagao dessa expectativa com as orientacdes
trazidas pelos documentos orientadores da escola bésica, ja que recomendam seu
aprofundamento de forma gradativa, PCN (Brasil,1997), a partir do segundo ciclo e BNCC
(BRASIL,2017) ja iniciado no 2° ano do primeiro ciclo. Verificamos que essa expectativa ndo foi
totalmente atingida, visto que as professoras trabalharam preponderantemente o significado
parte-todo de fragdes.

Dentre os classificados por Brousseau (2008), foram observados dois deles: o primeiro
foi o Topaze. Na tentativa de que os estudantes nao errassem as respostas das perguntas
realizadas, as professoras davam muitas dicas. A partir do momento em que forneciam essas
pistas ao apontar as primeiras silabas das respostas, incorria nesse efeito. Percebemos em muitos
momentos que elas optavam por criar condigdes para dar as respostas aos estudantes, na
expectativa de que eles avancassem em suas aprendizagens. Entretanto, esse comportamento
fazia com que as professoras esquecessem do engajamento que eles deveriam ter no processo,
visto que a resposta, que deveria ser pelos estudantes elaboradas, era antecipadamente
determinada, como veremos nos recortes a seguir: “Professora Joana - Entdo eu digo que esse 1 ¢
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0 meu numero in... Aluno 1 - Inteiro. Professora Joana - Ainda nada... como eu leio isso aqui?
Aluno 2 - Meio. Professora Joana - Meio ou me... Aluno 2 - Metade. Professora Maria - 50
dividido por 2, quanto da? Fago 50/2, ou 50/2 (algoritmo) e encontro 25. Ela acertou entdo 25
questdes, que ¢ a me... Alunol — Tade”

Para Brousseau (1986), ao fornecer “pistas” e apontar antecipacdes por meio de dicas em
sua fala no momento em que encontram dificuldades, faz com que eles ndo as superem nem
avancem, esquecendo-se, porém, do engajamento necessario que deveriam ter nesse processo. O
segundo, foi a resposta esperada ou expectativa incompreendida, podemos remeté-lo ao definido
por Henry (1991) como efeito de expectativa incompreendida, entendido como aquele em que a
professora acreditou que a resposta dos estudantes seria a que ela desejava.

Regras de Contrato Didatico foram identificadas: A primeira, estabelecida explicitamente
pelas professoras consistia em nao ser possivel dividir a fragdo quando o numerador fosse maior
que o denominador. Professora Maria- Nessa aqui, por exemplo, tem o denominador maior que o
numerador. 2/5. Posso dividir 2 laranjas para 5 pessoas? Aluno- Nao. Apesar de ndo explicitar,
observamos que a professora tinha essa regra internalizada, pois nas aulas iniciais apenas deu
exemplos com fragcdes em que o denominador era maior que o numerador. Os estudantes
acabaram por internaliza-la também.

A segunda regra foi a nocao de fragdo como dois numeros independentes, representados
um sobre o outro. No decorrer das aulas, a medida em que as professoras tomaram como foco o
denominador da fragdo e ndo a fragdo como um todo, levaram os estudantes a ideia de fracao
como dois numeros independentes. Para nds, essa situagao dificulta a compreensao deles em ver
fragdo como um ntimero e favorece a ideia de seu conceito enquanto dois numeros, um que se
escreve no numerador e o outro no denominador, comumente destacado por pesquisadores da
area. E normal os estudantes perceberem a fragdo como uma combinagio de dois nameros -
numerador e denominador — e ndo como um niimero que exprime a relagdo entre a parte e o todo,
em diferentes contextos e com significados variados (Powell, 2019).

A terceira, foi o trabalho excessivo com a concepcgao de fragdo enquanto parte e todo.
Durante todas as aulas que observamos, esta foi majoritariamente a concepgao apresentada pelas
professoras. Bertoni (2004) destaca que um aspecto importante que acentua essas dificuldades
sdo as escolhas do professor na apresentacdo desse contetido, ja que ainda apresentam tracos de
uma abordagem tradicional.

A quarta e ultima regra foi a ideia de que o conceito de fracao se resumia em uma divisao
em partes iguais, como veremos no recorte a seguir. Professora - Agora, antes de continuar essa
parte, se eu perguntar pra vocés o que € fracao? O que vocés me dizem? Nos estamos estudando
fracdo, pra chegar a uma fra¢ao nos fizemos o que com isso aqui? Nos fizemos o que com isso
aqui? Estudante - Nos dividimos. Professora- Nos dividimos Professora - Mas essa divisao, a
forma de vocé repartir tem que ser igual.

Observamos que a professora reforga a ideia construida pelos estudantes, € como o que
ela diz ¢ uma verdade para eles, constata-se o estabelecimento de mais uma regra de
CONTRATO DIDATICO.
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Para além das regras de CD identificadas, outra questao observada foi a énfase em
associar fracdes a situagdes relacionadas ao contexto dos estudantes, como a divisao de pizzas e
chocolates. Para Powell (2019), ao procurar trazer essa ideia para as praticas sociais, associando-
as a barras de chocolates, pizzas, dentre outras representagdes, como aconteceu nas aulas
observadas, tais concepg¢des fornecem as criangas acesso visual a definicdo formalista de uma
fragdo e seu simbolo bipartido. Entretanto, o autor acrescenta que, para os alunos, essa
perspectiva acarreta dificuldades cognitivas.

Consideracoes Finais

Em geral, nas aulas, que os estudantes ndo desenvolveram uma aprendizagem fundada em
competéncias e habilidades necessarias para uma aplicacdo adequada dos conhecimentos, como
preconizam os documentos oficiais, nesse nivel de ensino. Consideramos que houve um
pseudosucesso em relagdo a sua aprendizagem, visto que o que ficou na cabeca dos estudantes
foi seu entendimento enquanto divisdo de dois numeros, um que se escreve abaixo do outro.

Explorar o CONTRATO DIDATICO do ponto de vista tedrico e pratico também se
configurou, no nosso entendimento, como uma valiosa contribui¢ao desse estudo.
Diferentemente do que foi visto na literatura, as pesquisas sobre esse fendmeno culminaram por
adquirir certo carater instrumental: tomava-se por base a nogao e identificavam- se as suas
carateristicas na sala de aula. Nos utilizamos uma atribui¢do para esse fendmeno, alinhada a
aprendizagem da Matematica e procuramos, na pratica docente, analisa-los como fatores de
influéncias no desempenho de fragdes (Santos et al., 2019).
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Resumen

El acceso a la educacion para todos es un derecho, garantizarlo en poblaciones
marginadas como los nifios con discapacidad intelectual, lleva a la emergencia de
una reflexion didactica para generar las condiciones que permitan el acceso al
aprendizaje, no solo al entorno escolar. En la ensefianza de las matematicas no se
cuenta con el conocimiento suficiente de la discapacidad asociado al desarrollo de los
procesos de aprendizaje cuando se presentan trastornos neurolégicos, lo cual se
requiere para eliminar barreras de aprendizaje. En la construccion de este proyecto de
investigacion doctoral, se plantea partir de los patrones aritméticos como un objeto
matematico base para el desarrollo de ideas matematicas, y caracterizar relaciones
entre aspectos cognitivos, semioticos, afectivos y neuronales que se involucran en su
aprendizaje, durante el desarrollo de juegos estructurados matematicamente
articulados con tecnologias de analisis de trayectorias de aprendizaje y seguimiento
de ondas electroencefalograficas de atencion y meditacion.

Palabras clave: discapacidad intelectual, acceso al aprendizaje de las matematicas,
tecnologia para el aprendizaje, tecnologia en el analisis del aprendizaje, patrones
aritméticos.

Discapacidad, Discapacidad Intelectual, Discalculia en el campo educativo

La poblacion con discapacidad es uno de los grupos con mayor marginacion en la
educacion, sobre quienes se deben centrar esfuerzos para favorecer su inclusion (UNESCO,
2016). El objetivo de desarrollo sostenible con vision hacia el 2030, enfocado en la educacion y
firmado por la UNESCO en el afo 2015 cita “Garantizar una educacion inclusiva y equitativa de
calidad y promover oportunidades de aprendizaje para todos”, en correspondencia, en este
trabajo se centra la mirada en la idea de promover oportunidades de aprendizaje para todos, y se
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considera que no solo se debe enfocar los esfuerzos al acceso, sino también en que se garantice el
aprendizaje de todos en competencias pertinentes, “una vez que ya asisten a la escuela”
(UNESCO, 2016, p.25); no solo corresponde incluir al estudiante en un aula, sino posibilitar el
proceso de aprendizaje (Martinez, 2019).

Comprender el campo de la discapacidad requiere una vision interdisciplinar, de acuerdo
con la Clasificacion Internacional del Funcionamiento (en adelante CIF) propuesta por la
Organizacion Mundial de la Salud (OMS, 2001) y descrita en los criterios de diagnostico DSM-5
(APA, 2013). La discapacidad se entiende actualmente de acuerdo con criterios de diagnostico
médico en los que se relacionan con las funciones de las personas a nivel corporal, mental
sensorial y neurologico, sobre las cuales se establecen niveles de funcionalidad, que a su vez se
asocian con posibilidades de apoyos para tener en cuenta con cada poblacion de acuerdo con el
trastorno especifico que genera la discapacidad. Frente a la caracterizacion de trastornos se dan
niveles y sintomas indicadores de nivel, que se asocian a apoyos correspondientes al nivel, se
describen posibilidades de evidencia de mas areas afectadas y se establecen codificaciones que
permiten en el campo de la salud categorizar todas las variables a un solo individuo, mostrando
con todo esto la naturaleza de la diversidad de las personas.

En el campo educativo hay una emergencia de reconocer que la discapacidad, no solo
refiere a un diagnostico médico, sino que se asocia con el entorno y con la participacion en el
ambiente. El CIF refiere a una correlacion de causa entre el trastorno considerado algunas veces
enfermedad y las actividades, funciones y estructuras que desarrollan discapacidad y bloqueos
para la participacion e interaccion con factores ambientales y personales (OMS, 2001). Este
hecho denota que dependiendo los criterios que se tengan en cuenta en el disefio de un ambiente
de aprendizaje, se propicia o no la inclusion y participacion de todos, si hay una brecha muy
amplia entre los requerimientos del entorno y los procesos de desarrollo de los estudiantes, se
discapacita al estudiante, particularmente porque se le generan barreras a su aprendizaje.

La Discapacidad Intelectual (en adelante DI), esta definida en el marco de los Trastornos
del Desarrollo Neuroldgico, (trastorno del desarrollo intelectual) que comienza durante el
periodo de desarrollo y que incluye limitaciones del funcionamiento intelectual como también
del comportamiento adaptativo en los dominios conceptual, social y practico (APA, 2013, p. 17).
Uno de los tres criterios de identificacion de la DI, se asocia con dificultades de aprendizaje de
las matematicas: “Evidentes en deficiencias en el razonamiento, la resolucion de problemas, la
planificacion, el pensamiento abstracto, el juicio, el aprendizaje académico y el aprendizaje a
partir de la experiencia” (Ferndndez, et.al., 2010; APA, 2013).

Incluido dentro de los trastornos del desarrollo neurologico, se encuentran los trastornos
especificos del aprendizaje, entre los que se destacan dos sintomas asociados con las
matematicas:

Dificultades para dominar el sentido numérico, los datos numéricos o el calculo (p. ¢j., comprende
mal los numeros, su magnitud y sus relaciones; cuenta con los dedos para sumar niimeros de un solo
digito en lugar de recordar la operacion matematica como hacen sus iguales; se pierde en el calculo
aritmético y puede intercambiar los procedimientos). Dificultades con el razonamiento matematico (p.
ej., tiene gran dificultad para aplicar los conceptos, hechos u operaciones matematicas para resolver
problemas cuantitativos), (APA, 2013, p. 38).
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Se emplea la Discalculia para referirse a un patron de dificultades que se caracteriza por
problemas de procesamiento de la informacion numérica, aprendizaje de operaciones aritméticas
y célculo correcto o fluido (APA, 2013, p.40). Se ha demostrado que la discalculia del desarrollo
es una discapacidad de aprendizaje persistente, al menos a corto plazo, en aproximadamente la
mitad de los preadolescentes afectados (Shalev, 2004). Asi en la ensefanza de las matematicas si
no se reconocen los rasgos de discalculia en los estudiantes y no se realizan apoyos para eliminar
barreras en su aprendizaje, estas dificultades persisten y pueden generar indicadores de
discapacidad intelectual.

Existe una evidente una brecha entre la investigacion y la practica educativa, por lo que es
necesario desde la investigacion construir referentes que permitan guiar las practicas desde
disefos accesibles. La investigacion sobre las dificultades del aprendizaje matematico se ha
duplicado cada década, pero la cuestion de como las lecciones aprendidas de la investigacion y
los laboratorios se pueden aplicar a la practica diaria en las escuelas atin permanece (Fritz, et.al.,
2019). Ademas, los profesores en la practica no tienen el conocimiento necesario sobre el
diagnostico de estas dificultades (Reiss y Obersteiner, 2019).

De acuerdo con lo descrito desde la educacion matematica hay una emergencia de
conocimiento de la discapacidad, en la practica pedagdgica los profesores reciben un diagnostico
médico que requiere ser interpretado desde la reflexion didactica para no generar ambientes
discapacitantes y excluyentes. En este trabajo se centra la mirada en estudiantes diagnosticados
con discapacidad intelectual que particularmente muestren rasgos de discalculia con el fin de
caracterizar sus procesos de aprendizaje, en pro de aportar conocimiento al campo hacia la
transformacion de practicas pedagogicas que permitan la accesibilidad a los ambientes de
aprendizaje de las matematicas escolares.

Aprendizaje de patrones aritméticos en poblaciones con DI que presentan rasgos de
Discalculia en contextos escolares

Es necesario identificar los procesos y hechos que son indicadores de progresion en el
aprendizaje, para entender de qué se trata el aprendizaje de las matematicas, asi como qué impide
que un nifo aprenda con éxito, se requiere explorar lo que hacen y piensan los nifios mientras
realizan las matematicas. Para esto se ha de caracterizar adecuadamente el desempefio diciendo
lo que los nifios hacen, en lugar de atender a lo que no pueden hacer (Gaidoschik, 2019). Al
realizar una busqueda de los factores responsables de las dificultades en el aprendizaje de la
matematica o de la discalculia, cada factor asociado puede brindar parte de la respuesta
(Ashcraft, 2019). Dichos factores son utiles para el disefio de la intervencion que favorezca el
aprendizaje, Molnar y Csap6 (2019) plantean que se pueden realizar més investigaciones con el
sistema de evaluacion de diagndstico para explorar la razon de un desarrollo matematico atipico
y las formas en que las diferentes dimensiones del conocimiento matematico se pueden mejorar
de manera efectiva.

En la escuela se encuentra que se desestiman las posibilidades de aprendizaje que pueden
tener los estudiantes con discapacidad intelectual, profesores y directivos estiman que la
ensefianza de las matematicas para estudiantes con DI consiste en el conteo y las operaciones con
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numeros, excluyendo del curriculo espacios ofrecidos para el desarrollo de otras habilidades en
esta area (Howard y Otros, 2018). Debido a que las dificultades de aprendizaje de las
matematicas no solo responden a razones neurologicas, sino también a la ensefianza, al entorno o
de situaciones diversas vividas por los alumnos con o sin discapacidad, se encuentra ausencia de
procesos de reflexion didactica, ya que a priori se reduce la cantidad de saberes a ensear, se
concibe una vision utilitarista de las matematicas, pensado desde lo que se necesita para
desenvolverse en la vida cotidiana, considerando que no pueden se renuncia a una enseflanza que
contribuya a resolver problemas (Broitman y Sancha, 2021).

Es importante comprender la complejidad de adquirir habilidades aritméticas, proceso en el
cual se involucra un tipo complejo de cognicidén que incluye la lingiiistica (oral y escrita), lo
espacial, la memoria, el conocimiento corporal y habilidades de funcion ejecutiva (Ardila y
Roselli, 2002). Asi la diversidad de aspectos desde los cuales comprender la discalculia, implica
heterogeneidad entre los procesos de los nifios, incluso si solo se observa la discalculia del
desarrollo, justificando asi que los investigadores contintien la buisqueda de las variables clave
detras de la variacion individual en habilidades y dificultades numéricas (Fritz, et.al., 2019).

La reflexion didéctica desde el aprendizaje de las matematicas en la poblacion con DI con
rasgos de discalculia lleva a considerar aspectos cognitivos de las matematicas y el tipo de
actividad matemadtica que se requiere propiciar para que sea accesible, Duval (2016) plantea si
“;la actividad matematica requiere solamente los procesos cognitivos comunes o, de hecho,
requiere ciertas estructuras cognitivas muy especificas cuyo desarrollo se debe tener en cuenta en
la ensefianza?” p. 62. La forma de entender las matematicas incide en las dificultades de
aprendizaje, ya que, si se concibe por ejemplo como una ciencia abstracta, se plantean procesos
de ensefianza contrarios a las condiciones de desarrollo de los estudiantes, por ejemplo,
estudiantes que se encuentran en la etapa de desarrollo de operaciones concretas (Nurfatanah,
et.al., 2021).

Se caracteriza un problema de orden semioético, desde la relacion entre lo que se concibe
que son las matematicas por parte del profesor, lo que se propone ensefiar, lo que puede o no
aprender el estudiante con DI, qué se requiere para desarrollar habilidades de resolucion de
problemas en matematicas, entre otros. Si se considera por ejemplo el conteo, como algo que
aprenden los estudiantes con DI, planteado a priori por el profesor, al reducir las expectativas de
aprendizaje, esta gran idea matematica caracterizada por Clements y Sarama (2015) cuenta con
unos subprocesos en su desarrollo, que marcan niveles de comprension y que se articulan a otras
trayectorias de la aritmética inicial (Martinez, 2019), el no tener en cuenta todas las posibles
entradas del conteo y las relaciones que se suscitan en el proceso de aprendizaje, muestra la
ausencia de reflexion didactica planteada previamente.

Enfatizando en objetos de la aritmética, se encuentra de forma particular que el nimero y
el desarrollo de habilidades aritméticas, son aspectos que cuestan trabajo a las personas con
discalculia (Geary, et.al.,2000), se puede ver la distincion que se gesta entre el objeto niumero y
sus representaciones. Gallistel y Gelman (1992) consideran que estudiar la ontogenia del
concepto de numero, permite “discernir los medios por los cuales el lenguaje permite que el
pensamiento humano trascienda algunas de las limitaciones impuestas por las representaciones
(concepciones) preverbales que hacen que el lenguaje sea inteligible en primer lugar” p.72.
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En correspondencia a las dificultades de aprendizaje indicadores de discalculia, se
considera la necesidad de comprender los procesos de aprendizaje de la aritmética y se toma
como objeto matematico de referencia los patrones aritméticos, los cuales segiin Clements y
Sarama (2015), no solo se deben ver desde el procesos de identificacion y generalizacion, sino
como un habito de la mente, desde el cual se identifican relaciones aritméticas, cantidades,
modelos, estructuras, que pueden llevar al aprendizaje de otras ideas matematicas, como la
subitizacion, el conteo, los procesos aditivos, la comparacion, entre otros. Es decir, se proponen
los patrones aritméticos desde un proceso de desarrollo con el fin de ver una progresion que lleva
a involucrar a los estudiantes en la actividad matematica.

Tecnologias para el aprendizaje y tecnologias de analisis del proceso de aprendizaje

En este trabajo se considera el juego estructurado matematicamente como un dispositivo
didactico que permite el proceso de aprendizaje, en el desarrollo del juego se pueden dar
heuristicas de resolucion de problemas (Guzman, 1984). Adicional a esto juegos como “la
escalera” en el grupo de investigacion GIIPLYM y desde el proyecto ACACIA, han tenido una
evolucion en su presentacion para hacerlo accesible a poblacion sorda o ciega, y en la tecnologia
para el analisis del espacio del problema y del desarrollo del juego; se ha trabajado desde
representaciones con lapiz y papel, tablas de Excel, circuitos conectados a Excel, robot que lee
las emociones a través de los gestos que desarrolla una persona durante el juego y programacion
del juego para construir una representacion del espacio del problema y del recorrido que hace el
jugador en cada intento (Paloma, 2018). Por otro lado, este juego se articul6 con una trayectoria
hipotética de aprendizaje de la aritmética inicial, que permitid identificar la progresion en el
aprendizaje de estudiantes con Discapacidad Intelectual (Martinez, 2019).

Ahora bien, la analitica de datos en los procesos de aprendizaje permite desarrollar
modelos de representacion de los datos que conlleven a comprender mejor las trayectorias de
aprendizaje de los sujetos (Paez, et.al., 2021), con juegos como la escalera se presentan
transformaciones de acuerdo con los movimientos realizados, lo que permite simular todos los
posibles estados del problema, asi como la representacion de la ruta que toma cada sujeto para
desarrollarlo.

Metodologia

En este momento, en el planteamiento de un proyecto de investigacion doctoral, se tiene
como referente el juego la escalera, con el que se han desarrollado laboratorios en el grupo de
investigacion y se han propuesto representaciones de trayectorias de aprendizaje asociadas al
juego. Con este juego se propone realizar estudios de caso de estudiantes escolarizados en bésica
primaria, con diagnostico de discapacidad intelectual y que muestren rasgos de discalculia,
integrando la lectura de ondas electroencefalograficas de atencién y meditacion, durante el
desarrollo del juego, con el fin de establecer relaciones entre lo cognitivo que se involucra en los
niveles de progresion de una trayectoria de patrones aritméticos, lo semidtico en torno a las
formas de representacion e interpretacion del juego en evolucion constante, lo afectivo en las
formas de sentir que se suscitan ante el progreso, bloqueo o retroceso en el juego, frustracion por
no comprender y los aspectos neuronales, visibles a través de la lectura de ondas EEG, que dan
cuenta de lo que ocurre biologicamente durante el desarrollo del juego.
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En el proyecto se considera que el aprendizaje se produce por y desde la experiencia,
involucrando en el desarrollo del juego, lo que propone Semetsky (2014), expandir los muros del
aula tradicional y abrir el mundo a lo social y natural. Desde una visién semidtica aplicada a la
educacion, en el desarrollo del juego, cuando se realizan transformaciones, el jugador analiza las
consecuencias de acciones, que pueden incidir en progreso, retroceso o bloqueo, esto al repetirse
genera momentos de reflexion, que modifican las tendencias de accion de la persona, se va hacia
adelante y hacia atras, transformando sus interpretantes en la practica (Semetsky,2014).

Laboratorio preliminar

El juego la escalera consiste en intercambiarlas posiciones de las fichas azules y rojas con
el menor nimero de movimientos posibles. Las reglas son: las fichas se pueden desplazar a una
casilla adyacente o saltar sobre una ficha del color opuesto. Con estas reglas, el espacio del
problema del juego “la escalera” ha sido sistematizado y modelado en Matlab, por el equipo del
Dr. John Péez y presenta representaciones como las que se observan en la Figura 1.

(a) Dos Blogues (b} Tres Blogues (¢} Cuatro Blogues
Figura 1. Representacion del espacio del problema segtin cantidad de bloques.

En la figura 1, las lineas representan aristas y los puntos son estados del juego. La linea
roja indica el camino maés corto desde el estado inicial hasta el estado final del problema.

El equipo ha desarrollado pruebas con el software del juego vinculado al software de la
diadema Neurosky Mindwave mobile II, la cual de acuerdo con (Marshall, 1995), es un
electroencefalografo que permite distinguir tipos de frecuencias de las ondas cerebrales, las
cuales se pueden distinguir entre si y medir con cierto nivel de precision en diferentes estados del
sujeto. En la figura 2, se observa (a) el registro en el juego, (b) la interfaz del juego (se puede
aumentar o disminuir numero de fichas por partida) y (c) la diadema referenciada.

= e
=
= o

(a) Registro (b) Juego (€) Dindema
Figura 2. Materiales articulados en el laboratorio.

Con la articulacion de estos equipos se han encontrado resultados en los que se presentan
los niveles de atencion presentes en cada estado del problema como se observa en los puntos de
tonalidades de amarillo a rojo, en la Figura 3; en la que rojo es mayor atencion y amarillo menor
atencion.
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{a) Un blogue (b)) Dos blogues () Tres blogues

Figura 3. Resultados preliminares de laboratorio

Estos laboratorios preliminares se realizan con personas mayores de edad, con
consentimientos informados. Estos ensayos permiten identificar si se estan articulando bien las
tecnologias de recoleccion de datos del proceso de aprendizaje, con el fin de proponer mejoras y
tener completamente calibrados los softwares en el proceso experimental de esta investigacion.

Conclusion

Este proyecto busca estructurar un trabajo interdisciplinar, que parte del planteamiento de
una hipotesis en la que se relacionan aspectos cognitivos, semioticos, afectivos y neuronales, en
el aprendizaje de patrones aritméticos, los cuales se pueden visibilizar durante la solucion del
juego “la escalera” realizando el seguimiento de ondas electroencefalograficas asociadas a la
atencion y la meditacion, para encontrar en la mineria de datos que provee esta tecnologia,
evidencia que sustente la relacion entre los aspectos propuestos en la hipotesis involucrados en
una trayectoria de aprendizaje de los patrones aritméticos articulada con el desarrollo de juegos;
de esta manera, postular una hipétesis aplicable al disefio de trayectorias de ensefanza que
relaciones aspectos cognitivos, semioticos, afectivos y neuronales, en el andlisis didactico y de
esta manera elimine barreras de aprendizaje en la poblacion con discapacidad intelectual con
rasgos de discalculia.
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Resumo

Este texto tem o objetivo de apresentar uma proposta de ensino com foco em
introduzir o conceito de linhas poligonais, poligonos e padrdes no primeiro ano do
Ensino Fundamental, visando a alfabetizagdo matematica. Os constructos teoricos
versam sobre o ensino de Matematica e a alfabetizagdo nesta area do conhecimento.
Tal estudo caracteriza-se como qualitativo e visa atender as habilidades previstas por
Danyluk (2015). As consideragdes indicam que propostas de ensino que emergem de
contexto reais trazem potencialidades que permitem integrar a Matematica com
outras areas do conhecimento.
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Alfabetizando matematicamente.: uma proposta de ensino para os anos iniciais do Ensino Fundamental

Palavras-chave: Educagao Matematica; Alfabetizacado Matematica; Anos iniciais do
Ensino Fundamental; Geometria; Padrdes; Ensino Integrado.

Introducio

O curriculo da escola no contexto brasileiro est4 organizado a partir da Base Nacional
Comum Curricular — BNCC, que ¢ um documento normativo, para instituicdes de ensino
publicas e privadas, que orienta a elaborag@o dos curriculos escolares e propostas pedagogicas
para a Educacao Infantil, Ensino Fundamental e Médio. Sendo que este documento traz
indicativos para as seguintes areas: Linguagens, Matematica, Ciéncias da Natureza, Ciéncias
Humanas e Ensino Religioso. Neste texto nos atentaremos para a area da Matematica voltada
para os anos iniciais do Ensino Fundamental que estd organizada a partir de cinco unidades
tematicas: numeros, algebra, geometria, grandezas e medidas e probabilidade estatistica.

E nos anos iniciais do Ensino Fundamental que a crianga inicia seu processo de construgio
de sentido nos diversos componentes curriculares, inclusive na matematica. Nesse estudo, o
nosso interesse esta na unidade tematica Geometria que, conforme a BNCC, reitera que o estudo
da mesma envolve um amplo conjunto de conceitos e procedimentos fundamentais para resolver
problemas envolvendo diferentes areas do conhecimento o que favorece o desenvolvimento do
pensamento geométrico (Brasil, 2018).

Uma vez que o ensino da matematica orienta-se pelo pressuposto de que a aprendizagem
esta intrinsecamente relacionada a compreensao, ou seja, a apreensao de significados dos objetos
matematicos, sem deixar de lado suas aplicagdes. Os significados desses objetos resultam das
conexdes que os alunos estabelecem entre eles e os demais componentes, entre eles e seu
cotidiano ¢ entre os diferentes temas matematicos (Brasil, 2018).

A construcdo e reconhecimento de padrdes e regularidades também sdo relevantes para a
alfabetizacdo Matematica, uma vez que, para estabelecer generalizagdes algébricas de um padrao
¢ necessario identificar regularidades locais para que se possa, posteriormente, generalizar os
termos da sequéncia que vao além do campo puramente perceptivo (Radford, 2006).

Além disso, os padroes permitem que os estudantes construam uma visao positiva da
Matematica, uma vez que apelam fortemente para o desenvolvimento do sentido estético e da
criatividade, estabelecendo desse modo conexdes entre os diferentes temas, desenvolvendo deste
modo a capacidade de classificar e ordenar informacdes, estabelecendo uma estreita ligagao entre
a Matematica estudada em aula e o mundo em que vivem (Vale & Pimentel, 2010).

A abordagem destes conceitos nos anos iniciais € importante, pois este estudo abre
caminho para que os alunos desenvolvam habilidades necessarias para a resolu¢ao de problemas
cotidianos. A capacidade de olhar, comparar, medir, estimar e generalizar sao exemplos de
contribui¢des oportunizadas pelo ensino da Geometria. Quando estes primeiros saberes estao
bem conceituados, ofertam um embasamento e sustentagcdo para que os discentes desenvolvam
suas capacidades e, desse modo, aperfeicoem suas nog¢des de espaco, localizagdo no ambiente e
passem a se habituar com as formas que dispdem contato (Bulos, 2011).
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Um aspecto fundamental quando pensamos na matematica dos anos iniciais € o conceito de
alfabetizacdo matematica. Segundo Danyluk (2015) tal conceito ¢ entendido como um fendmeno
que envolve a compreensao, a interpretacdo ¢ a comunicagao dos contetidos escolares,
fundamentais para a construcao do conhecimento matematico. A autora ainda pontua que ser
alfabetizado ¢ compreender o que se 1€ e escrever o que se entende sobre as primeiras nogdes de
aritmética, geometria e logica.

Souza (2010) complementa esta ideia ao sublinhar que sendo a Matematica uma ciéncia
abstrata e de linguagem simbolica € necessario que o aluno atribua sentido e significado aos
signos e simbolos expressos pela linguagem. Diante disto, compreendemos que a alfabetizagdo
Matematica ¢ desenvolvida pelos alunos quando estes dispdem de praticas didaticas que ilustrem
os conceitos a serem apreendidos. Desse modo, a concepcao do contetido estudado, junto da
perspectiva discente em atribuir sentido aquilo que a eles ¢ ensinado possibilita que a
aprendizagem se efetive. Tal aprendizagem, acrescida dos saberes ja constituidos pelo sujeito,
favorece a solugdo de problemas ndo s6 no espaco pedagdgico, mas também em ambientes de
convivio social.

Diante do exposto, nesta comunicagdo, temos como objetivo apresentar uma proposta de
ensino com foco em introduzir o conceito de linhas poligonais, poligonos e padrdes no primeiro
ano do Ensino Fundamental, visando a alfabetizacdo Matematica. Tais conceitos sdo
fundamentais para a construgdo tanto da Geometria Plana como da Espacial.

Metodologia

A pesquisa apresentada nesta comunicacao € caracterizada como qualitativa, uma vez que
esta relacionada aos significados atribuidos pelos discentes as suas experiéncias vivenciadas € o
modo como sdo compreendidas, visto que o cendrio ¢ representado em sala de aula (Pope &
Mays, 2005).

Bogdan e Biklen (1982) complementam essa ideia ao afirmar que a investigacao
qualitativa fornece dados descritivos obtidos de maneira direta e participativa pelo pesquisador
envolvido na ocasido, o processo da atividade ¢ mais relevante que o produto final, sendo o
retrato de perspectiva dos participantes da dinamica o foco de atengao.

Perante o narrado, nessa proposta didatica priorizamos o desenvolvimento discente em cada um
dos momentos da atividade. Quais atribui¢cdes foram alcangadas por eles e qual o sentimento de
participagdo gerado. Com isso, trabalhamos a importancia de envolver-se com a atividade e os
aprendizados construidos. De modo a evidenciar que o caminho percorrido para proceder a um
determinado resultado foi mais significativo, sendo a existéncia desse percurso indispensavel
para conceituar este estudo como qualitativo.

O que apresentamos nessa comunica¢ao ¢ uma proposta de atividade de ensino voltada para o
primeiro ano do Ensino Fundamental, visando ao desenvolvimento de uma alfabetizacdo
matematica a partir dos estudos dos conceitos de linhas poligonais, poligonos e padrdes. Esta
proposta da atividade de ensino foi construida partir dos pressupostos do conceito de
alfabetizacdo matematica que envolve a compreensao, interpretacao e comunicagao (Danyluk
(2015). A Figura 1 apresenta uma sintese da proposta.
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/
* Apresentagdo da cultura nativa.
Compreensdo * Anélise dos instrumentos produzidos.
*Geometria e Padrdes.
-
/

* Analise dos materiais.

Interpretacao . .
rpretag * Cria¢ao de uma ceramica.
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Comunicagao * Mostra de materiais produzidos.

\_ /

Figura 1. Sintese da proposta de ensino.

A seguir discutimos cada uma das atividades que compdem a proposta de ensino
elaborada.

Resultados e discussoes

Conforme apresentado na Figura 1, a proposta de atividade comtempla as trés habilidades
descritas em Danyluk (2015). Entendemos que essas trés habilidades se dao de forma
interrelacionada, no entanto, para fins didaticos propusemos atividades distintas que visam
atender de modo mais especifico cada uma delas.

No primeiro momento buscamos desenvolver com o aluno a compreensdo dos conceitos
estudados, para isso definimos quatro atividades. Entendemos que o primeiro passo para a
alfabetizacdo matematica envolve a compreensao, por parte do aluno, dos distintos conceitos que
compdem a area da matematica. Essa compreensao perpassa por entender as relagdes que os
conceitos possuem e sua aplicabilidade em outras areas do conhecimento.

Danyluk (2015) salienta que para aprender a linguagem matematica ¢ necessario
compreender o que esta registrado em textos e na propria tecnologia onde sao fixadas e
comunicadas, pelos registros efetuados, ou seja, a alfabetizagdo matematica envolve o processo
de compreender a leitura e a escrita realizada empregando a linguagem desta area.

Primeira Atividade

Convite a um representante cultural dos povos nativos com intuito de realizar uma fala
apresentando as populagdes indigenas que viveram e ainda vivem na regido de Santa Maria, Rio
Grande do Sul, Brasil, destacando os costumes, rituais e materiais produzidos por eles. Na
sequéncia, serd organizada uma mostra com as ceramicas, tecelagens, pinturas e instrumentos
construidos por uma populacao nativa da cidade.
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Segunda Atividade

A partir da fala realizada na primeira atividade e da mostra dos materiais expostos, o
professor podera questionar:
a) Vocé percebeu o modo como os instrumentos sdo decorados?
b) Quais os desenhos presentes nos instrumentos vocé mais gostou?
c¢) Tem algum desenho que vocé reconheceu? Sabe o nome?
d) Vocé percebe a repeticao de algum desenho?

A partir das respostas dos alunos o professor ird chamar atencao para o modo como esses
materiais sdo construidos e a forma como os mesmos sdo decorados, o que levara a discussdo
sobre as formas e padrdes presentes nesses materiais.

Terceira Atividade

A partir das respostas dos alunos o professor ird apresentar a defini¢ao de linha poligonal,
poligono e sua classificagao.

Linha poligonal ¢ uma linha formada apenas por segmentos de retas consecutivos e nao
colineares.

Figura 2. Exemplo de linhas poligonais.
As linhas poligonais podem ser abertas ou fechadas.

Linhas poligonais abertas Linhas poligonais fechadas

i
7_/){1“\
- e

Figura 3. Exemplo de linhas poligonais abertas e fechadas.

Entre as linhas poligonais fechadas, hé as linhas poligonais simples e as ndo simples:
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Linhas poligonais simples Linhas poligonais nao simples

HA\
T e X

Figura 4. Exemplo de linhas poligonais simples e ndo simples.

A partir da discussao de linhas poligonais abertas e fechadas, simples e ndo simples iremos
definir o conceito de poligono.

‘ Toda linha poligonal fechada simples ¢ denominada poligono.

Quarta Atividade

Apos a discussdo sobre linhas poligonais e poligonos, discutiremos o conceito de padrio,
ilustrando com exemplos.

\ Padrao ¢ o termo de sequéncia que se repete.

Ja na habilidade de interpretacao dos conceitos construimos duas atividades que
apresentamos na sequéncia. Esta habilidade deriva da compreensao realizada, uma vez que para
Danyluk (2015), a leitura da linguagem matematica ocorre a partir da compreensao e da
interpretagdo dos signos e das relagdes entre os conceitos matematicos. A autora ainda pontua
que o sentido que ¢ articulado na interpretacdo ¢ o que permite desenvolver a compreensao,
podendo deste modo comunicar este seu conhecimento aos outros por meio de proposicdes.

Quinta Atividade

Nesta atividade, os alunos irdo analisar os instrumentos (ceramica, cestas, tecelagens) e
identificar os padrdes que existem neles. Para isso, as criangas poderao representar suas
percepcdes em uma folha de papel, destacando quais conceitos discutidos anteriormente eles
reconhecem nessas representacoes.

Sexta Atividade

Os alunos poderao criar um padrao, inicialmente em um papel, para posteriormente
construir uma ceramica onde eles irdo reproduzir o padrao elaborado. Nessa atividade além do
trabalho com os conceitos de padrao, linhas poligonais e poligonos, também iremos explorar o
processo de construcdo de uma ceramica, relacionando deste modo outras area do conhecimento.

Por fim, a habilidade de comunicagao dos conceitos construimos uma atividade que
apresentamos na sequéncia. Danyluk (2015), salienta que a comunicagdo tem sentido de
manifestagcdo, ou seja, € o mostrar para o outro aquilo que foi compreendido e interpretado. Esta
comunicacao tem como base o compartilhando com o outro.
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Sétima Atividade

Para a finalizacao da atividade iremos organizar uma mostra das ceramicas produzidas
pelos alunos. Onde os alunos terdo que explicar o processo de cria¢do e a escolha pelo padrao.

Consideracoes

Nesse texto apresentamos uma proposta de ensino com foco em introduzir o conceito de
linhas poligonais, poligonos e padrdes no primeiro ano do Ensino Fundamental, visando a
alfabetizacdo matematica.

A preocupacdo com a alfabetizagdo matematica justifica-se pelo fato de que o ensino ndo
pode pautar-se em memorizagdes, mas dar sentido ao mundo no qual estamos inseridos. A
Geometria, em especial, nos permite reconhecer formas, localizarmos no espago e
desenvolvermos um senso estético.

Além disso, o estudo da Matematica a partir de elementos culturais, favorece a
materializa¢do dos conceitos e permite entender essa area do conhecimento como pertencente ao
mundo que nos cerca, além disso esse trabalho tem potencialidade para a construgao de um
ensino integrado com as demais areas do conhecimento, uma vez que abre para a possibilidade
de discutir a historia, a producao artistica, cultural e escrita.

Salientamos que nesta proposta nao temos a intengao de trazer uma prescrigao de como o
ensino de Matematica deve ser realizado, mas de propor caminhos para o processo de
alfabetizacao nos anos iniciais do Ensino Fundamental e, portanto, este trabalho necessita de
novos olhares e diferentes interpretacdes que visem a qualificagdo do mesmo.
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Resumo

Buscando problematizar e compreender o grau de aceitagdo de provas matematicas
por licenciandos ingressantes, este artigo faz um recorte da dissertagdo de mestrado
de Caldato (2018). A partir dos dados levantados na pesquisa, ¢ de relevancia
ressaltar uma resisténcia por parte dos licenciandos quanto a aceita¢do de provas
matematicas sem a necessidade de exemplos simples para sua confirmagao. Desta
forma, € possivel observar que a compreensao sobre o conceito de provas
matematicas ainda causa duvidas e resisténcia para o estudante, comprometendo o
dominio do processo dedutivo.

Palavras-chave: Educacdo Matematica; Ensino superior; Ensino; Avaliacdo; Prova
matematica; Brasil.
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Prova matemdtica. o que dizem os licenciandos ingressantes?

Introducio

Este artigo tem o objetivo de relatar uma investigagao sobre o que os licenciandos
ingressantes de Matematica pensam sobre algumas afirmacdes relacionadas a prova matematica,
tais como: o lugar de argumentos baseados em exemplos e contraexemplos; o papel de
representacdes e ambientes dindmicos na busca de validar uma conjectura; a aceitagdo de
argumentos de autoridade baseados na explica¢ao do professor ou na exibi¢ao de um livro; a
problematica entre provas que explicam e provas que provam (Hanna, 1990).

As discussdes problematizadas ao longo do texto fazem parte de uma pesquisa ampla
(Caldato, 2018), cuja segunda etapa esta em andamento, realizada no Programa de Pos-
Graduagao em Ensino de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro
(PEMAT/UFRIJ). A primeira etapa da pesquisa de Caldato (2018) usou uma abordagem
metodoldgica exploratdria, com a aplicacdo de questiondrios e analises didaticas a priori e a
posteriori. Este artigo ¢ composto dessa secao introdutdria e de outras quatro. Na fundamentacao
tedrica sdo abordados os textos de Balacheff (1987, 1988), Harel e Sowder (1998) e Hanna
(1990), que discutem as nogdes de prova e demonstragdo. A secao de procedimentos
metodologicos descreve o questiondrio aplicado aos 78 estudantes ingressantes de cursos de
Licenciatura em Matematica e, em particular, a questao escolhida para ser o foco deste artigo. Na
descricdo e analise dos dados, discute-se, a partir de 11 afirmativas, o que pensam o0s
licenciandos ingressantes sobre prova matematica. Por fim, sdo apresentadas as consideragdes
finais.

Fundamentacao Teorica

A fundamentagdo tedrica desta investigag¢do ¢ norteada por Balacheff (1987, 1988), Harel e
Sowder (1998) e Hanna (1990).

De acordo com Balacheff (1987), existe diferenca entre prova e demonstragdo (ou prova
matematica). A primeira no¢ao consiste numa argumentacao legitimada por certa comunidade e,
uma vez que adquire uma dimensao social, ¢ denominada prova no contexto considerado. Ja a
segunda nocao se refere a prova situada no ambito da comunidade matematica devido a
particularidade da sua estrutura neste grupo social, pois ¢ composta por uma sequéncia de
afirmacdes articuladas segundo uma logica dedutiva preestabelecida.

Além de problematizar tais noc¢des, Balacheff (1988) elaborou uma tipologia de provas
organizadas em quatro principais niveis considerando os raciocinios e conhecimentos
apresentados por estudantes ao elaborar uma justificativa: empirismo ingénuo, experiéncia
crucial, exemplo genérico e experiéncia mental.

O empirismo ingénuo ¢ baseado na observagao, em que o aluno assume como verdade a
conjectura de um enunciado através da verificagdo empirica de poucos e simples casos. Ja na
experiéncia crucial se utiliza um experimento particular para investigar a veracidade de uma
proposicao, mas com leves indicios de uma possivel generalizagdo. No exemplo genérico, elege-
se um exemplo como representante da classe de objetos para explicitar as razdes que validam a
propriedade com o intuito de deduzir as caracteristicas que representam essa classe. Por fim, a
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experiéncia mental se baseia no raciocinio logico dedutivo para garantir a validade de uma
propriedade de forma genérica (para toda a classe de objetos) e ndo por meio de exemplos ou de
um representante particular. Em vista disso, para que um estudante possa atingir o nivel mais
elevado, isto €, da experiéncia mental, e seja capaz de ndo somente compreender o significado de
uma demonstracao, mas também de demonstrar, ¢ necessario que ele vivencie todos os niveis
anteriores.

Por sua vez, Harel e Sowder (1998) estabeleceram a terminologia esquemas de prova, que
resumidamente pode ser definido como argumentos convincentes, classificados em trés
categorias: esquemas externos, empiricos € analiticos. Sem pormenorizar, no esquema baseado
em elementos externos (prova autoritaria, prova ritual e prova simbolica) sdo fatores externos ao
problema que influenciam na convic¢do do individuo. Esses fatores estdo relacionados, por
exemplo, ao uso de argumento de autoridade ou ao modo como ele € apresentado. Ja o esquema
empirico (prova indutiva e prova perceptiva) ocorre quando a validade de uma sentenca ¢é
influenciada por evidéncias numéricas a partir da verificacdo de um ou mais exemplos, ou
através da percepgdo. E o esquema analitico (provas transformacionais e provas axiomaticas) ¢
identificado por apresentar trés caracteristicas essenciais: generalidade, pensamento operacional
e dedugao logica.

De acordo com as descrigdes apresentadas anteriormente, ¢ possivel observar algumas
articulacdes entre a tipologia e os esquemas de provas. A nogao de prova pragmatica cunhada
por Balacheff (1988), em que se enquadram os niveis de prova intitulados empirismo ingénuo e
experiéncia crucial, remete a definicdo de Harel e Sowder (1998) para a categoria denominada
esquema de prova empirica (especialmente, a descricdo do esquema de prova indutiva), visto que
em ambos os modelos tedricos essas terminologias se referem ao uso de argumentos empiricos
para validar uma senten¢a matematica. Ja a nog¢ao de prova conceitual, onde esta situado o nivel
de prova intitulado experiéncia mental, remete a descrigao do esquema de prova analitica, pois
faz menc¢ao ao uso de argumentos dedutivos para validar uma afirmagdo. Quanto ao nivel de
prova denominado exemplo genérico, que consiste num estagio de transi¢do entre a prova
pragmatica e conceitual, também remete a descri¢do do esquema de prova analitica. O diagrama
da Figura 1 (Caldato & Nasser, 2022) ilustra uma interpretagdo acerca da verossimilhanga entre a
classificagdo proposta na tipologia e nos esquemas de provas:

TIPOLOGIA
DE PROVAS
(Balachefl)

[ | 1
Prova Pragmatica ‘

Exemplo
Genérico

(empirismo ingénuo
e experiéncia
crucial)

Emipiifica [ Elementos
o exlemos

(experiéncia
mental)

{

Analitica ‘

‘ Prova Conceitual

ESQUEMA
DE PROVAS

(Harel e Sowder)

Figura 1. Diagrama das possiveis articulagdes entre a tipologia ¢ os esquemas de provas.
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E possivel observar na Figura 1 que o esquema de prova baseado em elementos externos
ndo foi relacionado neste diagrama. E a razao disso ¢ que em Balacheff (1988) ndo encontramos
nenhum tipo de prova similar a essa categoria de Harel e Sowder (1998).

Outra pesquisadora que tem significativas contribui¢des nesta tematica ¢ Gila Hanna. Em
Hanna (1990) ha uma distingd@o entre provas que provam (apenas mostram que o resultado ¢
verdadeiro) e provas que explicam (ndo apenas mostram, mas também fornecem uma logica
baseada nas ideias/propriedades matematicas que justificam as razdes de ser verdadeiro). Para
exemplificar, considere uma prova por indugdo ou por reducao ao absurdo, a qual tende a validar
que o resultado ¢ verdadeiro, mas ndo explica tais razdes.

Procedimentos Metodologicos

A primeira etapa da pesquisa de Caldato (2018) consistiu em um estudo de campo e os
dados foram coletados por meio da aplicagao de um questionario, composto por sete questdes, a
uma amostra por conveniéncia, constituida por 78 licenciandos ingressantes, de trés institui¢des
publicas brasileiras. E importante destacar que todos os licenciandos ja haviam cursado o
primeiro periodo nas suas respectivas institui¢des.

O foco deste artigo ¢ em uma das sete questdes descritas no instrumento de coleta de
dados, cujo objetivo ¢ investigar o grau de concordancia sobre algumas afirmagdes concernentes
a prova matematica. Por meio da escala Likert, os participantes deveriam avaliar, numa escala de
1 (Discordo Totalmente — DT) a 5 (Concordo Totalmente — CT), qual o seu grau de concordancia
em relacdo a onze afirmagdes sobre a prova matematica. Para efeitos de andlise, realizou-se a
juncao das opgdes (1) e (2) para referir a ideia de discordancia e a jun¢do das opgoes (4) e (5)
para remeter a ideia de concordancia. No caso de ndo saber o que responder, o sujeito poderia
assinalar a op¢ao “Nao Sei” (NS).

Descricido e Analise dos Dados

O Quadro 1 a seguir apresenta as onze afirmagdes descritas no questionario proposto aos
licenciandos ingressantes.

Quadro 1
Afirmagoes relacionadas a prova matemadtica apresentadas aos licenciandos

g) A verificacdo empirica de uma conjectura por
meio de muitos exemplos constitui uma prova
matematica.

h) E possivel provar uma propriedade matematica
por meio de ambientes de geometria dindmica como

a) Para provar que uma afirmagao ¢é falsa, basta exibir
um contraexemplo.

b) E possivel utilizar apenas um desenho para provar
um resultado matematico.

0 GeoGebra.
¢) Para demonstrar que um resultado ¢ verdadeiro, i) Ao provar que um enunciado geral ¢ verdadeiro,
podemos utilizar como argumentos a explicagdo do segue que todos os casos especificos também sdo
professor ou a exibi¢do num livro. vélidos.

j) Na Educagao Bésica, os professores devem
priorizar as provas que explicam em relagdo as
provas que apenas confirmam o resultado.

d) Apesar de ndo serem considerados argumentos
validos em uma demonstrago, utilizar figuras e buscar
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exemplos auxilia na investigagdo e fornece ideias para
executd-la.

k) Apods mostrar que uma hipotese ¢ verdadeira, é
preciso verificar com alguns exemplos para ter
certeza.

€) Ao provar uma senten¢a matematica ndo ¢ necessario
verificar exemplos particulares.

f) S6 constitui uma prova matematica quando se utiliza
o processo logico dedutivo

baseado em um sistema axiomatico (axiomas,
defini¢des, proposicdes e teoremas).

Fonte: Caldato (2018).

Apesar da observacao feita por Harel e Sowder (1998), de que os estudantes tendem a
confundir a possibilidade da prova por contraexemplo com a impossibilidade da prova por
exemplo(s), os itens (a) e (g) evidenciaram, respectivamente, que parte significativa dos
participantes possui clareza com relacdo a essa problematica, ja que 49 licenciandos (62,8% da
amostra) concordaram que o uso de contraexemplos € suficiente para garantir que uma afirmagao
¢ falsa e quase a metade da amostra (36 participantes) discordou que a verificacdo empirica de
uma conjectura constitui uma prova matematica.

Observou-se no item (b) que a maioria dos licenciandos (59% da amostra) discorda de que
um simples desenho ¢ suficiente para demonstrar um resultado matematico. No entanto, quando
foram questionados no item (h) sobre a possibilidade de provar uma propriedade por meio de
ambientes de Geometria Dinamica (GD), como o GeoGebra, 36 estudantes (ou 46,2% da
amostra) concordaram com tal afirmagdo. Isso parece contraditorio, pois ambos fazem mengao a
argumentos unicamente visuais, sendo que a principal diferenca entre eles € o carater dindmico
que os softwares de GD oferecem aos usuarios. Ainda com relagdo ao item (h), observou-se que
foi a afirmacdo em que mais apareceu a opgao (NS), assinalada 19 vezes. Para esse fato,
propdem-se duas conjecturas: a primeira € que os licenciandos nao possuem conhecimentos
sobre o que seriam os softwares de GD; e a segunda, que deve ser a mais provavel, ¢ que tal
assunto nunca foi problematizado com eles, isto €, o quao aceitavel € uma demonstragdo que
utiliza a tecnologia como recurso, como o famoso caso do Teorema das Quatro Cores, que foi
demonstrado pela primeira vez em 1976, por Kenneth Appel e Wolfgang Haken, utilizando um
computador e que até hoje ndo possui uma demonstracdo sem auxilio da tecnologia. Além disso,
¢ importante ressaltar que, nesta pesquisa, admite-se a possibilidade de uma representagao visual
ser aceita na validagdo de uma conjectura, desde que satisfaga as trés caracteristicas essenciais do
esquema analitico (generalidade, pensamento operacional e dedugao logica) proposto por Harel e
Sowder (1998). Em Nelsen (1993), ¢ possivel encontrar varios exemplos de representagdes
visuais que remetem a um raciocinio logico dedutivo.

Com relacdo ao item (c), que faz mengdo ao uso de argumentos de autoridade para ratificar
uma propriedade, 35 licenciandos (44,9% da amostra) concordaram que € possivel utilizar a
explicacdo do professor ou a exibi¢do num livro para demonstrar que um resultado ¢ verdadeiro,
reportando ao esquema de prova autoritario de Harel e Sowder (1998). Entretanto, esse tipo de
argumento ndo consiste numa prova matematica. Além disso, no item (i), 37 participantes
(47,4% da amostra) concordaram que ao provar que um enunciado geral ¢ verdadeiro, segue
imediatamente que todos os casos especificos também sao validos, o que esta de acordo com a
noc¢ao de prova matematica.
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Verificou-se no item (f) que 43 licenciandos (55,1% da amostra) concordaram que somente
constitui uma prova matematica quando se utiliza o processo dedutivo baseado num sistema
axiomatico, em consonancia com Balacheftf (1987). Contudo, acredita-se que o termo “somente”
seja muito restritivo, pois, ndo se enquadram nesta defini¢do as provas por absurdo ou por
contraexemplos. Além disso, dentre esses licenciandos, 16 também concordaram que era
possivel provar uma propriedade por meio de ambientes de GD e 20 também concordaram que
era possivel demonstrar um resultado utilizando argumentos de autoridade, o que resulta numa
logica contraditoria, permitindo inferir que: como a amostra foi constituida por ingressantes,
muitos deles ndo dominam o significado de “sistema l6gico dedutivo” e, consequentemente, a
concepg¢do de prova matematica que eles possuem esta longe das definigdes adotadas nesta
pesquisa. Por outro lado, apenas 18 estudantes (23% da amostra) atribuiram grau (3) no item (),
que seria a resposta adequada na visdo dos autores.

Conforme indicado nos itens (g) e (b), o maior percentual dos licenciandos afirmou
corretamente que nao € possivel provar uma sentenga matematica por meio de exemplos ou de
simples desenhos. Entretanto, parte significativa da amostra (68 estudantes) concordou que
mesmo nao sendo considerados argumentos validos, o uso de figuras e exemplos auxilia na
investigacdo e fornece ideias para construir uma demonstragdo, conforme assinalava o item (d).
Além disso, no item (j), a maioria dos licenciandos (56,4% da amostra) concordou com Hanna
(1990), de que na Educagao Basica os professores devem priorizar as provas que explicam em
relagdo as provas que apenas confirmam o resultado.

Por fim, o resultado que mais chamou a atencao foi em relagao aos itens (e) e (k). Com
base na afirmacdo (e), parte significativa dos licenciandos (65,4% da amostra) discordou que ao
provar uma sentenca matematica nao € necessario verificar exemplos particulares. E na
afirmacao (k), que contradizia o item (e), isso foi ratificado, pois quase metade da amostra (36
participantes) concordou que apos validar genericamente uma hipotese, € preciso ainda verificar
com alguns exemplos para ter certeza. O fato destes licenciandos ingressantes assinalarem a
necessidade de verificar uma conjectura por meio de exemplos, mesmo depois de demonstra-la, ¢
um indicativo de que, na visdo deles, a prova matematica nem sempre ¢ vista como um meio de
validagdo, recorrendo a uma constatagao numérica para convencimento proprio.

Consideracoes Finais

Neste artigo foi discutido o que pensam os licenciandos ingressantes sobre prova
matematica. E possivel observar que existe dificuldade, por parte dos participantes, em
compreender o que ¢ e a validade de uma prova matematica. Esse fato ¢ compreensivel, visto que
sdo ingressantes no curso de Licenciatura em Matematica. Entretanto, por se tratar de futuros
professores, os cursos de formacao inicial devem problematizar e ressignificar tal dificuldade.
Como ser que isso esta sendo enfrentado? E o que a segunda etapa da pesquisa de Caldato
(2018) esta investigando.

A analise dos dados, apresentada neste texto, corrobora com a problematica da prova por
exemplos(s) apontada por Harel e Sowder (1998), na qual os estudantes tendem a validar suas
conjecturas por meio de argumentagdes empiricas. Apesar dessa problematica, esses
pesquisadores ressaltam que tais argumentos podem ajudar a gerar ideias de provas ou fornecer
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insights sobre a validade de uma conjectura. Da mesma forma, a utilizacdo de ambientes virtuais
de GD pode atingir o0 mesmo propdsito, conforme descrito em Nasser, Ferreira e Vaz (2017).

As pesquisas de Aguilar Junior (2012) e Caldato, Utsumi e Nasser (2017) também
verificaram uma predominancia do empirismo ingénuo (Balacheff, 1998) nas justificativas dos
discentes. Além disso, apesar de Harel e Sowder (1998) assinalarem uma confusdo entre a
possibilidade da prova por contraexemplo com a impossibilidade da prova por exemplo(s), neste
estudo, parte significativa da amostra ndo apresentou essa dificuldade.

Com a adogdo do ensino remoto durante o periodo de pandemia, muitos estudantes
tiveram menos oportunidades de vivenciar atividades exploratorias envolvendo argumentagao e
provas. Espera-se que este artigo contribua para reverter esse quadro. Ou seja, que sua leitura
fomente o desenvolvimento de atividades nos cursos de formagao inicial de professores, a fim de
incentivar os licenciandos a explorar a argumentagdo e provas em sua futura pratica pedagogica,
em todos os niveis de ensino.
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Resumen

La argumentacion en el aula de la matematica ha sido un enfoque de estudio durante
los ultimos afios, principalmente, a través de la aplicacion del modelo de Toulmin o
derivaciones de este. En Chile el grupo de investigacion Competencias Matematicas
y Solar & Deulofeu, han estudiado el desarrollo de la argumentacion en el aula de
matematicas con foco en el rol docente como promotor de dicha habilidad
matematica. Este estudio de caso, tiene como objetivo, verificar si las condiciones
para promover el desarrollo de la competencia de argumentacion propuesta por Solar
& Deulofeu, al ser aplicado en aulas de matematica con estudiantes de educacion
primaria, todo esto, a través del anélisis de transcripciones de registros audiovisuales,
siendo capaces de evidenciar, que la relevancia de la planificacion y las estrategias
comunicativas del docente son las principales herramientas que permiten la
argumentacion en la ensefianza de la matematica.

Palabras clave: Educacion Matematica; Educacion Primaria; Argumentacion;
Situaciones argumentativas; Modelos argumentativos.

Objeto de estudio
El objeto de estudio del presente analisis se centra en las interacciones entre estudiantes

con intervenciones docentes en un octavo basico segun el curriculo chileno, en la unidad de
geometria, precisamente, la validacion y aplicacion del teorema de Pitagoras.
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Fundamentacion teorica

El presente estudio se centra en la argumentacion en el aula en el contexto de la ensefianza
de la matematica, donde, la base tedrica de la argumentacion se basa en el modelo de (Toulmin,
1958), pero, considerando las modificaciones propuestas por el principal marco de referencia de
este estudio en Chile, (Solar & Deulofeu, 2016), las cuales toman como marco de referencia a la
argumentacion colectiva de Krummbheuer (1995), que apunta a “cualquier instancia en que el
profesor y los estudiantes establecen una sentencia que se puede asociar a la argumentacion”
(Solar & Deulofeu, 2016).

En base a estas modificaciones, se consideraran los siguientes conceptos claves para el
posterior analisis de datos, los cudles son:

a) Dato: Fundamento inicial que permite la argumentacion, ante el cual, se toma una postura
posteriormente.

b) Garantia: Determina si el fundamento inicial es valido o no (toma de postura)

c¢) Respaldo: Son los medios por los cudles se busca sostener la garantia, siendo estos leyes,
demostraciones, férmulas o principios mediante los cuales se busca dar solidez a la
garantia.

d) Refutador: Es el elemento que pone en duda al argumento, que debilitan el argumento y
ponen en duda su transito hacia la conclusion. Al igual que la garantia, posee un respaldo.

e) Conclusion: Instancia en que un argumento es validado y aceptado por el medio social al
que se presenta.

Otro elemento tedrico relevante es lo referente a la oportunidad de participacion, que se
centra en que todo el grupo-curso tenga la posibilidad de participar, siendo clave el rol del
docente al no validar o invalidar las garantias y respaldos de los estudiantes, sino que, dejando
esta validacion a los estudiantes. Ligado a esto, esta presente la gestion del error, la cual se
refiere, a que las ideas erradas funcionen como una oportunidad de aprendizaje clave en el
proceso de desarrollo de cada estudiante. La ultima, es referente al tipo de preguntas, las cuéles,
basicamente, se centran en que permitan respuestas que impliquen una explicacion (mas alla de
un si 0 un no), que no sean retdricas, realizar contra preguntas y que siempre las preguntas sigan
el hilo conductor de la conversacion. Estos tres elementos, son sefialados por Solar & Deulofeu
(2016) como las estrategias comunicativas que debe tener el docente.

Metodologia

La metodologia utilizada para el presente analisis de casos se centra en una metodologia de
estudio cualitativo (Flick, 2007), debido a su orientacion hacia la investigacion de las relaciones
sociales entre individuos, a su vez, este estudio de casos es de caracter interpretativo descriptivo
al analizar las acciones de las personas en un contexto especifico (Manrique, Valle, & Revilla,
2022).

Los datos se interpretan a partir de un analisis de contenido (Flick, 2007), detectando temas
en comun, los cuales, serdn los momentos de la clase donde estudiantes argumenten su toma de
decisiones o procedimientos en base a una situacion previamente disefiada.
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Finalmente, para llevar a cabo esta investigacion, se utiliza como base el modelo de Flick
(2007), utilizando las preguntas: ;Est4 presente la argumentacion en las aulas de matematica?,
(Qué elementos permiten o facilitan la argumentacion en la ensefianza de la matematica?

A partir de estas preguntas, el objetivo sera determinar si los elementos planteados por
Solar & Deulofeu (2016) incentivan la argumentacion en la ensefianza de la matematica.

Dadas estas condiciones, el estudio requiere de la elaboracion de una secuencia de clase
que permita responder a la segunda pregunta, buscando comprobar si el disefio de clase permite
desarrollar la argumentacion en el aula en el contexto de la ensefianza de la matematica.

Para el presente estudio, el proceso de diseio de clase y posterior investigacion toma como
base la elaboracion del plan de clase sefialado por (Solar & Deulofeu, 2016), donde, su
construccion debe orientar hacia un conflicto de ideas y también, a intervenciones que permitan
la argumentacion. Este proceso es:

1. Construccion de situacion modelada: Alude a la construccion del momento sobre la cual se
desarrollard, potencialmente, la argumentacion en la clase. Esta debe partir desde una
problematizacion previa del objeto de estudio, ante la cual, se estructura una propuesta de
clase que permita a los estudiantes argumentar sus metodologias de resolucion de
problemas.

2. Espacio auténomo: Los estudiantes se enfrentan a la situacion modelada y seleccionan la
forma en que resolveran esta situacion problematica. La situacion, primeramente, debe
presentar un objetivo claro que permita que en el espacio auténomo, los estudiantes puedan
realizar una eleccion que les permita resolver el problema y/o ajustarlo a un elemento
curricular.

3. Resolucion individual de situacion modelada: En este punto, se debe mediar segun el
medio de resolucion seleccionado, de forma que, cada estudiante reciba apoyos que
apunten a una autonomia progresiva que le permita resolver o no resolver la situacion
problema, siendo primordial que cuestionen la eleccién de su medio de resolucion.

4. Presentacion de resultados: Cada estudiante presenta su resultado (dato) el cual vendra
acompafiado de una garantia la cual puede ser respaldada mediante una demostracion y/o
refutada por un par, mediante otra garantia con otro respaldo. En este punto, se desarrollan
los puntos de conflicto que dan lugar a la argumentacion.

Posterior a la implementacion del disefio, prosigue el levantamiento de datos, el cual se
centra en la seleccion de argumentos y planteamientos presentados por los estudiantes en el paso
4 y categorizacion en base al modelo de Solar & Deulofeu (2016). Para esto, el método de
recoleccion de datos consiste en la transcripcion de un registro audiovisual con el objetivo de
tener registro de los argumentos de los estudiantes y también posibles representaciones graficas.

Resultados

En base a las categorias de analisis presentadas previamente, en el caso estudiado los
estudiantes lograron levantar cuatro categorias (datos, garantias, respaldos y refutador) de
manera autonoma, siendo la conclusioén un elemento mediado por el docente a cargo de la
actividad.
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Estas categorias, nacen a partir de la demostracion del Teorema de Pitdgoras a través del
uso de material concreto o a partir de un registro simbdlico, donde, cada estudiante, desarrolla
una manera de demostrar el teorema para posteriormente, presentar su resolucion en el pizarron.
A continuacion, esta resolucion (dato) es sostenida a través de una garantia (en este caso,
algebraica o proporcionalidad) con su determinado respaldo (desarrollo de la resolucion).

Crato
El teorema de
Pitagoras indica que=

a® 4+ b* e

Sarantia

Marco: S sumo el lado a al cuadradoa, mas <l
lado b al cuadrado, tiene gue ser igual al lado
< al cuadrado.

Respaldo

Marco: El lado a es 2, el lado b esad vy el lado o
es 5, entonces, =l elevo 2 al cuadrado me da 9,
A al cuadrado me da 16 v losdos juntos danm
25, que es 5 elevado al cuadrado.

Figura 1. Argumentacion de Marco segun modelo de Toulmin.

La argumentacion de Marco estd acompaifiada que en cada lado del triangulo, coloca un
pequefio cuadrado acompafiado de sus medidas (3, 4 y 5 cm respectivamente).

Ante esto, se da la siguiente situacion:

Profesor: ;Estan de acuerdo con lo que dijo Marco? Carla: No, yo lo hice de otra manera
profesor

Josefa: Pero igual estd bueno, ;0 no?

Carla: No, porque no us6 ninguna figura.

Carla se acerca al pizarron, yuxtapone un cuadrado a cada lado del tridngulo, utilizando los
valores de cada lado del triangulo (3cm, 4cm y Scm) como los valores de los cuadrados.

Carla: Si junto este cuadrado [sefialando el cuadrado de lado 3 cm] y este [sefalando el cuadrado
de lado 4 cm] formara este cuadrado [sefialando este cuadrado de lado 5 cm).

Karina: Es como lo mismo, pero con dibujos, ;0 no? Profesor: Al parecer, ;Qué dice Marco?
Marco: (asiente con la cabeza)

Profesor: ;Y estdn de acuerdo con lo que hizo Carla?

Martin: Si, nosotros con Marcela lo hicimos de la misma forma, armamos dos cuadrados de lado
3 y 4, y después los juntamos en la diagonal del triangulo.

Profesor: ;La diagonal? Martin: La hipotenusa profesor.

Profesor: Entonces, ;Qué significa lo que hicimos?

Camila: Que si armamos cuadrados al lado de la base y de la altura, y los juntamos, es el
cuadrado que se forma al lado de la hipotenusa.

Como bien indica (Solar & Deulofeu, 2016), uno de los elementos mas relevantes para
hablar de argumentacioén en el aula es la refutacion, ya que da cuenta de posicionamientos
opuestos con respecto a una premisa. En este caso, si bien, las resoluciones de Marco y Carla,
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son correctas, la resolucion de Marco apunta a dar una garantia algebraica combinada con
elementos geométricos, donde si bien, en la clase resolvi6 a partir de la utilizacién de cubos para
representar cuadrados, esto, indica que utiliza este medio para darle explicacion a la resolucion
algebraica, y por ende, es esta ultima resolucion la que prima en su argumentacion.

En cambio, Carla, utiliza en todo momento la representacion grafica de elementos
geométricos relacionados a las representaciones de cuadrados construidas a partir de cubos, la
cual, fue el método escogido por la mayoria del curso para la resolucion de la situacion inicial, la
cual, tenia como indicaciones, utilizar cubos o papel para demostrar geométricamente la validez
del teorema de Pitagoras, apareciendo aqui, una argumentacion colectiva a partir de una
refutacion individual.

A raiz de esto, surge la pregunta ;Por qué gran parte del curso aprueba la argumentacion de
Carla y no tanto la de Marco? Esta pregunta haya respuesta en que el objetivo de la actividad era
resolver mediante la geometria, es por esto, que los estudiantes logran dar cuenta de esta
situacion y a raiz de aquello presentan un argumento refutador ante la resolucion presentada por
Marco, ya que, si bien, esta resuelto correctamente, no explicita 0 no predominan argumentos
geométricos para confirmar la validez del teorema.

Discusion de resultados

Al comparar los resultados de este analisis con los obtenidos por Solar & Deulofeu (2016),
se pueden observar diversos elementos relevantes y que guardan relacion entre si, siendo
capaces, de evidenciar en qué medida, el modelo presentado fomenta la argumentacion en el
contexto de la ensefianza de la matematica.

Estructura de la argumentacion

Comparando los casos presentados por (Solar & Deulofeu, 2016), los cuales incluyen a la
docente Matilde y Monica, en las clases de estas profesoras al estar presente la argumentacion, se
presenta la estructura planteada por el autor, donde, a partir de un dato o premisa inicial
conflictiva (ya sea, planteado por la docente o por un estudiante), es donde se originan los
planteamientos de los estudiantes, donde, un estudiante presenta su garantia y a continuacion,
otro actia como refutador de esta.

o tey Conclusién
1 Matilde: Yn,";_y gueé 12
distancia habria del -

12, Daniel, al +127

Garantia Refutador

6 Roberto: Porque del O se 14 Javier: Es comao
empieza a contar de multiplicarle por 2 v
nuevo seria 24

9 Matilde: Ya, si de aqui hasta aqui tenemos
una dists cia de 12, she cgado al inverso de
-127 [Se 1 en la piza a distancia gque
hay de -12 hasta 0]

llegar al inverso?.. ;Cual es la distancia
de -12 hasta 127

[ 16 — 18 Matilde: ;Cuanto avancé para

11 Miren, voy de -12 a su inverso,
avanzo, fcudAnto llevo hasta aqui?
IMarcando el 0 en la recta numeérical

Figura 2. Cuadro de argumentacion presentado en Solar (2016).
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En la clase analizada, en la figura 1 se vio la argumentacién de Marco segln la estructura
de Toulmin, donde, al finalizar el analisis de datos, se desprendi6 el siguiente cuadro, el cual, tal
como se dio en los casos presentados por Solar & Deulofeu (2016), se presentan las situaciones
de garantia y refutacion con sus respectivos respaldos, de manera que, a la luz de la discusion de
casos, se puede concluir que este modelo de argumentacion se replica al ser aplicado en
diferentes contextos.

Conclusian

Se valida el tecrama de Fitégoras, ya que, al sumar 2| area

de los cuadrados gue se forman a partic de lamedida de

— los catetos, esigual, al area del cuadradse gue se forma =
— partir de la hipotenusa

Datc

El tecrarma de

Fitagoras indica que —
a? 4 b6* o

Sarantia Refutador
MMaErco: S sumo 2l lado aal cuadrados, mas 2| Carla: Estd malo eso

lado b al cuadrado, tiene que ser igual al lado profesorn, porgue No estd
< al cuadrada. usando los cuadradas.

Respaldo

Carla: S armo un cuadrado al lado usando 2
cubitospara cada lado tengo 9 cuadrados
adentro de ese cuadrado, en el del lado b, =l
cuadrads grandes tene 16 cubitos adentro, si
uso estos Mmismos cubos en o, voy & tener un
cuadrado de lado 5.

Respaldo

Marco: El lado a es 2, el lado b es a4 v el lado o
es 5, entonces, s elevo 2 al cuadrado me da 9,
A al cuadrado me da 16 y los doas Juntos dan
25, que es 5 elevado al cuadrado.

Figura 3. Mapa de argumentacion de la clase segun el modelo de Toulmin.

Relevancia de la planificacion

Al observar los resultados, se puede desprender que la conclusion del curso pareciese
indicar que el resultado de Marco es incorrecto, y es aqui, donde toma relevancia la planificacion
de clase que senala (Solar & Deulofeu, 2016), porque, si el objetivo de la actividad no hubiese
sido especificado por el docente, la situacion de argumentacion para decir que la resolucion de
Marco estaba errada no se hubiese generado, ya que, corresponde a una correcta aplicacion del
teorema de Pitagoras, pero, el objetivo al ser “Validar el teorema de Pitagoras a través de
material concreto” logra que la resolucion de Marco no coincida con el objetivo de la actividad.

Esta situacion al ser comparada con el caso de la docente Karina en (Solar & Deulofeu,
2016), busca aportar al modelo de planificacion de clases presentado, ya que, en su texto sefiala
que la planificacion debe prevenir momentos de potencial argumentacion y definir la gestion
docente.

La planificacion debe considerar la construccion de aquellos momentos e incitarlos en la
planificacion de la clase, es a raiz de esto, que este estudio busca aportar a que la gestion docente
no solo debe remitirse a las habilidades comunicativas, sino que, también a intencionar los
momentos de argumentacion ademas de preverlos, de forma que el elemento procedimental y
objetivo de la clase sea la argumentacion.

Intencionar la argumentacion en el aula es el punto de partida, donde cada estudiante
desarrolla su método a través de la eleccion de un material concreto particular y que la
explicitacion de estos es en el marco de la oportunidad de participacion (Solar & Deulofeu,
2016), donde, a través de la gestion del docente, los estudiantes participan de la discusion
exponiendo sus argumentos, siendo estos apoyados o refutados por la clase.

Comunicacion, Media inferior XVI CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.
44



Argumentacion en el aula de matematica, una experiencia con estudiantes de 8° basico

Habilidades comunicativas para fomentar la argumentacion

Otro elemento visualizado a partir del analisis, es que, las estrategias comunicativas del
docente son las que incitan a la argumentacion (Solar & Deulofeu, 2016), porque, en el momento
que Marco presenta su resolucion, es la pregunta que hace el docente al curso la que permite que
Carla presente su refutacion, pero, no tan solo aquello, pues, en el momento que Carla termina de
argumentar su método de resolucion, el docente, en lugar de sefialar que esta correcto o errado,
interpela al curso si es que estan de acuerdo con la resolucién, siendo, los mismos integrantes de
estos quienes indican que esté correcto y la justificacion del por qué el método es acertado.

Este elemento también est4 presente en (Solar & Deulofeu, 2016), donde, tanto en el caso
de Matilde y Monica, ninguna de las docentes indica el error inmediatamente (cabe destacar que
en aquellos casos son errores conceptuales y no procedimentales como en el presente caso), por
ejemplo, el caso de Matilde, busca que los estudiantes se den cuenta del error antes de advertirlo
y Monica busca que los estudiantes con respuestas correctas e incorrectas expongan, sin validar
estas previamente, posibilitando asi la argumentacion, situacion que también ocurre en el
presente estudio, validando la relevancia de las habilidades comunicativas.

Conclusiones

Aqui, toma vital importancia, la situacion modelada, ya que, considera cualquier tipo de
respuesta por parte de los estudiantes y son ellos mismos quienes logran decidir si se acogen a
ciertos planteamientos de sus pares y por qué motivos, donde el espacio autbnomo cobra
relevancia, ya que, los planteamientos surgen a través de la autonomia de resolucion de un
problema dado en la situacion modelada. Esta autonomia, permite seleccionar los medios por los
cuales se resolvera una determinada problematica, donde, no sera necesaria una correccion
inmediata por parte del docente en caso de elegir un medio que no logra cumplir el objetivo,
puesto que, son los mismos estudiantes, que a través de la argumentacion, validan el medio y la
resolucion como tal.

Esto, no significa que el docente sea un espectador de la clase, sino mas bien, apunta a una
mediacion en el instante de resolucion y parcialmente en el momento de presentacion de
argumentos en los casos que sea necesario, siendo, su vital aporte, en las conclusiones, las
cuales, serdn parte de la sistematizacion de la clase en el cierre de esta, a raiz de aquello, se
vuelve relevante tomar registro continuo de la resolucion y argumentos de los estudiantes en el
pizarron, de manera que, a partir del conocimiento creado a partir de los propios estudiantes, que
se pueda generar una sistematizacion contextualizada. A su vez, como bien se indic6 en el
analisis de resultados, las habilidades comunicativas para promover la argumentacion son claves,
en especial, la gestion del error, ya que su correcta gestion, permite que sean los estudiantes
quienes adviertan los errores y el porqué de estos.

Se destaca también, el rol de la planificacion en el aula, ya que, el disefio de la clase es la
que permite que se establezcan momentos para la construccion inconsciente de un argumento, la
cual se traduce en la resolucion individual, donde, en el momento de la argumentacion, los
estudiantes explicitan esta resolucién como su argumentacion, seiialando el paso a paso y
relacionando esto con el objetivo de la actividad y/o clase.
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A su vez, se puede concluir que no siempre los medios seleccionados tendran estrecha
relacion con el argumento a presentar, ya que, estos, si bien, pueden reforzar el argumento
presentado, como también, reforzar ideas adquiridas previas a la clase, de manera que, sea esa
idea o medio de resolucion el que sea presentado como argumento y no el seleccionado en el
espacio autdnomo, aunque este caso, suele darse en estudiantes mas aventajados en cuanto a los
conocimientos generales del curso.
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Resumen

Se indag6 por los esquemas de argumentacién que emergen de un grupo de
estudiantes al interactuar con una situacion problema en torno a la demostracion
geométrica. Algunos trabajos constatan el fracaso de la capacidad de los estudiantes
para formular una demostracion en matematicas, Gascon (2001).

Ahora bien, se habla de argumentar, ya que esta presente en todos los momentos de
la actividad matematica en los que se afirma algo o en los que se certifica si algo es
falso o verdadero; en este sentido la investigacion analizara los esquemas
argumentativos durante el proceso de demostracion.

Con los elementos de reflexion determinados; se espera que un docente pueda
considerar criterios asertivos, para valorar el conocimiento al que recurre un
estudiante cuando se enfrenta a un proceso de resolucion de problemas y al analisis
de los esquemas de argumentacion que subyacen en la actividad demostrativa.

Palabras clave: Demostrar; Argumentar; Resolucion de problemas; Esquema
argumentativo; Situaciones problema; Situaciones didacticas.
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Argumentar para demostrar matemdticamente en el aula

Planteamiento del problema

Se indag6 por los esquemas de argumentacion que se pueden generar en cualquier espacio
abierto a la disertacion o al debate, obviamente desde ideales, posturas, justificaciones,
conjeturas o razones para confrontar a un grupo de personas y buscar la veracidad de estas.

Un estudio realizado por Gutiérrez (2001), determina que los estudiantes no experimentan
la necesidad de demostrar, especialmente al momento de establecer hipotesis, conjeturas o
deducciones logicas de una demostracion, pero esto se debe a que los estudiantes conciben la
matematica como la memorizacion de algoritmos, limitandose a copiar los procesos que plantea
y desarrolla el docente en sus clases, como sefiala Gascon (2001) y Balacheff (1988), quienes
formulan; ;Qué nivel de comprension alcanzan los estudiantes en una demostracion, si ésta se
basa tnica y exclusivamente en la imitacién?

Se deduce que los estudiantes no ven la demostracién como un proceso de validacion de
sus conjeturas, sino que, en general, se reducen a explicaciones confusas que no satisfacen lo que
se esperaria pudieran argumentar al momento de demostrar, ya que centran su mirada en el
producto final y en la imitacion/reproduccion de algoritmos.

Ahora bien, la actividad de generar argumentos debe tener un caracter social y subyacen en
el momento de validar cualquier tipo de afirmacién (Toulmin, 2003), para ello, es necesario que
los problemas que exijan la actividad argumentativa, deben ser abiertos, es decir, no podra
asegurarse un resultado o conclusion rapida, ya que como lo afirma: “Para el caso de la
elaboracion de argumentos orales, debe examinar que la solucion no se restrinja a elaborar una
respuesta sino a buscar alternativas de solucion que garanticen el caracter de claridad, concision,
adecuacion y de menor ambigiiedad” (p. 3).

Por tal razén, al efectuar razonamientos sobre una situacion, se garantiza que el estudiante
genere conocimientos que posteriormente pueda aplicar en otra situacion, como dice Duval
(2000) (Citado por Gutiérrez, 2001), “es posible llegar a demostrar en el aula de clase desde los
propios procesos de argumentacion del estudiante, concibiendo el argumentar y el demostrar
como un continuo, aunque con procesos diferentes de abstraccion” (p. 145); esto para resaltar la
actividad del estudiante, como sujeto critico, propositivo y reflexivo de sus acciones.

En este sentido, la investigacién tuvo como proposito responder a la pregunta: ;Cudles son
los esquemas de argumentacion que emergen en la practica demostrativa de estudiantes de grado
noveno y qué caracteristicas tienen dichos esquemas?

Fundamentacion teorica

Antes de trabajar en la tarea demostrativa es necesario reconocer que es demostrar, como
se demuestra y que caracteristicas debe tener un argumento para llegar a demostrar, es aqui
cuando se establece la relacion entre argumentar y demostrar que, aunque no son lo mismo, son
procesos dependientes a la hora de abordar una serie de situaciones problema.
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Ahora bien, Gutiérrez (2001) propone una clasificacion que complementa la teoria de
Balacheft (1988), esta se enfoca en la interpretacion, el analisis y razonamiento de situaciones en
la geometria, enmarcando las demostraciones en dos grandes grupos, demostraciones empiricas
en las que el elemento de verificacion son los ejemplos y las demostraciones deductivas, que se
basan en el andlisis y razonamiento de propiedades de abstraccion formal. (Véase la figura 1)

Empirismo naif o ingenuo: los estudiantes
seleccionan ejemplos especificos,
reconociendo propiedades a ftravés de la
manipulacion o la wsualizacion (métodos

parceptivos)

Experimento crucial: aunque los estudiantes
saben que es pnmordial la generalizacion en la
demostracion, lo hacen con el ejemplo menos
especifico, estableciendo cualro estructuras, la
gjemplificacion, cuando la demostracidn es
mostrar un expenmento crucial, el constructivo,
cuando demueslra como obluvo el ejemplo, el

Experimento mental: aungue Ia
demostracion puede llegar a ser
deductiva y abstracla, tlodavia se
reconoce la ayuda del ejemplo, por tal
razén se enmarcan dos lipos de
expenmenios, los (fransformalivos,
cuando la demostracion se basa en la
modificacion de un enunciado y los
axiomalicos. cuando la demostracion
es logica y se sustenta a través de
teoremas, definiciones y postulados,
que garantizan y verifican su proceso

analitico, cuando la demostracidn se basa en
propiedades matemabcas y el infelectual
cuando la demostraciin se separa de lo
empico y se basa en propiedades
matematicas y relaciones deduclivas

Ejemplo genérico: buscan ewidenciar las
transformaciones y propiedades abstractas, a
través de la I6gica mateméatica, pero todavia
por medio de un ejemplo, teniendo en cuenta la
elapa de generalizacion

Demostracion formal: Sus
demostraciones muesiran una sere
de pasos logicos formales y sin
recurrir a ejamplos

Figura 1. Categorizacion de los procesos de prueba y demostracion. Gutiérrez (2001)

Para identificar las acciones de los estudiantes, se considerdé a Mason, Burton & Stacey
(1992), quienes aluden a la resolucioén de problemas en matematicas desde los procesos
cognitivos “particularizacioén y generalizacion” y con la propuesta de Polya (1989) del quehacer
matematico dentro de un ambiente de resolucion de problemas. (Véase la figura 2)

Una de las discusiones en las que se enmarco la investigacion, y que es necesario aclarar,
es que los procesos de argumentacion son diferentes a la demostracion, ya que el primero habla
de criterios de pertinencia y convencimiento del otro y de si mismo, mientras que el segundo
debe tener un sustento teoérico valido y formal para mostrar la veracidad de un enunciado. El fin
de cada una es diferente, la argumentacion busca lo creible en actividades de coherencia y la
demostracion busca la verdad desde los postulados de la logica.
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1- ¢Entendemos el|1- Ensayo y Emor| 1- Implementar ia o| 1- ;Esla solucion

problema? (Comjefurar y probar la | las esirafegias que | comecla? éla

2- ;Podemos replantear | conjefura). dedujimos o | respuesfa

el problema en nuesiras | 2- Buscar un Palrdn | escogimos. satisface o

propias palabras? | 4.- Resolver un problema : esfablecido en el
= 3.- ;Distinguimos cudles | similar mds  simple. 2- Tomar el tiempo | popiema?

5 |son  jos  datos?|6- Hacer una figura |MA20MADIE y que Sea|a  pay  una
¥ B ;Sabemos a qué|7- Hacer un diagrama | MECESaN0 Para | solucitn mds
queremos Wegar? | 8-  Usar propiedades | esolver el problema. | concifa?

5.  sHay  suficente | 9.- Resolver un problema 3. salioiiar 3- ;Podemos ver

mformacikn? equivalente. sugerencias como extender

6- ¢Hay informacidn | 12- Trabajar hacia afrds. nuestra soluciin a

extrafia? 13- Usar cases. | 3- Sies necesano hay | un caso general?

7- ¢Es este problema | 14- Usar un modelo. | que volver a empezar.

simifar a algin ofro gque | 17.- Usar andfisis

hemos resuelto antes? dimensional.

Prepara el lemeno para Cuando se tiene

un postenor ataque eficaz una solucién o se
F y se debe dedicar el abandona el
5 tiempo conveniente, es | Esta fase inicia cuando el problema ya se ha | problema se
- decir jleer atentamente el | instalado en la mente, cuando la persona se ha | revisa el trabajo
£ problemal apropiado de &l y termina cuando se abandona o | hecho. Esto
a El Irabajo en esta fase se | resuelve, requiere
c estructura  hacia tres | En esta fase se pueden poner en juego diversos | comprobar lo que
-1 preguntas. JQué es lo | planes y ensayar diferentes enfoques. 5 hizo y
E qgue s&7, ;Qué es lo gue reflesionar  sobre

quiern? y (Qué puedo los proceseos a la

usar? par

Figura 2. Fases y etapas de resolucion de problemas Polya (1989) y Mason, Burton & Stacey (1992)

Un argumento tiene lugar cuando a partir de unos datoes se elabora una afirmacion
(conclusion). El paso de los datos a la conclusion es el garante y hace referencia a una regla o
principio general. El garante, también se debe sustentar en un grupo de afirmaciones que hacen
parte de un conjunto de contenidos o creencias denominado respaldo. Las refutaciones o
reservas son el conjunto de circunstancias en las cuales el garante se podria anular. (Carranza, et
al., 2013). (Véase la figura 3)

El aprendizaje en matematicas debe ser significativo para el estudiante y el docente debe
estar atento al desarrollo y evolucion de este, enfatizando primordialmente en el saber
matematico, como lo menciona Camargo (2013); es asi como debemos librarnos de evaluaciones
donde cada vez es mas recurrente el examen escrito y donde los argumentos del estudiante frente
a lo que hace no es tenido en cuenta.

Segun Vygotski (1929) (Citado en Vergel, 2014) se puede plantear una distincion entre los
procesos mentales naturales “inferiores” de la percepcion, la atencion, la memoria y la voluntad,
ya que estas se enfatizan en proceso generales y las funciones “superiores” que aparecen bajo la
influencia de los instrumentos simbolicos o en este caso como se le denominaria a la emergencia
de los esquemas de argumentacion a la hora de realizar la denostacion en geometria.
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Hechoso

premisas afirmacion

I GARANTE O GARANTIA [ REFUTACION

Lo que permite pasar de Aguelloenlo que la
los datos a la conclusion conclusion fallaria

Lo que da validez
al garante

Figura 3. Estructura de un argumento de Toulmin. Carranza (2013)
Metodologia de investigacion

La propuesta se desarroll6 como una investigacion de caracter cualitativo en tanto se
encarga de indagar y describir textualmente lo sucedido en los momentos de resolucion de
problemas; desde un disefio fundamentado en los esquemas de argumentacion que emergen al
demostrar.

Es de caracter descriptivo, porque busca definir y especificar los esquemas de
argumentacion que intervienen en el proceso de resolucion de situaciones geométricas, en cuanto
su principal objetivo es identificar y caracterizar aquellos esquemas argumentativos que se
generan en el aula con miras a trabajar frente a la necesidad de demostrar en geometria.

Al adoptar la investigacion de caracter cualitativo como enfoque tedrico y metodologico,
fue necesario reconocer el contexto en el que se desenvuelve el estudiante, con el fin de que las
situaciones problema que se propongan sean creibles, logicas y permitan acciones de estos para
darles solucion.

La investigacion se llevo a cabo en la IED Hernado Durdn Dussan que se encuentra
ubicada en la localidad de Bosa, cuenta con 800 estudiantes en la jornada mafiana; es de
naturaleza oficial, imparte una educacion integral fundamentada en los valores. La poblacion es
el grado Noveno que lo integran 42 estudiantes, dependen econdmicamente del sustento de sus
padres y sus edades oscilan entre los 14 y 16 afios.

Las técnicas de recoleccion de la informacion fue la observacion, por tal motivo se usaron
dispositivos mecanicos (videograbacion), estableciendo un registro filmico de los diversos
aspectos y sujetos observados.

La situacion problema presentada a los estudiantes puso en juego su creatividad para
disenar y crear; por lo que se fue indispensable obtener datos a través de los archivos, calculos o
registros elaborados por el estudiante, por tanto cada integrante del grupo llevaba un cuaderno
resolutor (Carpeta); en el que consigno cada proceso, argumento, idea, duda, etc. que surgia
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durante el proceso demostrativo; el objetivo de ello es que no se pierda ninguna afirmacion,
argumento, justificacion o pregunta, que se genere en el proceso demostrativo.

Cabe aclarar que las dos primeras sesiones se realizaron de manera individual, mientras el
estudiante identificaba la situacion y se apropiaba del trabajo, durante las siguientes cuatro
sesiones se desarroll6 de forma grupal, considerando que la produccion argumental y discursiva
de los estudiantes emergia mucho maés al trabajar en equipos.

Es importante aclarar que, en las carpetas de los estudiantes, se plantearon preguntas
orientadoras y la situacion problema con su respectiva grafica, (Ver figura 4):

Uno de los terrenos en la finca de don Gustavo tiene forma de triangulo equilatero,
bordeado por dos canales de riego. El quiere sembrar plantas de arroz de tal forma que la
distancia de cada planta a cada canal sea la misma

Figura 4. Presentacion de la situacion

Las preguntas orientadoras de la situacion:

e ;Donde se podria llegar a sembrar las plantas? (Ten en cuenta el grafico)

e ;Cuantas plantas de arroz se pueden sembrar?

e ;Como podria describirle a Don Gustavo el sitio donde debe sembrar las plantas? (Ten en
cuenta el grafico)

Ahora bien, antes de la implementacion, la funcion del investigador era fijar diferentes
respuestas que los estudiantes podrian realizar a cada pregunta, estableciendo variables en el
proceso de resolucion de problemas y brindando al estudiante la manera de abordar la situacion
sin llegar afectar o inmiscuirse en el proceso de resolucion de estas.

Descripcion de los datos

En la solucién planteada por la estudiante N°4 (Ver figura 5) al determinar ;donde deben
estar ubicadas las plantas?, sefala que las plantas deben quedar entre los canales de riego o
quedar exactamente en medio de ellos.

Se presenta la articulacion de la propuesta de Toulmin (2003) respecto a las evidencias que
surgieron por parte de la estudiante; de sus afirmaciones y razones se genero el siguiente
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esquema que representa el argumento emitido para convencer al docente de la solucion
propuesta; su manera de convencer se enfatiza en explicar las razones por las cuales garantiza
que las plantas estén ubicadas en un sitio especifico; pero, cabe aclarar, que al recurrir al
contenido y definicion de los paralelogramos la estudiante garantiza dicha cuestion,
estableciendo una red de conceptos enlazados en los que podria llegar a construir conceptos
como la bisectriz teniendo en cuenta las propiedades y caracteristicas del mismo.

En esta ocasion se transcribe la produccion de la estudiante al responder la entrevista y por
medio del dialogo se enuncia lo declarado y se contrasta con la teoria propuesta para rescatar los
elementos del argumento y de alguna manera llegar a caracterizarlos.

Figura 5. Esquema de argumentacion

En el esquema argumentativo se contemplan los elementos de todo modelo de
argumentacion de Toulmin (1958); en el que la estudiante expone sus disefios en forma de dato
estableciendo que es lo que le pide la situacidn, lo que plantea y lo que expone su enunciado.

Se evidencia la articulacion entre los conceptos tedricos de la propuesta y los datos que
surgieron en la implementacion del instrumento, para ello se construyo el esquema de
argumentacion, aseverando que este alcanza cuatro de los elementos que tiene un argumento.
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Conclusiones y reflexiones finales

Como se evidencia, la resolucion de situaciones problema garantiza el surgimiento de una
actividad argumentativa en los estudiantes, constituyendo distintas definiciones matematicas;
donde se ponen en juego los elementos del modelo argumentativo de Toulmin, apoyado en las
justificaciones que emergen en una secuencia argumentativa légica dentro de las matematicas.

En este sentido, se manifiesta que el modelo argumentativo de Toulmin es aplicable en
cualquier espacio abierto a la disertacion, al debate y al dialogo, no solo para esquematizar la
ruta argumentativa, sino también para caracterizar las acciones de reflexion sobre la
argumentacion.

Es por ello, que la propuesta gener6 esquemas de argumentacion dentro de procesos de
socializacion y resolucion de problemas, y de esta manera surgi6 la necesidad de generar
procesos de justificacion en el aula, donde el estudiante en lugar de memorizar y reproducir, se
concientice sobre la responsabilidad de crear, justificar y validar, superando algunos problemas
de ensefanza de la demostracion y su trivializacion en las practicas docentes actuales.

Para finalizar, desde la propuesta de Gutiérrez (2001) no solo se hablaria de una
demostracion empirica que nace desde los mismos procesos ejercidos por el estudiante, sino por
el contrario se estaria hablando del paso a las demostraciones deductivas y mas especificamente
a la etapa de experimento mental, ya que la estudiante por medio del ejemplo y al tomar medidas
exactas del grafico que otorgaba la situacion, logroé determinar que los lados del paralelogramo
iban a ser iguales y que justo el lado que compartian se convertiria en el sitio especifico donde
Don Gustavo debia sembrar las plantas de arroz y todo esto, desde la caracterizacion con los
elementos del argumento que plantea Toulmin.
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Resumo

Este trabalho apresenta um Modelo Teorico de Constru¢des Mentais Matematicas e
alguns resultados de andlises realizadas com base nele. Tal modelo foi elaborado
subsidiado pelas ideias sobre o Pensamento Matematico Avangado e pelas
Neurociéncias Cognitivas. A pesquisa faz parte de um conjunto de investigagdes
realizadas pelo Grupo de Estudos em Educa¢ao Matematica da Universidade Federal
de Goids-Brasil. A coleta de dados foi realizada por meio das resolu¢des de provas
de estudantes, tanto da educagao basica, quanto superior, cedidas e autorizadas por
eles. Os resultados indicam que se eles tém consciéncia das possiveis construgdes
mentais matematicas e as empregam ao resolverem as situacdes-problema, eles
podem avangar seus pensamentos matematicos.

Palavras-chave: Construgdes Mentais; Epistemologia Matematica; Neurociéncias
Cognitivas; Pensamento Matematico; Pesquisa Qualitativa; Pesquisa Interpretativa;
Pesquisa tedrica-empirica e descritiva; Modelo Teorico; Matematica.

O contexto

Este trabalho apresenta os resultados de um recorte de um conjunto de investigacdes
realizadas pelo Grupo de Estudos em Educacao Matematica (GEEM) do Instituto de Matematica
e Estatistica da Universidade Federal de Goias- Brasil. A maior parte desses estudos esta
centrado teoricamente, tanto nos referenciais das Neurociéncias Cognitivas, mais
especificamente da Neuromatematica, quanto das ideias sobre o Pensamento Matematico

! Esse trabalho ndo seria possivel sem a participagdo dos componentes do GEEM e sem o financiamento de bolsas
para eles da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior e do Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnolédgico.
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Avancado (PMA) (Dreyfus, 1991; Harel & Sowder, 2005; Tall, 1995; Dubinsky & McDonald,
2001), aqui encarado como O Avanco do Pensamento Matematico (Alvarenga et al.,2018;
Alvarenga & Domingos, 2020). Desde o inicio do século XXI, com o avanco das tecnologias de
imageamento os pesquisadores de varios paises tém direcionado suas pesquisas em mapear as
areas de ativagao cerebral quando se estuda matematica. (Leikin et al., 2014; Amarilc &
Dehaene, 2018; De Smedt & Verschaffel, 2010; Alvarenga, 2020; Dehaene, 2022 e outros).

Assim, nesse contexto, temos investigado as constru¢des mentais (ou agdes mentais, ou
ainda, processos mentais) matematicas de estudantes da educagdo basica e superior quando estao
resolvendo situagdes-problema. Baseados entdo nas ideias, principalmente, de Dreyfus (1991),
Harel e Swoder (2005), Dubinsky e McDonald (2001) e nos resultados de estudos relacionados a
Neuromatematica, desenvolvemos um modelo tedrico de construgdes mentais matematicas
(MTCMM) e ele serviu de referéncia para analisarmos e classificarmos tais agdes matematicas.

Esse modelo explicita diversas possibilidades de acdes as quais os estudantes e professores
conscientes delas, podem melhorar os desenvolvimentos de seus pensamentos matematicos.

Modelo Teorico de Construcdoes Mentais Matematicas (MTCMM)

A abstragdo ¢ a chave mestra da aprendizagem matematica e pode ser compreendida sob
diversos angulos e aqui nds corroboramos com a caracterizagdo de Dreyfus (2014, p.6) que para
ele “Os educadores matematicos, por outro lado, sdo mais interessados nos processos que levam
aprendizes a compreender uma estrutura do que na estrutura em si. [...], a abstragdao ¢ um
processo e ndo um objeto” (Abbagnano,2007, p. 15). Da mesma forma, em linhas gerais “O
processo todo do conhecer pode ser, segundo Aristoteles, descrito com a A.[sic]: O
conhecimento sensivel consiste em assumir as formas sensiveis sem a matéria assim como a cera
assume a marca do sinete sem o ferro ou o ouro de que ele € composto (De an., 11, 12, 424 a 18)”
(op.cit, p. 15). “E o conhecimento intelectual recebe as formas inteligiveis abstraindo-as das
formas sensiveis em que estao presentes (ibid., 111, 7, 431 ss.)” (op.cit, p. 15). E Sao Tomas de
Aquino segue o mesmo caminho quando “reduz o conhecimento intelectual a operacao de
A.[sic]: abstrair a forma da matéria individual e assim extrair o universal do particular, a espécie
inteligivel das imagens singulares” (op.cit, p. 16). Ent3o, o que 0 nosso grupo encara como
abstracdo, em especial, matematica, ¢ que ela ¢ um processo da cognicao subjacente a todo
desenvolvimento do pensamento matematico, isto ¢, para avancar o pensamento matematico ¢
necessario abstrair propriedades do objeto, do ente estudado. Assim, as constru¢des mentais sao
frutos da abstragdo. O que temos como direcdo ¢ a necessidade de explicitar varias possibilidades
de agdes mentais e, para avancar o pensamento matematico, assentamos na mobilizacao de
algumas dessas agoes.

Em nossos estudos tiramos o foco da relagdo avancado-complexo e centramos na
possibilidade de empreender um pensamento avangado para qualquer contetdo, em qualquer
nivel escolar, mas, para isso ¢ importante ativar varias areas cerebrais, pois a aprendizagem
matematica nao se restringe a oxigenar intensamente somente uma area especifica. Alvarenga
(2020) mapeou os inimeros resultados das Neurociéncias Cognitivas os quais retratam a
diversidade de regidoes neuronais quando se estuda determinados conteudos matematicos, como:
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aritmética, algebra, geometria: equagdes, contagem, fungdes, poligonos, graficos de fungodes,
dentre outros.

Além dessas possibilidades, parte do MTCMM, possui relagdo com os estudos de
Investigacao Matematica (Ponte, Brocardo & Oliveira, 2009), Modelagem Matematica
(Bassanezi, 2002) e dialoga estreitamente com a teoria de Resolugdo de Problemas (Polya, 2006)

Mediante tais estudos entendemos que quanto mais tais constru¢des mentais forem
explicitadas e incentivadas, maior ¢ a chance de um desenvolvimento matematico avangado. O
MTCMM (Figura 1) explicita-as e, ao ter consciéncia delas, o estudante pode empregé-las de
forma coerente e consciente, ativando entdo, varias regides cerebrais as quais as envolvem e,
dessa forma, ele pode cada vez mais fortalecer seus caminhos neuronais, melhorando seu
desempenho em um processo espiralado de: conhecimento, autoestima, emogdes positivas,
motivagado, aten¢do e ir aprofundando seus estudos matematicos. Neste artigo, adotamos a
concepcao de que apresentar um PMA ¢ apresentar uma capacidade cognitiva de realizar
conexdes entre varias agdes mentais para resolver uma situagao-problema matematica
(Alvarenga, 2021).

Visualizar Representar Generalizar
Classificar Identificar Simplificar
Sintetizar Induzir Interpretar
Fazer “mostracdes” “Numerizar” “Graficar”
Compensar Formalizar Demonstrar/Provar
Geometrizar Algebrizar Dar contraexemplos
Flexibilizar interpretagdes Flexibilizar contextos Estimar, fazer aproximagoes
Modelar Evidenciar Elaborar casos particulares
Manipular expressdes de baixo Organizar, desorganizar e Analisar a direcdo inversa da
para cima reorganizar manipulacdo
Fazer analogias entre outros Comparar por meio de problemas Convencer o outro, explicar
conteudos semelhantes verbalmente
Conectar experiéncias anteriores Usar linguagem matematica Repensar, refazer e repensar, isto é
(met-before) adequada tentar, tentar e tentar...
Criar a prépria linguagem Traduzir da lingua materna para a | Traduzir da linguagem matematica
matematica linguagem matematica simbolica para a lingua materna
Transpor informagdes (estar Transpor ideias (mudar de um . , .
. ~ Fazer célculos com niimeros reais
coerente; conectar informagdes) contexto para o outro)
Argumentar de forma textual sem | Encapsular processos em objetos, Manipular expressdes da direita
a formalizagdo ou linguagem desencapsular objetos em para a esquerda, quando possivel.
matematica processos Reverter

Figura 1. Modelo Teorico de Construgdes Mentais Matematicas (MTCMM).
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A Metodologia de Pesquisa

A coleta de dados de nossas investigacdes sempre ¢ realizada por meio de resolugdes de
provas de estudantes, as quais sdo cedidas pelos seus professores e autorizadas pelo Conselho
Etico de Pesquisa da Universidade Federal de Goias. Em geral, nio sabemos como as aulas sdo
ministradas, mas em conversas informais com os docentes, percebemos que elas sao tradicionais,
expositivas, seguindo o modelo: defini¢do, exemplos e exercicios. Porém, nosso foco nao ¢
entender como os participantes sao ensinados.

Dependendo da oportunidade analisamos semestralmente em torno de 40 a 45 provas
independentemente do contetido. As resolugdes sdo distribuidas entre os componentes do GEEM
e semanalmente nos reunimos para discutirmos as analises. O nosso interesse nao sao os erros e
nem os acertos, mas as construgcdes mentais que eles apresentaram mobilizar em suas resolugdes.
As avaliagdes ja corrigidas, em geral, sdo entregues, nos as digitalizamos e devolvemos em um
curto espago de tempo para ndo prejudicar o planejamento docente. Antes das analises,
propriamente ditas, discutimos sobre as possiveis agdes mentais (ou construgcdes mentais, ou
ainda processos mentais) (AMs) necessarias para as resolucdes, depois verificamos quais dessas
apareceram e, também, se apareceu alguma diferente das que esperdvamos.

As andlises foram realizadas de forma qualitativa, sob a concepgao
reivindicatdria/participatoria, onde agdo participativa ¢ dialética e se concentra em produzir
mudancas nas praticas, sugerindo uma agenda de agdo para a mudanca de concepgao do ensino e
da aprendizagem matematica, ndo como reproducdo de conhecimento, mas como criagao de
matematica (Creswell, 2010). Quanto aos objetivos a pesquisa € exploratoria, descritiva e
explicativa, de maneira complementar.

Alguns resultados

Para melhor exemplificar as nossas analises, escolhemos para esse artigo a apresentagao de
duas questdes aplicadas em niveis escolares diferentes.

A pergunta 4 foi aplicada a uma turma do 1° ano do ensino médio de uma escola da rede
privada situada em Goiania (capital do estado de Goias - Brasil), na ocasido do retorno as aulas
presenciais, depois do periodo pandémico. O objetivo do professor era propiciar um momento
avaliativo depois de algumas aulas de revisao de contetidos, ministrados no 9° ano do ensino
fundamental II.

Analise 1

Questao 4. Para equilibrar o nimero de meninos € meninas que vao participar de uma
competicao, devem ser convocados grupos de cinco meninas e quatro meninos. Quantas
meninas € quantos meninos deverao ser convocados para se obter um total de 45 participantes?
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Na resolucdo a seguir era esperado que o aluno empregasse, pelo menos, as agdes mentais: interpretar- para
compreender e analisar os dados que se tém e o que se pede; uso linguagem matematica adequada —
mesmo que a linguagem seja exclusivamente numeérica; identificar - qual o plano deve ser usado,
reconhecer as variaveis que estdo em jogo e as relacdes entre elas; classificar - para resolver € preciso
separar a quantidade de meninos de meninas e conectar com experiéncias anteriores- para utilizar o
método que ja foi estudado em sala de aula ou em outra ocasido.
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Figura 2. Questio 4, estudante A (EA)
Fonte: dados da pesquisa.

Nesse caso, localizamos as AMs:

classificar -separou os alunos de acordo com suas
caracteristicas para resolver a questao; interpretar-
interpretou certo a questdo somando de ‘5 em 5°’ e de “‘4
em 4’ até chegar ao resultado que somado equivale a 45
participantes; traduzir da lingua matematica para a
lingua materna ao escrever- “’25 meninas e 20 meninos’’,
na resposta; numerar- conseguiu enxergar repeticoes,
utilizou calculos numéricos e realizou comparagdes e
utilizar a linguagem matematica correta- o estudante
utilizou um trago, para separar os numeros adicionados de 5,
ou de 4.

correta e objetiva.

Essa resolug@o nos chamou a atengdo por sua simplicidade. Das provas examinadas, esse resolvente foi o
unico que seguiu esse caminho. Ele aparenta ter um PMA, nesse contexto, pois a sua resolugdo foi simples,

Analise 2

A questao 5 foi aplicada a uma turma de Célculo Diferencial e Integral na Universidade
Federal de Goids, com aproximadamente um més e meio de aula.

Questdo 5. Sejam f: R ->Rea, LeR

1. O que o simbolo lim f(x) = L, representa para vocé?
xX—a
2. Usando sua resposta ao item 1, mostre que lirr} 2x =2
X—

Essa questdo poderia ser respondida de diversas maneiras, sendo possivel a mobiliza¢do de algumas AMs:
interpretar, geometrizar, graficar, interpretar, algebrizar, numerizar, conectar experiéncias
anteriores, formalizar, demonstrar/provar, criar sua propria linguagem matematica, dentre outras.

EB responde a questdo 5.1 a partir da
formalizacdo matematica, usando a
defini¢do por Epsilon e Delta. Em
seguida, na pergunta 5.2, responde
também de acordo com a definigao,
mostrando dominio e seguranga com o
conteudo. Ele identifica o simbolo e
escreve o seu significado a partir da
definigdo - esta usando o processo
Classificar. Além disso, ao escrever
corretamente, pela defini¢do, esta
mobilizando simultaneamente os
processos Formalizar, Usar a
linguagem matematica adequada e
Demonstrar/prova. Por fim, ao
mostrar que ii_r)rOLZx = 2, também
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usando a defini¢ao, esta usando o
processo Interpretar, aplicando o
conceito definido para chegar ao
resultado.

Quando utiliza sua resposta do
primeiro item para responder o
segundo da questdo, podemos notar
que a resposta apresentada por ele ndo
é uma simples repeticdo metodica. E

- Yo 2% o conectado a resposta 5.2 4 5.1, em que

x> ele consegue aplicar sua ideia de
Limite de uma fungdo para um caso
particular. Assim, ele transpde
informacades.

F““"“Q. fuls &*}’“’““3“:" 4, EWL Lomown qu ¥ 550, 1[50 1) cjuu'-

Mo 04 li- !\Jj' =0 = R

\—" A |"\Jl\_{ju"‘ do AJ)L-JﬂmﬁE -J\Jé%u, quu

19 %-9] ¢ S o= gl ee s jo. k=t es = Iy 2 Ei

J

L‘) CL_ @;U,-J o J)_‘J_:!'-_J:\V'.iﬁ oanclu - e s fmm (%) sy udadina. o 9 Lt

apuunfods o 2 fo 2wy = G
Figura 3. Questdo 5, estudante B (EB)
Fonte: dados da pesquisa
Dessa forma, ele apresenta diversos processos descritos no MTCMM Além disso, percebemos que os
processos (ou agdes) mentais apresentados na resposta interagem entre si, ou seja, 0s processos nao sao
apresentados de forma isolada. Por exemplo, ao tempo que classifica que naquela questdo ird usar o conceito
de limite, o conecta essa informacdo com a formalizagdo matematica do conceito. Segundo Dreyfus (1991),
a interacdo simultanea entre os processos mentais contribui para a obtencdo de um PMA. Podemos dizer que
o respondente esta no caminho do desenvolvimento avan¢ado do seu pensamento matematico ao tempo que
apresenta de forma simultanea a interacdo dos processos citados.

A formaliza¢ao matematica foi o caminho escolhido pelo EB para resolver o que ¢
solicitado na questao, no entanto os caminhos que indicam o desenvolvimento do
pensamento matematico nao sao Unicos. Ele demonstra um procedimento guiado somente
pelo algébrico e, portanto, a sua visualiza¢do do conceito de limite de uma fungao ndo ¢
englobada por nenhuma visualizacao geométrica, diferente do que foi apresentado pelos
outros respondentes.

Comentarios Finais

Os resultados das andlises indicaram que muitos participantes estavam muito perto de
desenvolver um pensamento matematico avancado e que, com certeza, se eles tivessem
estudados sob um processo consciente das possibilidades de construgdes mentais matematicas
eles teriam mais facilidade para mobiliza-las e emprega-las para uma correta resolugdo das
situacdes-problema.

Assim, sugerimos que os professores sempre evidenciem as agdes propostas no MTCMM
e, inclusive, acrescentar outras que ndo apareceram nesse modelo teorico. E ainda, cabe ressaltar
que, aprender matematica significa mobilizar inimeras areas cerebrais e que quanto mais
complexo o conteudo matematico, mais regides sao ativadas para empreender o estudo -
diferentes construgdes mentais empreendidas, diferentes areas de maior oxigenagdo mobilizadas,
mais aprendizagem.
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Resumen

Esta investigacion busca avanzar en la caracterizacion del pensamiento divergente,
subyacente a la resolucion de problemas geométricos con multiples soluciones, a
través del andlisis de un sistema de actividades aplicado con estudiantes de
secundaria en la ciudad de Bogota, explorando las relaciones entre el pensamiento
divergente y la creatividad a través de la fluidez, la flexibilidad y la originalidad. La
investigacion se aborda desde un enfoque mixto con un disefio de investigacion
accion aplicando métodos de analisis-sintesis, observacion participante, instrumentos
de contenido, ademas de ser coherente con las tendencias psicométricas y
pragmaticas de la creatividad. El andlisis permite concluir que el pensamiento
divergente presenta dos facetas, infructuoso y enfocado-ineficiente. El primero no se
relaciona con la creatividad mientras que en el segundo puede o no surgir la
creatividad dependiendo de la originalidad de las ideas propuestas.

Palabras clave: Educacion matematica; educacion secundaria; creatividad;
pensamiento divergente; Geometria; resolucion de problemas; Bogota; Colombia.

Introduccion

La creatividad resulta importante en educacion, puesto que favorece la socializacion de
ideas, fortalece la autoestima de los estudiantes, constituye un punto de encuentro entre la
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imaginacion y la realidad, y permite desarrollar procesos de creacion. Actualmente las grandes
ideas que promueven cambios en el mundo, no necesariamente, provienen de acudir a los
métodos cientificos ya conocidos y verificados, sino que provienen precisamente de las ideas
creativas, no solo aportando novedad, sino también aportando nuevos cuestionamientos y
problemas a las diferentes disciplinas. Por lo tanto, la educacion, y en este caso especifico la
educacion matematica, debe responder a este llamado, en el que se deben aunar esfuerzos por
comprender y alentar los procesos creativos de los estudiantes.

En términos generales estudios como los de Guilford (1967), Runco (2008, 2012, 2017) y
mas particularmente investigaciones en el &mbito de la educacion matematica como los de
Ervynck, G. (2002), Sriraman (2009), Haavold, P., & Sriraman, B. (2018) Leikin, R., & Pitta-
Pantazi, D. (2013) sugieren que la creatividad es una habilidad que puede ser motivada,
ejercitada y desarrollada mediante distintos tipos de actividades. En esta investigacion, se centran
los esfuerzos en comprender, como se manifiesta la creatividad geométrica y su relacion con el
pensamiento divergente. El objetivo es conseguir avances en la caracterizacion de las fronteras,
relaciones y diferencias entre el pensamiento creativo y el pensamiento divergente.

Marco teorico

En primer lugar, se tendran como referentes teoricos las ideas de Guilford (1967), quien
trata de proporcionar una fundamentacion sobre el concepto de inteligencia y desarrolla una
teoria sobre la estructura del intelecto, considerando todo comportamiento mental segiin una
estructura de tres categorias, las cuales son: de contenido, operacionales y productivas. A su vez
dentro de las categorias operacionales, se encuentra el pensamiento divergente, el cual surgié en
relacion con las aptitudes de pensamiento creativo, puesto que tienen propiedades exclusivas que
implican, fluencia, flexibilidad y aptitudes de elaboracion. En esta categoria el conocimiento es
basico, puesto que si no hay conocimiento no hay memoria, sino hay memoria no hay
produccion, y si no hay conocimiento y produccion no puede haber ideas creativas. En este
sentido, en la produccion divergente existe una clara dependencia con el conocimiento y la
memoria.

En segundo lugar se tienen en cuenta los trabajos realizados por Runco (2012) quien
estudia mas afondo las aptitudes del pensamiento divergente y concluye que las mas
representativas son la fluidez, entendida como la cantidad de ideas, de todo tipo, que surgen en
relacion con una situacion o problema, la flexibilidad como la capacidad de abordar problemas
con diversas ideas que utilizan variedad de categorias conceptuales y la originalidad que suele
definirse en términos de infrecuencia estadistica. Sin embargo, también recalca que el
pensamiento divergente puede llevar a una alta originalidad que carece de encaje y eficacia, y
esto es precisamente la razén por la cual el pensamiento divergente no es sinénimo de resolucién
creativa de problemas, puesto que regularmente conduce a ideas muy originales, pero la
originalidad no es suficiente para la creatividad, puesto que las cosas creativas de todo tipo ya
sean ideas, soluciones, productos, inventos, etc, ademas de ser originales deben ser efectivas
Runco (2008).

En tercer lugar, se consideran los planteamientos de Storme (2015) quien asegura que las
tareas de pensamiento divergente generan muchas soluciones breves a un problema, mientras que
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las tareas de pensamiento convergente permiten integrar varias ideas y concretarlas en una
solucion elaborada a un problema. A estos dos procesos los llama divergente- exploratorio y
convergente integrador.

En cuarto lugar se toman elementos de las ideas de Cropley (2017) quien considera que
ante situaciones desconocidas o problemas los individuos generan posibles opciones y luego las
prueban por su utilidad, por lo que el pensamiento divergente puede ayudar a proporcionar
informacion para revelar una elegante solucion a un problema matematico como alternativa a un
enfoque tradicional, sin embargo el pensamiento divergente se hace importante especialmente
cuando hay varias formas de completar una tarea o resolver un problema, de otro modo puede
contribuir a un pensamiento ineficiente.

Finalmente, se han disefiado, adaptado e implementado problemas geométricos con
multiples soluciones puesto que segun varios investigadores en educacion matematica (Leikin y
Lev 2007; Silver 1997) proporcionan un instrumento adecuado para la medicion de la
creatividad, por lo que se considera un insumo para establecer los objetivos de la investigacion.
En este estudio se asumen las definiciones de pensamiento divergente propuestas por Guilford
(1967), y extractos de las relaciones entre estos constructos tedricos propuestas por Runco
(1996), Storme (2015) y Cropley (2017) con el fin de concretar definiciones operacionales
propias que permitan un avance en la caracterizacion.

Metodologia

Este estudio fue guiado por un enfoque de investigacion mixto, con un disefio de
investigacion accion. Este disefio “... constituye un proceso de reflexion-accion-cambio-
reflexion, dirigido a superar los problemas y las necesidades del aula” (Minerva, 2006, p. 116).
Por lo que se considera que permite transformar, mejorar y enriquecer el quehacer docente en el
aula. Este disefio permite examinar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la geometria, lo que
permite afinar y enriquecer las actividades dirigidas a la resolucion de problemas geométricos
con multiples vias de solucion, con el fin de hacer evidente diferencias y fronteras entre el
pensamiento divergente y la creatividad, asi como establecer focos de accion docente, donde se
pueda intervenir a futuro, con el proposito de desarrollar la creatividad de los estudiantes de
secundaria. Por otro lado, también se genera la experimentacion, busqueda y exploracion del
contenido geométrico, que propicie el establecimiento de conexiones entre conceptos y ramas de
la matematica propias de la matematica escolar.

En el desarrollo de la investigacion se utilizan métodos de analisis-sintesis y empiricos
como la observacion participante e instrumentos de contenido, a través de un analisis estadistico
descriptivo de la informacién. La muestra la conforman homogénea y a conveniencia de 60
estudiantes entre los 12 y 18 afios en los grados de escolaridad de secundaria.

Por otra parte, en cuanto al desarrollo en el aula, en cada una de las actividades, se expone
una pequefia explicacion de los problemas a los estudiantes, con el fin de que comprendan de
manera clara lo que deben hacer y se aclaran dudas en cuanto a las posibilidades de solucion que
propongan. También se indaga en el acto, mediante cuestionamientos o se pide aclaracion en los
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casos en los que los estudiantes aporten ideas o estrategias fuera de lo comun o potencialmente
creativas.

A cada estudiante se le facilitan hojas con el problema copiado varias veces, con el fin de
promover libremente el desarrollo de ideas, construcciones auxiliares, formular ideas,
equivocarse y continuar en otra figura del problema nueva. De esta manera también queda
evidencia de los intentos fallidos que posteriormente se analizaran. Al finalizar cada actividad los
estudiantes tienen un espacio en las hojas para explicar ideas o estrategias con sus propias
palabras. A continuacion se presenta un ejemplo de las actividades propuestas:

Area cuadrilatero-triangulo

Objetivo: Promover la construccion de lineas auxiliares, para determinar el area de
diferentes maneras de una figura compuesta por un cuadrilatero y un tridngulo.

Problema: Para la figura que se muestra a continuacion. Hay varias formas diferentes de
determinar su area.

Figura 1. Problema propuesto a los estudiantes.

Determina el area de la figura de todas las maneras en que puedas y describe con tus
palabras tus ideas lo mas detalladamente posible. Si te equivocas no borres ni taches lo que
hiciste, solo pasa a la siguiente figura. Si puedes explicar en qué te equivocaste también es
importante dicha explicacion con tus palabras

Resultados

En cuanto la aplicacion de las actividades propuestas y su posterior andlisis se puede
concluir que promueven de manera efectiva la fluidez, flexibilidad y originalidad, los cuales son
aspectos importantes para el desarrollo de la creatividad. Se pudo evidenciar que a pesar de que
haya una gran fluidez de ideas en el desarrollo de un problema, esto no necesariamente conduce
directamente a soluciones y mucho menos a soluciones creativas del problema propuesto.
También que las ideas creativas no surgen de la nada y que una dinamica entre el pensamiento
divergente y el pensamiento convergente es practicamente necesario para explorar nuevos
caminos que pueden conducir a soluciones creativas. No solo en las respuestas correctas hay
creatividad, la mayoria de las soluciones originales, fueron producto de la exploracion de varias
estrategias y la posterior combinacion de ellas. En muchos casos las ideas no resultaban eficaces
por diferentes factores, como imprecisiones, procedimientos incorrectos entre otros, que
mediante un ajuste podrian hacerse eficaces y originales, es decir soluciones creativas.

Una potencialidad de los problemas propuestos fue el hecho de que tuvieran multiples
soluciones, puesto que permitio que los estudiantes menos aventajados pudieran concretar
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algunas soluciones y a los estudiantes mas adelantados, les permitié explorar diversas estrategias
y en algunos casos las combinaron, para concretar soluciones creativas. Otra potencialidad de las
actividades propuestas fueron los problemas con infinitas soluciones, puesto que permitieron a
los estudiantes generar diferentes familias o conjuntos de soluciones. Las soluciones mas
elaboradas y con mayor nivel de detalle aportadas por los estudiantes, son las que exploran la
combinacion de mas de una de las estrategias propuestas. El tener mas elementos y conocer mas
a fondo el problema permite establecer conexiones entre las ideas producidas con anterioridad y
las ideas nuevas.

Tanto las construcciones auxiliares, como las composiciones y recomposiciones de figuras
hacen parte fundamental de las ideas creativas para varios de los problemas propuestos. Se
observaron dos tipos de construcciones auxiliares, una en las que se aprovecha su practicidad y
generan soluciones mas cortas y se evitan algunos calculos y otras que dan la impresion de ser
exageradas e innecesarias, pero que debido a su rareza terminaron siendo originales y creativas.
También se pudo evidenciar que una misma construccion auxiliar en algunos casos promueve
diferentes procesos de solucion por diferentes estudiantes o simplemente un solo estudiante
percibe varias formas de proceder mediante la misma construccion. Esto también se considera
como un factor que promueve el establecimiento de conexiones entre conceptos y que por ende
puede favorecer el desarrollo de la creatividad.

En cuanto a los procedimientos para conseguir ideas originales se encontraron ideas muy
simples y originales, mientras que en otros casos hay gran elaboracion. Se considera que las
actividades propuestas promueven estas dos formas de producir soluciones originales, a veces la
creatividad en la escuela es el resultado de recordar y establecer relaciones entre diferentes
conceptos aprendidos, pero en otros casos precisamente consiste en hacer evidente un camino
mas corto en el que se evitan procedimientos innecesarios. Por otra parte, en las actividades se
evidencio la consecucion de soluciones creativas a partir de la modificacion de soluciones
convencionales.

Por otra parte, se logro identificar dos facetas del pensamiento divergente, una que tiene
que ver con el pensamiento divergente infructuoso y otra que tiene que ver con el pensamiento
divergente enfocado-ineficiente. El pensamiento divergente infructuoso a pesar de que no aportar
ideas a la solucion del problema, si sirve a muchos estudiantes para iniciar un proceso de
descarte y validacion de ideas mediante el pensamiento convergente. Este proceso se puede
apreciar claramente cuando se abordan las ideas del pensamiento enfocado-ineficiente, donde se
rechazan las ideas infructuosas y se aceptan y ajustan las demas ideas en soluciones
convencionales y soluciones creativas.

Se pudo establecer que cuando hablamos de pensamiento divergente infructuoso, no
estamos en presencia de ideas creativas, lo cual puede ser la principal diferencia entre
pensamiento divergente y la creatividad. El pensamiento divergente en esta fase se puede ver
mas como una lluvia de ideas que generan los estudiantes, en muchos casos azarosas,
incompletas e incomprensibles, que no aportan nada a la solucion del problema, sin embargo,
como ya se mencion6 en el apartado anterior, para algunos estudiantes esto hace parte del
proceso creativo y puede considerarse la etapa de preparacion segln la psicologia Gestalt.
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Por otro lado, el pensamiento divergente enfocado-ineficiente y la creatividad si estdn
relacionados, puesto que, en esta faceta del pensamiento divergente, se proponen ideas
convencionales y originales de las cuales surgen las soluciones convencionales y las ideas mas
profundas y elaboradas, se convierten en soluciones creativas. Este proceso se hace mediante la
validacion que permite el pensamiento convergente.

Producto del pensamiento divergente enfocado-ineficiente, también surgen ideas originales
que no se logran concretar, puesto que los estudiantes no tienen los conocimientos especificos
para desarrollar la idea, o incluso se comenten errores en los célculos o procedimientos. Estas
ideas también son consideradas creativas.
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Resumen

Ensenar geometria a partir de la resolucion de problemas evoca un aprendizaje
significativo y por ende se contribuye al desarrollo del pensamiento geométrico de los
estudiantes. El limitado manejo del componente geométrico (transformaciones
geométricas) y de las habilidades de visualizacién e imaginacion limitan la resolucion
de problemas de empaquetado en la geometria espacial. Esta investigacion se dirige a
fortalecer la resolucion de problemas de empaquetado desde el manejo de las
herramientas TIC y del material manipulativo para desarrollar el pensamiento
geométrico en los estudiantes de la educacion primaria. La investigacion asume un
enfoque cualitativo con disefio de investigacion accion. La implementacion de las
actividades propicia el fortalecimiento en el manejo de herramientas tecnoldgicas y
material manipulativo, la motivacion e interés hacia el estudio de la geometria y un
robusto pensamiento espacial en el contexto de la resolucion de problemas de
empaquetado.

Palabras clave: Educacion Matematica; Educacion primaria; Resolucion de
problemas; Empaquetado; Transformaciones geométricas; Geometria espacial; TIC,
Material manipulativo; Colombia.

Introduccion

Desde sus inicios la matematica ha sido concebida como una herramienta para dilucidar
las relaciones cuantitativas que hay en nuestro entorno educativo. Ademas, ha estado articulada
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alrededor de la idea de un pensamiento geométrico y principalmente en el pensamiento espacial.
Sinclair y Bruce (2015) destacan la importancia de ensefiar la geometria desde la escuela
primaria, puesto que alli se evidencia de mejor manera la construccion del concepto basado en el
dibujo y los movimientos, desde el papel de la tecnologia en los procesos geométricos y la
importancia de la geometria transformacional en el plan de estudios como eje transversal de la
implementacion geométrica en la escuela primaria.

Es importante destacar en el contexto de la ensefianza aprendizaje de la matematica, el
papel crucial que juegan las transformaciones en el campo de la geometria espacial y su relacion
con algunas de los cuerpos geométricos que alli se presentan. El desarrollo de la presente
investigacion busca crear en los estudiantes un conocimiento robusto para el dominio tedrico-
practico del proceso de empaquetamiento.

Desde la postura de los congresos y reuniones, en el ICME se resalta la importancia del
papel que juega las transformaciones geométricas en la educacion y principalmente en la
educacion primaria. En el ICME 13 y 14, en el Topic Study Group (TSG) 12y 8
respectivamente, se precisa la ensefianza de la geometria en la escuela primaria, el cual genera
una serie de subtemas, donde se observa el papel de las transformaciones geométricas en el
aprendizaje y ensefianza de la geometria (subtema 8 en ambos documentos).

El CERME desde su postura europea, abre un espacio para el impacto en la enseflanza
aprendizaje de la geometria en la escuela. En los ultimos afios en su working group teams
(TWG) 4, se discuten sobre: el uso de habilidades espaciales en nifios para resolver problema
geométrico, evolucion de la comprension de las formas geométricas en nifos y los entornos
tecnologicos para la geometria en los primeros afos de la educacion formal.

Algunos encuentros colombianos como el ECME y EGA, resaltan el papel de la
geometria en el desarrollo de habilidades matematicas en los nifios y nifias. Dentro de estos
grupos investigativos se destaca la importancia de la ensefianza aprendizaje de las
transformaciones geométricas, el uso de herramientas tecnologicas y su relacion con el uso de
material manipulativos en el desarrollo del pensamiento espacial.

Por otra parte, dentro del estado de arte se presenta a Chase (1908) y Williford (1972), los
cuales enfatizan sobre la importancia que ha tomado la ensefianza de la geometria en los tltimos
afos en la escuela primaria. Estos autores destacan el aporte indiscutible que tiene para el
desarrollo de la matematica concebir un proceso basado en la capacidad de visualizacion,
abstraccion, creacion y desarrollo del pensamiento matematico de manera formal dentro de una
etapa inicial.

Por ultimo, la experiencia docente de varios especialistas destaca el papel de la geometria
en el contexto de la escuela primaria, la cual, a través del tiempo ha sido relegada como un
“complemento” a los procesos de formacion matematico que se ensefian al finalizar cada periodo
“en una semana” o al finalizar el afio. Esta forma de concebir la geometria conlleva a no
desarrollar las habilidades propuestas para la temdtica por temas de tiempo y otras actividades
que afectan los espacios establecidos para tal fin dentro de la institucioén educativa.
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Se presenta dentro de la investigacion como objeto de estudio el proceso de ensefianza
aprendizaje de la geometria en escuela primaria. Se deriva como objetivo general favorecer el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las transformaciones en el plano para propiciar un robusto
conocimiento geométrico en estudiantes del grado quinto de la institucion educativa
departamental Bicentenario de Funza.

Marco teorico

Como antecedentes bibliograficos, se toman todas aquellas fuentes de consulta que para
esta investigacion han aportado a la tematica abordada, hoy en dia la educacion tradicional, las
TIC, el material manipulativo y la resolucion de problemas han creado entornos de aprendizaje
mas llamativos, enriquecedores y actualizados. Desde estos entornos educativos se busca generar
en el estudiante una mayor motivacion e interés por la adquisicion de nuevos conocimientos
desde un campo mas contextualizado para el estudiante. Es por ello, que la presente
investigacion se enmarca en la resolucioén de problemas retadores, el papel de la visualizacion
matematica y su significado, el uso de materiales didacticos y tecnologicos en el desarrollo del
pensamiento geométrico espacial desde el empaquetamiento geométrico.

Referentes sobre la teoria de la resolucion de problemas. Problemas retadores

El estudio formal de la matemadtica se inicia desde los primeros afios de la educacion
primaria, en el cual juega un papel importante el pensamiento geométrico. Especialistas en tema
han abordado la solucién de problemas dentro de sus investigaciones como una estrategia
didactica y pedagogica para fortalecer el pensamiento matematico (Pdlya, 1965; Fridman, 1972;
Krulik Y Rudnik, 1980; Martinez, 1981; Schoenfeld, 1985; Mayer, 1986; Sanchez, 1994; Garret,
1995; Rizo 1996; Alvarez, 1996; Kilpatrick, 1998; Sriraman, 2010 y Bong y Leal 2015).

La definicion o interpretacion de problema no es tan trivial como se cree, sin embargo, se
tiene el aporte de varios especialistas e investigadores. Dichas definiciones se canalizan de forma
general como una situacion, la cual presenta una o varias dificultades que no muestran solucion
directa o inmediata como es planteado por Falk (2001) cuando se habla de problema retador.

Es indispensable trabajar de forma continua con los estudiantes la resolucion de
problemas retadores y no ejercicios que ameritan seguir pasos rutinarios. La resolucion de dichos
problemas conduce a los estudiantes a buscar informacion, reflexionar, conjeturar y probar
dentro de la integracioén de conceptos, procedimientos y actitudes.

Fundamentacion de la visualizacion matematica

Dentro del proceso de formacion teorica, se ha centrado el interés en la visualizacion
enfocada a la semiotica de los cuerpos, en particular de las figuras geométricas espaciales, puesto
que son soportes intuitivos que ayudan de manera importante a dotar de sentido y significado el
aprendizaje de la geometria desde la primaria hasta la educacion profesional.

La definicion de visualizacion matematica ha sido propuesta por varios investigadores,
los cuales aportan directamente a la construccion de los procesos de ensefianza aprendizaje de la
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matematica (Presmeg, 1986; Zimmermann y Cunningham, 1991; Guzman, 1996; Duval, 1999,
Arcavi, 2003; entre otros). Estos autores han investigado sobre la importancia de la visualizacion
en la educacion matematica y como esta puede favorecer el proceso de ensefianza aprendizaje en
el aula de matematicas.

El trabajo continuo desde la visualizacion en geometria, fortalece los procesos mentales
de los estudiantes desde su reconocimiento inmediato al igual que el uso de sus conocimientos
previos. El buen uso de la visualizacion matematica conduce a los estudiantes a identificar y
construir; conjeturas, procesos, conceptos y actitudes para los procesos de ensefianza
aprendizaje.

Fundamentacion del pensamiento espacial

La formacion continua en los distintos niveles educativos debe enfrentar el uso de las
tecnologias, materiales manipulativos, entre otros; como herramientas pedagogicas en el marco
del desarrollo del pensamiento espacial, con el fin de desarrollar estrategias que le sirvan para
enfrentar y solucionar las necesidades de la sociedad presente y futura en el contexto que se
desenvuelven los estudiantes en su vida diaria.

El reconocimiento, manipulacién y dominio conceptual de los cuerpos geométricos en el
espacio, requiere del estudio de conceptos de propiedades de los objetos en el espacio fisico y de
los conceptos relacionados. También, propiedades del espacio geométrico en relacion con los
movimientos de los propios cuerpos y las coordinaciones entre ellos.

Las posturas planteadas anteriormente se basan en Flores (1991) y Arboleda (2011),
quienes, por otra parte, ven el pensamiento geométrico espacial como un pensamiento
matematico que se basa en el conocimiento del espacio fisico tridimensional, como un reflejo
inmediato del contexto. Lo cual, tiene una fuerte base senso-perceptual que se inicia desde las
primeras relaciones del nifio con su medio y su desenvolvimiento en el contexto inmediato.

Fundamentacion de los problemas de empaquetado

Desde la postura de Smalley (2018), los problemas planteados de empaquetado se
perciben como una clase de problemas de optimizacién en matemadticas que implican intentar
empaquetar objetos en contenedores, desde una vision geométrica determinada. El objetivo es
empaquetar un solo contenedor, o varios seglin sea el caso, lo mas densamente posible o
empaquetar todos los objetos usando la menor cantidad de contenedores posible.

Para la concepcion de empaquetado es importante tener presentes algunos elementos
conceptuales que contribuyen al desarrollo del pensamiento geométrico desde dicha perspectiva
geométrica de empaquetamiento:

* Desde la postura de Salguero y Gutiérrez (2019), el proceso que permite almacenar o
disponer un producto para su traslado se define como empaquetado. Se trata de la accion
que lleva a guardar o a recubrir el producto en cuestion, de manera tal que quede
preparado para el transporte, organizacion, guardado en un contenedor.
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* El “embalaje terciario” (envase, empaque y embalaje) cuya tnica funcion es la
de almacenar, proteger, conservar y transportar varias unidades “cuerpos” del mismo
producto en grandes cantidades.

* La optimizacion del empaquetado, hace referencia al mayor ajuste de la necesidad del
empaqueto desde el uso de espacios, materiales entre otros.

De lo anterior, se establece una estructura conceptual que orienta el empaquetamiento
contribuyendo al desarrollo del pensamiento geométrico espacial.

Metodologia

En la Institucion Educativa Departamental Bicentenario de Funza se presentan
dificultades en la ensefianza aprendizaje de procesos de empaquetamiento. Estas dificultades
limitan un desarrollo vigoroso del pensamiento geométrico por parte de los estudiantes. Con el
fin de alcanzar los objetivos propuestos en la presente investigacion se presenta el siguiente
disefio de la metodologico:

Se asume un paradigma cualitativo, con un enfoque netamente cualitativo. La presente
investigacion enfoca sus esfuerzos en las acciones y el motivo de las mismas, buscando siempre
explicar lo captado en el contexto del estudiante.

Por otra parte, se asume un disefio de investigacion accion, dicho disefio propicia
contextos donde se permite explorar, buscar, identificar y conjeturar en el campo de la
geometria. Este disefio permite contribuir al favorecimiento del proceso de ensefianza
aprendizaje de los procesos de empaquetamiento en el espacio.

La poblacion tomada para la presente investigacion se enmarca en los estudiantes de
quinto grado de la Institucion Educativa Departamental Bicentenario del municipio de Funza. La
muestra de la investigacion estd conformada por 35 estudiantes de grado quinientos uno
pertenecientes a la sede San Andrés.

Actividad diagndstica

A continuacion, se propone la siguiente actividad inicial que lleva como nombre “vamos
a empaquetar los bloques” y tiene como objetivo identificar las nociones de empaquetamiento,
optimizacién y el papel de las transformaciones geométricas desde la visualizacion de su
contexto y el material manipulativo.

La actividad plantea la siguiente situacion problema: un disefiador de interiores quiere
empacar los bloques que necesita en un contenedor con el fin de reducir los gastos para su
contratacion. Para realizar dicho empaquetado debe tener en cuenta algunas condiciones tales
como:

a. Todos los bloques son iguales.

b. Los bloques tienen las siguientes medidas 12cm x 16cm x 10cm.

c. El contenedor debe tener cuatro pisos de bloques.

d. El contenedor posee unas dimensiones de 48cm x 40cm en su base.
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e. Dado el primer bloque (bloque inicial), para construir cada piso solo se permite rotar o
trasladar el bloque.
f. Cada piso posee un bloque inicial diferente, como se indica (ver Figura 1).

1° PISO 2° PISO 3° PISO 4° PISO

Figura 1. Pisos iniciales de empaquetamiento.

Para la solucion de la situacion planteada se plantean algunas preguntas orientadoras por
parte del docente, las cuales conducen a los estudiantes por un camino correcto hacia la solucion
de unos problemas planteados (ver Figura 2).

Figura 2. Trabajo de la situacion problema.
Analisis de resultados

Se realiza un analisis de la implementacion de la actividad con el fin de enfatizar en las
diferentes soluciones que presentan los estudiantes en los problemas propuestos, estos problemas
tienen como objetivo robustecer la ensefianza aprendizaje de la geometria a través de los
problemas de empaquetado. La actividad propuesta cuenta con evidencias fotograficas, bitacora
y videos con el fin de constatar las ideas, desempefos y conclusiones a las que llegan de manera
individual los estudiantes.

Desempefio de los estudiantes en el desarrollo de la actividad. Al iniciar la
implementacion de la actividad, los estudiantes muestran gran inquietud y curiosidad por el
ejercicio a desarrollar por cada uno de ellos. Por otra parte, se indica la metodologia de trabajo y
las condiciones de clase.

Se entrega la actividad inicial y se indica que se debe realizar la lectura del titulo y el
objetivo de la actividad e identificar los problemas propuestos en la guia entregada. Es
importante destacar que los estudiantes al ver la guia con una sonrisa en su rostro indican que:
“... vamos a trabajar en geometria, ;y con esos bloques que parecen de verdad? Estan bonitos
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pero chiquitos... !, mostrando interés por la asignatura y el trabajo que se puede realizar con
materiales manipulativos conocidos.

La actividad se desarrolla de manera grupal con el fin de identificar el impacto en el
grupo y cada estudiante. Cada uno de los 35 estudiantes (ver Figura 3) conforman la muestra que
participan activamente de las actividades planteadas.

Figura 3. Grupo muestral de grado quinto.

Motivacion en el desarrollo de la actividad. Los estudiantes muestran curiosidad, un poco
de miedo y preocupacién por los problemas planteados al igual que por el uso de las
herramientas propuesta en la actividad. Ademas, presentan interés por compartir sus resultados,
hallazgos y conclusiones obtenidas durante el desarrollo de los problemas planteados, es decir, se
generd un ambiente de confianza y aprendizaje.

Logros obtenidos en la actividad inicial. Basados en la observacion directa, el analisis de
las soluciones dadas por los estudiantes y las intervenciones realizadas, se evidencia que:

e El 100% de estudiantes realizan un desarrollo de las actividades con agrado, dedicacion e
interés por el aprendizaje.

e Se fortalece la participacion, actitud y confianza de los estudiantes en la adquisicion de
las habilidades geométricas.

e Fortalecimiento en el uso del material manipulativo, al igual que en la metodologia
implementada para el desarrollo de la actividad.

e Se evidencia en algunos estudiantes una buena capacidad de observacion, analisis y
conjeturas en el desarrollo del pensamiento geométrico.

Dificultades obtenidas en la actividad inicial. Dentro de la aplicacion de la actividad
inicial se presentan las siguientes dificultades:

e Se presenta dificultad en plasmar las ideas, conjeturas o conclusiones de manera escrita de
cada uno de los problemas planteados.

e Dificultad en el reconocimiento de los cuerpos geométricos y manejo conceptual de
empaquetamiento.

! Opinién de los estudiantes.
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e Menos del 30% de los estudiantes no presentan una solucion al problema planteado, sin
embargo, no alcanza el resultado o no identifica los errores presentados.

e Se evidencia en la mayor parte del grupo la baja capacidad de observacion, andlisis y
conjeturas en el desarrollo del pensamiento geométrico.

e Una gran oportunidad para incorporar el uso de las TIC en las clases, sin embargo, para
algunos no es tomado como una herramienta de apoyo en el proceso de aprendizaje de la
geometria.

El desempefio de los estudiantes en el desarrollo de la actividad, la motivacién por lo
aprendido, los logros alcanzados y las dificultades presentadas, establecen el estricto orden del
analisis de los resultados obtenidos mediante la implementacion de cada una de las actividades
propuestas.

La observacion directa y el andlisis de las actividades desarrolladas por cada uno de los
estudiantes, son los pilares para identificar las estrategias, las interacciones y los procesos
heuristicos utilizados en la resolucion de los problemas planteados en la actividad.

El uso de instrumentos como el material manipulativo como recursos didacticos, es
importante para identificar los diferentes procesos geométricos desarrollados en la resolucion de
los problemas, lo cual favorece el desarrollo del pensamiento geométrico espacial desde los
primeros afios académicos.
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En las ultimas décadas los esfuerzos educativos se han centrado en la formacion de
personas capaces de participar activamente en la vida social y politica de forma responsable y
comprometida, desarrollando su identidad, moral y pensamiento critico (Martijn, et al., 2015).
Esto ha llevado al énfasis en la ensefianza de la argumentacion como una forma de discurso para
promover el entendimiento entre las personas (Jiménez-Aleixandre y Erduran, 2007).

Sin embargo, el desarrollo de la argumentacion puede estar en dificultad si no se considera
un aspecto relevante: su proposito.

La argumentacion es sensible al contexto, su funcion puede variar dependiendo de la
situacion y de las personas involucradas (Schwarz, 2009). Por ejemplo, en un debate politico,
con frecuencia se entiende la argumentacion como una disputa cuyo proposito es hacer
prevalecer el propio punto de vista por sobre otros mediante estrategias como la desacreditacion
del ‘contrincante’, el uso de falacias, o el apelo a los sentimientos del jurado. En cambio, en el
ambito educacional la argumentacion puede entenderse como una actividad colectiva, cuyo
proposito es llegar a una conclusiéon mutuamente aceptable por medio de reglas prestablecidas y
compartidas (Durand-Guerrier et al., 2012) buscando el entendimiento —en ambos sentidos de la
palabra—, esto es, comprender lo que la otra persona quiere decir y acordar un punto de vista que
sea satisfactorio para todas las partes. Es decir, la argumentacion puede tener distintas funciones
segun el proposito que se persigue en la conversacion. En nuestro proyecto buscamos
comprender las funciones de la argumentacion en el aula de matematicas como una manera de
entender su papel en el aprendizaje.
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Considerando la demostraciéon como un tipo de argumentacion, De Villiers (1993) propone
cinco funciones de la demostracion: verificar, comunicar, explicar, descubrir y sistematizar.
Sostiene que la funcion de verificar es la que predomina, pues se asocia la demostracion a la
verificacion de la veracidad de un enunciado matematico, invisibilizando las demés y su
relevancia como parte de la actividad matematica. Otros autores sefalan que la demostracion
tiene la funcion establecer criterios estéticos (Johnsona y Steinerberger, 2019). En el caso del
aula, Goizueta y Solar (2019) consideran que la argumentacion permite a los estudiantes ordenar
y sistematizar sus ideas, haciéndolas accesible a otros. Esto otorga al profesor el poder
“observar” el pensamiento de sus estudiantes, evaluar su comprension y tomar decisiones
pedagogicas. Por su parte, los argumentos del profesor tienen la funcion, entre otras, de
socializar formas epistémicamente aceptables de justificacion matematica (Boero et al., 2008).

A pesar del reconocimiento de diversas funciones en la literatura, el aspecto funcional de la
argumentacion no suele ser el foco. Para comprender las funciones de la argumentacion en el
aula, hemos realizado inicialmente un andlisis de corpus bibliografico que nos ha permitido
caracterizarlas y sistematizarlas elaborando asi un estado del arte. Con estos resultados hemos
construido un marco teérico con el que estamos desarrollando un instrumento de observacion
para el aula dirigido a la identificacion, caracterizacion y sistematizacion de las funciones de la
argumentacion que son observables como parte de la actividad matematica de estudiantes y
profesores.
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Resumen

La presente investigacion forma parte de la tesis doctoral que lleva a cabo el primer
autor, bajo la direccion de tesis de la segunda autora, y la colaboracion de los otros
dos autores. Dicha investigacion se centra en el estudio de los subprocesos comunes
entre los procesos de indagacioén y de modelizacion matematica, y de las sinergias
que se pueden establecer entre ambos procesos, con el objetivo general de
caracterizar una competencia conjunta de indagacion y modelizacion matematica.
Para ello se implementa una secuencia didéactica de contexto historico-arqueologico,
diseiada segun los Criterios de Idoneidad Didactica, para que promueva el desarrollo
de la indagacion y la modelizacion matematica, con 93 participantes de 12-13 afios
en una escuela de Catalunya (Espafia). También se analiza la reflexion sobre la
propia practica del profesorado que realiz6 la implementacion de la secuencia
didactica. Esta investigacion esta en curso en el momento de escribir esta
comunicacion, pero se espera poder exponer los resultados en el congreso.
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Palabras clave: Didactica de la matematica; Educacion secundaria; Ensenanza;
Aprendizaje; Enfoque Ontosemidtico; Modelizacion; Indagacion; Investigacion
educativa; Pensamiento geométrico; Universitat de Barcelona; Espaiia.

Introduccion

El presente estudio se refiere a una investigacion en curso, recientemente iniciada,
vinculada a la tesis doctoral del primer autor. Se disefid una secuencia didactica de la cual se ha
realizado una primera implementacion para obtener evidencias de la emergencia de subprocesos
comunes entre los procesos de indagacién y modelizacion matematica: La implementacion se
llevé a cabo durante el mes de febrero de 2023, y actualmente en el mes de marzo del mismo afio
se estan analizando los datos obtenidos; teniendo en cuenta que esta comunicacion se envia a
finales de febrero de 2023, se describe la investigacion planificada, los constructos teéricos que
la sustentan y los resultados esperados, pero no se pueden presentar aun resultados ni
conclusiones definitivos. Aunque serdn presentados en la fecha del congreso.

Existe abundante literatura sobre los procesos de indagacion y modelizaciéon matematica
(Artigue & Blomhgj, 2013; Blomhgj, 2004; Blomhej & Hejgaard Jensen, 2003; Maal3, 2006;
Maal} & Doorman, 2013; National Reserarch Council, 1996; Rocard et al., 2007.; Sala Sebastia,
2016), aunque se ha hecho muy poco hincapi¢ en los puntos de conexidon entre ambos procesos.
Dichos puntos de conexion, tratados en un par de publicaciones recientes (Sala Sebastia,
Barquero, et al., 2021; Sala Sebastia, Font, et al., 2021), evidencian que los subprocesos comunes
pueden convergir en sinergias que potencien o influyan en el desarrollo tanto de la modelizacion
como de la indagacion. En este sentido, los autores se plantearon la necesidad de la
caracterizacion de una competencia conjunta de indagacion-modelizacion matematica, descrita
de forma que facilite a los docentes el disefio y la implementacion de secuencias didacticas de
alta idoneidad didactica para la ensefianza y aprendizaje de nuevos contenidos matematicos a
partir de contextos proximos que motiven una indagacion.

Las preguntas de investigacion que el trabajo aborda son las siguientes: ;De qué manera
los procesos de indagacion y modelizacion matematicos se relacionan en la implementacion de la
secuencia de aprendizaje basada en un contexto arqueoldgico proximo a los participantes? ;Qué
subprocesos comunes podemos identificar? ;Qué competencias desarrollan los participantes?

A partir de estas preguntas, se plantearon los siguientes objetivos que guiaron el estudio: El
primer objetivo (O1) es disefar e implementar una secuencia didactica en la que se den los
procesos de indagacién y modelizacion matematica, asi como, una guia de implementacion con
orientaciones para el profesorado. Esta secuencia didactica disefada siguiendo criterios de
idoneidad didéctica esta basada en un contexto arqueoldgico proximo a los participantes. El
segundo objetivo (O2) es analizar los subprocesos de modelizacion matematica y de indagacion
que se identifiquen en la implementacion, asi como aquellos comunes a los dos procesos. El
tercer objetivo (O3) es analizar el desarrollo de las competencias de indagacién y modelizacion
de los participantes. Y el cuarto objetivo (O4) es estudiar los aspectos de reflexion sobre la
propia practica del profesorado que emergen posteriormente a la implementacion de la secuencia
didactica disenada.
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Marco tedrico
Competencia de indagacion matematica

Una de las definiciones de la indagacion con mas consenso es la dada por los National
Science Education Standards (National Reserarch Council, 1996), que contempla los distintos
subprocesos incluidos en el proceso de indagacion: la observacion; el planteamiento de
preguntas; la busqueda en libros y otras fuentes de informacion para ver aquellas cosas que ya
son conocidas; la revision de este conocimiento bajo la luz de pruebas experimentales; el uso de
herramientas para recoger, analizar e interpretar datos; la propuesta de respuestas, explicaciones
e interpretaciones; y la comunicacion de resultados (National Reserarch Council, 1996, p. 23).

Por su parte, Sala Sebastia (2016) define la indagacion matemadtica como la capacidad de
formularse preguntas de investigacion e intentar responderlas usando las matematicas,
planteandola como una competencia metodologica (centrada en el aprendizaje y la adquisicion
de métodos de trabajo y estrategias que permitan resolver problemas en el contexto escolar y, a
largo plazo, en la vida adulta) y transversal (que se desarrolla a lo largo de las distintas areas y
materias del curriculum). Ademas, esta autora desarrolla una propuesta de caracterizacion de la
competencia de indagacion donde se definen los distintos subprocesos que la conforman, dando
distintos indicadores para facilitar la identificacion y la evaluacion de los procesos de indagacion
de los estudiantes. Partiendo de dicha caracterizacion, Sala Sebastia, Barquero y Font (2021) han
elaborado un esquema del proceso de indagacion matematica que expresa el caracter dinamico,
ciclico y de constante evaluacion y construccion de hipdtesis de los estudiantes, y que es la base
de la primera propuesta que aparece en la literatura de identificacion de procesos comunes entre
ambas competencias.

Competencia de modelizacion matematica

En palabras de Blomhgj, un modelo matematico es “la relacion entre ciertos objetos
matematicos y sus conexiones, por un lado, y una situacion o fenomeno de naturaleza no
matematica, por el otro lado”! (Blomhej, 2004, p. 21). El mismo autor destaca que en aplicar las
matematicas a una situacion extra matematica hay necesariamente un modelo matematico
involucrado explicita o implicitamente en dicha aplicacion; asi como que el hecho de ser capaz
de percibir la situacion o fendomeno modelado y los conceptos matematicos utilizados en una
situacion de modelizacién matematica como objetos separados pero interrelacionados, es
condicidn epistemoldgica necesaria para que un estudiante pueda experimentar con un modelo
matematico y reflexionar sobre las relaciones existentes en ¢l (Blomhgj, 2004).

De los distintos modelos existentes, se trabajo con el de Blomhgj ya que interesa como
expone el desarrollo de los subprocesos que integran el proceso de modelizacién que propone, la
naturaleza ciclica del proceso, el hecho de que tiene en cuenta aspectos como el conocimiento
previo necesario (tanto tedrico como experiencial) para dar significacion a la situacion de
aprendizaje generada por el conflicto cognitivo propuesto por el problema y poder obtener asi un

! Traduccién propia.
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modelo matematico. Este modelo es, ademads, la base de la primera propuesta que aparece en la
literatura de identificacion de procesos comunes entre ambas competencias.

Primera propuesta de ciclo conjunto de proceso de indagacion-modelizacion matematica

Las sinergias identificadas entre los dos procesos descritos se encuentran en dos articulos
de reciente publicacion (Sala Sebastia, Barquero, et al., 2021; Sala Sebastia, Font, et al., 2021)
que son los que serviran de base a la investigacion de este proyecto. Cabe destacar que estas
publicaciones toman como modelo descriptivo del proceso de modelizacion la propuesta de
Blomhgj, mencionada previamente, entre otras propuestas posibles, argumentando que es una
conceptualizacion del proceso de modelizacion ampliamente aceptada y en el cual el proceso es
descrito de manera dinamica, con subprocesos por los cuales los estudiantes no necesariamente
deben avanzar siempre secuencialmente (Sala Sebastia, Barquero, et al., 2021), cosa que facilita
la comparacion con el modelo del proceso de indagacion. Para conceptualizar el proceso de
indagacion, ambos trabajos toman como modelo la propuesta de Sala Sebastia, mencionado
previamente, ya que describe, al igual que el modelo elegido para conceptualizar la
modelizacion, el proceso de indagacion como un proceso dindmico con subprocesos bien
desarrollados. Esta eleccion de modelos facilita la emergencia de puntos de conexion entre
ambos subprocesos en los estudios llevados a cabo.

Se observa que los dos procesos estan motivados de forma habitual por preguntas del
mundo natural del entorno préximo al estudiante y que conectan situaciones reales con el
conocimiento matematico que se pretende construir (Sala Sebastia, Barquero, et al., 2021).
También se sefala que “parte importante del proceso de indagacion consiste en transformar la
situacion problematica en cuestiones abordables desde un punto de vista matematico, a través de
un proceso de modelizacion matematica” (Sala Sebastia, Font, et al., 2021, p. 126). Se pudo
establecer una comparativa entre los procesos de indagacion y modelizacion descritos,
respectivamente, por Blomhgj (2004) y Sala Sebastia (2016), llegando Sala Sebastia, Barquero et
al. (2021) a una primera propuesta de modelo integrado (representada en la Figura 1).

(7) Comunicar resultados .
~—» (1) Formulacién del problema
y formular preguntas

Validacion e )

Formulacion de preguntas

P ctaci ., -, 6) Validacié :
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i ;
1 |
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del modelo (5) Recogida, clasificacion

(b) Sistematizacion —s---------- -
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Figura 1. Propuesta de modelo integrado de los procesos de indagacion i de modelizacion matematica. (Sala
Sebastia, Barquero, et al., 2021). Traduccion propia.
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Criterios de idoneidad didactica

Los Criterios de Idoneidad Didéctica (en adelante CID) del Enfoque Ontosemiotico (EOS)
son pautas para disefiar, valorar y mejorar las actividades de aprendizaje con la finalidad que
tengan una alta idoneidad didactica. Son un constructo que nace de los consensos existentes en la
comunidad educativa sobre como deberia ser una buena ensefianza de las matematicas y, por
tanto, se ha observado en numerosas ocasiones que docentes que no han sido formados
previamente en el uso de los CID reflexionan sobre la propia practica docente haciendo uso
implicito de ellos (Breda et al., 2018).

Los CID valoran seis idoneidades, ddndose especial importancia al equilibrio entre ellas al
disenar una secuencia didactica: idoneidad epistémica (que las matematicas que se ensefian sean
de calidad), idoneidad cognitiva (que los conceptos matematicos sean significativos para el
alumnado y adecuados a sus conocimientos previos), idoneidad interaccional (que la ensefianza
promueva interacciones para identificar y resolver los conflictos semidticos potenciales),
idoneidad mediacional (que la ensefianza se adecue a los recursos disponibles), idoneidad
afectiva (que se promueva la motivacion e implicacion del estudiante) e idoneidad ecoldgica
(que la ensenanza se adecue al proyecto educativo y al curriculo) (Godino & Burgos, 2020).

Diseiio de la secuencia didactica y plan de implementacion

El disefio de la secuencia didéctica se ha apoyado en la aplicacion de los Criterios de
Idoneidad Didactica para garantizar un disefio que implique una alta idoneidad didéctica. Por
ejemplo, en relacion con la idoneidad afectiva, la secuencia disefiada se basa en un contexto
historico, concretamente arqueoldgico, proximo y significativo para los estudiantes, como se
detallara a continuacidn, que actuara no s6lo como una excusa para el planteamiento del
problema a resolver, sino como una fuente esencial de datos a partir de la cual realizar hipotesis
y sacar conclusiones justificadas relevantes para la indagacion y modelizacion que se lleve a
cabo.

La secuencia didactica se implement6 en febrero de 2023 en un curso de 1° de Educacion
Secundaria Obligatoria (12-13 afos) de una escuela concertada en la ciudad de Badalona
(Catalunya, Espana); participaron en ella los 93 alumnos de los tres grupos clase del curso. Los
participantes trabajaron en equipos de investigacion colaborativos de 5 componentes,
organizados considerando ciertas responsabilidades rotativas a lo largo de las sesiones de
implementacion. La escuela, que tiene dos edificios (uno para la etapa de infantil y primaria, y
otro para la etapa de secundaria y bachillerato), tiene que hacer obras para reforzar el muro que
rodea el patio del edificio de primaria; este edificio estd situado justo delante del Museu de
Badalona, un museo bajo el cual se encuentran parte de las ruinas de la antigua ciudad romana de
Baetulo (nombre romano de la ciudad de Badalona). Ademas, dado el desnivel de la calle, el
patio que queda rodeado por el muro que hay que reforzar estd por debajo del nivel de la calle
que separa la escuela del museo. Hasta este punto, toda la situacion es real, y la gran mayoria de
los alumnos de 1° de secundaria la conocen, ya que cursaron primaria en la escuela; las obras que
se estan llevando a cabo en el muro, ademas, se ven desde la calle.
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La situacion problemadtica que se plantea es que, en el momento de excavar para reforzar
los cimientos del muro, se han encontrado unos trozos de ceramica que claramente podrian
corresponder a objetos incompletos con forma de cuerpos de revolucion (platos, cuencos,
jarrones). Se dice a los participantes que se comunico el hallazgo al Museu y que éste que envio
un par de técnicos en arqueologia a documentar las piezas y elaborar un primer informe
arqueoldgico. A partir de aqui, se les explica que las piezas han sido cedidas temporalmente a la
escuela que, aprovechando que el alumnado de 1° de secundaria ha estado estudiando las
caracteristicas de la sociedad romana y el proceso de romanizacion de Catalunya (Espafia),
encarga a las clases de 1° de secundaria que investiguen el origen de las piezas.

Para llevar a cabo la implementacion de la secuencia didéctica se ha contado con la
colaboracion de arquedlogas del Museu, que ha cedido algunas piezas auténticas de ceramica
romana que no estan actualmente en exposicion (estan habitualmente guardadas en el almacén
del Museu) y que retinen suficientes caracteristicas observables para que los estudiantes puedan
deducir (a través de sus conocimientos previos sobre la sociedad romana y sobre la antigua
ciudad de Baetulo en particular, o bien a través de fuentes documentales accesibles que pueden
consultar) el periodo concreto en que fueron hechas, asi como, sus usos (doméstico, religioso,
social), la clase social a la que pertenecieron sus duenos, etc. Con el asesoramiento del Museu se
establecieron algunos protocolos para del trato que deben tener las piezas (solamente pueden
tocarse con guantes, por ejemplo). Para una simulacion creible del hallazgo se realizé un informe
preliminar imitando los informes reales que hace el equipo de arquedlogos del Museu
habitualmente, se facilitaron fotografias del proceso de la extraccion de las piezas del yacimiento
descubierto, asi como, otros objetos contextuales que pueden arrojar luz sobre su origen, etc. El
problema planteado utiliz6, pues, el contexto histdrico y arqueoldgico como fuente basica para
promover el proceso de indagacion, y remitid a un contexto proximo a la vida cotidiana de los
alumnos (el hallazgo es verosimil y se ha hecho en un lugar donde que jugaban hasta hace pocos
meses), de modo que puede ser altamente motivador. En una de las sesiones los participantes
tuvieron que fechar los objetos utilizando pruebas de carbono 14 simuladas (con el consecuente
uso del significado de las graficas de tipo exponencial y familiarizdndose con el uso de
Geogebra) y elaborar modelos tridimensionales de los objetos completos a partir de los trozos de
ceramica encontrados. Para ello, trabajaron con diversas hipotesis sobre la reconstruccion de los
objetos en su estado original, a partir de los trozos de cerdmica encontrados. Asi pues,
completaron los distintos cuerpos de revolucion aplicando las propiedades geométricas del
circulo. Posteriormente, vectorizaron el objecto utilizando el programa Tinkercad para asi
reproducirlo a partir de impresion 3D con el objetivo de poder exponer las piezas y todo su
proceso de indagacion. Finalmente, los distintos grupos acudiran al Museu a presentar sus
informes para poder contrastar el trabajo que han hecho con el que hacen los expertos
arqueologos, pudiendo visitar el laboratorio de restauracion del Museu (no abierto al ptblico) y
observando coémo se trabaja en la restauracion de piezas de ceramica romana.

Los equipos de investigacion tuvieron que documentar todo el proceso realizado
emitiendo informes que fueron contrastando en puestas en comun programadas con los otros
equipos. El proceso de implementacion de la secuencia y el analisis de los datos obtenidos esta
reflejado en la Tabla 1.
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Tabla 1

Planificacion de los pasos de la implementacion de la secuencia diddctica (elaboracion propia)

MOMENTO

DATOS

INSTRUMENTOS

Previo a la implementacion: disefio de la secuencia
didactica.

Sesion 1: Presentacion del caso

Se presenta el hallazgo de las piezas de ceramica a los
alumnos (de forma conjunta el director de la escuela y
un arquedlogo/a del Museu). Los estudiantes se
plantean preguntas acerca de los objetos encontrados
para determinar qué informacion puede buscar y

D1. Evidencias de la
competencia de indagacion
matematica del alumnado.
D2. Evidencias de la
competencia de

11. Observacion directa de las
sesiones i toma de notas.

12. Grabacidn de las sesiones.
13. Producciones del

. : modelizacion matematica alumnado.

descubrir, y comprueban el mapa de la antigua Baetulo del alumnado

para saber qué habia en el lugar del hallazgo. )

Sesion 2: Datacion de las piezas

El informe preliminar del Museu afirma que junto a las I

piezas se han encontrado restos de materia organica y Dl1. 12'

contiene la concentracion de carbono 14 de estos D2. 13'

restos, que se usara para la datacion de las piezas a ’

partir de graficos con Geogebra.

Sesion 3: Caracteristicas y origen

Los estudiantes llevan a cabo una investigacion sobre I

los usos y tipos de ceramicas del periodo romano en el D1. 12'

que se han fechado las piezas, comparan con lo que D2. 13'

pueden observar de éstas y elaborar y contrastan ’

hipotesis hasta llegar a un consenso.

Sesion 4: Descubrimos la figura original

Utilizando propiedades geométricas del circulo y los DI I1.

cuerpos de revolucion, los estudiantes descubren la D2. 12.

forma y las dimensiones originales de las piezas ' 3.

encontradas.

Sesion 5: Disefio y reconstruccion de las piezas

Con la informacion obtenida en la sesion anterior y el DI I1.

uso de programas de diseflo accesible, los estudiantes D2' 12.

elaboran un modelo informatico 3D de la pieza con ' I3.

Tinkercad, que se imprimira en 3D.

Sesion 6: Visita al Museu, informe y exposicion

Con toda la informacion recogida, se visita el Museu

para contrastar los hallazgos y pedir asesoramiento. Se DI I1.

ofrece una exposicion abierta a la ciudad para que todo D2' 12.

el mundo que quiera pueda ver las piezas encontradas ' 13.

y los modelos que reproducen el original, asi como la

informacion encontrada por los estudiantes.
14. Herramientas de
coevaluacion y
autoevaluacion que fomenten

DI la metacognicion del
Posterior a la implementacion: reflexion del alumnado D2. alumnado.

sobre el propio proceso de aprendizaje, realizacion de
entrevistas semiestructuradas con el alumnado y el
profesorado, grupos de discusion con los docentes
participantes

D3. Evidencias del
desarrollo de la
competencia de reflexion
del profesorado sobre su
propia practica.

I5. Grabacion, transcripcion
y notas de las entrevistas con
el alumnado.

6. Grabacion, transcripcion
y notas de les sesiones de
grupos de discusion.

I5. Grabacion, transcripcion
y notas de las entrevistas con
el profesorado.

Comunicacion, Media inferior

XVI CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.

84



Competencias de indagacion y modelizacion matemdtica en contextos historicos en primaria y secundaria

Una vez implementada esta secuencia didéctica, se organizard un grupo de discusion para
estudiar los aspectos de reflexion sobre la propia practica del profesorado que puedan emerger y
poder relacionarlos con los Criterios de Idoneidad Didactica.

Del analisis de los datos recogidos en la implementacion, se espera poder obtener
resultados acerca el desarrollo de los procesos de indagacion y modelizacion matematica por
parte de los participantes que permitan identificar los subprocesos comunes a ambos. De este
modo, con los datos analizados y contemplando las caracterizaciones de las competencias de
modelizacion y de indagacion (Sala Sebastia, 2016) se espera poder proponer una primera
caracterizacion de la competencia conjunta de indagacion-modelizacion matematica (que seria
refinada en posteriores trabajos) para las fechas del CIAEM.
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Resumo

Neste trabalho abordamos o tema funcao e os possiveis obstaculos para sua
compreensdo. Exploramos a questdo das concepgdes alternativas no processo ensino-
aprendizagem deste topico e como elas se manifestam no ensino formal. O objetivo
do trabalho ¢ procurar esclarecer como, a partir do conhecimento das concepgdes
alternativas, o professor pode iniciar o processo para o correto entendimento desse
conceito pelo estudante. No primeiro dia de aula, foi feita uma pergunta para duas
turmas de Calculo II e uma de Calculo I da Universidade do Estado do Rio de Janeiro
sobre o que os estudantes entendiam por fung¢do. O resultado mostrou que a maior
parte dos alunos ndo construiu corretamente esse conceito no Ensino Basico.

Palavras-chave: Educagao Matematica; Fung¢des; Calculo; Concepcdes Alternativas;
Educagao Universitaria.
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Concepgoes alternativas sobre o conceito de fun¢do

Concepcoes Alternativas

Em Matematica e em diversos campos das Ciéncias da Natureza, o questionamento aos
estudantes pelo professor, em especial quando um contetido novo ¢ introduzido, desempenha um
importante papel no processo ensino-aprendizagem. A resposta desse estudante, em geral, ¢ dada
a partir do conhecimento adquirido, ndo s6 na escola, mas, principalmente, por meio de suas
experiéncias didrias (Ruberley & Nardi, 2015).

Obviamente, esse conhecimento ¢ repleto de imprecisdes e informagdes, de fato incorretas,
baseadas muitas vezes no chamado “senso comum” (Santos, 1998). Essas concepgdes foram
bastante exploradas na Fisica, em especial na década de 1980, e eram denominadas “concepgoes
espontaneas” (Hoffmann et al., 2017). Neste trabalho, abordamos essa forma de pensamento no
campo da Matematica e nos referiremos a ela como concepgao alternativa (CA).

O educador tem que estar atento as CAs, uma vez que se constituem em um obstaculo na
correta compreensao dos conceitos cientificos (Nardi & Gatti, 2004). Dessa forma, convém
explorar esse tipo de pensamento, explicitando suas falhas e limitagdes, no sentido de colocar o
raciocinio do aluno na dire¢ao dos modelos ¢ conceitos cientificos atuais (Carvalho, 1989).

Em Matematica, especialmente, o entendimento correto e preciso de um determinado
conceito ¢ fundamental para se avangar em qualquer de seus ramos de estudo. Assim, também
em Matematica, um caminho possivel a ser adotado pelo professor ¢ confrontar as CAs com os
conceitos tidos como corretos. Mas, para superar os obstaculos estabelecidos pelas CAs e
desenvolver em seus estudantes uma visao critica do conteudo estudado, um ponto de
fundamental importancia ¢ que os professores tenham um dominio muito bom desses contetidos
(Delizoicov & Angotti; Pernambuco, 2011). Deve ser destacado que, nesse ponto, tem-se uma
situagdo que nem sempre € de facil solucdo, e requer um grande esforgo por parte dos
professores, uma vez que estes, como qualquer pessoa, trazem consigo CAs em diversas areas do
conhecimento para a sala de aula (Sanmarti, 2014).

Conceito de Funciao

Lima e Ersching (2016) apontam a necessidade de desenvolver as habilidades cognitivas
do individuo em aprender Matematica e, afirmam ainda os autores, ndo se trata apenas de ter
habilidade nas operagdes matematicas pois existem instrumentos para auxilid-lo. Segundo os
autores, “desafios matematicos exigem habilidades para soluciona-los de forma ‘pensante’, pela
tomada de decisoes, pela definicao de estratégias a seguir para a resolucao de problemas com
perspectiva critica” (Ramos, 2004 como citado em Lima & Ersching, 2016, p. 1). Por isso, eles
acreditam que a capacidade cognitiva de assimilar conceitos ¢ um dos fatores preponderantes no
ensino-aprendizagem em Matematica (Lima & Ersching, 2016, p. 1).

O conceito de fun¢do ¢ um dos mais importantes em Matematica e estd presente em

diversas areas do conhecimento. No entanto, nota-se uma grande dificuldade por parte dos
estudantes em conectar esse topico a situagdes de seu dia a dia (Barreto, 2008).
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O estudo de fungdes pode ser interpretado como o estudo de correspondéncias entre
grandezas variaveis. Formalmente, dados dois conjuntos X e Y, ndo vazios, uma fungdo ¢ uma lei
que associa a cada elemento de X um tnico elemento de Y (Apostol, 1976). Uma funcgao pode ser
representada por uma tabela, um grafico, uma regra verbal ou na forma de uma expressio
algébrica. E interessante apresentar a fungdo com o uso dessas representagdes a fim de tornar
mais ampla a compreensao desse conceito.

Apesar da importancia da fun¢do como instrumento para o estudo quantitativo de
fenomenos de diversas areas cientificas, este ¢ um conceito de dificil compreensdo para os
estudantes do Ensino Basico, dado seu aspecto abstrato. Um dos caminhos para superar tal
dificuldade ¢ adiar a introdu¢ao do simbolismo algébrico, dando preferéncia a uma abordagem
mais concreta, através de uma “fundamentacdo verbal e de uma simboliza¢ao gradual” (Schoen,
1995, p. 138). De forma similar, a teoria historico-cultural de Vigotsky refor¢a o uso de simbolos
para assimilag@o de conceitos cientificos. Os conceitos cientificos, diferentemente dos conceitos
formados no cotidiano, sao adquiridos em processo que comeca na generalizagao (abstrato) e
termina em situagdes especificas (concreto). O processo € orientado e organizado pelo educador -
por meio de simbolos escritos, conhecimentos dos atributos essenciais relacionados ao conceito
etc. (Talizina, 1988 como citado em Pacheco & Nufiez, 1998). Acreditamos que o processo de
ensino de conceitos cientificos deve ser realizado de forma gradual, em que se pese o
conhecimento anterior do educando.

Ha mais de trinta anos, Ponte (1990) ja nos indicava a necessidade de introduzir o conceito
de fun¢do no curriculo da Escola Basica em Portugal. Para compreender a forma de ensino de
funcao, Ponte (1990) expde como foi o desenvolvimento do conceito a partir da Idade Moderna.
Segundo o autor, “o seu surgimento como conceito claramente individualizado e como objecto
de estudo corrente em Matematica remonta apenas aos anos finais do Século XVII” (Ponte,
1990, p. 3). Ele dialoga com Klein que, no inicio do século XX, argumentou que “a noc¢ao de
funcdo devia estar presente em todo o ensino da Matematica” (Ponte, 1990, p. 6).

Tragando um esboco de como a fun¢do foi pensada pelos matematicos, Ponte elenca trés
elementos essenciais na formagao do primitivo conceito de funcao (Ponte, 1990, p. 5):
a. anotagdo algébrica;
b. arepresentagdo geométrica;
c. aligacdo com os problemas concretos da Fisica.

Em identidade com esses elementos, podemos considerar, na atualidade, uma prevaléncia
do ensino-aprendizagem de func¢do a partir de um deles, em detrimento do ensino do conceito.
Para Ponte (1990), busca-se ensinar a ideia de fun¢do ainda no Ensino Fundamental,
correspondente ao 3° Ciclo (Escola Primaria) em Portugal, seja por diagramas de Venn,
maquinas de transformacao, ou exercicios para calcular o valor inverso de um dado ponto do
conjunto imagem. Entretanto, “[...] essas classes de fun¢des (como exemplos dados) nao
possuem quaisquer aplicagdes significativas nem propriedades interessantes. Trata-se apenas de
versdes fortemente trivializadas de um conceito matematico” (Ponte, 1990, p. 7-8). E quando o
autor aponta para a trivializa¢do no ensino que, certamente, ndo contribui para a aprendizagem
do conceito de funcao. Segundo o autor, “o problema da trivializagdo ndo tem solugao facil. Ele
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tem de ser enfrentado qualquer que seja a abordagem. E um problema muito sério porque fornece
aos alunos uma imagem distorcida da Matematica” (Ponte, 1990, p. 7).

Atualmente, no Brasil, o Ensino Médio, ultima etapa da Escola basica para ingresso na
universidade, ¢ norteado pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), mais novo documento
normativo que norteia o conhecimento minimo a ser seguido pelas escolas brasileiras de forma a
garantir o direito a aprendizagem e a formacao integral do estudante. No que diz respeito a
Matematica, a BNCC parte da hipotese de que a aprendizagem estd fortemente ligada a
compreensao dos objetos matematicos, bem como de suas aplicacdes. A BNCC frisa que o
desenvolvimento do pensamento matematica deve ser embasado por sete ideias fundamentais.
Segundo a BNCC:

[...] os diferentes campos que compdem a Matematica reinem um conjunto de ideias fundamentais
que produzem articulagdes entre eles: equivaléncia, ordem, proporcionalidade, interdependéncia,
representagdo, variagao e aproximacdo. Essas ideias fundamentais sdo importantes para o
desenvolvimento do pensamento matematico dos alunos e devem se converter, na escola, em objetos
de conhecimento (Brasil, 2018, p. 268).

Ainda, de acordo com a BNCC (Brasil, 2018), fungdo ¢ um objeto de conhecimento que se
destaca nas habilidades de interpretar e compreender situagcdes em diversos contextos; de propor
acoes a partir desse conhecimento matematico; de resolver problemas e analisar suas solugdes;
de utilizar diferentes registros de representagdo matematicos; de identificar padrdes e criar
relagdes entre entes matematicos; de investigar conjuntos de dados (Brasil, 2018).

Concepgoes alternativas sobre o conceito de funcio

As concepgdes alternativas em Matematica sao menos comuns de se revelarem quando
comparadas com as ciéncias da natureza, pois grande parte dos conceitos matematicos envolvem
um grau razoavel de abstragdo e ndo estao diretamente ligados as observacgodes do dia a dia dos
estudantes. O caso do conceito de fungdo ndo ¢ diferente, uma vez que “localiza-se num patamar
que vai além da compreensao dos fendmenos a que se aplica, pois pode generaliza-los e resolver
varios problemas fora do mundo tangivel, num mundo de abstra¢cdes muito proprias da
Matematica” (Zuffi & Pacca, 2002).

As concepgdes dos estudantes acerca de um conceito matematico abstrato, como o de
fungdo, podem e devem ser estudados no sentido de conduzi-los ao correto entendimento desse
conceito, porém € necessario que anteriormente tenha sido feita a sua introducao formal.
Conforme ja citado, muitas vezes, o professor recorre ao que Ponte (1990) chama de
trivializagdo, que significa montar uma versao ultrassimplificada, de um determinado conceito,
na tentativa de aborda-lo de forma mais concreta ou intuitiva. Como exemplo, pode-se citar a
analogia estabelecida entre funcdo e uma maquina que transforma elementos de um dado
conjunto em elementos de outro. No entanto, essa abordagem nao ¢ capaz de transmitir o
conceito correto em toda a sua dimensao. Muitas vezes, ela pode se tornar, em um segundo
momento, um obstaculo ao pleno desenvolvimento do assunto, deixando o estudante preso a uma
ideia limitada do que ¢ funcao.

Tendo em mente essa dificuldade, procuramos entdo conhecer as ideias prévias sobre o
conceito de funcao dos estudantes de Calculo de algumas turmas de periodos iniciais dos cursos
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de Fisica e Engenharia da Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ). Na primeira aula
de Calculo I e Calculo II das turmas de Engenharia e Fisica foi feita a seguinte pergunta: “O que
vocé entende por fungao?”.

Resultados e consideracoes finais

A analise de dados nessa pesquisa qualitativa seguiu a técnica de Analise de Contetdo
(Bardin, 2022). O corpus textual ¢ composto por 28 respostas da turma de Calculo I e 46 da
turma de Calculo II. E mostrada na Figura 1 o conjunto categorial formado por: (a) nenhum ou
pouco entendimento; (b) fungcdo como transformacdo — maquina; (c) fungdo como equagao; (d)
fungdo como relagdo entre dois conjuntos; (e) fungdo como grafico; (f) definicao de fungao.

O que vocé entende por fungao?
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Figura 1. Resultados.

A pesquisa mostra um resultado surpreendente em que apenas 1 aluno em 74 deu a
definicdo correta de funcdo, ressaltando que 45, que ja haviam sido aprovados em Célculo I, ndo
tém entendimento satisfatorio sobre o que ¢ funcao. Outro resultado alarmante ¢ que 8 dos 28
estudantes de Célculo I e 19 dos 46 de Calculo II demonstraram pouca ou nenhuma compreensao
do que ¢ func¢do. Por exemplo, “funcdo ¢ o artificio utilizado para resolver as variaveis” e “contas
para facilitar a Matematica”. Dentre as 12 respostas, 6 de cada disciplina, que associam funcdo a
ideia de maquina, vale destacar a seguinte: “como uma maquina que recebe valores e retorna
outros valores”. Essa resposta ¢ um exemplo do que Ponte (1990) chama de “trivializacdo” da
Matematica no Ensino Bésico.

Podemos resumir o resultado obtido em uma palavra — fracasso. Todos os respondentes
estudaram funcdo durante quatro anos no Ensino Bésico, a maioria mais um semestre na primeira
disciplina de Calculo e, ainda assim, nao conseguiram aprender o conceito. Estamos convictos da
necessidade de trabalhar as concepgdes alternativas em sala de aula em todos os niveis de ensino
e, a partir dai, direcionar o processo de ensino-aprendizagem para o correto entendimento do
conceito de fun¢do. Acreditamos na necessidade de ampliar a amostra de dados para realizar uma
analise mais aprofundada do tema, o que pretendemos realizar em breve.
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Resumen

En esta comunicacion mostramos parte de los resultados del analisis de una sesioén
perteneciente a una investigacion mas amplia. Nuestro objetivo es describir las
evidencias del uso de la variable en relacion funcional encontradas en un grupo de 24
alumnos de 5° curso de educacion primaria (10-11 afios) al comparar funciones. Para
alcanzar este objetivo, realizamos un estudio de naturaleza exploratoria y descriptiva
y hacemos uso de un modelo de anélisis de elaboracion propia confeccionado a partir
del Modelo 3UV propuesto por Ursini y Trigueros (2006). La recogida de
informacion se realiza mediante audio, video y por escrito. Entre los resultados
obtenidos destacamos que, al resolver esta tarea de comparacion de funciones, hay
conceptos como el dominio que los alumnos ponen en juego al poner de manifiesto
los aspectos caracteristicos que el Modelo 3 UV propone para el uso de la variable
estudiado.

Palabras clave: Didactica de la Matematica; Educacion Primaria; Ensefianza
presencial; Investigacion Educativa; Pensamiento Algebraico; Pensamiento
Funcional; Variable; Conceptualizaciones de la Variable; Representacion.

Introduccion y antecedentes

El pensamiento algebraico, segiin Radford (2012), es una forma particular de reflexionar
en la matematica y es considerada una practica cognitiva mediada por signos. Este autor
considera que la naturaleza del pensamiento algebraico emerge en los estudiantes como una
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forma especifica en la cual ellos actuan conceptualmente, con el propoésito de llevar a cabo
acciones requeridas para la generalizacion de tareas.

El pensamiento algebraico y el pensamiento funcional (Cafiadas y Molina, 2016), estan
presentes hoy dia en los documentos curriculares de primaria en diferentes paises (Morales et al.,
2018), incluido Espaifia (Real Decreto, 2022). En Kieran (2022) se realiza una revision de
investigaciones previas sobre pensamiento algebraico en edades tempranas, y coinciden en la
necesidad de profundizar en dicho pensamiento por parte de los estudiantes de primeras edades.

Este estudio lo centramos en el concepto de variable y en sus formas de representacion, y
justificamos su importancia con base en todo lo anterior. Vamos a dar respuesta con este trabajo
a preguntas como ;Qué observamos sobre la interpretacion de la variable en relacion funcional?
(Qué representaciones usan los alumnos para representar la variable? En todo momento con el
objetivo de describir las evidencias del uso de la variable en relacion funcional encontradas en un
grupo de 24 alumnos de 5° curso de educacion primaria (10-11 afios) al comparar funciones.

Pensamiento Funcional

Autores como Dubinsky y Harel (1992), sefialan que la idea de funcidn es considerada una
de las mas importantes en la matematica y, por lo tanto, se ha de tomar como eje central de la
educacion matematica. Como sefialan Caniadas y Molina (2016), cuando el foco matematico del
pensamiento algebraico se situa en las funciones, se habla del enfoque funcional del early
algebra. Estas mismas autoras describen el pensamiento funcional como “un componente del
pensamiento algebraico basado en la construccion, descripcion, representacion y razonamiento
con y sobre las funciones y los elementos que las constituyen” (p. 211), el cual es beneficioso
para los estudiantes por su conexion con otros contenidos matematicos, otras areas de
conocimiento y cursos educativos superiores. Dentro del marco de la propuesta early algebra,
existen estudios que evidencian que los nifios presentan capacidades relacionadas con el
pensamiento funcional desde cursos tempranos (Blanton y Kaput, 2011), lo cual potencia la
viabilidad de que este pensamiento sea nutrido por el curriculo y por la ensenanza. Cabe destacar
que dentro del pensamiento funcional es de suma importancia el significado que se le da tanto a
la variable, como a su representacion.

La variable

El pensamiento funcional depende de la comprension de ciertas ideas clave, de entre las
cuales la variable es fundamental. El concepto de variable es problematico para los estudiantes
debido a que se utiliza con diferentes significados (Schoenfeld y Arcavi, 1988). Por su parte,
Ursini (1994) considera que en el dlgebra elemental aparecen esencialmente tres usos de la
variable: (a) incognita especifica, (b) nimero general y (c) relacion funcional. Con base en esta
ultima idea, la investigacién mas amplia de la que forma parte este estudio, la centramos en la
identificacion de estos tres usos de la variable.

Asi pues, apoyaremos nuestro estudio en un modelo que ayuda a la identificacion de estas
tres interpretaciones: el Modelo 3UV. Este modelo fue propuesto por Ursini y Trigueros (2006),
y en €l se presenta una descomposicion del concepto de variable en el cual se incluyen, la
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capacidad de interpretacion, simbolizacion y manipulacion de cada uno de los tres usos de la
variable considerados. Segun este Modelo, la interpretacion de la variable en relacion funcional
se identifica mediante los siguientes aspectos caracteristicos:

F1: reconocer la correspondencia entre cantidades en sus diferentes representaciones:
tabla, grafica, problema verbal o expresion analitica (interpretar);

F2: determinar los valores de la variable dependiente cuando se conocen los de la
variable independiente (interpretar y manipular);

F3: determinar los valores de la variable independiente cuando se conocen los de la
variable dependiente (interpretar y manipular);

F4: reconocer la variacion conjunta de las variables que intervienen en una relacién
en cualquiera de sus formas de representacion (interpretar);

F5: determinar los intervalos de variacion de una de las variables cuando se conocen
los de la otra (manipular);

F6: expresar una relacion funcional de manera tabular, grafica y/o analitica, a partir
de los datos de un problema (simbolizar).

Las acciones que vienen entre paréntesis se corresponden con la modificacion realizada al
Modelo 3UV y explicada més adelante en la metodologia.

Por otro lado, segin Smith (2017), existen tres tipos de relaciones en las funciones lineales
que involucran valores de las variables, y estas son la recurrencia, la correspondencia y la
covariacion, y considera que hay evidencia de relacion funcional cuando se observan en las
respuestas de los alumnos las relaciones de correspondencia o covariacion.

Los sistemas para representar cantidades indeterminadas y relaciones funcionales son
variados, entre ellos encontramos el lenguaje natural, tablas, graficos, simbolos algebraicos o
representacion pictorica. Radford (2012) habla también de formas de imaginacion sensitiva,
gestos, tacto y acciones reales con signos y artefactos culturales.

Metodologia

Tomamos para este trabajo una sesion dentro de un experimento de ensefianza, sobre la que
realizamos un estudio de naturaleza exploratoria y descriptiva (Cortés e Iglesias, 2004).
Llevamos a cabo este estudio con un grupo de 24 estudiantes de quinto de educacion primaria
con edades comprendidas entre los 10 y 11 afios, y concretamente en esta sesion se les propuso
una tarea escrita, de respuesta abierta, sobre la comparacion de las funciones 2x y 3x-7,
elaborada ad hoc por los investigadores. Dicha tarea es la siguiente:

Juan tiene ahorrado algo de dinero (solo tiene euros, no céntimos). Su abuela, como
recompensa por un trabajo que le ha hecho, le ofrece dos tratos: te doblo tu dinero o te triplico
tu dinero y tu me das 7 euros.

Juan quiere elegir el mejor trato. ;Qué debe hacer? Ayudale a elegir el mejor trato. ;Hay algun
trato que sea siempre el mejor? ;Por qué?
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Con tus compaiieros de equipo resume vuestras conclusiones en la cartulina. Luego utilizaréis la
cartulina para explicar vuestras conclusiones al resto de la clase.

Hubo varias fuentes de informacion: ficha de trabajo y cartulina escrita, y
videograbaciones y audiograbaciones de las sesiones.

Para caracterizar las respuestas y analizar mas especificamente como los alumnos
interpretaron, simbolizaron y manipularon, realizamos una ampliacion del Modelo 3UV. Esta
ampliacion anade la asignacion de cada uno de los aspectos caracteristicos de la interpretacion de
la variable analizada con uno de estos tres conceptos vistos como acciones, a saber: manipular,
simbolizar o interpretar. Esta asignacion aparece mas arriba en el apartado anterior y la
realizamos en funcion de la accién que, como investigadores, consideramos que se desarrolla con
cada uno de los items del modelo.

Organizamos la clase en 5 grupos, y asignamos una letra a cada uno, por lo que tenemos
los grupos A, B, C, D y E. De cada grupo tenemos un video de la presentacion final, (excepto del
Grupo E) y luego varios videos, de unos grupos una cantidad y de otros otra, de la realizacién de
la ficha y la cartulina. Principalmente lo que analizamos fueron las transcripciones de todos los
videos de los distintos grupos participantes, atendiendo a expresiones, lenguaje y también a los
gestos, ademas de las cartulinas realizadas por cada grupo.

Resultados

Comenzamos mostrando que, al resolver esta tarea de comparacion de funciones, los
estudiantes pusieron en juego algunos conceptos asociados a la relacion funcional.

RELACION

FUNCIONAL

/ | SIMBOLIZA CION | \
MANIPULACION Im‘ INTERPRETACION
l—- | RELACION ENTRE VARIABES: COVARIACION o CORRELACION
| mexmFIcacioN v DEPENDENTE |
\ ERBAL .

| mENTFICAcioNy. DDEPENDENE. |

Figura 1. Mapa Conceptual Resultados.

Dentro de la accion de manipulacion se identifico la aproximacion al concepto de dominio.
Con este hacemos alusion a las aportaciones de los alumnos que evidenciaron la identificacion
por parte de los mismos de los valores que puede tomar la variable independiente de cada
funcion involucrada. Este item lo incluimos dentro de la accion de manipular puesto que los
alumnos lo que hacian era manipular una y otra vez la relacion funcional, probando, para ver los
valores que sus variables podian tomar. Una evidencia en relacion a este concepto es la siguiente:
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- si tuviera menos de 2 euros no podria elegir el 2° porque no tiene 7 euros. Aqui podrian
estar estableciendo que Dom(y = 3x — 7) = {x €Z / x = 2}. (Transcripciones Grupo A).

Las diferentes formas encontradas de representar la variable y la relacion funcional fueron
representacion simbolica, representacion pictdrica y representacion verbal o natural. La
representacion verbal o natural fue la mas identificada. En los videos y en las producciones
escritas se evidencia que esta es la forma principal mediante la cual el alumnado expresé y se
comunico con el pensamiento funcional en lo cual coincidimos con Radford (2012). Un ejemplo
de esta representacion es el siguiente:

- Por ejemplo, si tiene 100 euros y lo multiplica por 3 te sale 300 y si le restas 7 te sale
293. (Transcripciones Grupo D).

La representacion simbolica se identifico siempre que se hizo uso de letras o simbolos para
representar la variable, como se puede ver en la Figura 2.

Figura 2. Representacion simbolica Grupo D

La representacion pictérica se identifico siempre que se hizo uso de los dibujos para
representar la variable. Esta ultima Gnicamente se identificd en un caso, que se puede ver en la
Figura 3.

Figura 3. Representacion pictorica Grupo E.

Y terminamos con la accion de interpretar, en la cual aparecen tres conceptos, a saber: la
relacion entre variables, la identificacion de la variable dependiente y la identificacion de la
variable independiente. En el primero de estos items identificamos dos tipos de relacion, la
covariacion y la correlacion. Evidencias de estos tipos de relacion son:
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- Depende del dinero que tenga. (Covariacion: Grupo E).
- Por ejemplo, si tiene 100 euros y lo multiplica por 3 te sale 300 y si le restas 7 te sale 293.
(Correlacion: Grupo D).

Los ultimos dos conceptos los consideramos en total relacion con este Gltimo, siempre que
se identifica la relacion entre variables se va a identificar al menos una de las variables, y va a
surgir la necesidad de identificar qué variable es la dependiente en el problema (en el ejemplo de
covariacion del grupo E estan identificando que la variable independiente es el dinero que tiene).

Conclusion

El analisis del concepto de variable en esta tarea de comparacion de funciones pone de
manifiesto que los alumnos son capaces de interpretar la variable en relacion funcional y que
surgen conceptos matematicos en el proceso. Estos conceptos matematicos son el dominio, la
representacion simbolica, la pictoria, la verbal, ademas de las relaciones de correlacion y
covariacion y la identificacion tanto de la variable dependiente como de la independiente. Asi, en
base a lo defendido por Smith (2017) e indicado en los antecedentes, podemos afirmar que se
evidencia relacion funcional entre estos alumnos de quinto de primaria. Como conclusion final
afirmamos que prestamos el apoyo a todos los autores mencionados que defendian que los
alumnos a esas edades son capaces de pensar algebraica y funcionalmente, aunque cierta parte de
la comunidad docente considere lo contrario.
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Resumen

Se identifican, analizan e interpretan los conocimientos que un profesor de
matematica, del ciclo basico universitario, utiliza para reconocer como los
estudiantes aprenden ecuaciones lineales con coeficientes racionales. La
investigacion es de caracter cualitativo naturalista interpretativa. Considerando el
modelo MTSK, se encontr6 que el profesor, en primer lugar, evidencia un
conocimiento de las dificultades asociadas al aprendizaje de las ecuaciones lineales
con coeficientes racionales; en segundo lugar, hace uso del error para asi lograr una
mejor comprension conceptual y procedimental entre sus estudiantes, aprovechando
el error como recurso para el aprendizaje y por ultimo, posee una teoria personal
sobre el uso de las igualdades numéricas que utiliza para generar en sus estudiantes
aprendizajes de tipo algebraico.

Palabras clave: Conocimiento especializado del profesor; MTSK; Conocimiento

didactico del contenido; Conocimiento del aprendizaje de las matematicas;
Ecuaciones lineales con coeficientes racionales.
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Introduccion

El presente escrito es parte de una investigacion mas amplia en la que se estudia el
conocimiento didactico del contenido del profesor de matematica en un contexto de educacion
superior; para el caso que interesa, la atencion se centra en analizar los conocimientos que un
profesor de matematica utiliza para reconocer los procesos de aprendizaje de sus estudiantes del
ciclo basico universitario. Por ello se ha dirigido la mirada hacia modelos descriptivos y
analiticos, como el del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (Mathematics
Teacher’s Specialised Knowledge) (Carrillo, et al., 2018) que permite una aproximacion a dicho
conocimiento docente. La intencion es caracterizar, por medio este modelo, los conocimientos
del profesor sobre como sus estudiantes aprenden un contenido matematico (ecuaciones lineales
con coeficientes racionales) o qué aspectos de ensefianza contribuyen a su aprendizaje.

Referentes teoricos

En los afios 80 Shulman (1986) marca de manera clara distintos conocimientos que deberia
poseer todo profesor; en particular, introdujo la idea del Conocimiento Didactico del Contenido
como fusion entre el conocimiento pedagdgico y el conocimiento del contenido, propio de la
labor docente. Luego, en la primera década de los 2000 surgen modelos como el Knowledge
Quartet (KQ) desarrollado por Rowland, Huckstep & Thwaites (2005) y el de Loewenberg Ball y
sus colaboradores, quienes presentan su modelo denominado MKT (Mathematical Knowledge
for Teaching) (Loewenberg Ball et al., 2008), con la idea de contextualizar la propuesta de
Shulman al caso del profesor de matematicas. Luego, en la década siguiente, surgen otros
modelos y entre ellos el del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK,
por sus siglas en inglés) (Carrillo et al., 2018). Este modelo permite establecer descripciones e
interpretaciones de forma organizada tomando en cuenta los multiples conocimientos
(matematico, didactico del contenido y las creencias y concepciones sobre la Matematica, su
ensefianza y aprendizaje) que intervienen en las labores de aula destinada a la ensefianza-
aprendizaje de un determinado contenido matematico.

El modelo MTSK contempla dos dominios, el Conocimiento Matematico (MK) y el
Conocimiento Didéctico del Contenido (PCK); este tltimo, hace referencia al conjunto de
conocimientos de caracter didactico que un profesor de Matematica necesita saber y poner en
practica durante la ejecucion de una sesion de aprendizaje. Este dominio se compone de tres
subdominios: conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas,
conocimiento de la ensefianza de las matematicas y conocimiento de los estandares de
aprendizaje de las matematicas.

Para responder al objetivo de esta presentacion, se centra la atencion en el subdominio
conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas (KFLM), que permite
caracterizar el conocimiento que un profesor de Matematica dispone para interpretar el proceso
de aprendizaje de sus estudiantes; esto significa que le permite precisar vacios conceptuales y
procedimentales y concepciones sesgadas en las formas de pensamiento matematico que
pudieran estar presentes en los estudiantes. En este subdominio se presentan las siguientes
categorias: conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un contenido
matematico, formas de interaccidén con un contenido matematico asociadas a su aprendizaje,
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teorias formales y/o personales de aprendizaje asociadas a un contenido matematico e intereses y
expectativas de los estudiantes. Todas estas categorias se enfocan en los conocimientos del
profesor sobre como los estudiantes aprenden un contenido matematico o qué aspectos de
ensefanza contribuyen a su aprendizaje (Carrillo-Yafez et al., 2018).

Metodologia

Esta investigacion es de tipo naturalista interpretativa (Flick, 2015) porque se estudian los
hechos tal y como sucedieron en una sesion de aprendizaje del ciclo basico universitario del area
profesional gestion empresarial y el enfoque es interpretativo porque se identifican, analizan e
interpretan las diferentes manifestaciones del conocimiento que en ¢l surgen sobre cémo los
estudiantes aprenden ecuaciones lineales con coeficientes racionales o qué aspectos de ensefianza
contribuyen a su aprendizaje durante el episodio estudiado. Para conservar el anonimato los
actores se identifican como profesor (P) o estudiante (Ei, donde i=1, 2, 3, ...). El objetivo es
caracterizar los conocimientos del profesor sobre como los estudiantes aprenden un contenido
matematico (ecuaciones lineales con coeficientes racionales) o qué aspectos de ensefianza
contribuyen a su aprendizaje. Para ello se toma en cuenta el subdominio del PCK denominado
conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas (KFLM).

De las categorias planteadas en el KFLM, se consideraron tres que surgieron en el episodio
que se presenta, estas son: conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje
de un contenido matematico, formas de interaccién con un contenido matematico asociadas a su
aprendizaje y teorias formales y/o personales de aprendizaje asociadas a un contenido
matematico.

Presentacion de los resultados y discusion

Con la intencion de identificar los conocimientos que el profesor dispone sobre como los
estudiantes aprenden ecuaciones lineales con coeficientes racionales o qué aspectos de ensefianza
contribuyen a su aprendizaje, se toma en cuenta 3 de las 4 categorias del subdominio del
conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas: conocimiento de las
fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de un contenido matematico, formas de
interaccion con un contenido matematico asociadas a su aprendizaje y teorias formales y/o
personales de aprendizaje asociadas a un contenido matematico. Se presenta a continuacion el
analisis y discusion de los resultados por cada una de las categorias ya sefnaladas.

Categoria: conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de las
ecuaciones lineales con coeficiente racional.

El profesor muestra conocimiento sobre una dificultad que manifiestan los estudiantes al
momento de resolver una ecuacion lineal con coeficientes racionales pues presenta una
resolucion que recrea un razonamiento procedimental erréneo. Dicho conocimiento podria ser
producto del analisis que el profesor ha realizado a los errores, conceptuales y procedimentales,
manifestados por los estudiantes en experiencias anteriores. Esto le permite utilizar el error como
una oportunidad de aprendizaje y asi tener un mayor acercamiento a los conceptos de interés. En
el siguiente didlogo se manifiesta lo aqui sefialado.
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P: Para concluir esta parte de recojo de saberes previos, me gustaria que me digan si la resolucion de
la siguiente ecuacion es correcta 0 no y por qué.

2 +4_3

3x —4x

mem(3;4) = 12
122 —i—4—123

.3x = .4x

8x+4 =9x
4=x

Se observa que este razonamiento erroneo consiste en multiplicar por el minimo comin
multiplo solo los términos de la ecuacion cuyos denominadores permitieron su calculo.

El profesor, con la presentacion de esa situacion, muestra de forma anticipada la manera
procedimental que ejecutan los estudiantes de forma errénea. Su conocimiento sobre la dificultad

asociada al aprendizaje de las ecuaciones lineales con coeficientes racionales se puede resumir

. . . a . . y . . .
de la siguiente manera: Si X tc= gx, siendo x la incognita y b y q distintos de cero, entonces

mcm(b; q)%x + ¢ = mcem(b; q)sx

Se pudiera considerar que el docente también conoce que esta forma errénea de resolver
una ecuacion lineal con coeficientes racionales se debe a una frase evocada por los estudiantes:
“Se divide por el de abajo y se multiplica por el de arriba”.

P: Revisen nuevamente la resolucion mostrada. ;Estara bien?

E2: Yo creo que si. Se divide por el de abajo y se multiplica por el de arriba.
Profesor: Podrias explicar en qué consiste esa frase.

E2: ;Cual frase profe?

Profesor: Esa de “divide por el de abajo y multiplica por el de arriba”.

E2: Primero se calcula el 12.

Profesor: El minimo comtn multiplo.

E2: Si, se calcula el minimo comun multiplo de 3 y de 4. Entonces 12 se divide entre
el de abajo que es 3, da 4, y 4 se multiplica por el de arriba que es 2, da 8. También
12 se divide entre 4, da 3, y se multiplica por 3 y da 9.

P: (Todos estan de acuerdo?

En el supuesto que el profesor no hubiese conocido la razén por la cual los estudiantes
interactuan de esa forma con las ecuaciones lineales, entonces con la intervencion del E2 ahora
integra a su conocimiento especializado la justificacion procedimental que siguen algunos
estudiantes en este tipo de resoluciones.

Categoria: formas de interaccion con un contenido matematico asociadas a su aprendizaje.
El profesor muestra conocimiento sobre como el error se puede usar como una estrategia
para lograr una mejor comprension conceptual y procedimental entre sus estudiantes. Con esta

estrategia toma ventaja en la atencion y tratamiento de un error, y lo usa como un recurso que
favorezca el aprendizaje significativo.
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P: ¢ Todos de acuerdo? ;Como podemos estar seguros de que la respuesta es 4?
E4: ;Reemplazando! jYa lo compruebo!

P: Por favor, todos comprueben.

E3: No me da profe. Me sale que 6,6 es igual a 3.

E2: Puede ser que sacaste mal la cuenta porque el procedimiento esta bien (esto lo
dice mirando la solucion proyectada en la pizarra).

E4: A mi me da lo mismo que a ti (dirigiéndose a E3). Me da una cosa loca.

P: Revisen nuevamente la resolucion mostrada. ;Estara bien?

Por otro lado, el profesor también muestra conocimiento sobre el proceso que siguen los
estudiantes al resolver una ecuacion lineal con coeficientes racionales: ellos interactian con la
ecuacion y consideran que su resolucion esta dada cuando la incégnita queda despejada, pero no
advierten que es importante comprobar el resultado obtenido. De alli que la intervencion del
profesor, cuando indican que la respuesta es 4, sea preguntar sobre como estar seguros de que esa
es la respuesta correcta.

E3: Si, est4 bien resuelta. La respuesta es 4.

P: ; Todos de acuerdo? ;Coémo podemos estar seguros de que la respuesta es 4?
E4: jReemplazando! jYa lo compruebo!

P: Por favor, todos comprueben.

Categoria: teorias formales y/o personales de aprendizaje asociadas a las ecuaciones
lineales con coeficiente racional.

Se puede notar que el docente conoce sobre el potencial que tiene la fase de recojo de
saberes previos para acceder a las formas de pensamientos de los estudiantes y a partir de ella
abordar el contenido: explorar preconcepciones, vacios, obstaculos y fortalezas conceptuales,
ideas matematicas, entre otros. De modo que la informacién encontrada en esta fase se convierta
en un verdadero puente para extenderse, con altos criterios de intervencion y discusion, a los
conceptos que se pretenden abordar y ensefiar. También conoce sobre la necesidad de generar
conflicto cognitivo entre los estudiantes antes de iniciar con el desarrollo de la temética
planificada en su sesion de aprendizaje.

Por otro lado, se pudiera considerar que el profesor maneja una teoria personal sobre el uso
de las igualdades numéricas para generar aprendizajes en las de tipo algebraico. Por ejemplo, si
en una igualdad numérica se multiplica algunos de sus términos por un numero K # 0, entonces
resultaria una desigualdad. Parece que esta teoria personal sirve para convencer a los estudiantes
sobre la necesidad de que el minimo comiin multiplo multiplique a todos los términos de una
ecuacion y no solo a los coeficientes cuyos denominadores generaron ese minimo comun
multiplo.

P: Tomen la igualdad 2+4=6. ;Qué ocurria si el nimero 2 se multiplica por 3?

E4: Da una cosa loca. Me da que 10 es igual a 6.

P: ;Y por qué crees que sucede eso?

E3: Profe, pero ;por qué lo multiplica por 3?

P: Dije 3 solo por multiplicar por un niimero, pero pudo haber sido cualquier otro: 5,
6, 9.

E3: ;Y por qué multiplica solo a 2?
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P: ;Y qué pasaria si 3 multiplica a cada uno de los términos de la igualdad y no solo
a2?

E3: Seria 6 mas 12, 18. Me da que 18 es igual a 18.

E4: Si multiplica a todos si te da, pero si lo haces con el primero no te da.

P: La igualdad queda afectada si solo multiplicas a algunos términos de ella.

El profesor registra en la pizarra 2(3)+4=6, FALSO; 2+4(3)=6, FALSO; 2+4=6(3),
FALSO; 2(3)+4(3)=6(3), CIERTO.

P: ;Cémo puede esto ayudarnos a entender la resolucion de la ecuacion?

Consideraciones finales

El andlisis del conocimiento del profesor de matematica que utiliza para reconocer los
procesos de aprendizaje de sus estudiantes del ciclo basico universitario, permite llegar a unas
consideraciones finales. En primer lugar, se evidencia por parte del profesor un conocimiento de
las dificultades asociadas al aprendizaje de las ecuaciones lineales con coeficientes racionales. El
profesor, posiblemente, desde sus experiencias previas, conoce de las dificultades de sus
estudiantes al momento de multiplicar por el minimo comun multiplo los diferentes términos de
una ecuacion lineal con coeficientes racionales; ¢l sabe que cuando uno o mas términos de la
ecuacion no presenta un coeficiente expresado en fraccion, el estudiante tienden a no
multiplicarlo por el minimo comun multiplo, de ahi que presenta un caso donde ese error hace su
aparicion. Este tipo de error estd asociado a la aritmética y, aunque se supone que deberia estar
superado, persiste, coincidiendo de esta manera con un estudio realizado por Booth et al. (2014).

En relacion a las formas de interaccion con las ecuaciones lineales con coeficiente racional,
el profesor hace uso del error para asi lograr una mejor comprension conceptual y procedimental
entre sus estudiantes, aprovechando el error como recurso para el aprendizaje (Regolini &
Climent, 2021). Por ultimo, en relacion a las teorias formales y/o personales de aprendizaje
asociadas a las ecuaciones lineales con coeficientes racionales, el docente evidencia poseer una
teoria personal sobre el uso de las igualdades numéricas para generar en sus estudiantes
aprendizajes de tipo algebraico; entre otras interviene con el fin de generar conflictos cognitivos
porque sabe que estos promueven el aprendizaje entre sus estudiantes.

El conjunto de conocimientos aqui sefialados caracteriza en el profesor un conocimiento
sobre el aprendizaje de sus estudiantes. Este conocimiento se manifiesta entre sus teorias, el uso
de errores que €l sabe que cometen con frecuencia sus alumnos para, desde ahi, provocar
conflictos cognitivos, promoviendo asi la reflexion y la metacognicion, elementos claves para
generar aprendizajes (Korthagen, 2010; Parra-Sandoval, 2020).
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Resumen

Esta investigacion es parte de un estudio mas amplio realizado en Espafia sobre el
pensamiento funcional en infantil y primaria. Nuestro objetivo de investigacion es
describir el proceso de generalizacion (abduccidn, induccion y generalizacion)
realizado por un estudiante de cuarto de primaria (9 afios) durante el desarrollo de
una entrevista individual que consider¢ la funcion lineal (y=3x+17). La metodologia
es un estudio de caso de caracter intrinseco, donde describimos lo sucedido con el
estudiante durante su proceso de generalizacion, identificando, ademas, las
estructuras que el estudiante evidenci6 a lo largo de la entrevista. Dentro de los
hallazgos, destacamos que el estudiante valida y reafirma la estructura de la funcion
que evidencia previamente (fase de abduccion) generalizando con casos
indeterminados, sin pasar por el trabajo con casos lejanos. Como conclusién
expresamos que ho es necesario pasar por todas las fases del proceso de
generalizacion para generalizar. Asi también, que la identificacion de estructuras es
una caracteristica clave dentro del proceso de generalizacion.

Palabras clave: Educacion primaria; estudio de caso; estructura, generalizacion,;

pensamiento funcional; proceso de generalizacidon; razonamiento abductivo;
razonamiento inductivo.
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De lo concreto a lo indeterminado. Un estudio de caso sobre la generalizacion en un contexto funcional.

Antecedentes y marco teorico

La introduccién de modos de pensamiento algebraicos en edades tempranas se centra en la
generalizacion a partir de la observacion de regularidades en una situacion matematica planteada
(Radford, 2013). Entre los distintos modos de pensamiento algebraico para educacidon primaria,
nos ubicamos en el pensamiento funcional. Este pensamiento se centra en la relacion entre dos (o
mas) cantidades que covarian; especificamente, involucra los tipos de pensamiento que van

desde relaciones entre cantidades concretas hasta la generalizacion de esas relaciones (Kaput,
2008. p. 143).

Asumimos aqui la concepcidn dual de la generalizacion, como proceso y como producto de
dicho proceso (Harel y Tall, 1991). La generalizacion como proceso implica: (a) identificar los
elementos comunes a todos los casos, (b) ampliar el razonamiento mas alla del rango en el que se
origind y (c) obtener resultados mas amplios que los casos particulares (Ellis, 2007; Radford,
2013). El producto de la generalizacion es la forma en que se expresa la generalidad, es decir, es
el resultado de dicho proceso (Ellis, 2007). Al generalizar, los estudiantes pueden incluir
acciones tales como explorar, formular, revisar y validar conjeturas, organizar datos e identificar
la estructura de la relacion funcional (Canadas y Castro, 2007). Estas acciones podrian llevar a
los estudiantes a plantear conclusiones tanto por razonamientos abductivos como inductivos
(Rivera, 2007; Torres et al., 2021). En la figura 1 recogemos un modelo que relaciona en tres
fases el proceso de generalizacion con los diferentes razonamientos (abduccidn, induccion y
generalizacion) (Torres et al., 2021).

12 Fase de Abduccion

Trabajo con casos Formulacién de Representacion de Aceptacién de una
particulares cercanos conjeturas estructuras estructura

22 Fase de Induccion

Reformulacién de
conjeturas y
validacidon

Representacion de Confirmacién de la
estructuras estructura

Trabajo con casos
particulares lejanos

32 Fase de Generalizacion

Trabajo con casos
general o
indeterminados

Reafirmar las Representacion de Generalizacion de la
conjeturas estructuras estructura

Figura 1. Proceso de generalizacion (Torres et al., 2021).

Dentro de este modelo, la estructura hace referencia a la regularidad evidenciada entre las
variables de una funcion, siendo un elemento clave en el proceso de generalizacion. Para nuestro
estudio fue clave, puesto que nos ayudo a evidenciar cuando el estudiante cambi6 de fase en
dicho proceso.
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Como lo expresamos, este modelo considera tres fases. La primera, fase de abduccion,
comienza con el trabajo con casos particulares cercanos. En esta fase se lleva a cabo un
razonamiento abductivo por el cual se prueba repetidamente y se formulan conjeturas (Rivera y
Becker, 2003). La fase de induccion parte de los casos particulares lejanos que son aquellos que
necesitan del conocimiento de la estructura para dar el resultado; son valores mas grandes que no
se pueden dibujar o contar segun el nivel académico del estudiante. La fase de induccion tiene un
caracter comprobatorio y no creador, es decir, los razonamientos inductivos no aportan
conocimiento nuevo (Pierce, 1965). Su funcién es la de verificacion de la estructura previamente
aceptada por abduccion que, en algunos casos, puede modificarse durante la misma fase.
Finalmente, para generalizar habra que imponer la presencia de casos indeterminados o generales
con los que el estudiante pueda reafirmar la estructura validada durante la fase de induccion. De
esta manera el estudiante podra expresar la generalidad de la relacion funcional, a través de la
generalizacion de esta estructura.

Para este estudio nos planteamos como objetivo analizar el proceso de generalizacion que
sigue un estudiante de cuarto de primaria (9 afios) cuando aborda una tarea con una funcion
lineal (y=3x+1). Para ello, usaremos el modelo presentado anteriormente.

Metodologia

Nuestra investigacion es cualitativa de caracter descriptiva y explicativa. Especificamente,
presentamos un estudio de caso intrinseco (Stake, 2005). El sujeto de investigacion es un
estudiante de cuarto de primaria (9 afios) de un colegio concertado de Granada (Espafa). Este
estudiante particip6 un experimento de ensefianza, que realizamos con su grupo-clase. Durante el
experimento de ensefianza, implementamos cuatro sesiones de trabajo, donde planteamos tareas
de generalizacion con contextos cercanos, utilizando las funciones f(x)= 2x+1; f(x)=x+3 y f(x)=
2x. Posteriormente, realizamos entrevistas individuales a un grupo de estudiantes. El estudiante
de este estudio fue seleccionado porque fue muy participativo durante las sesiones de clase. La
buena disposicion para trabajar y conversar es necesaria para la realizacion de la entrevista.
Ademas, al revisar su entrevista, observamos que la investigadora solo trabajo con casos
cercanos e indeterminados, sin presentarse casos con cantidades lejanas. La entrevista dur6 36
minutos aproximadamente donde trabajamos la siguiente situacion “En el cumpleafios de Isabel
le regalara la misma cantidad de globos a cada invitado y colocaran un globo en la puerta para
avisar que es la casa del cumpleafios”, involucrando la funcién f(x)= 3x+/. Transcribimos la
entrevista y analizamos el proceso de generalizacion con base en las categorias dadas en el
modelo del proceso de generacion detallado en la figura 1 (Torres et al., 2021).

Resultados y analisis

Durante el desarrollo de la entrevista se trabajo con diversos casos (cercanos e
indeterminados) donde el estudiante evidenci6 distintas estructuras. Al inicio de la entrevista, la
investigadora realiz6 la introduccion de la tarea. En esta primera aproximacion el estudiante
identifica la estructura 3x+/. A continuacion, detallamos una parte de la entrevista donde se
observa esta situacion. Utilizamos la letra I para referirnos a la investigadora y la letra E para
referirnos al estudiante:
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—

. I: El siguiente caso es cuando fueron seis invitados. ;/qué piensas? Cuando fueron seis
invitados, necesitd 19 globos.

E: 19 globos, ;y van seis? Pues pone uno en la puerta y tres para cada uno.

I: Entonces como sabes esto...

E: Contando... Uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez... o dividiendo.

I: (Como?

E: Pues si somos seis amigos y hay 19 globos...

I: Y la puerta...

E: Y la puerta. Pues se divide tres por seis, sale 18, mas me sobra uno y lo pongo en la

puerta.
I. (Y serian?
10. E: Pues totalmente 19.

S A

o

Observamos como en la linea 8 el estudiante evidencia claramente la estructura 3x+1 en
esta primera aproximacion. Posterior a la introduccion de la tarea, la investigadora continué
presentando casos particulares cercanos. En esta etapa el estudiante estaba en la fase de
abduccion, periodo de prueba donde el estudiante esta probando diferentes estructuras que
pueden dar respuesta a la tarea dada. En esta fase realiz6 la identificacion de estructuras. En
primer lugar, identifico la estructura 3x+ 1/, expresando que “;el tres? es lo que le damos a cada
nifio y el uno, lo que le damos a la puerta”. Después identifico las estructuras 5x y x+/. En esta
parte de la entrevista el estudiante expreso que se le debe dar la misma cantidad de globos a cada
nifio, pero la cantidad fue diferente a la funcidén que se esta trabajando. Un ejemplo de esto es
cuando identifica la estructura x+/ expresando “es seis porque uno para la puerta, otro para €l,
otro para €l y otro para ¢1”. La investigadora al observar que el estudiante no avanzaba reviso
junto a ¢l los ejemplos anteriores. Posterior a ello, el estudiante identificé nuevamente la
estructura 3x+/. En el siguiente fragmento de la entrevista lo detallamos:

1. I: Ahora si fuesen diez invitados, ;cudntos globos necesito?
2. E: Sumando tres por cinco...tres por 10.

3. I: Lo anotamos ese calculo y yo te digo el resultado.

4. E: Tres por 10 igual a 30. Necesitamos 30 globos.

5. I: {Esos tres qué significa?

6. E: Lo que le dio a cada uno.

7. 1. (Y ese 10?

8. E: El nimero de invitados.

9. I: ;Y qué pasa con la puerta?

10. E: Que le sumo la puerta y es igual a 31.

En esta situacion observamos que el estudiante acepto en este primer periodo de prueba
(fase abductiva) la estructura 3x+/ avanzando en su proceso de generalizacion. Para observar si
se reafirma o no en su identificacion de la estructura, indagamos en su trabajo con nuevos casos
particulares. En esta fase se paso de trabajar con casos cercanos a casos indeterminados. El
primer caso indeterminado fue introducido asi: “Isabel quiere invitar a muchos invitados”.
Consideramos que el estudiante ha reafirmado una estructura evidenciada cuando la usa en mas
de dos ocasiones de manera correcta para un caso indeterminado. A continuacion, detallamos
parte de la entrevista y respuesta escrita en la figura 3:
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—

. I: Pero ella sabe el numero, solo que no te lo quiere decir a ti. Solo te dice que son muchos.
(Como le explicas tu a ella qué tiene que hacer para saber la cantidad de globos?...

. E: Multiplicar y darle tres globos a cada uno. Multiplica por tres [Escribe en la tabla,

segunda celda continua a "muchos"]

. I: 'Y ahi cuando multiplique por tres si son muchos, ;qué hace después?

. E: Muchos por tres... Igual a muchos globos.

. I: ;Solo multiplica por tres? ;Qué pasaba con la puerta?

. E: Més uno es igual a muchos globos uno.

[\S}

AN N kAW

- T I
l'f” | i

+ A

Figura 3. Respuesta escrita del estudiante en tabla de datos.

El estudiante vuelve a expresar que se debe “multiplicar y darle tres globos a cada uno mas
uno”. Con esto evidenciamos que esta reafirmando la estructura (por medio de los casos
indeterminados), que habia aceptado previamente (fase de abduccion), generalizando la
estructura.

Para finalizar la entrevista, la investigadora le propuso dos casos particulares relativos a la
forma inversa de la funcion trabajada. Esta parte de la entrevista evidencia que el estudiante
reafirmé nuevamente su eleccion de estructura, ya que la usé para dar respuesta a las cuestiones
planteadas. Un ejemplo fue con trece globos, donde el estudiante indic6 que es cuatro porque se
divide 13 por 3, que es el numero de globos y eso da como resultado 4. En la figura 4 mostramos
su respuesta escrita:

Figura 3. Respuesta escrita del estudiante en tabla de datos.
Discusion y conclusiones

Este estudio evidencia que el estudiante de cuarto de primaria tiene capacidades para
generalizar del mismo modo que lo reflejan otros estudios con diferentes edades (e.g., Cafiadas y
Castro, 2007; Stephens et al., 2017; Torres et al., 2021). En este caso particular, el estudiante
generalizd la relacion funcional f(x)= 3x+1. El proceso de generalizacion realizado por el
estudiante partio desde la fase de abduccion, trabajando con casos particulares cercanos, donde
identifico diferentes estructuras que después validaria con los siguientes casos a trabajar
(cercanos e indeterminados). En Torres et al. (2021) la validacion de la estructura se hacia en la
fase de induccion, momento en el que los estudiantes trabajaron con casos particulares lejanos
previos a los indeterminados. Este estudio da un ejemplo de como puede validarse la estructura
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identificada con casos indeterminados y lograr generalizar, sin necesidad de trabajar con casos
lejanos. Consideramos relevante analizar el proceso de generalizacion de més estudiantes y
comparar esos resultados con los obtenidos en el trabajo de Torres et al. (2021) y asi dar una
mirada mas critica al proceso de generalizacion.

Destacamos la importancia del trabajo con casos cercanos para que los estudiantes prueben
diferentes estructuras y acepten una de ellas para mas tarde poder confirmarla. Esto es clave para
lograr generalizar. En este estudio de caso, el estudiante identifico previamente distintas
estructuras que le ayudaron a aceptar y validar la estructura correspondiente. Con este estudiante
no se trabajo con casos lejanos, pero esto no fue obstaculo para que el estudiante generalizara. Al
trabajar con casos cercanos y luego con casos indeterminados, permitié que el estudiante validara
su estructura y la confirmara con los casos indeterminados. Concordamos ademas con lo
expresado por Torres et al. (2022) que la identificacion de estructuras es una caracteristica clave,
ya que nos permite interpretar fases dentro del proceso de generalizacion.

Asi mismo observamos que las intervenciones de la investigadora permitieron que el
estudiante respondiera y guiara su trabajo hacia la generalizacion. Consideramos relevante en un
futuro trabajo estudiar las relaciones que existen con el proceso de generalizacion y las
mediciones realizadas. De la misma manera, consideramos que habra que atender a las
justificaciones que realizan los estudiantes sobre sus validaciones y reafirmaciones, para estudiar
en mas profundidad el proceso de generalizacion.
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Resumo

Nesta comunica¢do temos como objetivo apresentar uma reflexao sobre o desenho de
tarefas como um elemento qualificador do ensino. Tal estudo ¢ de carater qualitativo
em uma abordagem descritiva e explicativa. Entende-se que esta acao ¢ de grande
relevancia a medida que favorece ao professor adequar ou elaborar situacdes
problemas que sejam coerentes ao nivel de desenvolvimento de seus alunos e aos
contextos nos quais estdo inseridos. As reflexdes apresentadas nessa comunicagdo
indicam que, embora o desenho de tarefas ndo seja uma atividade trivial, esta traz
ganhos qualitativos na aprendizagem do estudante uma vez que aproxima os
conhecimentos matematicos ao nivel de desenvolvimento dos alunos além de
favorecer a integragdo entre distintas areas do conhecimento.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; Educacao Basica; Qualificagdo da atuacao
docente; Desenho de tarefas; Professor de Matematica.
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Introducio

Quando pensamos nos processos de ensino e aprendizagem da Matematica ndo podemos
deixar de considerar o papel fundamental do professor, ja que ¢ ele quem organiza e propde as
tarefas de ensino, deste modo, qualificar os processos de aprendizagem necessariamente perpassa
pela necessidade de qualificarmos os processos formativos docente, ou seja, € necessario
investirmos em pesquisas que tragam a tona elementos que sao fundamentais para a atuacao
deste profissional da area da Educagao.

Neste sentido nessa comunicagao temos como objetivo apresentar uma reflexdo sobre o
desenho de tarefas como um elemento qualificador do ensino. Essa teméatica ¢ necessaria e
fundamental para que possamos qualificar a atuagdo do professor que ensina Matematica.
Quando nos voltamos as aulas de Matematica nos anos finais do Ensino Fundamental ¢ Ensino
Médio, vimos que ainda ha um protagonismo no uso do livro didatico, sendo que este ainda € o
principal recurso de apoio ao professor.

Nao discutimos a importancia desse recurso uma vez que a constru¢ao da Matematica ¢
essencialmente sequencial, onde um conceito depende do outro, e o livro didatico, nesse sentido,
fornece uma ajuda util para essa compreensao da construcao desta area do conhecimento (Dante,
1996), no entanto, muitas vezes o modo como os livros abordam os assuntos ou propoe as
atividades de ensino, estao distantes dos niveis de aprendizagens e dos contextos emergentes dos
alunos em questao.

Desse modo, entendemos que o desenho de tarefa ¢ uma ag¢do que pode aproximar o ensino
com a realidade dos alunos, respeitando o nivel de desenvolvimento dos mesmos. Gusmao
(2019) define tarefa como um conjunto amplo de propostas que envolvem problemas, atividades,
exercicios, projetos, jogos, experiéncias e investigacoes que podem ser utilizados pelo professor
visando a aprendizagem matematica dos alunos. O autor pontua ainda que “as tarefas
condicionam nao somente as aprendizagens como também a forma como os estudantes percebem
a matematica” (Gusmao, 2019, p.2).

Além disso Penalva e Llinares (2011) sublinham que as tarefas sdo instrumentos potentes
quando utilizadas de forma adequada, uma vez que ha uma relagdo muito grande e proéxima entre
a aprendizagem de novos conceitos pelos estudantes e 0 modo como o professor realiza a gestao
destas tarefas em sala de aula. Esta constatacao serve para os distintos niveis € modalidades de
ensino.

O desenho por sua vez ¢ entendido como um processo que envolve agdes de criar, idealizar
e produzir situagdes e recursos de aprendizagem que sejam auténticas e originais. (Gusmao &
Font, 2020). Nesse sentido quando aliamos o conceito de tarefa com o de desenho resultamos em
um processo de construcdo onde o professor, a partir de objetivos claros e bem definidos,
constrdi uma proposta de ensino voltada para seu espaco real de atuacao.

No entanto, desenhar tarefas de ensino ndo ¢ algo trivial, Gusmao (2019) ressalta alguns
critérios que precisam ser levados em conta para a selecao, desenho ou gestao de tarefas, sao
elas: 1) selecionar os conteudos a partir de testes diagnosticos visando identificar as reais
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necessidades; 11) planejar o desenho a partir do que € previsto no curriculo escolar, considerando
a forma como o contetdo pode ser apresentado e as possiveis dificuldades dos alunos ao resolvé-
lo; 1i1) desenhar a tarefa de modo que esta seja acessivel, cuidando da linguagem e dos
elementos essenciais para que a mesma seja considerada uma boa tarefa; iv) realizar a
intervengdo em diferentes momentos, considerando a realidade em que se desenvolve; v)
redesenhar a tarefa, ou seja, 0o momento de rever e reajustar a tarefa de modo a melhora-la para
uma nova aplicagao.

Além disso, ao desenhar as tarefas de ensino o professor precisa levar em conta o grau de
desafio e de estrutura fechada ou aberta da mesma. Na tarefa fechada fica claro o que ¢ dado e o
que ¢ pedido para aluno, ja a tarefa aberta, comporta indeterminagdes em pelo menos em um
desses aspectos (Ponte, 2005). Provocados por essas questdes, na sequéncia deste texto,
apresentamos os caminhos metodoldgicos deste estudo.

Metodologia

Tal estudo caracteriza-se como qualitativo com principios de uma pesquisa descritiva e
explicativa. A pesquisa de carater qualitativo se caracteriza pela intepreta¢do dos fenomenos e a
atribuicdo de significados que sdo fundamentais no processo de investigagao. Tal pesquisa nao
requer o uso de técnica estatistica e o processo de andlise e discussao dos dados tem como base o
préprio ambiente no qual se investiga (Prodanov & Freitas, 2013).

Aliado a abordagem qualitativa utilizamos os principios de uma pesquisa descritiva e
explicativa. Por pesquisa descritiva entendemos aquela que exige do pesquisador uma série de
informacdes sobre o que se esta investigando. Esse tipo de estudo busca descrever os fatos e
fendmenos da realidade em questdo (Trivifos, 1978).

J& a pesquisa explicativa centra-se em identificar os fatores que influem para a ocorréncia
dos fendmenos, ou seja, este tipo de pesquisa explica o porqué das coisas através dos resultados
oferecidos, sendo que a mesma pode ser a continuagdo de uma pesquisa descritiva, ja que a
identificacdo de fatores que determinam um fenomeno exige que este esteja suficientemente
descrito (Gil, 2007).

Nessa comunicagao nossa pretensao ¢ discutir teoricamente o conceito de desenho de
tarefas, a partir da literatura vigente, para que possamos fazer um exercicio de constru¢ao de uma
proposta a partir dos pressupostos discutidos. Para isso apresentamos um desenho de tarefa
voltada para o sexto ano do Ensino Fundamental, construida a partir de um infografico presente
em um livro didatico de circulacdo nacional no Brasil.

Desenhando uma tarefa de ensino

Provocados pelas reflexdes tedricas apresentados anteriormente e partindo de uma situagdo
apresentada no livro Matematica 6° ano de autoria de Bianchini (2015), construimos uma
proposta de uma tarefa de ensino para o sexto ano do Ensino Fundamental que vise o trabalho
com a constru¢do, comparacao, interpretagao e inferéncias a partir do levantamento de dados e
do conceito de porcentagem.
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Inicialmente o infografico presente na Figura 1 pode ser apresentado ao aluno de modo que
ele leia as informagdes presentes no mesmo sem a interferéncia direta do professor.

O CERRADO PODE DESAPARECER

EM POUCAS DECADAS Caatinga

0 Cerrado & um dos biomas mais ricos em
biodiversidade do mundo. No entanto, assim
como vem ocorrendo com os demais biomas
brasileiros, as queimadas e a agropecudria,
principalmente a relacionada a soja, ao gado
bovino e ao carvao, reduzem anoaano a
vegetacdo nativa e comprometem a vida animal.

O mapa ao lado ilustra sua situagdo atual. Pantanal

| O Cerrado tinha
2,036 milhdes de
Somente 8,21%

quildmetros quadrados 490km
do Cerrado esta | de vegetacdo original.
protegido em ' Hoje, apenas 20%

reservas ambientais. ainda nao foi desmatado.

[ | [ | = Em2014,acadaminuto, uma drea

~ 1 ~ wmzquwdemtwmm
% desmatada. Nesse ritmo, o Cerrado pode se
=l Bl = e:tlngmmtém

I 4rea de vegetagio original
Area desmatada

Espécies ameacadas de extingao

A extincao de espécies animais e vegetais

se deve, em parte, ao desmatamento.
Abaixo, apresentamos o nimero de espécies
ameacadas em cada bioma.

= dasespédasammrsewgems jilexﬁm:ns no Brasil so do Cerrado.

i’%ﬂ%ﬁﬁf

Mata
Atlantica Areas 1 dasaves

Amazonia Cerrado Pampas  Caatinga z
Tasteiras 3 brasileiras ests
3 3 30 no Cerrado

44%

Atlanﬂca i
das espécies
vegetais brasileiras

. i) & = Cerrado

Dados obtidos em: MMA (Ministério do Meio Ambiente). Disponivel em: <www.mma.gov.br>. Acesso em: 27 jan. 2015.
Conservacao Internacional. Disponivel em: <www.conservation.org.br>. Acesso em: 27 jan. 2015.

Cerrado  Caatinga Amazdnia Pampas  Pantanal

5]

ANDERSON DE ANDRADE PIMENTEL

Figura 1. Infografico sobre o desmatamento do cerrado (Bianchini, 2015).

Apos a leitura o professor poderd questionar sobre: a) Vocé sabe em que regides o Brasil
esta dividido? b) Ja estudou sobre os biomas que compdem o nosso pais? ¢) Qual o bioma
predominante no Estado do Rio Grande do Sul?
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As reflexdes iniciais tém como objetivo despertar a curiosidade e a necessidade de uma
pesquisa sobre essas tematicas. O professor, a partir dos dados disponibilizados no site da
Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecuaria— EMBRAPA (https://www.embrapa.br/contando-
ciencia), solicitara que os alunos completem o Quadro 1°.

Quadro 1
Dados sobre os biomas brasileiros.
Bioma Bioma Bioma Leoren Bioma Bioma
Amazonia Caatinga Cerrado S Pampa Pantanal
Atlantica

Numero de 30 mil 932 12 mil 15.700 3 mil 2 mil
espécies de plantas

Numeros de

espécies de 311 178 251 298 102 152

mamiferos

Nimeros de 1.300 501 856 992 476 582

espécies de aves
Numeros de
espécies de 163 79 209 370 50 47
anfibios

Numeros de 350 177 262 200 97 127
espécies de répteis

Numeros de 1.800 241 800 350 50 269
espécies de peixes

Espécies de
plantas ameacadas 152 43 637 1.544 146 -

de extincio
Espécies da fauna

ameacadas de 24 46 266 380 49 -
extin¢ao

Fonte: dados Embrapa. 2022.

A partir dos dados coletados no site indicado, os alunos serdo convidados a responderem as
seguintes questdes:

Questdo 01. Em qual bioma brasileiro encontra-se o maior numero de espécies de plantas? Neste
bioma também encontramos o maior nimero de espécies de plantas ameacadas de extingdo?

Questdo (2. Considerando o nimero de espécies de mamiferos nos biomas brasileiro, quanto por
cento se encontra no bioma Pampa?

Questdo 03. Considerando o bioma do Cerrado, qual a porcentagem de plantas que podem entrar
em extingdao? Que agdes podemos tomar para evitar que isso ocorra?

Questdo 04. Existe um bioma que abriga 28,85% das espécies de répteis, que bioma € este? Vocé
sabe explicar por que isso acontece?

! Dados disponibilizados em (https://www.embrapa.br/contando-ciencia), acessado em 20 de outubro de 2022.
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Questdo 05. E possivel organizar um grafico com as informagdes presentes no Quadro 1? Qual a
melhor forma de comunicar esses resultados?

Questdo 06. Dos dados coletados, qual chamou mais a sua atencao? Por qué?

Essas questdes que apresentamos sao apenas algumas possibilidades que poderao ser
exploradas a partir dessa tarefa elaborada. O professor, dependendo do ano em que est4 atuando
e dos contetdos que precisa desenvolver, pode aprofundar estes dados e relacionar com outras
arecas do conhecimento, evidenciando deste modo a matematica como uma ferramenta simbolica
que nos auxilia na compreensao do mundo em que vivemos.

Entendemos que a proposta apresentada pode ser um elemento de reflexdo para o
professor, uma vez que o processo de desenho ou (re)desenho de tarefas ¢ de fundamental
importancia e contribui para a formagao didatica e matematica dos docentes ja que favorece a
jun¢do de conhecimentos disciplinares e pedagdgicos, além do dominio de contextos para além
da matematica que visam ultrapassar os problemas e exercicios comuns aplicados nas escolas
(Godino, 2013).

Consideracoes finais

Nesta comunicag@o buscamos apresentar uma reflexdo sobre o desenho de tarefas de
ensino como um elemento qualificador da atuacao docente. Para isso partimos de um infografico
presente em um livro didatico de facil acesso aos professores dos anos finais do Ensino
Fundamental e construimos uma proposta de ensino que envolve ndo somente o conhecimento
matematico, mas visa estimular o aluno a busca de informacgodes ¢ a tomada de decisdes diante de
uma problematica posta.

Entendemos que o desenho de tarefas de ensino ndo ¢ uma tarefa trivial e, portanto,
necessita ser considerada nos cursos de formac¢ao como uma possibilidade para a qualificagdo do
ensino de Matematica. Além disso, reconhecemos que sua constru¢do demanda tempo para o
estudo e planejamento e por vezes um trabalho compartilhado entre os professores, ja que
dependendo da situagdo, diferentes conhecimentos precisam ser mobilizados.

Como evidenciado na proposta apresentada, o desenho de tarefas abre a possibilidade de
um trabalho integrado entre as areas o que favorece a compreensdo do aluno que a Matematica ¢
uma ciéncia viva e que perpassa e sustenta distintos conhecimentos situados em nosso contexto
social.

Por fim destacamos que essa comunica¢do nao tem como objetivo prescrever um modo
para o ensino de Matematica nem de apresentar uma proposta de tarefa de ensino pronta, mas de
provocar reflexdes de como, utilizando de recursos e informagdes de facil acesso, podemos
buscar qualificar os processos de ensino dessa area do conhecimento.
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Resumen

La ensefanza de la matematica ha mostrado instancias donde los y las estudiantes
presentan dificultades en su aprendizaje, por lo que es necesario identificarlas para
trabajarlas en favor del aprendizaje de los estudiantes. Este estudio se centra en la
identificacion de los obstaculos epistemolédgicos y didacticos que surgen en la
ensefanza de las operaciones aritméticas de los nimeros enteros en estudiantes de
Educacion Primaria. Para llevar a cabo el estudio, se realizaron dos grupos focales de
cinco estudiantes de ensefianza primaria cada uno, pertenecientes a los cursos donde
se inicia la ensefianza de los numeros enteros. Los resultados obtenidos muestran la
presencia de obstaculos epistemologicos desarrollados en estudiantes relacionados
con los algoritmos de adicion y multiplicacion.

Palabras clave: Obstéaculos epistemoldgicos; Obstaculos didacticos; Numeros
enteros; Numeros negativos; Educacion; Tipos de representaciones.
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Dificultades en la operatoria de los numeros enteros: Analisis de los obstaculos en el aprendizaje

Introduccion

La ensefanza de las matematicas se encuentra presente a lo largo de toda la escolaridad,
existen instancias donde posiblemente se evidencian diversos tipos de problemas y obstaculos de
aprendizaje. Orrantia (2006) comenta que en el drea matematica donde mas dificultades
presentan los estudiantes es en la aritmética, y que estas dificultades posteriormente afectan en
otras areas como la geometria, probabilidad, etc. En el caso de los nimeros enteros, Zapatera
(2021) evidencia la existencia de obstaculos epistemoldgicos que surgen en su ensefianza, donde
los estudiantes siguen trabajando con estos como si fuesen niimeros naturales. Para el tratamiento
de estas dificultades es indispensable identificar los problemas desde la raiz, es decir, desde que
se realiz6 la ensenanza de los contenidos. Al solucionar estas dificultades, en un futuro se les
facilitaré el aprendizaje de nuevos conocimientos que incluyan estas operaciones, como lo
pueden ser el uso de niumeros enteros en polinomios de grado 2 o mayor. Considerando lo
anterior, este documento presenta parte de una investigacion que responde a la pregunta ;Qué
problematicas surgen en el proceso de aprendizaje de operaciones aritméticas de nimeros enteros
en la escuela? Para ello, se entrevista a estudiantes de 7° y 8° afio bésico y se observan
obstaculos en la operatoria de los nimeros enteros.

Referentes Teodricos

El concepto de obstaculo es acufiado por Bachelard (1938) el cual lo define como
aquellos problemas para el aprendizaje que surgen por el mismo acto de conocer debido a una
necesidad funcional, pero dificultan el aprendizaje interfiriendo con el aprendizaje de los
conocimientos reales. Ademads, comenta que “la nocion de obstaculo epistemoldgico puede ser
estudiada en el desarrollo historico del pensamiento cientifico y en la préctica de la educacion”
(p. 19), por lo que se pueden abordar dentro de la ensefianza en el aula.

En cambio, Brousseau (2007) define a los obstaculos como conocimientos los cuales se
consideraron validos en cierto momento, pero dicha validez se pierde cuando el campo de
implementacion se cambia o se amplia. Los nuevos conocimientos validos se contraponen con
los obstaculos ya desarrollados, sobre esto Brousseau menciona: “El obstaculo no desaparece
con el aprendizaje de un nuevo conocimiento. Por el contrario, opone resistencia a su
adquisicion, a su comprension, frena su aplicacion, subsiste en estado latente y reaparece de
forma imprevista” (2007, p 46). A diferencia de Bachelard, Brousseau les da importancia a estos
obstaculos debido a su validez temporal, a diferencia de Bachelard quien los considera como un
problema el cual debe rechazarse desde el inicio por su no veracidad. (Cid, 2016)

En la interpretacion de Glaeser (1981) sobre los obstaculos, este adopta una postura mas
general, en la cual caben definiciones como de error, dificultad, desconocimiento. Esto se
contrapone a las definiciones de Bachelard y Brousseau, debido a que cabe la posibilidad de
considerar como obstaculo algo desconocido, la ausencia de un conocimiento.

Brousseau (1983) clasifica los obstaculos segun el origen entre que estos tienen, se
categorizan como obstaculos epistemologicos, didacticos y ontogenéticos. “Los obstaculos de
origen didactico son los que parecen no depender mas que de una eleccion o de un proyecto de
sistema educativo” (1983, p.73). Todos aquellos obstaculos que dependan unica y
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exclusivamente del trabajo docente se consideraran como didécticos. Sin embargo, también se
infiere que hay obstaculos que se presentan dentro de la ensefianza de las matematicas, pero que
no se consideran como tal, los cuales podrian ser epistemoldgicos debido a su pertinencia en las
matematicas. Ademas, agrega que “éste sera el sistema tal que, modificdndolo, se podria evitar el
obstaculo, mientras que ninguna modificacion de los otros sistemas permitiria evitarlo” (1983, p.
72), por lo tanto, estos obstaculos son evitables mediante decisiones didacticas adecuadas.

Por otra parte, define los obstaculos ontogenéticos como “los que sobrevienen del hecho
de las limitaciones (neurofisiologicas entre otras) del sujeto a un momento de su desarrollo: el
desarrolla conocimientos apropiados a sus medios y a sus objetivos.” (Brousseau, 1983, p 73),
por lo que la causa es externa a la ensefianza de las matematicas o el actuar docente.

Glaeser (1981) clasifica los obstaculos epistemoldgicos que se evidencian dentro del
desarrollo de los nimeros enteros en la historia en seis categorias, los cuales son:

1. Falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas. No se aceptan nimeros
negativos aislados de manera aislada, como en las soluciones a problemas.

2. Dificultad para dar sentido a las cantidades negativas aisladas. Se aceptan los numeros
negativos de forma aislada, pero no se le da un significado real, se les considera falsas.

3. Dificultad para unificar la recta real. Se les da un sentido a las cantidades negativas, pero
se consideran completamente opuestas a lo positivo. Debido a esto se trabaja como dos
semirrectas opuestas y no como solo un sistema unificado. (Cid, 2016)

4. La ambigiiedad de los dos ceros. Se concibe como la existencia de un cero absoluto y un
cero arbitrario, los cuales no coexisten en un mismo espacio. No se puede pensar en una
cantidad negativa como algo menor que nada, dado que el cero es absoluto.

5. El estancamiento en el estadio de las operaciones concretas. Las operaciones realizadas
con nimeros negativos se centran unicamente a las cuales se pueda aplicar en un contexto
real. No se operan de manera abstracta descontextualizada.

6. Deseo de un modelo unificador. La necesidad de encontrar un modelo concreto que
justifique tanto la adicion como la multiplicacion, lo cual no existe.

La ensenanza de los nimeros enteros va de la mano con las diferentes formas de
representaciones. Jerome Bruner (1969) en su libro Toward a Theory of Instruction define tres
tipos de representaciones, formas en las cuales los estudiantes aprenden y reproducen sus
conocimientos, representaciones concretas, pictoricas y simboélicas. Mufioz (2019) menciona que
“En Chile se plantea desde el Ministerio de Educacion, la ensefianza de las Matematicas con el
modelo concreto-pictérico y simbolico (COPISI) que esta basado en los modos de representacion
propuestos por Bruner.” (p 23)

Segun los Planes de Estudio propuestos por el Ministerio de Educacion de Chile (2016),
los nimeros enteros se ensefian principalmente en dos instancias, 7° y 8° basico (12 y 13 afios).
En 7° basico se les ensefia el concepto de numero entero y como sumar y restar, mientras que en
8° basico se centra en la ensefianza de la multiplicacion y division de nimeros enteros.
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Marco metodologico

La metodologia de investigacion utilizada es cualitativa, mediante un estudio de caso
para identificar obstaculos en el aprendizaje de los numeros enteros que presentan estudiantes de
7°y 8° basico (12 y 13 afios) en un colegio municipal de Maipt, Chile.

Como instrumento de recoleccion de datos se contempla la realizacion de un grupo focal
y una entrevista semi estructurada. En particular, en esta comunicacion se reporta lo que
corresponde a la aplicacion del grupo focal, ya que la entrevista se tiene pendiente de aplicar en
una segunda parte del estudio.

La intencién de este grupo focal es identificar posibles obstaculos asociados a la
operatoria aritmética de los estudiantes de dichos cursos. En este participaron diez estudiantes,
las preguntas correspondientes a 7° Basico fueron sobre la adicion y sustraccion, mientras las
aplicadas a 8° Bésico trataron sobre la multiplicacion y division de nimeros enteros. Los
entrevistados se escogieron al azar entre los integrantes de un curso de cada nivel educativo, los
cuales posteriormente mencionaron que eran buenos en matematicas y tenian resultados sobre la
media de sus respectivos cursos.

Entre las preguntas realizadas se pregunté: ;Qué es un nimero entero? ;Qué es un
nimero negativo? ;Qué ejemplos de nimeros negativos conocen? ;Se les hace facil o dificil
cuando resuelven operaciones con numeros enteros? ;Como se suman los nimeros enteros?
(Como se restan? ;Como se multiplican? ;Cémo se dividen? y ;Estos nimeros se pueden
observar en la vida cotidiana?

Para el analisis de la informacion se clasificaron las respuestas de los estudiantes a partir
de los obstaculos epistemolodgicos de Glaeser, o si pertenecen a alglin otro tipo de obstéaculo.
Ademas, se intent6 relacionar aquellos obstaculos con las representaciones del modelo COPISI
utilizadas por los estudiantes.

Resultados y analisis de datos

En cada grupo se discutieron sobre los conocimientos que tenian sobre los numeros
enteros, haciendo los conocimientos pertinentes a su nivel educativo. El grupo 1 representa a los
5 estudiantes de 7° Basico y el grupo 2 representa a los otros 5 estudiantes de 8° Basico. Los
estudiantes se enumeran desde E1 hasta E10.

Ambas entrevistas se inician preguntando a los estudiantes ;Qué es un numero negativo?
y ¢(Qué ejemplos conocen? donde la respuesta principal fue “un niimero con un signo menos” y
ejemplos de nimeros como “menos cinco” o “menos trece”. Después se preguntd acerca de la
negatividad del cero, cuestion que en ambos casos respondieron que no es posible, pues es
neutro.

Luego se pregunt6 ;Qué se les facilita o dificulta cuando trabajan con niumeros enteros?
Entre las respuestas se observa “por ejemplo menos nueve menos un numero positivo tiene que
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cambiar el signo a suma y el otro numero a la derecha negativo” (E4); “Es como confuso” (E1);
“facil el de la recta numérica” (E3); “Algunas veces no les entiendo (...) porque a mi se me hace
mas facil con los nimeros positivos que con los nimeros negativos” (ES).

Al preguntar sobre la adicion y sustraccion de numeros enteros en el Grupo 1, estudiantes
muestran algunos algoritmos propios de estas operaciones en sus palabras como “Cuando es
menos menos, se cambia a mas” o “Se restan, porque son de diferente signo” (E4) cuando se
habla de la adicion. Sin embargo, esto mismo provoca dificultades a estudiantes, pues uno
comenta “Eso es lo que a mi me confunde, si se suma o se resta” (E1).

Cuando al grupo 2 se le pregunta sobre la multiplicacién y division de nimeros enteros,
si bien la mayoria responde adecuadamente, se observo una confusion entre el algoritmo de estas
operaciones con el de la suma y resta, pues entre las respuestas se observo “Si los dos son
negativos se quedan con el mismo signo” (E7).

Ambas entrevistas se finalizan preguntando sobre las representaciones que conocen o
utilizan en el aula para estos nimeros, en el grupo 1 los estudiantes comentan acerca de
representaciones concretas como el nivel del mar, deudas, temperatura y el uso de la recta
numérica, mientras que en el grupo 2 los estudiantes prefieren el uso de representaciones
simbdlicas por sobre las concretas, agregando el hecho de que no fueron capaces de mencionar
una representacion de este ultimo tipo cuando se les consulto, a excepcion de la recta numérica.

Al analizar los obstaculos epistemoldgicos establecidos por Glaeser en las respuestas
dadas por los estudiantes, no muestran graves problemas para trabajar en la recta numérica
(Obstaculo 3), ni para identificar al 0 como neutro (Obstaculo 4). Tan solo se puede identificar la
dificultad para dar un sentido a las cantidades negativas aisladas en estudiantes de 8° basico, pero
esto se puede deber al abandono de representaciones concretas y utilizar en su mayoria
representaciones simbdlicas. Si bien los estudiantes de ambos cursos no parecen tener problemas
con la implementacién de representaciones abstractas, se puede inferir que, al menos en 8°
Basico, el tratamiento de representaciones concretas se considera levemente para la ensefianza de
los nimeros enteros.

En ambas entrevistas se puede identificar a estudiantes a los cuales se les complica
trabajar con los signos negativos. Esta el caso de E7, quien confunde el algoritmo utilizado en la
adicion con el de la multiplicacién de nimeros enteros. Esta situacion se clasifica como un
obstaculo epistemoldgico, puesto que dicho estudiante aprendi6 a sumar y restar nimeros
negativos, pero al momento de tener que utilizar otro algoritmo para la multiplicacion y division,
los conocimientos del estudiante entran en conflicto debido a las similitudes que comparten.

También estd el caso de E4, en sus respuestas se identifica que este no diferencia el signo
operacional y el posicional perteneciente al nimero entero. Esto se puede asociar a que todavia
no establece una diferencia entre ambos signos, quizas debido a que en sus conocimientos
previos solo se consideraba el signo operacional. El considerar estos como iguales en su nivel
actual no presenta problemas, puesto que en la adicion se puede manejar adecuadamente. Sin
embargo, esto resaltara como obstaculo cuando el estudiante deba aplica dichos conocimientos
en potencias y polinomios, donde realmente esta diferencia de signos es importante.
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Para finalizar el analisis, cabe destacar que en ambos grupos se mostraba un correcto uso
de la recta numérica, y ademas la reconocian como una representacion que facilitaba el
aprendizaje de las operaciones con nimeros enteros.

Conclusion

A partir de los resultados y los andlisis realizados, se muestra que en los estudiantes surge
un obstaculo epistemoldgico al momento de aprender sobre la multiplicacion y division de
nimeros enteros, pues este algoritmo de resolucion entra en conflicto con el utilizado para la
adicion y sustraccion. También se puede observar que los estudiantes trabajan los signos
operacionales y posicionales de manera indistinta.

En cuanto a los obstaculos epistemologicos propuestos por Glaeser, se puede concluir
que los estudiantes no presentan estos problemas en la actualidad. Estos obstaculos se
encontraron en la construccion de los nimeros enteros, por lo que quizas sea mas pertinente
trabajar con estudiantes que se encuentren recién aprendiendo sobre estos nameros.

Ademas, el uso de representaciones no se considera como el causante de obstaculos en el
aprendizaje de los estudiantes, sino mas bien se observa que el uso de estas (como la recta
numérica) facilita la visualizacidn y la ensefianza de los nimeros enteros.

Los resultados obtenidos permiten tomar conciencia de las posibles dificultades que
pueden desarrollar los estudiantes, lo cual es relevante para un mejor desarrollo de técnicas y
didacticas para la ensefianza de los nimeros enteros. Ademas, estos datos pueden servir como
referencias para futuras investigaciones cualitativas y cuantitativas relacionadas con la ensefianza
de los nimeros enteros.

Estos resultados se utilizaran como base para un futuro, pues como se menciond, este
estudio se continuara posteriormente, esto con el fin de verificar y profundizar los datos
obtenidos sobre los obstaculos que se evidencian en el aprendizaje de los nimeros enteros.
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Resumen

Las investigaciones sobre el conocimiento del profesor de Matematicas han ido
evolucionando a través del tiempo, en sus inicios con los trabajos de Shulman,
pasando por el modelo del Conocimiento Matematico para la Ensefianza, hasta llegar
al Modelo analitico del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas. En
esta propuesta nos apoyaremos en este ultimo modelo (MTSK, de sus siglas en
inglés) para caracterizar los conocimientos que posee una profesora en el contenido
de productos notables. La investigacion se apoya en un paradigma cualitativo bajo un
estudio de caso, la recoleccion de datos y anélisis de estos se realizan sobre
observaciones de clases y entrevistas de una profesora.

Palabras claves: Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas; estudio
de caso; productos notables; cualitativo.
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El conocimiento especializado del profesor de Matematicas sobre los productos notables: un estudio de caso

Introduccion

Es considerado de suma importancia que el establecimiento de formacion inicial de
los profesores que lo cursan cubra las necesidades sobre los dominios del contenido, asi
como de la didactica (Graciano y Aké, 2019). En la formacion inicial es relevante guiar las
habilidades de ensefianza-aprendizaje para que estas no se alejen de la realidad de los
establecimientos, en los cuales se ocupan diferentes habilidades que, en los cursos de
formacion inicial, en el caso de estos ultimos terminan siendo academicistas en el mejor y
peor sentido de la palabra (Ball ef al., 2008).

Estos cursos academicistas terminan siendo un problema para los docentes en
formacion, los cuales acaban utilizando los mismos recursos academicistas aprendidos en
su formacion. Este problema estd sumado a los ejercicios mondtonos y repetitivos
utilizados en clase (Espinoza et al., 2020).

Como lo mencionamos anteriormente el conocimiento del profesor debe manipular
otro tipo de registros como lo son las representaciones algebraicas y geométricas de
productos notables que resultan utiles para visualizar el objeto matematico, las que recaen
en las mismas representaciones que por consiguiente generan dudas en los estudiantes,
como, por ejemplo; si es que estas representaciones siempre seran asi en cualquier tipo de
contexto.

En la misma linea del contenido, pero esta vez en la practica de productos notables,
Méndez (2008) menciona que los estudiantes realizan relaciones verbales con
procedimientos algebraicos los cuales terminan siendo contraproducentes en su proceso de
aprendizaje debido que, en los ejercicios, si a estos les cambiamos los coeficientes de los
términos del binomio, de un nimero entero a una raiz, terminan errando debido a su leve
dominio en estas operaciones. Si bien es cierto que podemos interpretar las falencias de los
estudiantes en la practica del contenido, podemos visualizar una facilitacion de la
apropiacion del contenido matematico al realizar un tratamiento didéctico, lo que podria
permitir desarrollar un pensamiento matematico mas efectivo y un desarrollo éptimo de
habilidades matematicas (Wagner et al., 2017).

A partir de lo expuesto anteriormente, este trabajo tiene por objetivo explorar el
conocimiento especializado de una profesora de educacion media al ensenar el contenido
de productos notables.

Marco tedrico de la investigacion

En esta investigacion utilizaremos un referente teorico el cual el conocimiento
especializado del profesor de matematicas (MTSK).

En el marco tedrico Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) (Ver
Figura 1) se compone de dos dominios que nos permite caracterizar el conocimiento del
profesor de Matematicas, el primero es el dominio del Conocimiento Matematico (MK) y
el segundo es el dominio del Conocimiento Didactico del Contenido (PCK); ambos
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dominios, estan relacionados con los contenidos matematicos. Asimismo, tanto el MK
como el PCK estan impregnados por las creencias, las cuales son el centro del modelo, de
los profesores en relacion con la ensefnanza de las matematicas (Carrillo et al., 2018). Por
consiguiente, describiremos los subdominios que se encuentran dentro de los dominios MK
y PCK.

KMT
Enowledge of
Mathematics
Teaching

KoT

Enowledge of
Topics

KFLM

Knowledge of
Features of
Learning
Mathematics

Ksm

Knowledge of the
Structure of
Mathematics

Mathematical Knowledge
alpapmouy Juaguo) [exBolepag

Knowledge ol
Mathen
Learning Standards

Knowledge of
Practices in
Mathematics

Figura 1. El modelo de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (Carrillo et al.,2018)
Dominios del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas
Dominio del Conocimiento Matematico (MK)
Este dominio se compone por tres subdominios:

El conocimiento de los temas (KoT): Es el conocimiento profundo y fundamentado
de todo el contenido matematico tanto general como escolar. Se trata de conocer el
contenido que se intenta ensefiar con un mayor nivel de profundizacion de este. Este
subdominio incluye el conocimiento de relaciones intraconceptuales, es decir, relaciones
dentro del propio contenido.

El Conocimiento de la estructura matematica (KSM): Este subdominio trata las
conexiones que existen dentro del contenido a observar, ya sean conexiones entre
contenidos, conexiones de simplificacion, complejizacion, transversales y auxiliares.

El Conocimiento de las Practicas Matematicas (KPM): En este subdominio se trata
del conocimiento del procedimiento matematico y como se construyen las matematicas,
por ejemplo, como se define o como se demuestra el contenido.

Dominio del Conocimiento Didactico del Contenido (PCK)

Este dominio del marco contiene otros tres subdominios los cuales son:
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El Conocimiento de la ensefianza de las Matematicas (KMT): Son los
conocimientos que posee el profesor respecto a las distintas representaciones que tiene el
contenido para su aprendizaje. Esta incluye recursos virtuales como materiales,
actividades, y su potencialidad.

El Conocimiento de los estdndares de aprendizaje de las matematicas (KMLS): Es
el conocimiento que tiene el docente sobre lo que esté estipulado sobre lo que debe
aprender un estudiante dependiendo de su nivel educacional.

El Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendizaje de las Matematicas
(KFLM): Este subdominio puede ser descrito como el conocimiento fundamentado en
teorias sobre el aprendizaje matematico o en la reflexion del profesor sobre su experiencia.

Metodologia
Método y contexto

Durante la extension de la investigacion, se trabaja un planteamiento sobre la
realidad subjetiva, tal que se presenta a la profesora en su propia realidad y que bajo su
contexto se extiende que la educacion formada por el aula de clases recibe la descripcion
como un constructo social. Por lo que la investigacion brinda informacién contextualizada
y que puede ser analizada por otros de distinta manera, aludiendo a la definicién de
paradigma interpretativo, como es mencionado en Bassey (1995).

Ademas, esta investigacion posee un enfoque cualitativo, el cual se sitlia en el plano
social y busca ahondar en este, por lo que como define Stake (1998) “intenta facilitar la
comprension al lector, ayudar a comprender que las acciones humanas importantes pocas
veces tienen una causa simple, y que normalmente no se producen por motivos que se
puedan averiguar” (p40). Por lo que, el estudio busca relacionar estas acciones de la
profesora, con los conocimientos que moviliza durante sus clases de productos notables.

Por otra parte, al situar la investigacion en un solo caso, se define este tipo de
estudio como un estudio de caso del cual Stake (1998) lo describe como “el estudio de la
particularidad y de la complejidad de un caso singular, para llegar a comprender su
actividad en circunstancias importantes” (p8). Entonces se establece que el aula de clases y
su practica de ensefianza, como una actividad importante, por lo que se busca estudiar esta
singularidad de la profesora ante tal importancia de su accionar en la educacion.

Como se menciond anteriormente nuestro sujeto de estudio es una profesora de
matematica, la cual consta con estudios de pregrado en ingenieria mecanica y pedagogia en
matematica, siendo esta tltima carrera puesta en practica unos 20 afios en aula de clases.
Siendo este el motivo de nuestro estudio, ya que situamos a la profesora como una docente
con una amplia experiencia.

Ademas, posterior a sus estudios de pregrado la profesora posee un magister en
educacion emocional, por lo que sus clases se ven reflejadas en una cercania al estudiante,
es mas la profesora reconoce los animos de cada estudiante durante la clase, logrando una
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adaptacion hacia ellos para saber como llevar la clase a clase de los cursos que ella maneja

en cada ano.

Métodos de recoleccion de datos

En el proceso de recoleccion de datos, se realiza una entrevista inicial indagatoria a
la profesora, la cual consta de 6 preguntas cuyo objetivo es evidenciar en las respuestas los
dos dominios que establece el marco tedrico MTSK, el primero es el conocimiento de las
matematicas (MK) y el segundo es el conocimiento didactico del contenido (PCK). Luego
se procede a analizar las respuestas que entrega la profesora, en busca de evidenciar los
conocimientos de los subdominios establecidos por el MTSK.

Como parte de la investigacion posteriormente se llevaran a cabo grabaciones de
clases en donde se busca evidenciar este conocimiento de los subdominios en el aula de
clases, ya sea con lenguaje verbal y/o fisico durante sus practicas pedagogicas.

Tabla 1

Entrevista indagatoria para explorar en el conocimiento especializado de la profesora

Subdominio

Pregunta

Objetivo

Conocimiento de los temas
(KoT)

Conocimiento de la estructura
de las matematicas (KSM)

Conocimiento de la practica
matematica (KPM)

Conocimiento de la ensefianza
de las matematicas (KMT)

Comunicacion, General

(,Qué conocimiento moviliza
sobre los productos notables?

(Qué contenidos pueden estar
relacionados con productos
notables? ;Como se relacionan
estos contenidos?

(Qué procedimiento utiliza para
ensefiar la resolucion de
problemas en productos
notables?

(De qué forma guia el contenido
de productos notables? ;Qué
realiza para obtener una

Lo que se espera de esta
pregunta es que la profesora nos
responda en términos generales
su conocimiento sobre los
productos notables, tanto de la
parte matematica como la parte
de la matematica escolar que
debe ser ensefiada.

El objetivo de esta pregunta es
que nos describa sus
conocimientos respecto a los
contenidos que se relacionan
con productos notables respecto
a las conexiones que tienen
entre estos.

El objetivo de esta pregunta es
que la profesora nos comente su
forma de presentar el contenido
de productos notables, donde se
busca que la profesora nos diga
si utiliza demostraciones,
comprobaciones, etc.

La pregunta busca que la
profesora nos diga qué
conocimientos presenta sobre
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secuencia de aprendizaje? recursos, ya sean virtuales o
fisicos para guiar la ensefianza
de los productos notables.

Conocimiento de las Si un alumno resuelve el El objetivo de la pregunta es

caracteristicas de aprendizaje de  siguiente ejercicio (x + 2)? y el  que, en base a un contexto

las matematicas (KFLM) resultado le da que es x? — 4. hipotético, nos represente sus
(Que realizara usted para conocimientos para resolver el
explicarle al alumno que el error del estudiante.

procedimiento es incorrecto?

Conocimiento de los estaindares ~ Referente a la ensefianza de El objetivo de la pregunta es

de aprendizaje de las productos notables ¢ El evidenciar su conocimiento del

matematicas (KMLS) contenido de productos notables  curriculum nacional sobre el
va acorde con las ensefianzas grado y que se ensefia con el
previas que tienen los contenido de productos notables.
estudiantes?

Fuente: Elaboracion propia

Resultados y conclusiones preliminares

Con las respuestas que entrego la profesora a las preguntas de la entrevista de acercamiento
se analizaron algunos fragmentos de ellas para caracterizar e identificar sobre que subdominio y
categoria la profesora hacia referencia y concluir que conocimiento la profesora maneja a priori a
la observacion y grabacion de clases sobre el contenido.

En la primera pregunta la cual se hace referencia al KoT la profesora responde:

L4-L6 Profesora: y de ahi pasamos a productos notables, y los productos notables
también los podemos relacionar con las areas, calculo de areas estableciendo que
tenemos medidas algebraicas.

Por lo cual, en este fragmento de la respuesta se identifica una evidencia de conocimiento
sobre conexiones de simplificacion (KSM), dado que la profesora conoce la relacion del célculo
de area (desde la perspectiva de la geometria euclidiana) y con la nocién de area desde un punto
de vista algebraico con los productos notables.

Luego en la pregunta que hace referencia al subdominio KFLM la profesora responde:

L1 Profesora: Claro, primero cuando nosotros tenemos aqui una potencia es igual
este es un error super frecuente

En este fragmento de la respuesta se identifica una evidencia conocimiento de fortalezas y
dificultades (KFLM), ya que la profesora conoce que el error presentado del cuadrado del
binomio es, en palabras de ella, super frecuente en los estudiantes, por ello la profesora conoce
algunos de los errores que comenten los estudiantes al momento de resolver cuadrados de
binomio.
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Con la entrevista realizada se buscaba lograr identificar que conocimiento maneja la
profesora a priori sobre el contenido de productos notables, para luego conseguir identificar y
caracterizar que conocimiento maneja la profesora en el aula de clases, con los resultados que
obtuvimos se identificaron algunos subdominios sobre las conexiones que realiza con el
contenido y aquellos errores o dificultades que poseen los estudiantes con los productos notables,
en el primero se reconoce una conexion de simplificacion, es decir, una conexion con contenidos
posteriores como es el calculo de areas, el cual lo utiliza para hacer una representacion del
cuadrado de binomio, en el segundo la profesora identifica un error sobre el cuadrado de
binomio, el cual lo reconoce como un error frecuente. Por ello la profesora conoce el contenido,
dicho esto el trabajo con la profesora no ha terminado, por ello se busca grabar clases de ella
para lograr identificar y caracterizar aquellos subdominios que la profesora maneja a la hora de
ensefiarle a los estudiantes.
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Resumen

En esta comunicacion se presenta una propuesta didactica para un curso de algebra
lineal que surge de una actividad ingenieril de modelizaciéon matematica. En su
desarrollo se consideran elementos de la Teoria Antropologica de lo Didactico, con
el propdsito de responder a la problematica evidenciada de la falta de integracién
entre la matematica ensefiada en la universidad y la que se usa en la practica
profesional de un ingeniero. La propuesta se enmarca en el estudio de una mezcla de
sonidos a través del método de la Separacion Ciega de Fuentes, de manera que el
estudiante motivado por el estudio de una cuestion abierta construya y utilice
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diversos conceptos y procesos del algebra lineal. Los resultados obtenidos muestran
que la propuesta constituye un proceso de transformacion desde la practica ingenieril
a la ensefianza, y que bajo ciertas condiciones ecologicas su implementacion
posibilita una actividad de modelizacién matematica en la clase.

Palabras clave: Modelizacion matematica; Formacion de ingenieros; Algebra lineal,
Disefio de tareas; Ingenieria didactica

Introduccion

Esta comunicacion muestra avances de una investigacion doctoral donde se reflexiona
sobre las matematicas que deben ser ensefiadas a los futuros ingenieros y el papel de la
modelizacion matematica en su formacion. En la ensefianza universitaria, la desconexion entre la
matematica que se ensefia en el ciclo basico de formacion y su uso en el ciclo avanzado es uno
de los principales factores que promueve la memorizacion de algoritmos y conceptos (Florensa,
Bosch & Gascon, 2019; Vazquez et al., 2016), estudios y comunidades internacionales han
reflexionado al respecto e identificado que la modelizacion matematica permite fortalecer la
relacion entre el mundo matematico y el no matematico (Barquero et al., 2018; Dominguez-
Garcia et al., 2016; Romo-Vazquez et al., 2012). A partir de los referentes tedricos de la TAD y
de la metodologia de la ingenieria didactica (ID) se disefio una propuesta didactica de
modelizacién matematica para un curso de algebra lineal de la formacion de futuros ingenieros,
basada en un problema de modelado inverso proveniente de la ingenieria; el analisis de la
Separacion Ciega de Fuente (BSS). Una vez disefiada la propuesta se compartié con una docente
que no participd en el disefo, pero que la implementd en uno de los grupos. Esto motivo la
reflexion sobre la solidez de la propuesta didéactica y los mecanismos utilizados para difundirla
con la docente, quien no tenia conocimientos previos sobre la BSS. Para presentar dicha
reflexion, se muestran primeramente los elementos tedricos y metodoldgicos que sustentaron el
disefio de la propuesta didactica y posteriormente la forma en que fue compartida con la docente.

Elementos de la Teoria Antropologica de lo Didactico

La TAD propone un modelo epistemoldgico para el andlisis de la actividad humana en su
dimension institucional (Chevallard, 2019). Dos nociones resultan fundamentales, la de
praxeologia y la de institucion. La praxeologia permite el andlisis de la actividad mediante
cuatro componentes: el tipo de tareas (T') que corresponde a ‘lo que se hace’, la técnica (7) que
es ‘la forma en que se hace’, la tecnologia (6) que es ‘el discurso que produce, explica y valida
la técnica’, y la teoria (@) que corresponde a ‘discursos mds generales que producen, explican,
validan y justifican las tecnologias’. La institucion es “una organizacion social estable que
permite enfrentar tareas problematicas de manera eficaz, gracias a los recursos materiales e
intelectuales, que ponen a disposicion de sus sujetos, asi como, a las restricciones que definen
para la realizacion de dichas tareas” (Castela y Romo, 2011, p. 85, traduccion propia). La
construccion y reconstruccion de praxeologias en determinada institucion constituye un proceso
de estudio. Un dispositivo didactico que puede producirse en coherencia con la nocion de
praxeologia de la TAD es el Recorrido de Estudio e Investigacion (REI) puesto que surge de la
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“necesidad de fundamentar las organizaciones didacticas en una epistemologia realmente
funcional, en la que los saberes aparezcan como ‘maquinas’ productoras de conocimiento utiles a
la creacion de respuestas R a cuestiones O (Bosch & Gascén, 2010, p. 82). El objetivo de los
REI es reemplazar la pedagogia de “inventariar” y de los “monumentos” de los saberes con la de
“investigar” y “cuestionar”. Un REI es un dispositivo didactico enmarcado en la Pedagogia de
Investigacion y Cuestionamiento del Mundo (PICM) (Chevallard, 2019). La PICM esta enfocada
en el estudio de cuestiones O que posibilitan la investigacion en el aula. Los estudiantes al
abordar Q producen una respuesta R con sentido propio, es decir, R no es necesariamente la
misma que se divulga en las fuentes de difusion. Las preguntas O deben de ser abiertas e
investigables. Su estudio permite generar nuevas cuestiones, cuyas respuestas existentes R *,
asociadas a conceptos, son parte del medio didactico M, constituido por todos los recursos que se
utilizan para estudiar Q y producir RY (Bosch & Gascén, 2010; Serrano, 2012).

La propuesta didactica. REI: Analisis y separacion de mezclas
Contexto Experimental

La propuesta didactica consiste en el disefio y experimentacion de un REI en un curso
virtual donde se transpuso una praxeologia BSS de la ingenieria en una praxeologia BSS escolar
a través de una situacion de separacion de melodias. Se implement6 en la Institucion
Universitaria Politécnico Grancolombiano (IUPG), Bogotd, Colombia, en dos cursos de algebra
lineal impartidos en la modalidad virtual para futuros ingenieros. Su programa se compone de
cuatro unidades tematicas: ecuaciones lineales, matrices, espacios vectoriales y transformaciones
lineales. Su duracion fue de ocho semanas en el segundo semestre del 2020.

El sistema de evaluacion esta compuesto por actividades con diferente puntuacion de
acuerdo con su complejidad: dos actividades de puntos evaluables (evaluaciones en linea) en las
semanas 2 y 6 (50 y 100 puntos respectivamente), una evaluacion final en linea en la semana 8
(150 puntos), una actividad transversal denominada trabajo colaborativo que se desarrolla
durante las semanas 3, 4, y 5 (150 puntos), la sustentacion individual (en linea) del trabajo
colaborativo en la semana 7 (40 puntos) y una autoevaluacion (en linea), también en la semana 7
(10 puntos), para un total de 500 puntos. Adicionalmente, los estudiantes cuentan con dos
espacios sincronicos semanales para la profundizacion de temas o solucion de dudas.

Las condiciones institucionales permiten utilizar el trabajo colaborativo como el espacio
para el desarrollo del REI, mediante diferentes actividades, tanto individuales como grupales, la
participacion en foros de discusion y entrega de informes; los espacios sincronicos se usaron para
la confrontacion de ideas, planteamiento de preguntas orientadoras para abordar posibles
dificultades y consolidacion de las respuestas construidas por los estudiantes. Los dos docentes
que implementaron el REI en los dos grupos trabajaron colaborativamente, tanto en la fase de
analisis a priori como en la de experimentacion, como se detalla a continuacion.
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Metodologia del diseiio: la Ingenieria Didactica (ID)

La ID ofrece una ruta para disefar e implementar situaciones didacticas, se estructura en
cuatro fases: analisis preliminar; diserio y andlisis a priori; experimentacion y andlisis in vivo;
analisis a posteriori y validacion. Con base en la adaptacion de estas fases para el disefio de los
REI (Barquero y Bosch, 2015, Garcia et al., 2019), se generd una nueva adaptacion que permitid
considerar el analisis praxeolédgico de la actividad de modelizacion matematica de la BSS como
se ilustra en la figura 1. El enfoque presentado no se centra en la epistemologia del conocimiento
matematico escolar considerado clasicamente, sino en el desarrollo de la transposicion didactica
de una praxeologia en el &mbito ingenieril a una praxeologia escolar. En este enfoque también se
tiene en cuenta la gestion del REI para que docentes no afines con la TAD, la metodologia de la
ID y con la BSS pudieran implementarlo.

1. Analisis preliminar 2. Disefio y andlisis a priori =
Identificacién del fendmeno didactico Propuesta de hipétesis, conjeturas, situaciones z‘
>3 Andlisis de una praxeologia local de modelizacion matematicas y cuestion generatriz =
E matemdtica en una institucién usuaria Condiciones de interaccion e institucionalizacién % a
E § Transposicién de la praxeologia local a la Mapa de preguntas y respuestas a' =
% 3 praxeologla matemdtica del digebea lineal Construcci6n del medio diddctico bisico y flexible | g 3
B Construccién del MER I3
Adaptacién de la ingenieria
didactica como metodologia de
investigacién y disefio
w
g o
28 g
- s 4. Andlisis a posteriori y validacién 3. Experimentacién y andlisis en vivo g )
é ﬁ Contraste y validacién de las hipétesis y propuestas Implementacién del REI-ASM con las condiciones % i
] %’ del disefio institucionales é
a Andlisis del proceso de estudio Observacion y recoleccién de datos =
3 F I L t
p ormulacién de nuevas situaciones

Figura 1. Adaptacion de las fases de la Ingenieria Didactica para el desarrollo de esta investigacion
Fase 1. Analisis Preliminar

Un fendmeno didactico identificado en la formacion de futuros profesionales es la falta de
conexiones entre las matematicas ensefiadas y las matematicas utilizadas en los lugares de
trabajo. En las carreras ingenieriles, los cursos iniciales se enmarcan en el paradigma de la visita
de obras y monumentalizacion del saber (Chevallard, 2019). En el curso virtual de algebra lineal
el profesor tiene la libertad de disefiar el proyecto para el trabajo colaborativo, por lo que es
posible integrar el estudio de modelos matematicos como una introduccion a la modelizacion
matematica. Sin embargo, este proyecto no suele estar relacionado con temas de ingenieria, ya
que dificilmente los profesores de matematicas conocen la forma en que los modelos
matematicos son utilizados en la ingenieria y en su ensefianza. Para el desarrollo del REI se
propuso estudiar la praxeologia de modelizacién matematica Separacién Ciega de Fuentes (P-
BSS) de la practica ingenieril, esta praxeologia ha sido trabajada en investigaciones anteriores
(Romo-Vazquez et al., 2012; Vazquez et al., 2016), en esta investigacion se profundizo el
analisis de la BSS con la colaboracion de una experta y se construyd transposicion a los primeros
contenidos del curso de algebra lineal: sistemas de ecuaciones lineales, vectores y matrices.
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Por medio de esta transposicion se construyo una praxeologia escolar (Pe-BSS)
conformada por: tipo de tarea (T). Modelar una mezcla simulada de tres melodias producidas
por tres instrumentos, ubicados arbitrariamente. La técnica (t). Encontrar el sistema de
ecuaciones lineales que expresa mediante combinaciones lineales la relacion entre los sonidos de
los instrumentos, las intensidades y mezclas. Discretizar las mezclas y resolver los sistemas de
ecuaciones para encontrar las melodias discretizadas y asi reconstruir las sefiales originales. La
tecnologia (0). Las nociones de funcion continua y de espacio vectorial garantizan la existencia
de las mezclas como funciones continuas. El trabajar las sefiales como vectores permite
representarlas como combinaciones lineales y modelarlas por medio de un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas. La existencia y unicidad de la solucion se basa en elementos del
algebra lineal, el modelo matricial AX = b y la nocion de matriz inversa. El estudio de sefiales de
audio se basa en el procesamiento de sefiales. La teoria (@). Geometria Euclidiana, Algebra de
niimeros reales, Algebra Lineal y Teoria de Sefiales.

El Modelo Epistemologico de Referencia (MER), entendido como modelo tedrico que
justifica y analiza la transicion y evolucion de los saberes y praxeologias entre la institucion de la
ingenieria y la institucion de ensefianza de las matematicas, surge como alternativa al modelo
epistemologico dominante de la ensefianza clasica, permitiendo construir un modelo didactico
alternativo que permita interpretar el conocimiento matematico y fundamentar como se puede
organizar su estudio en la institucion de ensefianza. El MER se materializa como el conjunto de
praxeologias regionales (que incluyen varias técnicas y tecnologias asociadas a la misma teoria)
y locales (que incluyen més de una técnica) de modelizacion matematica de la BSS (P-BSS) y su
transposicion a las praxeologias locales de modelizacion matematica en la ensefianza del Algebra
Lineal (Pe-BSS).

Fase 2: Diseiio y analisis a priori

Se disefio un REI llamado anélisis y separacion de mezclas (REI-ASM) cuya situacion
problémica es la separacion de tres melodias mezcladas y la pregunta generatriz Q es la
siguiente: ;Cudl es el proceso matemdtico para separar los sonidos de los audios?, que es
abierta y cuya hipdtesis es que permite construir la Pe-BSS cuyo tipo de tarea (T) es: modelar
una mezcla simulada de tres melodias producidas por tres instrumentos, ubicados
arbitrariamente. El proceso que permite estudiar y dar respuesta a @, se dividio en tres
componentes, cuyo andlisis permiti6 identificar los elementos iniciales del medio didactico, el
cual se construye con el proceso en cadena de cuestiones y respuestas, ya sean construidas por la
academia o por el equipo de estudiantes/docentes. De esta manera se estructurd el mapa inicial
de preguntas-respuestas (figura 2), que permitio esbozar un posible recorrido para la
construccion de la praxeologia escolar.
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Figura 2: Mapa de preguntas y respuestas del analisis a priori

Por la naturaleza del REI, las componentes del medio didactico (M) no suelen ser
concebidas a priori, sin embargo, debido a la complejidad de la pregunta inicial se considero
necesario generar elementos del medio como las preguntas y respuestas “selladas” iniciales (R),
las obras (O) y el uso de aplicativos (4) que permitieron que los estudiantes validaran sus
hipdtesis de manera experimental y aportaran a la construccion de RY. De esta manera, el REI se
puede representar con el esquema herbartiano ampliado:

[S(X; Y; Q) © {R{,R3,R3, ..., R},04,0,,...,0,,A1, A, ..., Aj} S RY

Se escogi6 el desarrollo de los aplicativos en Jupyter bajo el codigo de programacion de
Python, ya que es un lenguaje de programacion con multiples librerias que permiten el trabajo
con matrices, seflales y sonidos, entre otros, es software libre y el usuario puede modificar el
codigo para formular hipdtesis y experimentar diferentes situaciones que ayuden a construir una
posible respuesta.

Fases 3 y 4. Experimentacion y analisis in vivo; analisis a posteriori y validacion

El desarrollo del REI se dividi6 en cuatro fases relacionadas con los momentos del proceso
de estudio (Chevallard, 2019; Serrano, 2012): la fase 1 fue el primer encuentro con el tipo de
tarea, la fase 2 el momento exploratorio y desarrollo de la técnica, la fase 3 el momento de
trabajo con la técnica, y la fase 4 a un momento final de institucionalizacion. Cada fase se inicio
con las preguntas consideradas relevantes para guiar el estudio de Q0. Con base en los avances
de cada sesion el equipo docente disenid o modifico las actividades y los aplicativos para que los
estudiantes investigaran las preguntas escogidas grupalmente. Los encuentros sincronicos
resultaron fundamentales, ya que se promovi6 establecer un consenso de las respuestas halladas
y de nuevas preguntas para la continuacion del proceso de estudio.

Los docentes se reunieron para intercambiar informacion sobre las participaciones de los
estudiantes de cada curso, revisar los informes entregados por los equipos, consolidar el avance
de las respuestas y estructurar el desarrollo de las siguientes actividades, modificando los
aplicativos cuando fuera necesario. En el esquema de la Figura 3 se presentan cuestiones
derivadas propuestas por los estudiantes durante la experimentacién del REI-ASM. Los
momentos de institucionalizacion se realizaron mediante los encuentros sincronicos donde
presentaron las conclusiones de los informes, construyeron respuestas o modificaron las
existentes, se propusieron nuevas preguntas y actividades a desarrollar. Es importante enfatizar
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que los encuentros sincronicos se llevaron a cabo con la participacion de ambos grupos de
estudiantes y fueron liderados por los dos docentes.

Reflexion final

Una de las principales dificultades del disefio de estos dispositivos es el estudio de
situaciones ingenieriles, ya que los docentes afines a los cursos de formacién matematica inicial
no siempre cuentan con el conocimiento especifico de la ingenieria y muchas veces existe una
linea divisoria entre las dos formaciones: la matematica va por un lado mientras que los cursos
ingenieriles por otro. Ingresar a las 16gicas de la modelizaciéon matemadtica en ingenieria es una
tarea compleja, y cuando esta es desarrollada con el objetivo de disefiar un dispositivo didactico
suele quedar como un caso aislado de disefio e implementacion (Romo y Artigue, in press). Con
el objetivo de comunicar el dispositivo didéctico, se conform6 un equipo docente en el que la
docente que no particip6 en el disefio del REI pudiera apropiarse de sus elementos constitutivos
y pudiera implementarlo en un curso. Este tipo de trabajo colaborativo entre docentes para
implementar los REI en el aula ha sido experimentado en otras investigaciones (Markulin et al.,
2022). Un analisis mas fino podria permitir elucidar la forma en que la docente se apropi6 del
REI disefiado, ;cudles fueron los desafios que enfrent6 para estudiar la praxeologia escolar de la
BSS? (Sus conocimientos sobre la fisica del sonido fueron suficientes o tuvo que realizar
estudios complementarios? ;Qué la motivo a participar en la implementacion del REI?
Asimismo, resulta necesario investigar sobre la forma en que el trabajo colaborativo permiti6 a
los docentes generar una gestion comtn del REI, modificar cuestiones, generar nuevos elementos
para el medio: proponer tareas concretas, elegir cuestiones derivadas generadas por los
estudiantes, generar nuevos aplicativos etc. Se considera que el estudio de este trabajo
colaborativo puede aportar elementos para generar mecanismos de difusion de los REI entre
profesores universitarios y de esta manera integrar paulatinamente la modelizacion matematica
en la formacion de futuros ingenieros.

Qo0

¢cual es el proceso matematico para
separar los sonidos de los audios?

Q_1: ¢cudntos y cudles
instrumentos se identifican?

3 ;qué objetos
matemalicos permiten la
separacion de sonidos?

Q_2 ¢queé es el sonido?

Q_5: ¢cudl es el sistema de ecuaciones
que madela las mezclas del concierto?

Q_4: como resolver los
44100 sistemas discretos?

Figura 3. Mapa de preguntas y respuestas de la experimentacion del REI-ASM
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Resumen

Teniendo en cuenta la importancia de desarrollar el pensamiento algebraico y
variacional desde la Educacion Infantil entendiendo que cada estudiante tiene
particularidades de aprendizaje distintas, se presentan avances de una investigacion
que tiene entre sus objetivos especificos “Construir disefios didacticos de
matematicas para la educacion basica, ajustados a una estructura curricular flexible y
adaptable, en los que se haga uso de variadas tecnologias que permitan el acceso a
estudiantes con Necesidades Educativas Especiales”. Se muestra la estructura de un
disefio didactico para la ensefianza de Secuencias y Patrones en los grados 4° y 5°y
el resultado obtenido en la rabrica de evaluacion, en el que se tuvieron en cuenta
algunos principios y pautas del DUA, los Estandares Basicos de Competencia, los
procesos de generalizacion de patrones y la propuesta dada por Parada (2021), donde
se sugiere trabajar en cuatro niveles distintos de profundidad con contextos cercanos
al estudiante.

Palabras clave: Curriculo; flexibilidad; adaptacion; inclusion educativa; clase de
matematicas.

Introduccion

Muchas de las dificultades presentadas en el aprendizaje de las matematicas en la
Educacion Secundaria se dan principalmente por la introduccion tardia del algebra (Bojorque, et.
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al., 2021; Becker y Rivera, 2008; Kaput, 2000; Vergnaud,1988), en ese sentido, Vergnaud
(1988) afirma que trabajar con tareas del pensamiento algebraico promueve en los estudiantes un
mayor grado de generalidad y para promover el desarrollo de dicho pensamiento, en los primeros
afios de escolaridad deberian usarse tareas que “incluyan las relaciones entre cantidades, la
identificacion de estructuras, la generalizacion, la resolucion de problemas, la modelacion, la
justificacion, la prueba y la prediccion” (Kieran, 2004, p. 149). Asi mismo, Dreyfus (1991),
menciona que dichas tareas deben promoverse por medio del uso de patrones, los cuales se
encuentran presenten en sucesiones y secuencias numéricas y/o figurales.

En Colombia se establece que en los grados 4° y 5° los estudiantes deberian tener
habilidades para “Predecir patrones de variacion en una secuencia numérica, geométrica o
grafica, representar y relacionar patrones numéricos con tablas y reglas verbales” (MEN, 2006,
p. 83), y en ese sentido, se pretende promover el desarrollo del Pensamiento Variacional y
Sistemas Algebraicos y Analiticos por medio de la “la percepcion, identificacion y
caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes contextos, asi como con su descripcion,
modelacion y representacion en distintos sistemas o registros simbolicos, ya sean verbales,
iconicos, graficos o algebraicos” (MEN, 2006, p. 66).

Por su parte, autores como Romero, Carrillo y Lopez (2018) resaltan la importancia de
promover el desarrollo del pensamiento algebraico desde la Educacion Infantil atendiendo a las
caracteristicas y particularidades de todos los estudiantes pues todos tienen derecho a tener
oportunidades de aprendizaje acorde a sus habilidades. En la constitucion politica de Colombia
(1991, Art. 67) se establece la educacion como “un derecho de la persona ... cuyos responsables
son el Estado, la Sociedad y la Familia”.

En ese sentido, se establece que las instituciones educativas deben plantear en el Proyecto
Educativo Institucional, la promocion de la inclusion educativa donde se garantice el derecho
fundamental a la educacion a partir de la Resolucion 2565 de 2003. Los docentes colombianos
cuentan con documentos de referencia tales como los Estandares Basicos de Competencia
(MEN, 2006) donde se definen las competencias que se deben promover en el aula de clase para
los diferentes conjuntos de grados de acuerdo con los Pensamientos Matematicos definidos en
los Lineamientos Curriculares (MEN, 1998) y se pretende relacionar los estdndares con
actividades especificas a partir de los pensamientos, respectivamente. Sin embargo, estos
documentos de referencia definen competencias, estindares y pensamientos sin tener en cuenta
la diversidad en el aula, puesto que no considera las habilidades y capacidades de cada individuo,
lo que significa que en “en muchas instituciones educativas atn se vulnera el derecho a la
educacion” (Saenz, 2012, p. 193).

De lo anterior y siendo conscientes de la importancia del aprendizaje del algebra en
estudiantes desde temprana edad atendiendo la diversidad en el aula, en esta oportunidad se
muestra la estructura de un disefio didactico para la ensefianza de Secuencias y Patrones para los
grados 4° y 5° en el contexto de los Juegos Olimpicos de Tokio 2020 y los resultados obtenidos
en la rabrica de validacion del disefio, entendiendo que cada nifo tiene particularidades de
aprendizaje distintas. Este disefio estd enmarcado en un proyecto de investigacion que tiene entre
sus objetivos especificos “Construir disefos didacticos de matematicas para la educacion basica,
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ajustados a una estructura curricular flexible y adaptable, en los que se haga uso de variadas
tecnologias que permitan el acceso a estudiantes con Necesidades Educativas Especiales”.

Aspectos conceptuales

En la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas se encuentran pocas investigaciones
que promuevan la atencién a la diversidad en el aula sin segregar a los estudiantes. Por lo
general, aquellas investigaciones se centran en atender a un estudiante o un pequefio grupo con
una sola Necesidad Educativa Especial (NEE). Bruno y Noda (2010) manifiestan que en dichas
investigaciones predomina el componente clinico y el uso de tareas y actividades alejadas de la
realidad de los estudiantes. Especificamente en la construccion del pensamiento algebraico,
Romero, Carrillo y Lopez (2018), plantean una situacion de ensefianza para estudiantes con
discapacidad intelectual del concepto de equivalencia teniendo en cuenta los principios de “Early
Algebra” que, aunque dicha propuesta estd pensada para estudiantes regulares, es de gran
importancia plantear actividades con el fin de promover la atencion a la diversidad en el aula que
les permita a los estudiantes desarrollar sus capacidades intelectuales, culturales y sociales.

Una de las problematicas a las que se enfrenta el profesor de matematicas es no haber
tenido una formacion suficiente sobre como aprenden las personas con NEE, como promover la
atencion a la diversidad y como €l puede abrir la mirada hacia la heterogeneidad del aula.

Cuando el profesor se ha hecho sensible ante su compromiso para atender esa diversidad
del aula e indaga sobre los recursos disponibles para hacerlo, se encuentra con lineamientos
curriculares poco flexibles y pensados para personas con caracteristicas comunes, sin
deficiencias, dificultades o limitaciones.

En el decreto 1421 de 2017 se presentan orientaciones acerca de los ajustes razonables
que deberian realizarse en los diferentes niveles de la educacion escolar para la atencion a la
diversidad, como lo son: el Disefio Universal de Aprendizaje (DUA) y el Plan Individual de
Ajustes Razonables (PIAR). El primero es un modelo que combina una mirada y un enfoque
inclusivo de la ensefanza con propuestas para su aplicacion en la practica y el segundo es una
herramienta que permite contrastar el curriculo con las caracteristicas y necesidades del
estudiante, con la finalidad de definir los ajustes razonables y apoyos pedagogicos que le
permitan al estudiante la participacion en el aula de clase.

Disefio Universal de Aprendizaje (DUA)
El enfoque DUA se define como:

En educacion, comprende los entornos, programas, curriculos y servicios educativos disefiados
para hacer accesibles y significativas las experiencias de aprendizaje para todos los estudiantes a
partir de reconocer y valorar la individualidad. Se trata de una propuesta pedagogica que facilita
un disefo curricular en el que tengan cabida todos los estudiantes, a través de objetivos, métodos,
materiales, apoyos y evaluaciones formulados partiendo de sus capacidades y realidades. Permite
al docente transformar el aula y la practica pedagogica y facilita la evaluacion y seguimiento a
los aprendizajes (Decreto 1421, 2017, p. 4)
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En efecto, para el disefio se presenta, se tuvieron en cuenta algunos de los principios y las
pautas establecidos en el DUA (Alba, Sanchez y Zubillaga, 2014), los cuales son:

Principio 1. ;Qué se aprende? Se debe tener en cuenta que todos somos diferentes en la
forma en que se percibe y comprende la informacion, lo que hace conveniente facilitar multiples
formas y opciones de representacion de la informacion y los contenidos.

Principio II: ;Coémo se aprende? Reconocer, que el estudiante tiene diferentes formas de
expresar y comunicar lo que ya sabe, de esta manera se debe pensar en multiples formas de
accion y expresion, mas aun, opciones para la interaccion fisica como lo son el material concreto,
las herramientas tecnoldgicas, entre otras.

Principio III: ;Por qué se aprende? Comprender que el componente emocional es una
variable existente en el proceso de ensefianza y por esta razon se deben proporcionar opciones
para captar el interés y mantener el esfuerzo en base a multiples formas con las que se puede
implicar al estudiante.

Por otra parte, Ecured (2015) en Heredia y Moscoso, (2019) clasifican los ritmos de
aprendizaje de los estudiantes en: 1). Répido, se encuentran aquellos estudiantes que tienen gran
capacidad de captar y retener informacion, no necesitan gran acompafamiento de los profesores
pues sus habilidades se desarrollan con mayor facilidad, ii). Moderado, aquellos que realizan las
actividades y alcanzan los objetivos y metas esperadas en el tiempo establecido, reteniendo
informacion necesaria y iii). Lento, aquellos que presentan desmotivacion para aprender, bajo
nivel de atencion y dificultades de aprendizaje y procesamiento de informacion.

En ese sentido, en la investigacion de la cual emerge este reporte y tomando en
consideracion los resultados y definiciones mostrados en el parrafo anterior, para abordar el
objeto matematico de estudio, secuencias y patrones, se formula la pregunta problematizadora
(Como organizar las competencias de natacion sincronizada?, con cuatro niveles de profundidad
diferentes acordes a las caracteristicas de los estudiantes. De acuerdo con Parada (2021), los
niveles de profundidad de los disefios son:

Nivel de profundidad 1: Las actividades estan dirigidas a estudiantes con mayores
dificultades, a nivel fisico, intelectual o psicosocial. Estos estudiantes son muy visuales y su
principal medio de comunicacion es la oralidad, por lo que las actividades deben utilizar recursos
visuales o concretos, ademas, de contar con un apoyo constante por parte del profesor y la
familia.

Nivel de profundidad 2: Las actividades estan dirigidas a estudiantes con dificultades
moderadas en las categorias mencionadas en el nivel anterior. Por otra parte, este grupo de
estudiantes posee mejores habilidades de comunicacion escrita y oral que el nivel anterior, sin
embargo, las actividades deberan tener un enfoque similar en el uso de materiales y la atencion
prestada por el profesor.
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Nivel de profundidad 3: Las actividades estan dirigidas a estudiantes con dificultades
leves, por lo que se puede utilizar un lenguaje mateméatico mas preciso y una menor guia y
supervision por parte del profesor.

Nivel de profundidad 4: Las actividades estan dirigidas a estudiantes que poseen
capacidades excepcionales en matematicas, por lo que es necesario disefiar actividades que
promuevan la curiosidad, la demostracion y la formulaciéon de nuevas preguntas e ideas.

Asi mismo, cada disefio en cada nivel de profundidad, estd compuesto por cuatro
momentos le permitiran a los estudiantes conceptualizar el objeto matematico de estudio, en el
primer momento se plantean actividades para la introduccion del objeto matematico de estudio a
partir del contexto, incorporando actividades motivadoras y ludicas; en el segundo momento se
posibilita el proceso de matematizacion del objeto matematico donde las intervenciones del
profesor se dan con la finalidad de promover la construccion individual de los saberes necesarios
para abordar el objeto matematico; en el tercer momento, se espera que los estudiantes pongan en
practica los saberes construidos en los dos momentos anteriores; finalmente; en el cuarto
momento se presentan tareas con la finalidad de valorar los desempefios de los estudiantes.

Dentro del proyecto, se disefid un instrumento de evaluacion de los disefios, los cuales
estan conformados por material para el estudiante, material para el profesor y una tabla de
propositos y descriptores asociados a las habilidades de los procesos matematicos (Fiallo y
Parada, 2018) y pensamientos propuestos por el MEN (2006). Con dicha rtbrica se pretende
evaluar el disefio completo. Para efectos de este reporte, nos centraremos en la valoracion del
material para los estudiantes, en cuanto a: i). Coherencia horizontal, que hace referencia a la
progresion del objeto matematico y la forma en la que se pretende ensefiar en cada nivel de
profundidad de acuerdo con los propdsitos y descriptores asociados a los pensamientos
matematicos propuestos por el MEN (2006); ii). Coherencia vertical, que hace referencia a la
forma de mostrar el objeto matematico en los cuatro momentos y la articulacion de las tareas
propuestas con las habilidades enmarcadas en cada proceso matematico; y iii). Valoracion del
DUA, la cual hace referencia al uso de las pautas y principios de este en el disefio valorado
(Figura 1).

4. Valoracién del DUA
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desarrollo de los procesos X
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que algunas & las actividades se spasten para que ¢l peoceso de razonamiento al promoner habildades como comjcturas y
argumentar, sobre todo en Jos Gtimos niveles
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Figura 1. Rubrica de evaluacion version estudiante. Coherencia vertical, horizontal y DUA,
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Proceso metodoldgico

Para promover el desarrollo del Pensamiento Variacional y Sistemas Algebraicos y
Analiticos, se tuvieron en cuenta los procesos de generalizacion de patrones propuestos por
Dreyfus (1991), dar cuenta de una caracteristica comun, generalizar la caracteristica comun en
todos los términos de la secuencia y determinar una regla que permita encontrar cualquier
término de la secuencia. Asi mismo, el disefio estuvo enmarcado el contexto de los Juegos
Olimpicos de Tokio 2020, especificamente en el deporte de natacion sincronizada, donde se
plantea la pregunta problematizadora ;Como organizar las competencias de natacion
sincronizada?

La situacion problema consiste en organizar las competencias de natacion sincronizada
teniendo en cuenta que los equipos estan conformados por parejas, donde cada nivel de
profundidad exige un nivel de abstraccion distinto del patrén encontrado en la secuencia
presentada, asi como el uso de distintos patrones de acuerdo con la conformacion de equipos
formados por trios y cuartetos.

Para el disefio y valoracion de este, se tuvieron en cuenta las siguientes fases:

1. Fase de disefio. Consisti6 en la busqueda de contextos y situaciones que dieran cuenta
del uso de secuencias y patrones, asi como la revision de propuestas didacticas dadas
en la ensefianza y promocion del pensamiento variacional, con la finalidad de
proponer la pregunta problematizadora y disefiar las tareas en cada nivel de
profundidad, en los cuatro momentos. El disefio estd conformado por material de
trabajo para el estudiante, material para el docente y la tabla de propdsitos y
descriptores.

2. Fase validacion a través de la rabrica. Se valoraron los materiales del estudiante,
profesor y tabla de propdsitos del disefo realizado en la primera fase de acuerdo con
los items mencionados en la ribrica.

3. Fase de andlisis de los resultados de la rabrica. Revision y andlisis de los resultados
dados en la rubrica de evaluacion

4. Fase de rediseno. A partir de la tercera fase y teniendo en cuenta las observaciones
dadas en la ribrica, se realizaron ajustes y redisefios de las tareas presentadas en el
material del estudiante, profesor y tabla de descriptores.

Primeras reflexiones

Teniendo en cuenta los resultados dados en la riibrica de evaluacion en el material del estudiante,
donde se valord la coherencia vertical, horizontal y el uso del DUA, se realizaron algunos ajustes
en las tareas disefiadas en cada nivel de profundidad, como la forma en la que se presenta la
situacion problema, el uso de material concreto y el permitirles a los estudiantes utilizar distintas
formas de representar sus respuestas y soluciones.
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Resumen

Comenzar el estudio de la relacion entre creencias y practicas de profesores de
matematicas, a través del analisis de sus practicas, implica decisiones teoricas y
metodologicas. En particular, es necesario determinar cuales son los elementos del
proceso de estudio que constituyen una manifestacion de la creencia. En este trabajo,
proponemos a las normas, de acuerdo con el planteamiento propuesto por el Enfoque
Ontosemiotico, como aquellos elementos que deben ser analizados para poder
determinar las creencias de los profesores. Se presentan algunos referentes tedricos
que sustentan este planteamiento y se muestra un ejemplo en el que se operativizan
estas ideas. A partir de esto es posible identificar las creencias de un futuro profesor
respecto de lo que son los niimeros, asi como sus creencias respecto de lo que son
una definicion y una demostracion en matematicas.

Palabras clave: Educacion Matematica; Educacion; Ensefnianza; Formacion docente;
Enfoque Ontosemiotico; Investigacion tedrica; Matematicas.

Introduccion

El estudio de la relacion entre creencias y practicas de profesores ha sido tradicionalmente
realizado comenzando por la identificacion de las creencias —a partir de encuestas, entrevistas,
cuestionarios, narrativas, etc.— y, posteriormente, contrastando estos resultados con las
observaciones de las clases de los docentes. Los resultados de estas investigaciones no logran un
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consenso respecto de determinar si las practicas de los docentes son consistentes con sus
creencias o no (Fives & Buehl, 2012).

Una causa de esta situacion es que, si bien se puede considerar a las creencias como
predisposiciones para la accion (Rokeach, 1968), lo cierto es que las acciones de los docentes
dependen de diversos elementos contextuales (la actitud de los alumnos, las condiciones
escolares, etc.). Por lo tanto, no es posible inferir ‘a ciencia cierta’ qué acciones realizara un
docente, una vez que se hayan identificado sus creencias.

Ademas, en un episodio de clase, se ponen en juego diversas creencias; las cuales pueden,
incluso, entrar en conflicto entre si. Sin embargo, el mismo individuo serd capaz de resolver
dicho conflicto (Leatham, 2006), desarrollando una nueva creencia o valorando alguna sobre de
la otra.

De esta manera, consideramos realizar el estudio de la relacidon entre practicas y creencias
de profesores de matematicas, comenzando por el analisis de sus practicas y, a partir de ello,
inferir las creencias que dieron lugar a ellas. Esta decision implica tomar algunas consideraciones
tedricas y metodoldgicas, en particular, respecto de los momentos del proceso de estudio que es
necesario observar y, a partir del cual, se inferirdn las creencias. En este trabajo se propone
utilizar la nocidn de “normas” planteada en el Enfoque Ontosemiotico (EOS) del conocimiento y
la instruccion matematicos como el elemento del proceso de estudio en donde se manifiestan las
creencias de los docentes. En la siguiente seccion se describen las consideraciones tedricas que
sustentan esta propuesta y mas adelante se muestra un ejemplo en el cual se operativizan estas
ideas.

Referentes teoricos

La relacion entre las creencias de los profesores y las practicas didactico-matematicas que
realizan en su labor, implica la coordinacion de dos dimensiones distintas: la personal y la social.
Las creencias se encuentran en la primera, al ser consideradas conocimientos subjetivos de las
personas; mientras que, las interacciones que se dan para la negociacion de significados en un
proceso de estudio involucran la dimension social.

Esta relacion ha sido estudiada por autores como Cobb y Yackel (1996), quienes proponen
la relacion de las normas sociales y sociomatematicas con las creencias. Estos autores consideran
a las normas sociales como expresiones de los aspectos normativos que se esperan en el aula, y a
las normas sociomatematicas como regularidades en los patrones de interaccién que son
especificas de las matematicas. Por otro lado, consideran a las creencias como la comprension
que usa una persona para evaluar una situacion. Asi mismo, relacionan estas dos nociones
asumiendo a las creencias como los “correlatos psicologicos de las normas™ (Yackel &
Rasmussen, 2002, p. 316).

De esta manera, consideramos a las normas como los elementos dentro del proceso de
estudio en los cuales focalizar nuestra atencion, para a partir de ellas, identificar e inferir las
creencias de los profesores de matematicas.
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Dentro del Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos (EOS)
la nocién de norma es considerada como “el conjunto de reglas del ‘juego del lenguaje’ en el que
participan profesores y alumnos cuando intervienen en un proceso de cognicion e instruccion”
(Godino et al., 2009). Y se amplian las categorias, proponiendo la siguiente tipologia:

e Normas epistémicas. Aquellas que regulan las matematicas susceptibles de ser ensefiadas y
aprendidas en una institucion.

e Normas cognitivas. Aquellas que regulan la manera en que los alumnos construyen y
comunican las nociones, procesos y significados matematicos.

e Normas interaccionales. Aquellas que regulan las interacciones docente-discente y
discente-discente.

e Normas mediacionales. Aquellas que regulan el uso de los recursos humanos, materiales y
temporales.

e Normas afectivas. Aquellas que regulan la afectividad de las personas que intervienen en el
proceso de estudio.

e Normas ecologicas. Aquellas que regulan la relacion con el entorno (sociocultural,
politico, laboral, ...) en el que se desarrolla el proceso de instruccion.

Consideramos que estas categorias pueden permitir el acceso a creencias de los profesores
respecto de las matematicas, su ensefianza y su aprendizaje; creencias sobre las interacciones, los
medios y los afectos que se involucran en un proceso de estudio, y creencias sobre los aspectos
contextuales en los que tiene lugar dicho proceso.

Aspectos metodolégicos

Para ejemplificar las ideas presentadas previamente, se comparten los resultados de una
investigacion cualitativa en la que se analiz6 un proceso de estudio utilizando el planteamiento
tedrico previamente mencionado.

La informacioén se recopil6 a través de una observacion no participante, la videograbacion
y la transcripcion de una clase en la que se estudiaron las potencias de base racional y exponente
entero.

Esta clase fue impartida en un proceso de microensefianza de profesores en formacion, en
el cual, un futuro profesor tenia el rol de docente y el resto tenian el rol de alumnos.

La transcripcion se codifico usando la letra P para identificar los didlogos de quien tiene el
rol de profesor y la letra A con algun subindice para denotar a los didlogos de quienes fungen el
rol de alumnos. Y, posteriormente, fue analizada buscando identificar las normas que en ¢l tenian
lugar. En un primer momento se identificaron las normas que fueron puestas en juego de manera
explicita y, posteriormente, aquellas que se podian inferir a partir del discurso de los
participantes. En este documento se presentan algunas normas epistémicas identificadas.

Resultados
El proceso de instruccion comienza con el futuro profesor que asume el papel de docente

(P) compartiendo que el objetivo de la clase es “mostrar que comprenden las potencias de base
racional y exponente entero”. Ante esto, un futuro profesor que funge con el rol de estudiante
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(A1) pregunta respecto a qué se refieren los conceptos de “potencias de base racional y
exponente entero”.

En la primera columna de la Tabla 1 se comparte la transcripcion del didlogo que se da a
partir de dar respuesta a A1l. Mientras que en las columnas siguientes se describen las normas
epistémicas que se identificaron, ya sea porque fueron mencionadas explicitamente por quien
funge como profesor (P) o como alumno (A); o bien, porque pueden ser inferidas a partir del

discurso de los participantes.

Tabla 1
Normas epistémicas identificadas durante el proceso de estudio

Normas epistémicas

Transcripcidn del episodio de clase . g
P P establecidas explicitamente

Normas epistémicas
inferidas

P: Los nimeros racionales se pueden
escribir de dos formas, si ustedes
recuerdan. Una era de forma decimal, jy
la otra? jalguien me quiere ayudar?

Al: (Fraccionaria?

P: (Cual, sefiorita?

Al: ;Fracciones?

P: Fracciones, (cierto? Estas son de las
dos formas en que vamos a encontrar
estos numeros.

N1: Los nimeros racionales
se pueden representar como

fracciones o como decimales.

N2: Definir un tipo de
numeros implica
describir las maneras
en las que éstos se
pueden representar.

P: Ademas, hoy vamos a trabajar con
numeros enteros, jcuales son los nimeros
enteros?

Al: Los negativos y los positivos

P: Los negativos y los positivos. Bien.

N3: Los nimeros enteros son
los negativos y los positivos.

N4: Definir un
conjunto de ntimeros
implica describir los
tipos de nimeros que

lo constituyen.

P: ;Qué pasa A2? Lo veo como que no
me cree mucho.

A2: Entonces (El -2,3 es un entero?

P: El -2,3 es un decimal, y ;ese a qué
conjunto pertenece?

A2: No lo sé, profesor.

P: Te lo acabo de decir.

A3: A los racionales.

P: Los racionales. Esa es la diferencia.

N5:-2,3 no es un entero
porque es un racional.

P: O sea, nosotros empezamos a contar
con 1, 2, 3... Esos son los naturales.
Cuando hablamos de enteros, son los
mismos nimeros, pero les agregamos
algo.

A2: (Elcer...?

P: El signo negativo.

N6: Los niimeros enteros son
los mismos numeros que los
naturales solo que se les
agrega el signo negativo.

N7: Definir un
conjunto de
nimeros implica
mostrar los
elementos que
pertenecen a él.
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P: Cuando hablamos de racionales

, NS8: Los niimeros racionales N10: Definir un
estamos hablando de nlimeros que son , .
. . son niimeros que son conjunto de
decimales y fracciones. . . , o
. decimales y fracciones. nimeros implica
Al: ;Los racionales solamente son los .
. . determinar sus
decimales y fracciones? El 1, el 2 y los . .
. . NO: Los negativos son relaciones con
negativos ;,esos no son racionales? . .
racionales. otros conjuntos.

P: Los negativos también son racionales.

P: De hecho, es muy importante tu
pregunta, porque nosotros debemos tener
en cuenta que los enteros pertenecen al
conjunto de los racionales, ;por qué?

Al: Porque me acuerdo de que los
numeros naturales eran desde el 1 hasta...
creo que el infinito positivo.

Los enteros tenian a los naturales. Me
acuerdo de que haciamos circulos y unos
estaban contenidos dentro de otros. Y los
naturales eran mas chiquititos, los enteros
contenian a los naturales y también creo
que tenian negativos. Y los racionales
eran mas grandes y tenian los naturales
adentro y a los enteros y tenian fracciones
y tenian decimales.

P: Exacto. Eran como esas muiiequitas
rusas que unas contenian a otras. Lo
mismo pasa con los conjuntos.

N11: Los decimales y las
fracciones son tipos de
numeros contenidos en los
racionales.

N12: Los naturales son mas
chicos que los enteros.

N13: Una
demostracion
matematica implica el
uso de procedimientos

P: Pero ;por qué un entero pertenece .
¢porq p de céalculo.

también a los racionales? porque si se dan
cuenta, nosotros hablamos de decimales y
fracciones y ;/qué pasa? que un entero
nosotros lo podemos escribir como una
fraccion. Esa es la explicacion
matematica.

N14: Una
demostracion no es
matematica si los
argumentos son
derivaciones
logicas de
propiedades de los
conjuntos.

Fuente: Elaboracion propia.

Las normas epistémicas identificadas las podemos agrupar en las siguientes categorias:
Normas respecto a los tipos de ntimeros (N1, N3, N5, N6, N8, N9, N11, N12), normas respecto a
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las caracteristicas de las definiciones de numeros (N2, N4, N7, N10) y normas respecto a lo que
constituye una demostracion matematica (N13, N14).

A partir del andlisis de las normas que tienen lugar dentro del proceso de estudio,
inferimos que algunas de las creencias del profesor son:

Creencias respecto a los tipos de numeros. Los nimeros naturales son los nameros 1, 2, 3,
... hasta el infinito positivo; los nimeros enteros se construyen agregando un signo negativo a
los nimeros naturales; tanto los nimeros enteros como los naturales son, a su vez, racionales; y,
estos ultimos pueden representarse como fracciones o como decimales.

Creencias respecto a las definiciones matemadticas. Para definir un conjunto de niumeros es
posible enlistar los elementos que lo componen, enlistar los subconjuntos que lo componen,
describir las propiedades que lo caracterizan o determinar coémo se relacionan los subconjuntos
que lo componen.

Creencias respecto a las demostraciones matemadaticas. Para realizar una demostracion
matematica que nos permita determinar si un subconjunto de niimeros esta contenido en otro, no
basta con utilizar propiedades de los conjuntos, sino que es necesario operar para identificar si
una representacion puede ser escrita en términos de otra.

Conclusiones

En este documento se ha considerado que, para el estudio de la relacion entre creencias y
practicas de los profesores de matematicas, es conveniente comenzar analizando sus practicas.
Para ello, proponemos el uso de la nocidén de normas y su tipologia planteado por el Enfoque
Ontosemiotico. A través de la identificacion de éstas, es posible inferir algunas creencias de
profesores.

Si bien se lograron ejemplificar estas ideas mediante el andlisis de un fragmento del
proceso de estudio, es importante considerar que, para tener un mayor nivel de fiabilidad en un
estudio de este tipo, se requiere de la observacion de una cantidad considerable de sesiones de
clase, tales que permitan identificar regularidades en las practicas del profesor, ademas de
complementar el analisis de las transcripciones, con instrumentos tales como entrevistas que
permitan validar o desechar las creencias inferidas desde la practica.
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Resumen

En este articulo se propone realizar una revision sistematica de literatura en la que se
plantea como objetivo indagar acerca de como se ha abordado el estudio de los
cuerpos geométricos en el panorama investigativo de las Didactica de las
Matematicas en el ambito local e internacional. La recoleccion de los datos se realizod
sobre cinco fuentes cuya seleccion final ubico 16 articulos, los criterios de seleccion
fueron i. que la publicacion se haya realizado posterior al afio 2006, ii. que el foco de
estudio de los articulos se refiera a la ensefianza-aprendizaje de los cuerpos
geométricos y la geometria espacial. El andlisis de los documentos realizé por medio
del software NVivo y fichas bibliogréaficas. Los resultados obtenidos se encuentran,
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Estudio de los cuerpos geométricos en la escuela secundaria: una revision panoramica en la literatura

de un lado, las diferentes apuestas tedricas y metodoldgicas en esta tematica y, por
otro lado, la ausencia de estudios que enlacen el STEAM en el marco de la TAD.

Palabras clave: estudio de los cuerpos geométricos; revision de literatura; Teoria
Antropologica de lo didactico.

Introduccion

El estudio de los cuerpos geométricos ha tomado relevancia sobre el campo investigativo
en el panorama internacional de la Didactica de las Matematicas. En el caso de Colombia, las
sucesivas reformas curriculares del Ministerio de Educacion Nacional (MEN, 1998; 2006), han
permitido poner sobre el panorama investigativo el estudio de la geometria en la escuela; en
particular de la geometria espacial. Pese a que en la comunidad investigativa hay consenso
acerca de la importancia en el estudio de la geometria espacial, debido a los diferentes vinculos
que permite establecer respecto a las actividades humanas (Castiblanco, Urquina, Camargo y
Acosta, 2004), su estudio sobre la practica, en algunas instituciones escolares, ha tenido poca
relevancia. Incluso, algunos maestros manifiestan no estar preparados para llevar a cabo su
ensefanza (Aguayo, 2019).

Dicho lo anterior, es de especial interés para esta revision de literatura identificar como se
ha abordado desde de la investigacion en Didactica de las Matematicas el estudio de los cuerpos
geométricos en las instituciones escolares en el &mbito local e internacional, desde diferentes
perspectivas teoricas y metodoldgicas, en particular a los que se refieren a la Teoria
Antropologica de lo Didactico, (En adelante, TAD). Debido a que, esta revision hace parte de un
trabajo de grado que pretende desarrollar un Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER)
respecto al estudio de los cuerpos geométricos en la ensefianza secundaria en Colombia.

Metodologia

En este trabajo se empled una revision sistemadtica de literatura como técnica para
recolectar informacion relevante sobre el estudio de los cuerpos geométricos. Esta, segun Rother
(2007) citando a Castro (2006) es una revision implementada para responder alguna pregunta
especifica, en la cual se emplean métodos explicitos y sistematicos para identificar, seleccionar y
evaluar de manera critica los estudios, y para recolectar y analizar los datos de estos estudios
incluidos en la revision.

La recoleccion de los datos se realizo en las actas de los congresos CMF y 4e congres
international sur la théorie anthropologique du didactique; Google-Scholar, en la base de datos
Scielo y el repositorio digital Funes. Para organizacion y el andlisis de dicha revision se
emplearon el software NVivo (Para el empleo de este programa se cuenta con la licencia del
grupo de investigacion al cual pertenecen los investigadores) y fichas bibliograficas. Asimismo,
los criterios para la seleccion fueron: fecha de publicacion no anterior a 2006 —fecha de
publicacion de los documentos de orientacion curricular, referente principal del trabajo general
que engloba esta propuesta—y, que el foco de estudio de los articulos se refiera a la ensefianza-
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aprendizaje de los cuerpos geométricos y la geometria espacial. Asi, se recolectaron 40 articulos
en la busqueda de la cual se seleccionaron 16 luego de la depuracion realizada. Se emplearon las
ecuaciones de busqueda: ensefianza + cuerpos geométricos, estudio + geometria espacial.

Resultados

De acuerdo con lo anterior, se identificaron cuatro perspectivas tedricas dominantes en
relacion con el estudio de los cuerpos geométricos, estas son: el modelo de Van Hiele, las
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion, la TAD, y el enfoque STEAM y la
modelacién matematica (véase la tabla 1). Las cudles seran abordadas a continuacion en el
ambito internacional y colombiano.

Tabla 1
Resultados revision de literatura.
Col Inter Col Inter Col Inter Col Inter
Scholar 1 0 2 1 0 1 1 2 8
CMFE 0 0 0 0 0 0 0 1 1
E4 TAD 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Scielo 0 1 0 0 0 0 0 1 2
Funes 0 1 1 0 1 0 0 1 4
16

Fuente: Elaboracion propia a partir de los dados.
Estudio de los cuerpos geométricos en el contexto internacional

En el caso de Espana, Rojas y Sierra (2020), tras una indagacion en el curriculo de la
escuela secundaria obligatoria, en adelante ESO, concluyen que existe una ausencia de
cuestiones a las que respondan los conocimientos geométricos. Este trabajo es continuado en
Rojas y Sierra (2021) y Rojas y Sierra (2021), en donde, de un lado, identifican algunas
restricciones que impiden el estudio estas en la ESO, y de otro lado, llevan a cabo un proceso de
modelizacién espacio-geométrica mediante la elaboracion de un Recorrido de Estudio e
Investigacion. Entre los resultados de estos estudios se encuentra la posibilidad de abordar de
modo funcional parte de los conocimientos geométricos propuestos en el curriculo en la ESO y
superar la rigidez de la actividad matematica escolar.

Por otra parte, Labrigui-Rubio (2022) plantea el estudio de los cuerpos geométricos
mediante el enfoque STEAM. En esta se propone el desarrollo de un modelo de una ciudad
sostenible por parte de los estudiantes, por medio de metodologias activas como el
aprendizaje basado en proyectos y el aprendizaje cooperativo. Los estudiantes disefiaron
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los edificios de la ciudad, con el uso de softwares de geometria dinamica y entornos CAD
y la impresion 3D para dar forma al modelo.

En otra propuesta Gutiérrez y Jaime (2012), presentan dos modelos didacticos para la
ensefanza de la geometria espacial en los diferentes niveles educativos, a saber, el modelo Van
Hiele y el Modelo Vinner. Basados en estos modelos proponen algunas situaciones acerca de los
desarrollos planos de figuras tridimensionales. Estos modelos, permitieron generar reflexiones
frente a la ensefianza de la geometria espacial, debido a que los maestros pueden considerar las
representaciones graficas, tanto fisicas como mentales, en las clases de la geometria. En esta
misma linea, Diez y Roa (2018), proponen el estudio de los cuerpos geométricos mediante el uso
de tinkerCAD y la impresion 3D, articulando los niveles de razonamiento del modelo de Van
Hiele. Plantean la realizacion de algunas actividades mediante el modelado 3D, como juntar
varias figuras simples para luego calcular su volumen.

En el caso de Francia, Pavlopoulou y Patronis (2018), propusieron a los estudiantes la
lectura y el andlisis geométrico de la novela Flatland (E. Abbott, 1884). Este analisis derivo en la
construccion de una configuracion profunda acerca de como se veian los cuerpos geométricos
para los habitantes de Flatland. El objetivo final de la propuesta fue que los estudiantes
construyeran cooperativamente la continuacion de la historia con base en dicho anélisis. Por su
lado, Bloussier y Richard (2014), trabajan la visualizacion de los cuerpos geométricos en el
espacio desde la proyeccion estereoscopica asociada con la vista que ofrecen las salas de cine 3D
y la proyeccion en perspectiva vinculada a la pintura renacentista. Se observé como la
proyeccion estereoscopica produce un dibujo y sus representaciones con un dominio operativo
mas amplio que la proyeccidn en perspectiva, puesto que la proyeccion estereoscopica permite
producir respuestas acordes a las figuras trabajadas.

En el caso de Argentina, Berenguel y Parra (2021), en marco de la TAD, realizaron un
estudio en el nivel secundario, donde proponen el disefio y la implementacion de una Actividad
de Estudio e Investigacion, partiendo de la pregunta generatriz ;Coémo disenar un envase de
perfume de 125 ml, para utilizar la menor cantidad de material posible, con un espesor
despreciable, sabiendo que se vende por cm2? Los estudiantes realizaron un analisis en el que
formularon nuevas preguntas respecto a las caracteristicas de dicho envase y dieron respuestas
que posibilitaron la emergencia y estudio de los conceptos matematicos relacionados con el
estudio de los cuerpos geométricos de una manera funcional, con sentido y con una razon de ser.

Estudio de los cuerpos geométricos en el contexto local

Botero y Rendon-Mesa (2022), emplean la modelacion como conexion entre las
matematicas y las experiencias culturales; asi, proponen una situacion en la cual los estudiantes
deben optimizar una ldmina de carton industrial para elaborar el desarrollo plano de un envase en
forma de prisma rectangular. Por su lado, Parada y Diaz (2021), enmarcados en la TAD, analizan
algunas praxeologias locales respecto a los cuerpos geométricos, para luego proponer una nueva
configuracion praxeoldgica, con base en el modelo de Van Hiele, y articulada en el software
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dinamico de GeoGebra. Enmarcado, también, en el modelo de Van Hiele, Marin (2021), muestra
la planificacion, elaboracion e implementacion de una propuesta para la ensefianza de la
geometria espacial que permitid la conceptualizacion de figuras y cuerpos geométricos. La cual
deriva en una nueva metodoldgicas que vinculan los contextos de los estudiantes. Por otro lado,
Rios-Cuesta, Zabala-Jaramillo, et al, (2022), desarrollaron una unidad didactica con el fin de
mejorar el componente métrico espacial en las pruebas saber mediante el uso del software Cabri.
Este permiti6 una mayor abstraccion, interaccion y visualizacion de las figuras geométricas.

Gaitan, Moreno y Yopasa (2021), mediante el uso de aplicaciones de modelado 3D y
realidad aumentada, articulada al Modelo de Van Hiele, la teoria para la resolucion de problemas
de Polya y el desarrollo de competencias STEM, buscaron generar en los estudiantes
aprendizajes significativos relacionados con el pensamiento geométrico. Esta propuesta permitio
ver el celular como una herramienta con sentido en el aula. Por otra parte, Jaimes-Rico y
Ramirez-Rodriguez, (2020), mediante el disefio e implementacion de una secuencia didactica,
abordaron el estudio de los cuerpos geométricos por medio del uso de la realidad aumentada
(RA) en celulares y tabletas, a través de las aplicaciones ARTRIC y Geometry-AR. En los
resultados obtenidos se evidencié que la implementacion de las actividades mediadas por
RA tuvo un impacto positivo que se vio reflejado en los estudiantes.

Conclusiones

Esta revision sistematica de literatura deja entrever la diversidad de apuestas tedricas y
metodoldgicas que existen frente a la investigacion de los cuerpos geométricos. Alli se muestran
diferentes materiales didacticos aplicados y la identificacion de algunas posibilidades asociadas a
su estudio. Muestra, también, la existencia de la tendencia a emplear en el estudio de la
geometria espacial las TIC modelacion. Ademads, se evidencia — tanto en congresos
internacionales que tienen como tema principal la TAD, como de otra indole — la ausencia de
estudios que enlacen el STEAM en el marco de la TAD, particularmente a lo que refiere la
elaboracion de un Modelo Epistemologico de Referencia. Lo que lo que lo convierte en un
campo abierto y fértil para la investigacion en Didactica de las matematicas.
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Resumen

En el presente articulo se analiza el Espacio de Trabajo Matematico esperado en una
tarea sobre funcion exponencial orientada a estudiantes de carreras de Humanidades.
La investigacion se desarrolla bajo la mirada del Espacio de Trabajo matematico
(ETM) y tiene una metodologia cualitativa. Dentro del analisis se evidencia la
posible activacion de las génesis y los planos verticales, asi como los paradigmas que
caracterizan el ETM esperado sobre funcion exponencial. Entre los principales
resultados tenemos, en base a la produccion matematica esperada, la activacion de las
génesis semiotica e instrumental y del plano vertical [Sem-Ins], asi como identificar
que se privilegia el paradigma del Analisis Aritmético/Geométrico (AG).

Palabras clave: Espacio de Trabajo matematico; Espacio de Trabajo Matematico
esperado; carreras de Humanidades, funcidon exponencial.
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Estudio de una tarea sobre Funcion Exponencial con base en el Espacio de Trabajo Matematico

Introduccion

La nocion de funcion exponencial es de suma importancia en el curriculo de Matematica
de nuestro pais, tanto en el nivel secundario como en el superior. En las carreras de
Humanidades, esta funcion, tiene muchas aplicaciones, por ejemplo: en Psicologia se usa para
medir el nivel de aprendizaje en un determinado tiempo; en Economia para analizar la inflacion
y capitalizacion; en Administracion para analizar el interés compuesto; en Derecho Forense para
entender el informe del médico forense acerca del tiempo descomposicion de los cuerpos en caso
de asesinatos; en Arqueologia para determinar la edad de los artefactos como los huesos y otras
fibras; etc. Todas estas aplicaciones justifican la ensefanza de la Funcion exponencial en carreras
de Humanidad y es por ello por lo que nos enfocaremos en entender el Trabajo Matematico que
realizan los estudiantes al resolver una actividad sobre esta funcion.

Investigaciones en Didactica de la Matematica muestran la pertinencia de investigar este
tema, especialmente con relacion a los procesos la ensefianza y aprendizaje de la funcion
exponencial.

Con relacion a investigaciones sobre funcién exponencial y el trabajo matematico, Vivas
(2020) analizo el trabajo matematico personal de estudiantes al resolver problemas de funcion
exponencial, la cual estuvo dirigida a estudiantes de primer ciclo de carreras de humanidades,
siendo de corte cualitativo experimental. La recopilacion de datos se obtuvo por medio de una
tarea que contenia dos preguntas, las cuales generan en los estudiantes la necesidad de utilizar
instrumentos para resolver las situaciones, y de esta manera el anélisis de las acciones permite
identificar la activacion de las génesis semidtica, instrumental y discursiva y los planos
semiotico-instrumental y semiotico-discursivo que, segun el autor, fueron los mas
predominantes.

Por otro lado, Baquedano (2021) realiza una investigacioén con estudiantes de tercero de
secundaria en donde busca caracterizar el trabajo matematico desarrollado por ellos al
enfrentarse a una tarea de modelacion matematica para construir el concepto de funcién
exponencial mediante la Ley de Enfriamiento de Newton. Las categorias de analisis fueron
elaboradas a partir de la articulacion entre el ciclo de Modelacion Matematica (Borromeo-Ferri,
2010) y el Espacio de Trabajo Matematico (Kuzniak, 2011). En uno de los resultados obtenido
destaca la activacion del plano Semidtico Discursivo [Sem-Dis] en aquellas preguntas que
permitian transitar por las distintas fases del ciclo de modelacion, ademas, indica que el concepto
de proporcionalidad inversa fue un obstaculo didactico a la hora de construir el concepto de
funcion exponencial en situaciones de modelacion.

Respecto a la ensefianza de la funcion exponencial Arredondo (2020) analiza el espacio
de trabajo matematico idoneo de los docentes en la ensefianza de la funcidon exponencial en
cursos de matematicas de carreras de letras y ciencias humanas, en el dominio del analisis,
mediante situaciones de modelacion de interés compuesto, crecimiento y decrecimiento
poblacional, y cuya metodologia fue el estudio de caso. Mediante observacion de las clases y el
analisis de las producciones de los docentes, se reconoci6 la activacion de las génesis y los tres
planos verticales del esquema del ETM, los cuales privilegian los paradigmas del analisis
Aritmético/Geométrico (AG) y del andlisis Calculatorio (AC).
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Funcion exponencial

Consideramos nociones extraidas de Stewart et al (2007) respecto a la funcion
exponencial.

Definicion: Para a > 0, la funcion exponencial con base a esta definida por: f(x) = a*. Para
a # 1, el dominio de f es R, el rango es ]0; +oo[ y la grafica de f tiene una de las formas
mostradas en la figura 1.

flix)=a"paraa>1 fix)=a"parad<a<l1

Figura 1. Formas de la grafica de la funcion exponencial de base a

En la figura 2 mostramos las representaciones graficas de la familia de funciones
exponenciales f(x) = a* para diferentes valores de la base a. Todas estas graficas pasan por el
punto (0; 1) porque a® = 1 para a # 0. En dicha figura puede verse que existen tres tipos de
funciones exponenciales f(x) = a*: si 0 < a < 1, la funcién exponencial decrece rapidamente;
sia =1, f(x) es constante; si a > 1, la funcion crece rapidamente, y mientras mas grande sea la
base, mas rapido sera dicho crecimiento.

Figura 2. Formas de la grafica de la funcion exponencial de base a
Aspectos tedricos y metodologicos
Espacio de Trabajo Matematico

De acuerdo con Kuzniak y Richard (2014), el Espacio de Trabajo Matematico (en
adelante ETM), es un espacio abstracto organizado para asegurar el trabajo matematico en el
contexto educativo y esta basado en la articulacion de dos planos, uno epistemoldgico y otro
cognitivo. El plano epistemolédgico esta compuesto por tres componentes o polos a saber: e/
representamen, que se constituye de los registros de representacion semiotica; los artefactos, que
son elementos materiales o simbolicos utilizados y el referencial teorico, que esta constituido por
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las propiedades, los teoremas, las definiciones. El plano cognitivo se compone de los procesos de
visualizacion, construccion 'y prueba. Los planos epistemologico y cognitivo se articulan
mediante una génesis semiotica, basada en los registros de representacion semidtica que confiere
a los objetos tangibles del ETM un estatus de objeto matematico operacional; una génesis
instrumental, que permite operacionalizar los artefactos en el proceso de construccion y una
génesis discursiva de la prueba, que da sentido a las propiedades para dejarlas al servicio del
razonamiento matematico. Esta articulacion no debe ser entendida como la union individual
entre los componentes de los planos epistemologico y cognitivo, sino mas bien como una
relacion dindmica de dos o incluso tres génesis.

Por ello, Kuzniak y Richard (2014) identifican tres planos verticales, que son el plano
Semidtico Instrumental [Sem-Ins], Instrumental-Discursivo [Ins-Dis] y Semiotico-Discursivo
[Sem-Dis].

Otro aspecto del ETM que se considera en la teoria es la nocion de paradigma como “el
conjunto de creencias, técnicas y valores que comparte un grupo cientifico” (Kuzniak, Montoya
y Vivier, 2016, p. 7) en un contexto educativo. En relacion con el dominio del Analisis,
especificamente en el paradigma del Analisis Matematico estandar, se distinguen los siguientes
paradigmas: Analisis Aritmético/ Geométrico (AG), que permite interpretaciones nacidas de la
Geometria, del calculo aritmético o del mundo real. Analisis Calculatorio (AC), en el que las
reglas del calculo son definidas, mas o menos explicitamente, y se aplican independientemente
de la reflexion de la existencia y naturaleza de los objetos introducidos y, Andlisis Real (AR),
que es caracterizado por una mirada global a las caracteristicas de la nocion matematica, con
reglas que dependen de la topologia usada.

Por otro lado, Henriquez-Rivas, Kuzniak y Masselin (2022) afirman que, al resolver
problemas, los estudiantes aplican técnicas y conocimientos de acuerdo con el paradigma en
cuestion. Esto permite reconocer la importancia que tienen las tareas en el sentido de promover
el trabajo matematico de los estudiantes pues constituyen el medio para la resolucion de
problemas. En este trabajo de investigacion, la nocion de tarea estd basada en la definicion que
propone Sierpinska (2004) y adaptada por Nechache (2017):

Una “tarea matematica” se refiere a cualquier tipo de ejercicio, pregunta o problema
matematico, con suposiciones y preguntas claramente formuladas, que se sabe que los
estudiantes pueden resolver de manera oportuna en un espacio de trabajo matematico bien
definido (p. 72).

Asimismo, Gaona (2022) resalta la importancia que adquieren las tareas al afirmar que, si
bien no forman parte del ETM, impulsan la activacion del trabajo matematico. Con relacion al
disefio de tareas, Gaona (2022) sostiene que el ETM, por una parte, puede orientar el disefo de
las tareas una vez definidos los objetivos, especificamente, quien disefa se puede preguntar si su
tarea fomenta alguna o varias génesis o planos verticales, lo que permite hablar de ETM
potencial de la tarea.
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Aspectos metodolégicos

La investigacion que desarrollamos es cualitativa, porque se prioriza el analisis del
fendomeno didéctico en cuestion. Por ello, para el andlisis del trabajo matematico esperado,
utilizamos el método disefiado por Kuzniak y Nechache (2018), en el que sefialan que la accion
matematica es objetivada y tomada del discurso escrito (produccion escrita) u oral (entrevista,
etc.) y que un episodio estd constituido por una serie de acciones matematicas que el estudiante
realiza para llevar a cabo una tarea. Este método esté constituido por dos etapas que permiten
realizar un analisis pormenorizado de la produccion matematica del estudiante. La primera etapa
consiste en identificar las acciones matematicas presentes en la produccién matematica para
luego agruparlas en episodios e interpretarlas en términos del ETM, es decir, identificar la
activacion de las génesis y los planos verticales. La segunda etapa consiste en dar una idea global
de la circulacion del trabajo matematico y emplea el esquema del ETM. En esta investigacion,
este método es adaptado con el propodsito de analizar la produccién matemadtica esperada y
consideramos la primera etapa del analisis.

La tarea y su analisis

La tarea estd pensada para ser llevada a cabo en una sesion de clase con estudiantes del
primer ciclo de carreras de humanidades de una universidad privada en Lima, Peru. En esta
clase, la resolucion de problemas sobre funcion exponencial requiere el uso de su representacion
algebraica y grafica. Por consiguiente, esta tarea consta de tres preguntas que favorecen el
cambio de estos dos tipos de representacion a partir de la interpretacion de un problema extra
matematico. Es asi que, en la presente investigacion, se analiza el Espacio de Trabajo
Matematico esperado en la resolucion de la tarea (ver figura 3).

La concentracién de un medicamento en el organismo de una persona después de haber
sido ingerido ha ido disminuyendo. Esta situacidn se representa en el siguiente grifico.

P(miligramos)

N
550‘:

100 +

200+

f > i(horas)

5 10 15 20

Ademés, se sabe que la regla de correspondencia de esta grafica es de la forma

P(t) = C - A", donde ¢t representa el tiempo transcurrido en horas.

Seglin esta informacidn, responda lo siguiente:

a) Determine la regla de correspondencia y rango de la funcién que modela esta
sttuacion.

b) Interprete los valores de las constantes € y A hallados en el inciso anterior, de acuerdo
con la situacion planteada.

c) ;Cuanto tiempo ha transcurnd desde que se mgind el medicamento, para que la
concentracion del medicamento en el organismo sea de 110 miligramos?

Figura 3. Tarea sobre funcion exponencial

Comunicacion, Superior XVI CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.

168



Estudio de una tarea sobre Funcion Exponencial con base en el Espacio de Trabajo Matematico

ETM esperado y su analisis

En la solucion propuesta que se considera, es posible identificar cinco episodios (E). Para
el item a, en el primer episodio (E1) se determina la regla de correspondencia. Luego, a pesar de
que no se solicita determinar el dominio, los estudiantes entienden que la regla de
correspondencia queda plenamente establecida en la medida que esté acompafiada de su
dominio. En ese sentido, en el segundo episodio (E2) se determina el dominio y en el tercer
episodio (E3) se determina el rango. Por su parte, en el item b, que consiste en la interpretacion
de las constantes, se constituye el cuarto episodio (E4). Finalmente, en el item c, el quinto
episodio (ES) se resuelve una ecuacion exponencial.

Analisis para el item a. En el E1, se espera que el estudiante identifique, en la
representacion grafica de P, los dos puntos de paso que permitan determinar el valor de las
constantes C y A. Para ello, se usa el modelo P(t) = C - A' y se reemplazan las coordenadas de
los puntos de paso, del siguiente modo: (0; 550) - P(0) = 550 - C-A° =550 - C =550y
(1;440) - P(1) = 440 - 550 - A' = 440 - A = 0,8.

En términos del ETM, la representacion grafica de los puntos (0; 550) y (1; 440) es
tomada como representamen y su identificaciéon como puntos de paso de la representacion
grafica de P expresa un proceso de visualizacion, 1o cual evidencia la activacion de la génesis
semiotica. Luego, la regla de correspondencia es usada como artefacto simbolico y realiza un
proceso de construccion para obtener el valor de las constantes C y A. Esto da cuenta de la
activacion de la génesis instrumental. En consecuencia, la activacion del plano vertical [Sem-
Ins].

Por otro lado, en el E2, se espera que el estudiante reconozca a las abscisas de los puntos
extremos de la representacion grafica de P como los extremos del intervalo que representa su
dominio, es decir, [0; 21]. En el ETM, esta accién matemadtica evidencia la activacion de la
génesis semiotica.

Asimismo, en el E3, se espera que el estudiante determine el valor de la ordenada del
punto de paso (21;y), el cual constituye el extremo inferior del intervalo que representa su
rango. Para ello, se usa la regla de correspondencia: (21;y) » y = P(21) = 550 0,8%! ~ 5,07.

Dentro del ETM, la representacion grafica del punto (21; y) es tomada como
representamen para realizar un proceso de visualizacion que permite identificarlo como punto de
paso de la representacion grafica de P, dando lugar a la activacion de la génesis semiotica. En
seguida, la regla de correspondencia es empleada como artefacto simbolico para obtener el valor
de y mediante un proceso de construccion que se traduce en la activacion de la génesis
instrumental. Estas acciones son reflejadas en la activacion del plano vertical [Sem-Ins].

Analisis para el item b. En el E4, para la interpretacion de C = 550, se espera que el
estudiante reconozca al valor de 550 como imagen de x = 0, mediante la funciéon P. En el ETM,
esta accion matematica da lugar a la activacion de la génesis semiotica.
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Por otro lado, para la interpretacion de A = 0,8, se espera que el estudiante determine en
qué porcentaje varia la concentracion del medicamento en el organismo con relacion a una
unidad de tiempo anterior, es decir (0,8 — 1)% = —20%.

En términos del ETM, las operaciones aritméticas son usadas como artefactos simbolicos
y realiza un proceso de construccion para obtener un porcentaje, lo cual manifiesta la activacion
de la génesis instrumental. Luego, el signo negativo del porcentaje es tomado como
representamen para ser interpretado como una disminucion, mediante un proceso de
visualizacion. Ambos procesos permiten evidenciar la activacién del plano vertical [Sem-Ins].

Analisis para el item c. En el ES, se espera que el estudiante identifique al valor de 110
como imagen de algin t, mediante la funcién P. Dentro del ETM, esta accion matematica revela
la activacion de la génesis semidtica. Posteriormente, condicion P(t) = 110 se constituye en el
planteamiento de la ecuacioén exponencial 550 - 0,8 = 110.

Para resolverla, las operaciones producto o cociente son tomadas como artefactos
simbdlicos y realiza un proceso de construccion para obtener la ecuacion equivalente 0,8° = 0,2.
Es decir, se produce la activacion de la génesis instrumental. Finalmente, las propiedades del
logaritmo son empleadas como artefactos simbolicos para realizar un proceso de construccion
que lo lleva resolver la ecuacion. Esta accion evidencia la activacion de la génesis instrumental
y, en consecuencia, la activacion del plano vertical [Sem-Ins].

Finalmente, la produccion matematica esperada involucra un trabajo matematico que se
sitia en el paradigma del Analisis Aritmético/Geométrico (AG). Esto, debido a que en la
resolucion de la tarea se consideran interpretaciones que tienen su origen en los calculos
obtenidos o que surgen dentro de su propio contexto, por ser una tarea extra-matematica.

Consideraciones finales

El analisis de la produccion matematica esperada permite conocer cudles serian los
procesos y componentes (cognitivas y epistemoldgicas) involucrados en la resolucion de la tarea
presentada. Estos procesos y componentes, identificados a partir de la interpretacion de las
acciones matematicas, caracterizan el Espacio de Trabajo Matematico esperado en la resolucion
de la tarea. En ese sentido, en esta producciéon matematica solo se reconoce la activacion de las
génesis semiotica e instrumental. Esto debido a que resolucion de la tarea solamente demanda
procesos de visualizacion y construccion. Ademas, la activacion de ambas génesis describe la
articulacion de procesos en los cuales se privilegian la identificacion y exploracion de los
objetos, desenvolviendo una competencia asociada al descubrimiento, lo cual evidencia la
activacion del plano vertical [Sem-Ins]. Asimismo, en la produccion matematica esperada se
describe un trabajo matematico que se posiciona en el paradigma del Analisis
Aritmético/Geométrico (AG).

Por otro lado, el analisis de la produccion matematica esperada, bajo la mirada del ETM,
fortalece la pertinencia de este marco como herramienta tedrica a fin de caracterizar el trabajo
matematico en la resolucion de tareas, debido a que su uso permite describir y organizar las
articulaciones entre componentes epistemoldgicas y cognitivas.
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Resumen

Esta comunicacion es parte de una investigacion mas amplia sobre
pensamiento algebraico en educacion infantil y primaria desarrollada en Espafia
(www.pensamientoalgebraico.es). Analizamos el trabajo de un nifio de 5 afios, al
resolver tareas de generalizacion que involucran funciones lineales y el uso de tablas.
El objetivo de investigacion es evidenciar el pensamiento funcional al trabajar con
tablas de funciones. Entrevistamos a un alumno de ultimo curso de infantil, a quien
planteamos cinco tareas que involucraban las funciones f(x)=x, f(x)=x+1, f(x)=x-1,
f(x)=x+2 y f(x)=2x, se le planted el uso de tablas de funciones, las cuales son
completadas en conjunto (alumno e investigadora), se le pregunta por las relaciones
que observa a medida que se va llenando con datos. Concluimos que las tablas de
funciones, no solo ayudan al nifio a organizar la informacion, sino que ademas le
permiten descubrir regularidades y llegar a la generalizacion, evidenciando asi,
pensamiento funcional.

Palabras clave: Early algebra; Educacion infantil; Pensamiento algebraico;
Pensamiento funcional; Representacion tabular; Tablas de funciones.
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Introduccion

El desarrollo del pensamiento funcional se puede trabajar desde los primeros afios de
escolarizacion. El pensamiento funcional es uno de los enfoques del early algebra que se
considera mas adecuado para introducir el pensamiento algebraico (Carraher, Martinez, y
Schliemann (2008)), en ¢l se pretende buscar la variabilidad entre dos 0 mas conjuntos.

Las investigaciones sobre pensamiento funcional, en estos Gltimos afios, se estan
enfocando en los primeros cursos de primaria y ultimo afio de infantil (e.g. Anglada y Canadas,
2021; Castro et al., 2017; Fuentes y Canadas, 2021), y se enfocan en la generalizacion,
estrategias, estructuras y las representaciones que utilizan al resolver un problema. Las tablas son
una representacion con potencial en los primeros cursos y, sin embargo, han sido escasamente
trabajadas (Brizuela et al., 2021).

Algunos paises han incorporado el pensamiento algebraico dentro de sus directrices
curriculares: Estados Unidos, Australia, Singapur, Chile (Pincheira y Alsina, 2021). Espaiia,
incorporo en primaria el sentido algebraico, pero aiin no en infantil. Sin embargo, podemos
observar algunos contenidos relacionados con el sentido algebraico, como, por ejemplo:
identificar caracteristica de los objetos, establecer relaciones entre conjuntos, entre otros. Es
importante destacar que para lograr desarrollar el sentido algebraico, debemos verlo a través del
juego y de situaciones contextualizadas y desafiantes que le hagan sentido al alumno (Ministerio
de Educacion y Formacion Profesional, 2022 a y b).

El objetivo que abordaremos en este trabajo es evidenciar el pensamiento funcional al
trabajar con tablas para representar los valores de las funciones.

Marco tedrico y antecedentes

El pensamiento funcional es un proceso cognitivo que se centra en las funciones y los
elementos que las constituyen (Cafiadas y Molina, 2016).

Las tablas son un tipo de representacion y suelen ser usadas para almacenar datos. En las
tablas de funciones los pares de datos estan relacionados a través de una funcién matematica, es
asi que al almacenar estratégicamente los datos, podemos extraer informacion de las
interacciones matematicas que en ella se observan (recurrencia, correspondencia y covariacion).

Blanton y Kaput (2011) concluyeron que nifios de primero (6-7 afios) trabajaron con tablas
para representar valores de funciones y obtener de ellas relaciones funcionales. En la
investigacion de Marti (2009), alumnos de 2° y 5° de primaria utilizaron las tablas para
almacenar datos. El autor concluy6 que el leer y analizar los datos de las tablas requiere ser
aprendido y practicado, ya que hasta las personas mayores tienen dificultad al hacerlo.

Brizuela et al (2021) trabajaron el pensamiento funcional con tablas con un nifio de 5 afios.
En la investigacion se disefiaron y aplicaron tres entrevistas (inicial, intermedia y final), se le
plantean al alumno, tareas de pensamiento funcional que involucran funciones lineales y se le
plantea utilizar tablas de forma espontanea. Algunas de sus conclusiones son que las tablas son
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utilizadas por el nifio para ordenar los datos, pero que también las utiliza para encontrar
conexiones entre los datos.

Metodologia

Esta investigacion es de caracter descriptivo y exploratorio (Herndndez et al., 2010), ya
que describe los procesos de un alumno en torno a su pensamiento funcional y el uso de tablas.
Es exploratorio, ya que son escasas las investigaciones que trabajan con el uso de tablas de
funciones en infantil.

Después de trabajar con los alumnos de una clase de infantil de 5 afios, en tareas de
pensamiento funcional, entrevistamos a 6 de ellos con buena disposicion y podian comunicar lo
que hacian. A 4 de ellos les planteamos el uso de tablas. Para este informe, analizamos la
entrevista de un alumno, ya que evidencio relaciones entre los valores de las variables
involucrados en las tablas que construia. Lo llamaremos Bradley.

En este trabajo describimos pequefios extractos de las entrevistas donde se evidencia
pensamiento funcional en el uso de tablas. El alumno destacd en las sesiones con el gran grupo,
dando respuestas que guiaban la discusion del salon. Como en esas sesiones se involucr6 a todos
los alumnos, se perdieron las individualidades, que se aprecian en las entrevistas. En el gran
grupo se les planted la misma tarea y funciones, pero el objetivo estaba definido solo en la
generalizacion, no en el uso de tablas. En el pizarron se les plantearon tablas escritas con tiza, se
puso titulo a las columnas, se van planteando los datos y construyendo junto al alumno las
respuestas, esto dependia de como avanzaba en cada una de las cuestiones.

El equipo de investigadores disefid tareas de generalizacion que involucraban funciones
lineales, en el contexto de una fiesta de cumpleafios. Le planteamos a Bradley preguntas sobre
casos particulares, a modo de juego. Les pedimos que verbalizaran las acciones que los llevaban
a esos valores. Le presentamos en la pizarra una tabla con valores de la funcion y lo invitamos a
utilizarla, con la intencion de que registrara los datos pero que ademas la lea y encuentre
regularidades entre las dos columnas o parejas de datos.

Cada una de las tareas involucraba una funcion lineal. La variable independiente era el
nimero de nifios invitados a la fiesta. Las variables dependientes era el nimero de gorros
(f(x)=x), el nimero de globos y el globo de la puerta (f(x)=x+1), el nimero de cajas de zumo
cuando a un nifio no le gustan los zumos (f(x)=x-1), el nimero de platos para la tarta,
considerando los platos del papa y la mama (f(x)=x+2) y el nimero de pegatinas si van 2 en cada
bolsita sorpresas (f(x)=2x), respectivamente.

Analisis de datos y discusion
Analizamos los datos, exponiendo extractos de la entrevista, donde Bradley hace explicita

las relaciones funcionales y cuadl es la forma en que utiliza las tablas. En la figura 1 se muestra
una foto del trabajo realizado con el nifio en la construccion y analisis de la tabla.
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Figura 1. Nifio trabajando con tablas de funciones.

En la entrevista no necesito utilizar material concreto en las primeras cuatro tareas, aunque
se le dio la posibilidad de utilizarlo cuando lo considerara necesario. Se apoy¢ de material
concreto en la tarea 5, donde tenian que duplicar la cantidad de elementos.

A continuacion, describimos cada una de las tareas propuestas a Bradley.

Tarea I: Relacion entre el nimero de nifios y nimero de gorros necesarios para la fiesta de
cumpleafios (f(x)=x). Cuando, en conjunto con la investigadora, estaban construyendo la tabla, se
le planted el nimero de nifios (1, 2 y 3) y Bradley contest6 por el nimero de gorros (1, 2, 3).

Bradley (B): 4 nifos, 4 gorros.

Investigadora (I): ;Como lo sabes? ;Cémo llegaste a ese nimero de gorros?
B: Si hay un nifio, un gorro, porque no caberian mas cabezas.

I: ;Y si hay dos nifios?

B: Pues dos gorros... no pueden ser 4, porque no tienen 2 cabezas.

Se le pregunt6 por numeros grandes, fuera del &mbito numérico que corresponde a su edad
(20 y 50). Para 50 nifos, dijo "lo mismo". Es decir, generaliz6 lo descubierto en casos cercanos.
Se le pregunto por x nifios y respondid "necesitamos lo mismo" y coloco la letra x en la columna
de los gorros. Utilizo la tabla como almacenamiento de datos, pero cuando lo necesitd, hizo
referencia a datos que ya tenia anotados en la tabla, cuando llego a la conclusion que eran
iguales, mostro6 en la pizarra las parejas que avalaban su argumento. Almacend los datos y
percibid la relacion de igualdad en ambas columnas.

Tarea 2: Relacion entre el numero de nifios y nimero de globos, ademas del globo de la
puerta del piso para anunciar el cumpleafios. La investigadora construy6 la tabla con los valores
1 nifio y 2 globos, recordandole que uno debe quedar en la puerta.

B: 2 nifos, 3 globos... 2 globos para los nifios y el de la puerta, entonces son 3, anoto6 en la
tabla la pareja (2,3), siguié anotando las parejas (3,4), (4,5) y (5,6).

I: ( Ves algo raro en la tabla?

B: No, nada, esta bien.

I: ;Como sabes qué niumero va?

B: Por la puerta.

I: ;Y sison 20 nifios?

B: Después del 20. ;Quién va?... Ah, el 21.
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Aunque no lo sabia escribir, sabia que era el que venia después, por lo que evidencio
pensamiento funcional y generaliz6. Al incluir la letra x, dijo ";Quién viene después?... a, b, c,
...y comenz0 a recitar el alfabeto hasta llegar a la y. Por tanto, asoci6 el orden alfabético con el
orden numérico, aunque sabia que es la y, en la tabla escribi6 x. En esta tarea, utilizo la mayor
parte del tiempo, la tabla como almacenamiento.

Tarea 3: Relacion entre el nimero de nifios y nimero de zumos, sabiendo que a uno de los
nifios que esta en la fiesta no le gustan los zumos.

I: ;Si hay un nifio en la fiesta?

B: Este es el nifio que no le gustan los zumos... cero. Si son 2 nifos... 1 zumo. Si son 3
nifios... 2 Zzumos.

I: ;Como lo sabes?

B: A lo que contesta apuntando a las parejas escritas en la tabla, indicando desde los zumos
a los nifios. Cero, uno. Pero sigue desde los nifios a los zumos; dos-uno, tres-dos, cinco-cuatro...
Si hay 5 nifios, solo son 4, como a uno no le gustan.

Cuando se le consult6 por 10 nifios, escribio 9 en la pizarra. Consideramos que evidencio
pensamiento funcional, y uso la tabla como almacenamiento y establecio relaciones funcionales
en ella.

Tarea 4: Relacion entre el nimero de nifios y nimero de platos para la tarta, guardaremos
tarta para el papa y la mama. La investigadora escribio en la tabla 1 nifio

B: 3... y complet6 en la tabla las parejas (2,4) y (3,5)
I: ;Como sabes que son esos los resultados?
B: Le estoy sumando 2 a los nifios, el plato del papa y de la mama.

Siguid escribiendo en el pizarron las parejas (10,12) y (8,10) sin dificultad. Utilizo la tabla
como almacenamiento y estableci6 relaciones funcionales entre las parejas.

Tarea 5: Relacion entre el nimero de nifios y nimero de pegatinas, en cada bolsita
sorpresa hay 2 pegatinas. Se escribi6 en la tabla los valores 1 nifio-2 pegatinas, le preguntamos
por las pegatinas para 2 nifios y contestd "3". Al no salir de su error, le facilitamos el material
concreto, coloco las 2 caritas y a sus lados colocé 2 estrellas...

B: 2 nifos, 4 estrellas. También utiliz6 el material concreto para 3 nifios, escribio la pareja
(3,6), pero verbalmente dijo que ya lo sabia

I: ;Y sison 5 nifios?

B: 1-2, 3-4, 5-6, 7-8, 9-10... son 10 pegatinas. Cont6 por cada dedo dos nimeros. Son 2
para un nifio, dos para otro y dos para otro, a todos 2 para que no peleen".

La tabla la usé como almacenaje solamente.
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Conclusiones

Nuestro objetivo era evidenciar pensamiento funcional al trabajar con tablas de funciones,
el cual fue logrado. Encontramos evidencias de pensamiento funcional al relacionar las dos
variables incluidas en la tarea. Ademas, utilizo6 las tablas de funciones, no s6lo como
almacenamiento de informacion, sino que logré establecer relaciones funcionales en ella.

Concordamos con Brizuela (2021), Blanton y Kaput (2011) y Marti (2009), en que el uso
mas frecuente de las tablas es el de ordenamiento de los datos y que hay nifios que pueden ver
mas allé de solo los datos y encontrar relaciones funcionales entre ellos, como en el caso de

Bradley.

El rol del mediador cumple un papel fundamental para desvelar esas relaciones
matematicas que intuitivamente los alumnos ven en los datos y que deben ser formalizadas. Esta
investigacion confirma que el uso de las tablas de funciones permite a los alumnos llegar a la
generalizacion y establecer conexiones funcionales entre los datos. La implementacion en el aula
de las tablas de funciones, es posible con actividades contextualizadas y con preguntas que
lleven a los alumnos a mirar los datos de las tablas mas alld de solo un ordenamiento.

Sabemos que no podemos generalizar, pero aportamos evidencias que es posible y
provechoso el trabajo con tablas de funciones en nifios de infantil.
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Resumo

Esta comunicagdo tem como objetivo apresentar o resultado de um levantamento
bibliografico realizado sobre a formagao continuada de professores de Matematica
nos anos finais do Ensino Fundamental, a partir o uso das tecnologias de informacao
e comunicacao. Tal estudo ¢ de carater qualitativo, sendo que para a selecao dos
trabalhos utilizou-se as plataformas CAPES, BDTD e periddicos e artigos SciELO,
delimitando o periodo de tempo de 2012 até 2021. A anélise dos trabalhos deu-se a
partir de uma abordagem descritiva e interpretativa dos mesmos. Os resultados
indicam que ha necessidade de desenvolver formagao continuada para os professores
de Ensino Fundamental de Matematica, proporcionando a construcao de atividades
didaticas diferenciadas com o uso das tecnologias da comunicagdo e informacgao para
alicercar a pratica pedagogica deste professor, de modo que eles possam desenvolver
planejamentos e estratégias, para o desenvolvimento do ensino-aprendizagem do
aluno.

Palavras-chave: Formagao continuada de professores; Educagdo Matematica;
Tecnologias da informagao e comunicagao
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Introducio

Esta comunicagao tem como objetivo apresentar o resultado de um levantamento
bibliografico realizado sobre a formagdo continuada de professores de Matematica nos anos
finais do Ensino Fundamental, a partir o uso das tecnologias de informagao e comunicagao.

A preocupacao com a formagao docente justifica-se pelo fato de que para o exercicio de
qualquer profissdo ¢ necessaria uma preparacao profissional, esta requer apropriagao de certos
“saberes” e “fazeres”, isto €, conhecimentos e procedimentos que sdo especificos de cada
profissdo. Neste sentido o tornar-se professor ¢ um processo constante e que se da ao longo de
toda a trajetoria profissional.

A formagao de professores compde o caminho responsavel pela constitui¢ao de uma
sonhada qualidade de ensino. Para Ponte (1998) a formacao do professor ha que atender ndo s6 o
que o professor precisa saber em termos de conhecimentos especificos, mas também ao que ele ¢
capaz de fazer e aos valores que assume na sua pratica profissional. Nesse viés, a formagado
continuada deve dispor de instrumentos, para que o professor estabeleca uma relagcdo da sua
teoria com a pratica docente de forma inovadora, dando subsidios para o uso das tecnologias
digitais, resoluc¢ao de problemas, além de repensar sua pratica de forma critica e reflexiva,
buscando deste modo tornar o ensino mais prazeroso e capaz de envolver os alunos no processo
de aprendizagem.

Nesse cenario de grandes e rapidas mudancas, o professor precisara estar preparado para os
novos e crescentes desafios de uma geragdo que nunca esteve tdo conectado com as tecnologias
digitais. Assim o oficio de ser professor esta mais desafiador e para minimizar estes desafios e
melhorar sua pratica docente, aponta-se como alternativa a formagao continuada. Para Schnetzler
(2003), trés razdes tém sido usualmente apontadas para justificar a formacao continuada de
professores:

[...] anecessidade de continuo aprimoramento profissional e de reflexdes criticas sobre a propria
pratica pedagodgica, pois a efetiva melhoria do processo ensino-aprendizagem s6 acontece pela a¢do do
professor; a necessidade de se superar o distanciamento entre contribui¢des da pesquisa educacional e
a sua utilizagdo para a melhoria da sala de aula, implicando que o professor seja também pesquisador
de sua propria pratica; em geral, os professores tém uma visao simplista da atividade docente, ao
conceberem que para ensinar basta conhecer o contetdo e utilizar algumas técnicas pedagdgicas.
(Schnetzler, 2003, p.27).

Portanto, uma formagao continuada precisa considerar diferentes formas de como ensinar.
O acesso as tecnologias sera significativo para o desenvolvimento das atividades curriculares,
pois por meio delas pode-se fazer ligagcdes entre a Matematica e outras areas do conhecimento
tornando uma aprendizagem, mais contextualizada e préxima a realidade do aluno.

A partir da pratica pedagdgica planejada os recursos didaticos assumem um novo papel
frente aos meios tecnoldgicos aplicados na educagao. Segundo Moran (2008) a tecnologia tem o
poder da seducdo, aprendemos muito por meio dela e com ela, pois estas sdo pontes que abrem
os horizontes, as portas para o mundo, medeiam o nosso conhecimento de forma abstrata ou
concreta, possibilitando uma melhor compreensao da realidade, e desenvolvimento das
potencialidades dos educandos.
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Para muitos o uso das tecnologias ¢ visto como uma concepgao transformadora, uma visao
mediadora que auxilia no processo de ensino e aprendizagem, conduzindo ao raciocinio légico,
isto €, o dominio de novas habilidades e entendimentos. Mas sempre devemos considerar que
existird problemas que podem estar associados a inclusdo de novas tecnologias em sala de aula, o
que acaba se tornado um desafio tanto para professores como para os alunos, que precisam saber
lidar com uma metodologia diferenciada. Para Moran, Masetto e Behrens (2013, p.36),

Os docentes podem utilizar os recursos na educagao, principalmente a internet, como apoio para a
pesquisa, para a realizag@o de atividades discentes, para a comunica¢do com os alunos e dos alunos
entre si, para integracdo entre grupos dentro e fora da turma, para a publicagdo de paginas web, blogs,
videos, para a participacdo em redes e entre muitas outras possibilidades.

A escola pode se converter em um espacgo de producao do conhecimento pedagdgico,
desde que consideremos as praticas e os problemas que sdo oriundos desde contexto que ¢
diverso e complexo. Consideramos que a formacao continuada de professores necessita garantir
ao professor uma atuacdo que respeite as demandas oriundas do seu local de trabalho, para que
ele se sinta parte do processo e formador de saberes. Assim, acreditamos que seu compromisso
com a sua propria formagao ultrapasse acdes puramente técnicas e burocraticas para ser um
formador de saberes.

Metodologia

A metodologia qualitativa ¢ flexivel e, se identifica com o estudo de caso. Conforme Gil
(2008) procura interpretar fendmenos e atribuir significados ao sistema proprio dos
entrevistados. Também conhecida como pesquisa empirica, pode valer-se de modelo da realidade
pesquisada para testar e validar hipoteses.

O processo de levantamento de pesquisas para compor este estudo utilizou-se de trés bases
de dados: banco de teses e dissertagdes da CAPES, banco de dados na Biblioteca Digital
Brasileira de Teses e Dissertagdes e banco de periddicos e artigos do portal SciELO, onde
buscamos resultados de pesquisas de doutorado, utilizando como delimitagdao temporal o periodo
de 2012 a 2021 e como descritores foram usados os termos ‘‘formacgdo continuada de
professores” AND “matematica” AND “‘tecnologias” NOT “anos iniciais .

O primeiro refinamento realizado se deu através da exclusdo de teses que se afastaram dos
descritores mencionados. Foi constatada nas setes teses apresentadas no quadro 1 uma atencao
dos pesquisadores em relagdo a formacao continuada para os estudos de uso das tecnologias na
perspectiva da Educacdo Matematica Critica (EMC).
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Quadro 1
Sintese dos trabalhos selecionados
Ano | Programa |Instituicio Titulo Autor
2013 | Ensinode | UNICSUL Formagao continuada de professores de Marcio
Ciéncias matematica com uso das tecnologias de Bennemann
informagédo na perspectiva da Educagao
Matematica Critica.
2014 | Educacao UNESP Formagao continuada de professores de Claudio Zarate
Matematica com enfoque colaborativo: Sanavria
contribui¢des para o uso reflexivo dos recursos
da WEB 2.0 na pratica pedagdgica.
2015 | Informatica | UFRGS A formagao continuada de professores de Denise Aparecida
na Educacgdo matematica: uma insercéo tecnoldgica da Fontana Nisxota
plataforma Khan Academy na pratica docente. Menegais
2016 | Educagio UFMS Formagao continuada de professores e a Rodrigo Claudino
apropriacao das tecnologias de informagao: o Diogo
percurso de uma intervencdo formativa.
Educacéo UNESP Potencialidades didaticas e pedagogicas do Maria Angela
2018 | Matematica facebook com uma comunidade de pratica virtual Oliveira de
para a formagdo continuada de professores de Oliveira
matematica.
Educacao UFPR Formagao continuada de professores para o uso Learcino dos
de tecnologia digital da informagao e Santos Luiz
comunicacdo baseada na teoria do mobile
learning para o ensino de matematica.
2019| Educacdo UNESP | Formagao continuada de professores com uso de | Tiago Giorgetti
Matematica tecnologias digitais: producdo de atividades de Chinellato
contetidos matematicos a partir do curriculo
paulista.

Fonte: Dados da pesquisa

Resultados e discussoes

O primeiro trabalho a compor esta analise ¢ de autoria de Bennemann (2013), e esta

intitulada “Formagdo continuada de professores de matematica com uso das tecnologias de
informagdo na perspectiva da Educag¢dao Matematica Critica”. O autor relata que as tecnologias
de informag¢do e comunicagdo, quando utilizadas de modo a enriquecer o raciocinio do aluno,
contribuido com raciocinios diferentes e estruturas matematicas, certamente favorecerdo e
potencializardo as acdes do aluno e do professor, que poderao ir além daquilo que se faz,
regularmente, sem a utilizacao de tais tecnologias (Bennemann, 2013).

Entretanto, ndo se trata de considerar que somente com as tecnologias tais agdes sejam

possiveis, mas que, ao utiliza-las, professores e alunos poderdo dedicar maiores esforgos as
analises, ja que os procedimentos serdo agilizados e enriquecidos pela diversidade de opgdes
oferecidas pelas tecnologias.
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Em sua pesquisa com nove professoras que nao conheciam a Filosofia da ECM e nao
faziam uso didatico da TIC o autor , identificou apds a formagao um envolvimento em
discussdes que lhes instigaram e compreensoes da importancia do aspecto investigativo numa
perspectiva critica frente a Matemadtica e ao contexto social, “matematizando” situagdes
relevantes aos alunos, assim a utilizagdo das TIC objetivando desenvolver um ECM, mostrou-se
um caminho promissor, o pesquisador ressalta a importancia de ouvir as inquietudes dos
professores e chama-los a participar do caminhar em busca da melhoria do ensino de
Matematica.

J& Sanavria (2014), contribui com esta discussdo ao devolver a pesquisa “Formagdo
continuada de professores de Matematica com enfoque colaborativo: contribui¢oes para o uso
reflexivo dos recursos da WEB 2.0 na pratica pedagogica’. Tal investigacao contou com 0ito
professores do Ensino Fundamental séries finais € Ensino Médio, tendo como objetivo investigar
como uma formagao continuada pode contribuir para que os professores de Matematica
conhecam e fagam uso dos recursos da Web 2.0 identificando elementos que contribuiram para o
seu uso reflexivo.

Para que isso ocorra, o autor defende que o primeiro passo € despertar a reflexdo como
elemento de aperfeicoamento, permitindo que o professor assuma o papel de protagonista de sua
trajetoria profissional. Através da formacdo que vivenciaram com os professores refletiu-se os
anseios no que diz respeito a disseminacao do uso reflexivo das tecnologias. Por meio da
colaboragdo, os professores passaram a ver no grupo a possibilidade de transformar as suas
praticas, rompendo barreiras do isolamento e visualizando o potencial do coletivo, do
compartilhamento e principalmente ir em busca de crescimento e renovagao.

No estudo “A4 formagdo continuada de professores de matematica: uma inser¢ao
tecnologica da plataforma Khan Academy na pratica docente” de autoria de Menegais (2015), o
foco esta na inser¢do das TIC e na inclusdo dos laptops, o que gerou a necessidade de uma
formacao continuada de professores como uma das agdes politicas publicas em educacdo. Deste
modo o estudo teve como objetivo de analisar como professores de Matematica da educagao
basica podem aprimorar sua pratica docente, levando em consideragao a realidade, o
conhecimento do estudante na cultura digital com o desenvolvimento da inteligéncia e do
raciocinio.

Os encontros foram destinados as discussdes coletivas e momentos de relatos sobre as
implicagdes das tecnologias no ambiente escolar, assim como oficinas praticas para buscarem o
contato com a plataforma Khan Academy (a plataforma oferece exercicios, videos educativos e
um painel de aprendizado personalizado que habilitando os alunos a estudarem no seu proprio
ritmo, em sala de aula ou em casa). Nas conclusdes o autor pontua que as professoras tomaram
consciéncia da integrac¢ao das tecnologias como recursos pedagdgicos de qualidade no contexto
educacional e “[...] puderam reconhecer os meios que empregavam nas interagdes entre elas e os
alunos, os motivos de suas escolhas ou das modificagdes usadas nas a¢des” (Menegais, 2015). O
pesquisador refor¢a a necessidade de oferecer cursos de formagao continuada que abordem o uso
das TIC dentro da realidade dos contextos escolares.
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Ja Diogo (2016), em sua pesquisa intitulada, “Formagdo continuada de professores e a
apropriagado das TIC: o percurso de uma intervengdo formativa”, realizada com oito professores
do ultimo ano do Ensino Fundamental (EF), propos desenvolver e analisar agdes que
apropriassem os conhecimentos sobre as TIC e seu uso como instrumento da atividade docente,
por professores de Ciéncias e Matematica do nono ano do EF.

Para a realizagdo da pesquisa o autor se aproximou da tendéncia critico-dialética de
investigacdo com base na Teoria de Leontiev e nos desdobramentos de Egestrom. Segundo
Diogo (2016), em seus pressupostos a teoria da atividade humana explica o desenvolvimento do
psiquismo humano e da consciéncia a partir das atividades que o homem realiza para se
relacionar como mundo. O pesquisador, concluiu através dos resultados obtidos que “uma
formagdo continuada de carater aberto ¢ capaz de favorecer as apropriacdes de conhecimentos
sobre o uso das TIC, mas também sugere diferentes possibilidades de pesquisas futuras (p. 179)”.

A quinta pesquisa a compor este estudo, intitulada “Potencialidades didaticas e
pedagogicas do Facebook com uma comunidade de pratica virtual para a formagdo continuada
de professores de matematica” de autoria de Oliveira (2018), teve como objetivo investigar as
inter-relagdes existentes entre as potencialidades didaticas e pedagogicas do Facebook e os
momentos formativos na perspectiva de uma comunidade de pratica virtual com a participagao
de dez professores do EF e EM.

Para Oliveira (2018), os procedimentos e a metodologia aplicada permitiram analisar as
inter-relagdes existentes, a “reificagdo” da pratica dos professores, negociagdes de significados e
os compartilhamentos de experiéncias e informacdes de aprendizagem sobre a pratica docente no
processo de formagao de professores de Matematica e a possibilidade de desenvolver no
Facebook um processo de ensino e aprendizagem de forma interativa.

Luiz (2018), se integra a este estudo, ao desenvolver uma pesquisa denominada
“Formagdo continuada de professores para o uso de tecnologia digital da informagdo (TDIC) e
comunicagdo baseada na teoria do mobile learning para o ensino de matemdtica” que analisa as
caracteristicas de uma acao pedagogica inovadora que possivelmente podem surgir ou se
desenvolver quando o professor passa a ser capaz de criar e aplicar projetos de ensino para 63
professores através da rede publica no modelo semipresencial utilizando a plataforma Moodle.

Para Luiz (2018) os pontos positivos de sua investigacao foram a aproximacao entre a
academia e a escola publica, a aprendizagem de alguns professores sobre o uso das TDIC na
educagdo e os novos repertorios de estratégias de ensino que foram marcados por caracteristicas
de uma acdo pedagbgica inovadora. Ja os pontos negativos versam sobre a necessidade de
reflexdes e a adaptagdes para futuras edigdes do curso, principalmente pela desisténcia dos
professores.

Por fim, o estudo “Formagao continuada de professores com uso de tecnologias digitais:
producao de atividades de conteidos matematicos a partir do curriculo paulista” de autoria de
Chinellato (2019), relata quais as perspectivas que os professores tém quando participam de uma
formacao continuada com tecnologias e elaboram atividade utilizando o software GeoGebra.
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Para o pesquisador os cursos de formacgao continuada devem ser feitos com os professores, € nao
para os professores.

A importancia de ressaltar isso, deve-se ao fato de que as atividades realizadas durante o
curso vieram da demanda de sala de aula dos docentes. Assim os cursistas puderam sugerir €
elaborar atividades a serem trabalhadas no computador e com o GeoGebra, para isso acontecer
segundo Chinellato (2019), ¢ preciso que o formador faga parte do processo e que tenha
vivéncias e experiéncias nas tematicas, ¢ necessario também que antes das formagdes
continuadas busquem conhecer o ambiente educacional do professor, isto ¢, os laboratorios de
informatica nas escolas ou recursos tecnologicos.

Consideracoes finais

Nesta comunicagdo buscamos apresentar o resultado de um levantamento bibliografico
realizado sobre a formacao continuada de professores de Matematica nos anos finais do ensino
fundamental a partir o uso das tecnologias de informag@o e comunicagao.

Para os trabalhos selecionados e analisados evidenciam a necessidade de desenvolver
formacgodes continuadas para os professores de Ensino Fundamental de Matematica,
proporcionando a construcao de atividades didaticas diferenciadas para alicercar a pratica
pedagogica deste professor, de modo que eles possam desenvolver planejamentos e estratégias,
para o desenvolvimento do aluno.

Nesse sentido, escrever sobre desafios docentes, formacdo de professor e tecnologias da
informacao e comunicagdo sdo, ao mesmo tempo, uma reflexao de conflitos, crengas e utopias.
Para Saviani (2016, p.63) cabe considerar que se a “educacado, pertencendo ao ambito da
producao nao material, tem a ver com ideias, conceitos, valores, simbolos, habitos, atitudes,
habilidades”. Com isso, exercer uma pratica pedagogica que conduza uma aprendizagem
satisfatoria de Matematica, a reflexdo de seus métodos e estratégias ¢ necessaria. Para Ponte
(1998) na formagao do professor ha que atender ndo s6 ao que ele tem de saber, mas também ao
que ¢ capaz de fazer e aos valores que assume na sua pratica profissional.
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Resumen

Documentamos formas normativas de razonamiento que soportan el progreso
matematico en una comunidad de aula de nivel superior, desde lo colectivo. Se
estudian a partir de una situacion semirreal, cuya interpretacion y explicacion
favorece el uso de la ecuacion lineal diofantica, al implicar el uso de numeros enteros
positivos en su explicacion. El analisis de los datos empiricos se apoy6 de un
enfoque analitico que utiliz6 el modelo de argumentacion de Toulmin y dos criterios
para identificarlas. Los resultados corresponden a dos formas normativas de
razonamiento que soportan el progreso matematico colectivo: 1) lenguaje algebraico
y 2) ecuacion lineal, ambas cumplen el criterio 2, entendido como uno de los dos
criterios necesarios en el modelo argumentativo para dar cuenta de la evolucion del
razonamiento matematico y aparecen al interpretar la situacion semirreal.

Palabras clave: Razonamiento matematico; Formas normativas de razonamiento;
Ecuaciones lineales diofanticas; perspectiva Sociocultural; Modelo Argumentativo
de Toulmin.

Introduccion
El contexto del estudio es el razonamiento matematico, que como proceso del

pensamiento es fundamental para comprender y hacer matematicas (Kaplan et al., 2020). En
educacidon matematica, hay una fuerte demanda en la investigacion asociada al razonamiento
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matematico de los estudiantes en las aulas de clases (Cetina-Vazquez, 2019), ya que contribuye
en evidenciar conexiones entre ideas, representaciones y contextos, asi como de argumentaciones
y justificaciones (Wawro, 2011) que movilizan al resolver problemas o situaciones matematicas
diversas. El razonamiento matematico ha sido objeto de estudio desde diferentes enfoques y
marcos tedricos (e.g., Cetina-Vazquez et al., 2019; Conner et al., 2014; Kaplan, et al., 2020).
Desde una perspectiva sociocultural, se ha estudiado a partir de las interacciones que tienen lugar
en el salon de clases de matematicas (e.g., Cetina-Vazquez et al., 2019; Stephan y Rasmussen,
2002) y se analiza desde lo individual y/o lo colectivo. Este tipo de investigaciones contribuyen a
estudiar el progreso matematico en los estudiantes durante el tratamiento de determinado
concepto matematico. Se explica con base en las practicas matematicas y las formas normativas
de razonamiento que soportan la evolucion de ese progreso. Es en ese ambito que se ubica la
presente investigacion, en particular, interesa comprender y caracterizar las formas normativas
de razonamiento que soportan la evolucion del razonamiento matematico en una comunidad de
aula de educacion superior, al interpretar y explicar una situacion semirreal, en el marco de las
ecuaciones lineales diofanticas. En este sentido, la pregunta que orienta el estudio, es: ;Qué
formas normativas de razonamiento implican la evolucioén del razonamiento matematico en una
comunidad de aula de educacion superior al interpretar y explicar una situacion semirreal, en el
marco de las ecuaciones lineales diofanticas? Para dar respuesta a la pregunta planteada, se ha
trazado el siguiente objetivo, caracterizar las formas normativas de razonamiento que soportan la
evolucion del razonamiento matematico en una comunidad de aula de educacion superior, al
interpretar y explicar una situacion semirreal, en el marco de las ecuaciones lineales diofanticas

Marco conceptual
Razonamiento matematico

El razonamiento matematico se entiende en el sentido de English (2004, en Kaplan et al.,
2020, p. 2), en términos de habilidades como "reunir evidencia, analizar datos, establecer
conjeturas, construir argumentos, sacar y validar conclusiones logicas y probar afirmaciones".

Formas normativas de razonamiento

Nos basamos en la perspectiva sociocultural de Cobb y Yackel (1996), quienes establecen
dos constructos tedricos para analizar desde lo colectivo el razonamiento matematico. En esta
investigacion se analizan las formas normativas de razonamiento en estudiantes de educacion
superior que surgen cuando uno o mas individuos resuelven problemas, explican su pensamiento,
representan sus ideas, etc.

Por normativo entendemos [...] que una idea o forma de razonar funciona como si fuera
una verdad matematica en el aula. “Esto significa que determinadas ideas o formas de
razonamiento funcionan en el discurso del o los individuos” (Rasmussen et al., 2015, p. 262):

Aspectos metodolégicos

Es una investigacion de tipo cualitativa con caracter interpretativo (Erikson, 2012) en el
que interesa comprender a profundidad las formas normativas de razonamiento que soportan la
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evolucion del razonamiento matematico en una comunidad de aula de educacion superior al
interpretar y explicar una situacion semirreal, en el marco de las ecuaciones lineales diofanticas.

Participantes y contexto

Participaron cinco estudiantes matriculados en un posgrado en matematica educativa. Se
involucraron en el estudio durante un curso de Didactica de la Matematica, en el que se les
desafi6 a interpretar y explicar una situacion considerada como semirreal, en el sentido de
Skovsmose (2000), en la que se requiri6 del uso del concepto de una ecuacién lineal diofantica
de la forma ax + by = c y sus propiedades. La situacion se planted en un ambiente de papel y
lapiz. La resolvieron en dos momentos, individual y grupal. La situacion:

“A la sefiora encargada de la cafeteria la contrataron para que elabore una comida para
122 personas. Le pusieron como requisito que, al momento de servir acomodara a los comensales
de manera que en las mesas no queden lugares vacios. En el negocio en que va a alquilar el
mobiliario le dijeron que solo cuentan con mesas con cupo para 6 o para 8 personas” (Cabafias-
Sanchez, 2021, p. 30; Vargas, et al., 2013, p. 267).

Analisis de las formas normativas de razonamiento

Para documentar las formas normativas de razonamiento, se reconstruy6 y analiz6 la
argumentacion de los estudiantes, a través de las producciones escritas y verbales. La
reconstruccion de la argumentacion se sustenta de la adaptacion del modelo argumentativo de
Toulmin, reportada en Rasmussen et al. (2015).

Modelo argumentativo de Toulmin

El modelo argumentativo de Toulmin (Figura 1) se constituye de seis elementos: Datos
(D), Asercion (A), Garantia (G), Soporte (S), Cualificador Modal (CM) y Reserva (R). La
adaptacion en Rasmussen et al. (2015) consistid en considerar a la conclusion (C) en lugar de
Asercion.

En el estudio, este modelo es utilizado para analizar la estructura de la argumentacién
suscitada por el argumentador y las ideas expresadas en la argumentacion y hacer un seguimiento
de como funcionan estas ideas en su discurso, con el fin de reconocer aquellas que se convierten
en parte de las formas normativas de razonamiento al resolver un problema en el contexto de las
ecuaciones lineales diofanticas.
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Cualificador:
certeza con la
que se realiza una
ASercion

/{_’_——‘_\\\

Dato ¥ Conclusion
Evidencia 1 Tesis

Garantia: Explica
como el dato conduce
a la conclusion Niicleo del
* argumento

Reserva

Respaldo: Explica
porqué la garantia
tiene autoridad

Figura 1. Modelo argumentativo de Toulmin. Adaptado de Rasmussen et al. (2015, p.263).

Son dos los criterios utilizados para determinar cudndo una forma de razonamiento se
constituye en normativa (Rasmussen, 2015):

Criterio 1 (C1): Los respaldos y/o garantias para una conclusion en particular ya no
aparecen en las explicaciones y, por lo tanto, la idea matematica expresada en el nucleo del
argumento es evidente por si misma, o

Criterio 2 (C2): Cualquiera de las cuatro partes de un argumento (dato, garantia,
conclusidn, respaldo) cambian de posicion (es decir, de funcidon) dentro de los argumentos
subsiguientes y no son cuestionadas.

Resultados

El estudio de las formas normativas de razonamiento toma como base la reconstruccion
de la argumentacion presentada por los estudiantes tanto en el proceso de resolucion escrita
como verbal. El modelo argumentativo de Toulmin y los dos criterios establecidos en Rasmussen
et al. (2015), fueron fundamentales en su identificacion y caracterizacion. El andlisis de los datos
se ha ubicado al momento, en la interpretacion de la situacion semirreal. En ese contexto, se han
caracterizado dos formas normativas de razonamiento (véase Tabla 1), que dan cuenta de como
los estudiantes interpretan la situacion.

Un ejemplo de ello se da en la eleccion del método de solucion, donde por iniciativa de
un estudiante se sugiere el uso de ecuaciones diofanticas, esta sugerencia se toma y pasa a
normar en la clase: E1 (Estudiante): “Creo que el problema puede resolverse usando ecuaciones
diofanticas”. (Estudiante 1, comunicacion personal, 30 de abril de 2022). A partir de ahi empieza
a analizarse el problema con base en este tipo de ecuaciones y sus propiedades.
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Tabla 1
Formas normativas de razonamiento matemadtico
Formas normativas de razonamiento Criterios
Lenguaje algebraico C2
Ecuacidn lineal C2

Nota. Elaboracion propia desde los datos.

D1 C1D2
C2D3
122 |
Sentar a 122 personas en mesas ax
para 8 y 6 sillas, sin que queden ¥ . 6_'-;-' o | 8x + 6y = 122 ‘
lugares vacios. I
G2, Interpretala

situacion con base en

G1. Traduccion del lenguaje G R R

verbal, al lenguaje algebraico.

Figura 2. Reconstruccion de la argumentacion.

Un ejemplo de cémo se cumple uno de estos criterios para identificar y caracterizar las
formas normativas de razonamiento basadas en el marco interpretativo de Cobb y Yackel (1996),
se muestra en la figura 2, en la que se observa como una conclusion (C) cambia de posicion, en
este caso, se convertirse en un dato (D), durante el proceso argumentativo de los estudiantes,
mientras desarrollan la solucion del problema al resolverlo en el contexto de las ecuaciones
lineales diofanticas. En este sentido, se cumple el criterio 2 en el que la conclusidon cambia de
posicion (a dato), constituyéndose asi, en una forma normativas de razonamiento. En la figura 2,
se representa como: C1/D2.

Reflexiones

La reconstruccion de la argumentacion que contribuy¢ a identificar las dos formas
normativas de razonamiento en los avances que se reportan, requirié de tres de los seis elementos
del modelo argumentativo de Toulmin, el dato, la conclusién y la garantia. Estos elementos,
corresponden al nucleo de un argumento en el modelo. Identificar y caracterizar las formas
normativas de razonamiento matematico, que los estudiantes evidencien al interpretar y explicar
la situacion semirreal de esta investigacion, desde la perspectiva sociocultural, contribuira,
ademas, en caracterizar las practicas matematicas articuladas en ese proceso.
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Resumen

Este trabajo se desarrolla en el campo de la Educacion Estocéstica, especificamente
en el ambito de la probabilidad frecuencial. Se realizé un estudio exploratorio con
tres alumnos diagnosticados con trastorno del espectro autista (TEA) de 11, 12y 17
afios de edad. Se aplico un cuestionario que tiene como objetivo evaluar el
pensamiento probabilistico de alumnado con TEA (Sabariego et al., 2021). En este
trabajo se analizan las respuestas a una de las preguntas del cuestionario sobre
lanzamiento de monedas. Los resultados muestran que los tres los escolares
presentaron en sus argumentos sesgos asociados con la heuristica de la
representatividad y sesgos deterministas. En particular los tres evidenciaron la falsa
creencia de que un suceso aleatorio tiene menos probabilidad de ocurrir porque ha
ocurrido durante cierto periodo (falacia del jugador) (Serrano et al., 1998).

Palabras clave: Educacion Matematica; Educacion; Evaluacion, Educacion para
poblacion con necesidades especiales, Resolucion de problemas; probabilidad,
Espana, México.
Introduccion
El trastorno del espectro autista (TEA) es un trastorno neurobiologico del desarrollo que

se manifiesta durante los primeros afios de vida y dura toda la vida. Las principales
caracteristicas son: deficiencias persistentes en la comunicacién y las interacciones sociales y los
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patrones restrictivos y repetitivos de comportamiento, intereses o actividades (Asociacion
Americana de Psiquiatria [APA], 2013).

En los ultimos afos, se ha incrementado la prevalencia del colectivo en los entornos
educativos, por tal motivo, es necesario proporcionar a este alumnado una atencion educativa
inclusiva de calidad que posibilite su presencia, participacion y aprendizaje en las aulas
ordinarias y que, ademas, valore sus diferencias como fuente de enriquecimiento (Lopez, Vidal y
Lopez, 2022).

Especificamente, en el area de matematicas, Goni et al (2022) muestran en sus resultados
la necesidad de buscar estrategias metodologicas que les ayuden a superar las dificultades en
matematicas del alumnado con TEA. Garcia-Moya et al. (2022), por ejemplo, evidencia las
dificultades para resolver problemas matematicos de palabras en producto cartesiano.

Lopez y Ojeda (2012) realizaron un estudio en el que plantearon preguntas relativas al
enfoque frecuencial de la probabilidad a seis nifios (13 a 15 afios) de sexto grado con diversas
afecciones (sindrome de Down, retraso mental y autismo). En dicho estudio, se destaca la
necesidad de aplicar actividades donde se planteen diversas situaciones aleatorias para obtener
datos respecto a la idea de probabilidad frecuencial que tienen los estudiantes.

Aunado a la idea anterior, Vasquez (2020) sefiala que es importante desarrollar desde
temprana edad en los alumnos, el pensamiento estocéstico, mediante cuestiones relacionadas con
la incertidumbre y el riesgo del mundo real que los lleve a una toma de decisiones a conciencia
para crear un mundo mas sostenible.

Sabariego et al. (2021) disefiaron, validaron y construyeron un cuestionario que permite
identificar creencias, fortalezas y debilidades que tiene el colectivo TEA respecto a conceptos
probabilisticos, asi como conocer los términos y expresiones probabilisticas que emplean en
contextos probabilisticos cotidianos.

Con lo anterior, el proposito de este trabajo es observar el razonamiento probabilistico del
estudiantado con TEA, mediante una actividad que requiera poner en practica sus argumentos
sobre la probabilidad en el experimento del lanzamiento de una moneda.

Marco Teorico

Uno de los principales intereses en el enfoque frecuencial, es identificar los sesgos que
pueden cometer los escolares, al enfrentarse a un problema de razonamiento probabilistico. los
tres principales son: heuristica de la representatividad, sesgo de equiprobabilidad y el enfoque en
el resultado aislado (Serrano et al., 1998).

Entenderemos por sesgo a la tendencia erronea del escolar que se manifiesta cuando se
interpretan los datos (por ejemplo, cuando se piensa que una secuencia que no siga un patron
determinado de caras y cruces en el lanzamiento de una moneda es mas probable que otra que
alterne caras y cruces), y heuristica a los procesos cognitivos que se utilizan para reducir la
complejidad de un problema durante el proceso de resolucion (Batanero et al., 1994)
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Para fines del presente estudio, se detallara la heuristica de la representatividad, el cual
consiste en evaluar la probabilidad de un suceso en base a la representatividad del mismo
respecto de la poblacion de la que proviene. Entre los sesgos mas comunes, que surgen de la
utilizacion de esta heuristica son: la insensibilidad al tamafio de la muestra y las concepciones
erroneas sobre las secuencias aleatorias.

La insensibilidad al tamafio de la muestra se produce cuando se hace una extension
indebida de la ley de los grandes nimeros, afirmando la convergencia de los valores de los
estadisticos en un tamafio relativamente pequefio de la muestra, dicho fendmeno también se
conoce como creencia en la ley de los pequefios numeros (Serrano et al., 1998; Batanero et al.
1994).

Las concepciones erroneas sobre las secuencias aleatorias, cuyo error mayormente
cometido se denomina como falacias del jugador. Bersabé (1995) describe dos tipos; la falacia
del jugador tipo I, esto es, la creencia de que la probabilidad de un suceso futuro aumenta, cuanto
mayor es la racha favorable anterior del suceso contrario y la falacia del jugador tipo II, esto es,
la creencia de que se puede detectar un suceso favorable basandose en la simulacion del
experimento donde habia una racha favorable de ese mismo suceso.

Metodologia

El tipo de investigacion cualitativa que se llevard a cabo es mediante el estudio de caso.
La muestra estuvo conformada por tres estudiantes con TEA, con edades de 11, 12 y 17 afios, los
cuales, a partir de ahora se nombraran por el pseudonimo A, B y C respectivamente. A y B
cursaban sexto grado de educacion primaria y C estaba matriculado en educacion especial. Los
tres pertenecen a la provincia de Cantabria, Espafia. La siguiente tabla muestra el coeficiente
intelectual (CI) medida con la escala Wechsler de inteligencia para nifios (WISC-IV),

Tabla 1
Cl de los participantes del estudio
Escolar CI (WISC-1V)
A 93
B 104
C 62

Fuente: Elaboracion propia

Se analiza una pregunta del cuestionario disefiado, construido y validado por Sabariego
et al. (2021) el cual es un instrumento que evalta las intuiciones probabilisticas primarias en
estudiantes con TEA. Dicho cuestionario estd concebido para ser realizado en formato oral. A
continuacion, se muestra el item cinco junto con las indicaciones del protocolo, cuyo contenido
es la comprension de la idea de independencia en la repeticion de un experimento (propiedad de
pérdida de la memoria).

El entrevistador, sacard una moneda y le diré al estudiante: Al lanzar una moneda al aire,
(Qué puede salir? si el estudiante no contesta, se le dara una moneda para que la examine
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y la lance y asi compruebe que puede salir cara o cruz. Si el estudiante no conoce la
respuesta se le ensefardn varias monedas y se le explicard qué son la cara y la cruz de
cualquier moneda, también se le pedird que lance una de ellas, y que compruebe que
pueda salir cara o cruz. Luego se le dird: imaginate que lanzas al aire una moneda cinco
veces y que te sale las cinco veces cara, ;qué piensas que saldra cara o cruz? ;por qué?

Como se puede observar, el item evalia si el estudiantado usa la heuristica de la
representatividad en sus juicios al obtener sobre la probabilidad de obtener diferentes secuencias
en el lanzamiento de una moneda.

Resultados

Los estudiantes B y C muestran con sus respuestas, conocimiento respecto a el espacio
muestral del experimento aleatorio del lanzamiento de una moneda. El estudiante A, requiri6 de
apoyo por parte del evaluador para conocer el espacio muestral. En general, los tres escolares
evaluados presentan el mismo razonamiento probabilistico, cometiendo concepciones erroneas
sobre las secuencias aleatorias. El error que se puede observar con una frecuencia del 100% es la
falacia del jugador.

El estudiante A, por ejemplo, luego de que el evaluador le explicd el experimento, en el
cual, aparecen cinco caras contesto que el resultado seria ahora una cruz.

A: Pues... yo entiend... lo de lo contrario... Yo creeria que igual el nimero ya.
Evaluador: Igual el numero. ;Por qué?

A: Porque como ya han salido 5 veces la cara y ya son... bastantes ;no?... unas cuantas
veces... pues ya la sexta... ya diria que... igual cambia la cosa.

Se puede observar en la frase “igual cambia la cosa” que, en efecto, el estudiante
considera que luego de una racha de caras, lo més probable es que ahora salga cruz.

El estudiante B, justifica su respuesta en primera estancia, de manera determinista, pues
solo expresa verbalmente que saldra cruz.

Evaluador: La lanzas y sale cara, la lanzas y sale cara, asi cinco veces. Si la tiras otra vez,
(qué piensas que saldra?

B: Aaah, cara

Evaluador: Vale, ;por qué?

B: Porque seguro que la lanzo y la estoy haciendo en la posicion de la cara. ..

Mas adelante de la conversacion y con la finalidad de discernir su respuesta, se le vuelve
a explicar la situacion, lo que permitio, considerar, que su razonamiento muestra el error
de la falacia del jugador tipo I.

Evaluador: Tt imaginate que yo la tiro, sin mirar y sin hacer ningtn truco. Yo la tiro y

sale
B: Cruz
Evaluador: Cara y la tiro y sale cara, asi cinco veces seguidas. Y la tiro y sale caray la
tiro. ..
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B: Es imposible que salga cinco veces

Evaluador: Bueno yo tengo...

B: Yo he probado un millon de veces

Evaluador: Bueno imaginate que pasa y luego la tiro otra vez

B: Cruz

Evaluador: ;Por qué?

B: Porque estoy seguro de que es cruz

Evaluador: Bueno imaginate que pasa y luego la tiro otra vez

B: Cruz

Evaluador: ;Por qué?

B: Porque estoy seguro de que es cruz

Evaluador: ;Por qué?

B: Porque después de cinco veces, saldra cruz y después cara

Evaluador: Vale, ;seguro, seguro?

Finalmente, el escolar C, muestra el error de la falacia del jugador, sin embargo, su
argumento puede indicar también otro tipo de sesgo, el cual toma en cuenta su
experiencia personal

Evaluador: La lanzas y sale cara, la lanzas y sale cara, asi cinco veces. Si la tiras otra vez,
(qué piensas que saldra?

C: Cara cara cara.... Pues supongo que sera cruz, que siempre me ha pasado eso.
Evaluador: Vale, ;por qué?

C: porque siempre que sale una cosa muy repetida, digo cara cara cara... pues entonces
ahora también cara, y no, sale cruz [hace gesto de fastidio]

Evaluador: Entonces si sale 5 veces cara piensas que si la tiramos otra vez saldra...
C: Cruz

Evaluador: ;Por qué?

C: [Repite el mismo argumento]

Conclusiones

Se pudieron distinguir basicamente un tipo de sesgo, el cual corresponde a la falacia del
jugador del tipo 1, no obstante, se presentan argumentos que pueden indicar un sesgo
determinista, o un sesgo asociado a la experiencia de cada estudiante.

Se concluye discutiendo la importancia de crear recursos educativos adaptados a alumnado con
TEA que permitan efectuar simulaciones de experimentos aleatorios y reflexionar puntualmente
en que las rachas favorables de un evento al azar no determinan la ocurrencia del siguiente
resultado.
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Resumo

A pesquisa objetivou analisar compreensdes de criangas e adultos acerca de justica em
jogos, considerando trés demandas cognitivas da probabilidade: aleatoriedade, espago
amostral e comparagao de probabilidades. O recorte apresentado neste texto esta focado
na aleatoriedade, e, especificamente, na independéncia de eventos. O estudo foi
realizado com 15 criangas (5° ano) e 15 adultos da Educacdo de Jovens e Adultos por
meio de uma entrevista clinica audiogravada, em que os participantes tiveram que
analisar jogos e avaliar se eram justos ou nao. Ao avaliar o jogo da Loto, que
apresentava cartelas com niimeros sequenciados e nao sequenciados, a maioria dos
participantes (26) apresentou argumentos equivocados, demonstrando fragilidade de
compreensdo em sequéncias aleatdrias e em independéncia de eventos. Os resultados
apontaram ainda que, apenas a idade ndo amplia o entendimento acerca de elementos
da probabilidade, uma vez que as compreensdes apresentadas pelos adultos foram
similares as apresentadas pelas criangas.

Palavras-chave: Probabilidade; Aleatoriedade; Independéncia de eventos; Criancas e
adultos; Justica em jogos.

Introduciao

A importancia do ensino da probabilidade tem sido evidenciada em diversos estudos e
defendida por varios pesquisadores como Bryant e Nunes (2012), Borovcnik (2016),
Batanero et al (2016), Gal (2004), entre outros. Os documentos oficiais que norteiam os
curriculos no Brasil, como a Base Nacional Comum Curricular — BNCC (Brasil, 2017)
ampliou fortemente o trabalho pedagodgico com temas probabilisticos que se inicia ja com
criancas de 6 anos de idade, mas as mudancgas advindas dessas orientagdes ainda ndo foram
observadas quando da finalizagdo dessa pesquisa. Assim, os estudos continuam apontando
fragilidade de compreensao relativa a probabilidade em diversos grupos, incluindo
professores (Campos e Pietropaolo, 2013; Felisberto de Carvalho, 2017).

Comunicac¢do, Geral XVI CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.

199


mailto:rica.basil@gmail.com

Independéncia de eventos na avaliagdo de jogo (in)justo: quais compreensoes possuem criangas e adulto.

Fischbein (1987) defende que ha conhecimentos de natureza probabilistica que nao se
desenvolvem com o passar do tempo, ou seja, apenas com a maturidade, sem que haja
intervencao por meio do ensino. Esse autor aponta que ha conhecimentos intuitivos que
permanecem sem evolugdo, se ndo forem intencionalmente desenvolvidos. Esses
conhecimentos iniciais, que ele denomina de intui¢des primarias (ideias, crencgas,
conhecimentos que independem de instru¢ao formal) podem evoluir, para o que ele chama de
intuicdes secundarias que sdo compreensdes mais elaboradas e formalmente aceitas
conceitualmente.

A presente pesquisa, considerou as afirmativas de Fischbein (1987) para constatar (ou
nao) se havia diferencas de compreensdes entre criancas e adultos acerca da independéncia de
eventos, tomando como pano de fundo a analise de jogos justos e injustos. Assim, o recorte
apresentado nesse texto, traz dados e reflexdes sobre as compreensdes dos participantes,
quais sejam, criancas e adultos com nivel de escolaridade semelhante sobre um importante
elemento da probabilidade: a aleatoriedade.

Aportes teoricos

Os aportes teoricos que deram sustentagdo as analises dessa pesquisa, se
consubstanciaram basicamente nas demandas cognitivas de Bryant e Nunes (2012) e nos
construtos do pensamento probabilisticos de Tarr e Jones (1997) e Jones (2006), entre outros.

Para Bryant e Nunes (2012) a probabilidade ¢ um conceito complexo e que para sua
ampla compreensdo ¢ necessario o desenvolvimento de quatro demandas cognitivas:
compreensao da aleatoriedade, formacao e categorizacao do espago amostral, comparacao e
quantificagdo de probabilidades e entendimento de correlagdes (relacdes entre eventos.

Nesse espago, exploraremos mais detidamente a primeira demanda que ¢ foco do
estudo explorado. Assim, a aleatoriedade, segundo os autores, ¢ uma parte importante da vida
das pessoas, no entanto, a compreensao da natureza e consequéncias dessa demanda ¢ sutil,
uma vez que até adultos podem apresentar entendimento equivocado sobre o tema. Alguns
elementos da aleatoriedade sdo mais dificeis de compreender do que outros, como ¢ o caso da
independéncia de eventos. Criangas e adultos costumam fazer um julgamento equivocado ao
observar que ao sair quatro vezes a face 2 no langamento de um dado, ha uma maior
probabilidade de sair a mesma face (erro de recéncia positiva) ou de sair outra (recéncia
negativa), imputando equivocadamente uma influéncia (inexistente) de um ensaio sobre o
outro. Os autores defendem ainda que a aleatoriedade ¢ base indispensavel para ser justo:
embaralhar as cartas para garantir que todos os jogadores tenham a mesma chance de pegar
um bom jogo, langar uma moeda para decidir lado do campo num jogo de futebol, fazer
sorteio das equipes de um campeonato, sdo situagdes aleatdrias que garantem justica na
escolha.

Jones, Langrall, Thornton e Mogill, (1997) compuseram quatro construtos para
identificar os niveis possiveis do pensamento probabilistico de uma pessoa. Os construtos
considerados foram: espago amostral, probabilidade de um evento, comparacdes de
probabilidade e probabilidade condicional. Para cada um desses construtos, quatro niveis de
pensamento, que refletem um continuum do raciocinio subjetivo ao numérico, foram
estabelecidos. Em cada nivel e nos quatro construtos, os descritores de aprendizado foram
desenvolvidos e usados para gerar tarefas de probabilidade para a pesquisa realizada por eles.
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Posteriormente, Jones (2006) realizou um refinamento no quadro do pensamento
probabilistico (Jones et al, 1997), com foco na independéncia de eventos que serviu para
analisar os dados do recorte apresentado nesse texto, em conformidade com a Tabela 1.

Tabela 1

Adequacdo do construto Probabilidade Condicional, considerando independéncia de eventos

Nivel 1
Subjetivo

Nivel 2
Transitorio

Nivel 3
Quantitativo
informal

Nivel 4
Numérico

- Considera que
eventos consecutivos
sdo sempre
relacionados.

- Possui crenga difusa
de que podem
controlar o resultado
de um evento.

- Usa raciocinio
subjetivo que impede
qualquer foco
significativo em
independéncia.

- Exibe confianca
indevida na previsdo
de resultados

- Mostra algum
reconhecimento sobre
eventos consecutivos
se estdo relacionados,
ou nao.

- Usa frequentemente
uma estratégia de
“representatividade”,
seja uma orientagdo de
recéncia positiva ou
negativa.

- Reverte para o
raciocinio subjetivo.

Nota. Jones (2006) (tradugao nossa)

- Reconhece quando o
resultado do primeiro
evento influencia ou
ndo o resultado do
segundo evento. Em
situacdes de reposicao,
v€ 0 espago amostral
como restaurado.

- Diferencia, embora
imprecisamente,
eventos independentes
e dependentes em
“com” e “sem”
situacdes de reposicéo.
- Reverte para a
representatividade.

Metodologia

- Distingue eventos
dependentes ¢
independentes em
situagdes de reposicao
€ nao-reposi¢ao,
usando probabilidades
numeéricas para
justificar seu
raciocinio.

- Observa os
resultados de ensaios
sucessivos, mas rejeita
uma estratégia de
representatividade.

- Reluta ou recusa
previsoes de resultados
quando os eventos sdo
igualmente provaveis.

O estudo foi realizado com 15 criangas do 5° ano, com média de idade de 11 anos e 15 adultos
da Educacao de Jovens e Adultos (EJA), com escolarizagdo equivalente as criancas e com idade entre
28 e 67 anos. Ambos 0s grupos pertenciam a escolas publicas do municipio do Cabo de Santo
Agostinho, no estado de Pernambuco, Brasil, residentes em comunidade de baixo nivel
socioecondmico. Os participantes nunca tiveram ensino formal acerca da probabilidade, dessa forma,
as compreensdes apontadas por eles sdo de natureza intuitiva.

O estudo foi realizado por meio de entrevistas clinicas individuais que foram audiogravadas
em aparelho smartphone. A entrevista clinica ¢ baseada no método clinico piagetiano e, neste estudo,
ele foi inspirado nas contribuigoes de Carraher (1998). Para esta autora, o método clinico possibilita
refletir sobre as agdes, respostas, escolhas e comportamento dos sujeitos sobre uma determinada
situagdo proposta. E uma analise do raciocinio do sujeito.

O jogo da Loto, especificado a seguir, foi utilizado para observar as compreensdes sobre
aleatoriedade, com foco na independéncia de eventos. Foi apresentado aos participantes a seguinte

situagao:

Num jogo de "Loto”, ha bolas numeradas de 1 a 90. Serdo sorteadas 6 bolas do saco. Veja
as cartelas que os amigos receberam para participar do jogo. A cada bola sorteada, eles
marcam o numero correspondente na cartela. Ganhara quem completar mais rapido sua
cartela. Veja as cartelas de algumas criangas (Figura 1).

Comunicac¢do, Geral

XVI CIAEM-IACME, Lima, Peru, 2023.

201



Independéncia de eventos na avaliagdo de jogo (in)justo: quais compreensoes possuem criangas e adulto.

PEDRO FELIPE ANA
16 18 20 44 12 27 1 2 3
24 26 28 32 6 53 4 5 6

Figura 1: Cartelas do jogo Loto. Elaboragdo propria.

Analise as cartelas das criangas e responda:

a) O jogo é justo para Pedro, Felipe e Ana? Justifique.
b) Se vocé respondeu que era injusto o que poderia ser feito para torna-lo justo?

Resultados

Para fins de andlise, os participantes adultos foram identificados como A1, A2,
A3...A15 e as criangas como C1, C2, C3...C15. As analises levaram em considera¢ao, mais
fortemente, as compreensdes que envolvem demandas cognitivas da probabilidade propostas
por Bryant e Nunes (2012) e os construtos do pensamento probabilistico propostos por Jones
(2016) e Jones et al (1997).

Na Tabela 2 sdo mostrados os resultados das criangas e adultos quando indagados
sobre 0 jogo da ”Loto”: se justo ou injusto. As respostas foram classificadas em corretas,
parcialmente corretas ou incorretas.

Tabela 2:
Resultados da avalia¢do do Jogo da Loto, por criangas e adultos

Participantes | Respostas corretas | Parcialmente corretas | Respostas incorretas
Criangas 3 3 9

Adultos 1 2 11
Observacao: um adulto nao respondeu

Nota. Elaboragdo propria a partir dos dados da pesquisa (2021)

Apenas trés criancas e um adulto foram capazes de julgar o jogo como justo e
apresentar uma justificativa coerente para esse julgamento. Os participantes que julgaram
corretamente 0 jogo como justo e que apresentaram justificativas coerentes, informaram que:

* C3: “Pode ser, porque qualquer um pode ganhar. Qualquer um tem a mesma
chance de ganhar. Pode ser na sorte”.

* C5: “Sim. Porque é uma questdo de sorte, né? Acho que todos tém a mesma chance
de ganhar porque tem todos esses numeros aqui no saco, né?”

« A2: “E justo. Acho que qualquer um pode ganhar. O que eu pegar, se ndo servir
para o Felipe pode servir para o Pedro. Tem que arriscar... um tem o outro ndo tem. Tirando
a pedrinha qualquer um desses pode ganhar”.

Aparentemente estes participantes ndao foram influenciados pelas sequéncias
(ordenadas ou ndo) nas cartelas, como os que consideraram o jogo injusto. Eles julgaram que,
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todos teriam as mesmas chances, ou seja, que qualquer um dos trés jogadores poderia vencer,
pois tinham iguais condigdes.

Algumas respostas foram consideradas parcialmente corretas, pois embora
apontassem para alguma coeréncia, como por exemplo, algo que remetesse a regras, havia
equivoco no julgamento final, como no caso de C8 que afirmou: “Acho justo, porque os trés
estdo com uma cartela. Felipe tem mais chances de ganhar que os outros porque tem os
numeros’ mais altos. Ana tem menos chance porque os numeros dela sdo muito baixos e
muito dificilmente ela vai ganhar, ndo vai vir os numeros dela, porque eles sao iniciais”. C8,
corretamente, informou que era justo porque os trés possuiam apenas uma cartela (regras),
mas incorretamente julgou que ha mais chance de sairem nimeros mais altos”.

A maioria dos participantes tomou como elemento central da avaliagdo da justica no
jogo a observancia das sequéncias aleatérias, que, para muitos, ndo foi considerada
equiprovavel. Muitas pessoas tém dificuldades em avaliar uma sequéncia aleatéria, em
funcdo da falta de compreensdo acerca da independéncia de eventos (BRYANT e NUNES,
2012; Bennett, 2003). Essa falta de compreensao de que cada resultado de ensaio ¢ aleatorio e
independente do anterior ou do posterior, faz ndo apenas as criancas, mas também adultos
julgarem equivocadamente uma sequéncia aleatdria, imaginando, por exemplo, que a cartela
de Felipe (6, 12, 27, 32, 44, 53) por ndo ser sequenciada teria mais chances de vencer que a
de Ana (1,2, 3,4,5,6).

Os alunos (adultos e criangas) que julgaram o jogo injusto, em sua totalidade,
acreditavam que as chances seriam diferentes. Ao todo, seis adultos e cinco criangas
informaram que o jogo era injusto e apontaram justificativas em relacao as chances diferentes
dos jogadores, como observado nas justificativas a seguir:

* Cl: Ndo. O de Ana esta ‘seguido’. E injusto para ela porque os numeros dela é
mais menor e o dos outros ¢ mais maior. Felipe tem mais chances de ganhar porque tem os
numeros maiores. E o mais facil de ganhar porque o pequeno é mais dificil de sair.

* Al: Acho que ndo. Porque aqui ta em ‘frequéncia’le aqui ndo estd em ‘frequéncia’.
Se fosse em frequéncia ia estar 16, 17, 18, 19, 20, 21. Os numeros aqui é maior, os daqui é
mais baixo. Acho que ndo é justo ndo, porque jogaram mais pedra pequena pra Ana. Ela
pode até ganhar. Se for numeragdo mais alta quem ganha aqui é Felipe. Todo jogo que acho
que ndo sai niimero seguido frequente... ndo sai. Eles jogam no diferenciado. E muito raro
sair assim por exemplo, 44, 45 e 46. Quando cai assim, so cai 2 numeros seguidos.

Bryant e Nunes (2012) afirmam que a expectativa de irregularidade em uma sequéncia
aleatoria leva muitos adultos a se confundirem e considerarem uma determinada sequéncia
sem um padrao especifico como mais provavel que outra sequéncia particular consecutiva,
por exemplo. E nessa perspectiva, as criangas parecem se comportar da mesma forma que os
adultos. Estes pesquisadores pontuaram a ‘heuristica da representatividade’ em que as
pessoas tendem a ver sequéncias inconsistentes e desordenadas como caracteristica da
aleatoriedade. No presente estudo também foram observados tais fatos.

Em conformidade com os niveis do pensamento probabilistico de Jones (2006) que
trata do construto ‘independéncia’, o Nivel 1, denominado Subjetivo, esta relacionado as
criangas que apresentaram predisposicao para julgar os eventos consecutivos como sempre
relacionados, e o Nivel 2, considerado Transitorio, mostra algum reconhecimento sobre
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eventos consecutivos. Os estudantes envolvidos apresentam compreensdes tipicas dos Niveis
1 e 2, verificado em justificativas como C2 que afirmou que ‘os primeiros numeros sao mais
dificeis de pegar’. Neste argumento repousa uma compreensao de que os eventos estdo
relacionados. Pessoas com essa compreensao parecem nao perceber a imparcialidade das leis
do acaso (Bennett, 2003) ao estabelecerem alguma relagdo de dependéncia ou de alguma
forma de ligacdo entre os ensaios.

Consideracoes Finais

O estudo enfatizou fragilidades de compreensdo de criangas e também de adultos
acerca de independéncia de eventos, por falta de entendimento de sequéncias aleatorias,
confirmando estudos apontados por Bryant e Nunes (2012). Os adultos apresentaram
compreensoes semelhantes as criancas, sugerindo que a maturidades desses sujeitos nao
consolidou esses conhecimentos probabilisticos, como defende Fischbein (1987).

Enfatiza-se, portanto, a importancia de ensinar elementos da probabilidade desde os
anos iniciais do ensino fundamental, com a inteng¢ao de que conhecimentos mais elaborados
sobre o tema se consolide para que os futuros cidadaos possam tomar decisdes conscientes e
pautados em dados reais.
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Resumo

Neste artigo, apresentam-se percepcdes de oito docentes, quatro argentinos e quatro
brasileiros, acerca de uma atividade de Internacionalizagao em Casa desenvolvida
junto a vinte estudantes, sendo dez de duas institui¢des de ensino superior da
Argentina e os outros dez de duas institui¢des do Brasil. Os dados analisados foram
obtidos por meio da transcri¢ao do registro audiovisual de parte do encontro final
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realizado durante a atividade, no qual os professores dialogaram acerca dos aspectos
que, para eles, eram os mais importantes de serem ressaltados a respeito do que
haviam experienciado ao longo dos outros encontros. As percepcoes analisadas
dizem respeito ao uso de recursos tecnoldgicos durante a atividade, a diferenga entre
as questoes propostas, ao modo de trabalha-las durante a atividade e aqueles
normalmente presentes em sala de aula e as dificuldades enfrentadas pelos
estudantes.

Palavras-chave: Internacionalizagdo em casa; Engenharia; Percepgdes docentes; uso
de recursos tecnologicos; Dificuldades dos estudantes.

Introducio

Este artigo ¢ fruto de um projeto de pesquisa, intitulado A4 Internacionaliza¢do em Casa:
uma possibilidade no Novo Normal, em desenvolvimento no ambito do Programa de Incentivo a
Internacionalizagdo (PIPRINT) da Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo'. Participam
quatro docentes pesquisadores das instituicdes brasileiras Pontificia Universidade Catolica de
Sao Paulo e Instituto Maua de Tecnologia e outros quatro professores investigadores das
institui¢des argentinas Faculdade de Engenharia da Universidad Nacional de Misiones e
Faculdade de Engenharia da Universidad Nacional del Centro de la Provincia de Buenos Aires.

O projeto foi proposto com o objetivo de oportunizar a estudantes de Engenharia, desde o
seu ingresso no curso, a formagao de engenheiros com perfil internacional por meio da
realizacdo de atividades online de internacionalizacdo vinculadas a questdes relativas a
Matematica, construidas conjuntamente por docentes brasileiros e argentinos, nas quais grupos
de estudantes, havendo em cada um deles a0 menos um representante de cada instituicdo
envolvida, trabalham conjuntamente na resolucao de problemas diretamente vinculados a
Engenharia ou a mobilizacdo de formas de pensar caracteristicas desta area. Assume-se neste
projeto que o termo Internacionalizagdo em Casa (1eC) refere-se a: “atividades e experiéncias de
ensino e de investigacdo desenvolvidas nas unidades curriculares [...] por meio do
estabelecimento de espagos formativos auxiliados pelas TDIC” (Lima et al., 2021, p. 115). Por
meio destas, visa-se o “desenvolvimento, por parte dos estudantes, de competéncias globais e
interculturais, oportunizando-os a interagir com pessoas de culturas estrangeiras sem terem de
estudar no exterior e [...] sem sequer necessitarem sair de suas casas” (Lima et al., 2021, p. 115).

A primeira situagao trabalhada vinculou-se a um tema de interesse social: a propaga¢ao da
Covid-19. A escolha por esta tematica pode ser ratificada pelas palavras de Cantoral e seus
colaboradores, que afirmam ser “essencial desenvolver entre a populagdo uma forma matematica
de pensar que, baseada em praticas socialmente compartilhadas, permita alcangar uma melhor
compreensdo comunitaria do fendmeno e orientar uma boa tomada de decisdes (Cantoral et al.,
2020, p. 2).

! Edital PIPRINT 11915/2022
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As questdes? elaboradas pelo grupo de docentes participantes, quatro argentinos e quatro
brasileiros, todos responsaveis por ministrar, em suas institui¢des, aulas de Matematica na
formacao do futuro engenheiro, foram inspiradas nas reflexdes apresentadas por Rebollo-
Perdomo (2020) no artigo intitulado Un modelo simple para el numero de infectados por Covid-
19. Estas foram resolvidas colaborativamente por 20 estudantes voluntéarios do primeiro ano do
curso de Engenharia, sendo cinco de cada uma das quatro instituicdes envolvidas no projeto, em
encontros sincronos de duas horas de duragdo cada, quatro reunindo os estudantes dos dois
paises e outros realizados separadamente na Argentina e no Brasil. O grupo de estudantes que
participou da atividade era homogéneo em relacao aos seguintes aspectos: todos tinham a mesma
faixa etdria, eram ingressantes no ensino superior, finalizaram a Educacdo Basica remotamente
em razao da pandemia de Covid-19 e manifestaram interesse em participar voluntariamente, em
um horério diferente do usual de suas aulas, da atividade que seria proposta. A diferenca entre
esses sujeitos, além, obviamente, de suas caracteristicas pessoais, constituintes de suas
personalidades, € a cultura em que estdo inseridos, uma vez que sdo estudantes de dois paises
diferentes e, consequentemente, com contextos educacionais distintos. Mas, na visdao dos
proponentes desta atividade de IeC, o convivio com essas diferengas ¢ uma das principais
riquezas da experiéncia. Neste artigo, o foco de andlise estara nas percepgdes dos professores
argentinos e brasileiros envolvidos neste projeto acerca de suas vivéncias nesta primeira
atividade de IeC.

Subsidio tedrico: o que se entende por percep¢ao neste artigo?

Do ponto de vista teodrico, as andlises realizadas neste artigo sao subsidiadas pela nog¢ao de
percepg¢do. No entanto, este termo ¢ empregado em trabalhos cientificos com diferentes
significados. E fundamental, portanto, explicitar qual a defini¢ao assumida na pesquisa realizada.

Braghirolli et al. (1997), em uma abordagem psicoldgica, compreendem a percepcao como
um processo basico do comportamento humano. Afirmam que:

as informacgdes do meio externo sdo processadas em dois niveis: os niveis da sensacdo e da percepcao.
[...] a sensagdo ¢ entendida como uma simples consciéncia dos componentes sensoriais e das
dimensdes da realidade (mecanismo de recepcdo de informagdes). A percepcao supde as sensagdes
acompanhadas dos significados que lhes atribuimos como resultado da nossa experiéncia anterior. Na
percepe¢ao, nds relacionamos os dados sensoriais com nossas experiéncias anteriores, o que lhes
confere significado (mecanismo de interpretagdo de informagdes) (Braghirolli et al., 1997, p. 67).

Essa ideia apresentada por Braghirolli et al. (1997) € concordante a defini¢do de percepg¢ao
explicitada por Abbagnano (2007): a de que a percep¢ao ¢ uma operagao realizada pelo ser
humano em suas relagdes com o ambiente e estd vinculada a interpretacao dos estimulos e a
atribuicdo de significados para eles. Barber e Legge (1976, p. II) complementam afirmando que a
percepcao pode ser definida como o “processo de recepgao, sele¢do, aquisi¢ao, transformagdo e
organizacao das informagdes fornecidas através dos nossos sentidos”. Na acep¢ao de Gaspari e
Schwartz (2005, p. 70), a percepgao ¢ “um fenomeno complexo que conjuga uma gama de
operacgdes que se processam no enredo psicoldégico humano perpassando, ndo apenas pelas
sensagdes como, também, pela memoria, pela comparagdo, pela associagdo, pelo juizo, entre

2 Disponiveis em: https://drive.google.com/file/d/1n3boMLAsyOYNTIY4USEAy 4E2310LArZ/view?usp=sharing
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outros. Ainda de acordo com as autoras, a percepgao “envolve todo repertorio de experiéncias
introjetadas pelo ser humano, ao longo de sua existéncia” (Géaspari & Schwartz, 2005, p. 70). Em
consonancia a esta ideia, Chaui (1999) destaca que a percepcao envolve toda a personalidade do
sujeito, sua histéria pessoal e suas concepgoes.

Neste artigo, articulando as ideias dos autores anteriormente mencionados, emprega-se o
termo percep¢ao com o seguinte significado: um fendmeno complexo envolvendo, por um lado,
o repertorio de experiéncias que determinado sujeito introjetou ao longo de sua trajetéria de vida
(e, no caso de um docente, particularmente de sua trajetéria profissional) e que ¢ composto nao
apenas por sensagdes, mas também pelos significados a elas atribuidos a partir de vivéncias
anteriores e, consequentemente, pela memoria, pela comparacao, pela associagao, pelo juizo etc.
E, por outro lado, contemplando a personalidade do sujeito, sua historia pessoal e suas
concepgoes. Desta forma, assume-se que os professores, ao evidenciarem suas percepgoes a
respeito da primeira atividade de IeC que vivenciaram, o fazem atribuindo a ela significados a
partir de suas personalidades, de suas concepgdes, de suas trajetorias docentes até aquele
momento, de suas memorias e de comparagdes entre outras atividades das quais participaram ao
longo de suas atuagdes profissionais como professores universitarios.

Breve caracterizacio dos docentes participantes

Os oito docentes envolvidos nesta investigacao lecionam ou em algum momento ja
lecionaram aulas de Matematica em cursos de Engenharia. Além disso, estdo comprometidos em
oportunizar aos seus estudantes uma aprendizagem de Matematica que seja significativa e que
efetivamente possa contribuir para que se desempenhem bem em seus cursos, tanto nas
disciplinas basicas como nas especificas, ao mesmo tempo em que desenvolvam os pensamentos
critico, criativo e analitico que favorecerdo, tanto suas atuagdes cidadas na sociedade, quanto
suas futuras atuagdes profissionais. Tém, ao longo de suas trajetorias profissionais, participado
de eventos nacionais e internacionais relativos aos processos de ensino e de aprendizagem de
Matematica na Engenharia, produzido artigos cientificos e materiais didaticos e realizado
constantes estudos acerca da docéncia e da aprendizagem em cursos nos quais a Matematica ndo
¢ objetivo central, mas uma ferramenta a ser desenvolvida.

Dos quatro docentes argentinos participantes das atividades, trés sdo graduados em
Engenharia: um em Elétrica (com especializagdo em Educacdo e TIC), outro em Civil (com
mestrado em Docéncia Universitaria) e outro nas habilitacdes Quimica Industrial e do Trabalho
(com especializa¢do em Ensino de Ciéncias Experimentais — com meng¢do em Quimica); tém,
respectivamente, 30, 43 e 26 anos de magistério. O outro professor argentino ¢ graduado em
Matematica, doutorando em Ensino de Ciéncias Exatas ¢ Naturais ¢ atua na educagao ha 8 anos.

Os quatro docentes brasileiros t€ém a Matematica como area de formacao; dois deles t€ém

doutorado em Educa¢dao Matematica, um € mestre nesta area e outro tem doutorado em
Psicologia da Educagdo. Trés destes atuam na docéncia ha mais de 40 anos e outro ha 13 anos.
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Metodologia

Para obter os dados acerca da percepcao dos oito docentes participantes da atividade,
transcreveu-se e analisou-se o registro audiovisual do primeiro momento do encontro final
realizado, no qual, enquanto os estudantes, em outras salas virtuais, elaboravam uma sintese do
trabalho desenvolvido ao longo da atividade, os professores dialogaram acerca dos aspectos que,
para eles, eram os mais importantes de serem ressaltados a respeito do que haviam experienciado
ao longo dos encontros. Estas percepcoes, externalizadas pelos docentes durante este didlogo, se
deram a partir do acompanhamento atento do trabalho dos grupos de estudantes durante todos os
encontros que compuseram a atividade. E relevante destacar que, como afirmam Braghirolli et al.
(1997), uma condigao essencial para que haja percepcao ¢ a atengao. Neste sentido, ao
acompanharem o trabalho dos estudantes, selecionaram, por meio da aten¢do — e evidentemente
a partir suas expectativas que acabam ocasionando a percep¢ao mais agugada de certos
elementos em detrimento de outros — alguns aspectos do ambiente de aprendizagem que estavam
observando.

Uma vez transcritos os didlogos, para a analise dos dados coletados, foram empregados
principios da Analise de Contetido, na concepgao de Bardin (2001). As categorias ndo foram
estabelecidas a priori, mas emergiram da explora¢ao dos dados. Tais categorias sdo as
seguintes: (C1) uso de recursos tecnoldgicos; (C2) diferenga entre as questdes € 0 modo de
trabalha-las durante a atividade e aqueles normalmente presentes em sala de aula; (C3)
dificuldades enfrentadas pelos estudantes; (C4) competéncias requeridas do estudante durante
a atividade. Neste artigo, discorre-se acerca das categorias (C1), (C2) e (C3), ou seja, analisa-
se como os docentes que participaram desta atividade de IeC, a partir do repertério de
experiéncias que acumularam ao longo de suas trajetdrias profissionais, de sua personalidade,
suas concepgoes e sua historia pessoal, atribuiram significados ao que observaram acerca das
tematicas inerentes a estas trés categorias.

(C1) uso de recursos tecnologicos

Especialmente os argentinos salientaram a ndo familiaridade dos estudantes de suas
universidades com o uso de ferramentas tecnologicas, como o Excel, o GeoGebra, o Symbolab e
o Wolfram Alpha. Essa dificuldade foi também percebida pelos docentes brasileiros em relagdo a
alguns de seus estudantes, porém com menor intensidade, uma vez que, notou-se que nos grupos
que recorreram aos softwares, isto se deu justamente por iniciativa dos discentes brasileiros. No
entanto, em alguns grupos, os estudantes do Brasil também ndo recorreram a qualquer recurso
além do lapis e papel, o que evidencia que a familiaridade com os recursos tecnolégicos, embora
certamente esteja de alguma maneira vinculada ao processo de ensino empregado em cada pais,
esta também associada as caracteristicas pessoais de cada estudante.

A nao familiaridade com as Tecnologias Digitais de Informacao e de Comunicagao
(TDIC), percebida em alguns grupos, teve como principal consequéncia o dispéndio de uma
quantidade de tempo, acima da planejada, na realizacdo dos calculos demandados pelas questdes
propostas.
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Outra percepc¢ao, ainda no ambito desta primeira categoria, diz respeito as possiveis
influéncias sobre os estudantes das formas como os professores empregam as TDIC em sala de
aula e como os estimulam e autorizam a usar estes recursos. Para esse conjunto de docentes, ¢
importante que o professor ndo apenas apresente aos estudantes diretamente produtos obtidos por
meio de softwares, mas que realizem estas produgdes passo a passo, junto aos alunos, dando-lhes
oportunidades de acompanhar os raciocinios nelas mobilizados. Esta pratica, que durante o
periodo de aulas remotas emergenciais, em decorréncia do cenario pandémico, era bastante
comum nao deveria ser abandonada nas aulas presenciais.

Deve-se também explorar as potencialidades dos soffwares para a comunicacdo em
Matematica. O grupo de professores destacou que, durante a realizag¢ao das atividades, ao invés
de recorrerem a editores de texto especificos para a escrita em linguagem matematica, os
estudantes fizeram uso de recursos nao adequados a este fim, como o Paint.

Destacou-se ainda a necessidade de repensar sobre a questdao de ndo permitir que os alunos
utilizem os softwares nas avaliagdes, apesar de, muitas vezes, incentivarem seu emprego durante
as aulas. Na visao dos professores, estes recursos poderiam ser empregados como ferramentas
mais de analise do que de céalculo. Poderiam ser utilizados até mesmo nas provas se, nestas,
fossem propostas questdes nas quais as TDIC nao responderiam diretamente a questao, sendo
somente um instrumento, sem qualquer funcionalidade se ndo houver a mobilizacdo de
conhecimentos por parte dos estudantes.

Ao refletirem sobre a atividade, destacaram que o uso dos recursos tecnoldgicos poderia
ser reorientado no intuito de fomentar o desenvolvimento do pensamento complexo dos
estudantes, e, consequentemente, suas habilidades de resolver problemas e de modelizar uma
situacdo, aspectos inerentes as suas futuras atuagdes profissionais como engenheiros.

Por fim, um aspecto relevante salientado e que tem influéncia direta na possibilidade de
um uso mais abrangente das TDIC, inclusive nas avaliagdes, ¢ a infraestrutura tecnoldgica das
instituicdes e o acesso dos estudantes a tais recursos quando estes ndo estdo disponiveis nas
escolas. Uma vez que, em muitas instituicdes, ndo ha salas de aula suficientemente equipadas
para que todos os docentes possam emprega-las simultaneamente e que os discentes nem sempre
contam com recursos financeiros para adquirir equipamentos pessoais que possam ser levados
para as aulas, ¢ necessario investir em politicas institucionais de inclusdo digital.

(C2) diferenca entre as questdes e 0 modo de trabalha-las durante a atividade e aqueles
normalmente presentes em sala de aula

Os docentes perceberam que os estudantes enfrentaram maiores dificuldades na parte
inicial da atividade, contemplando questdes que exigiam traduzir um enunciado da linguagem
natural para a linguagem simbdlica, trabalhar com modelos, compreender as variaveis presentes,
aquelas que ndo estdo sendo consideradas e o que estd sendo representado por meio do modelo
elaborado. Argumentaram que este ¢ um trabalho com o qual os estudantes, recém-ingressos no
ensino superior, ndo estdo acostumados; ¢ algo muito novo para eles, independentemente de
terem vivenciado o periodo pandémico e, portanto, conhecerem o contexto no qual as atividades
estavam inseridas. J4 nas questdes finais da intervencao, quando precisaram interpretar o que
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haviam feito e analisar gréaficos, realizaram discussoes mais fluidas, uma vez que eram atividades
com as quais ja tinham maior familiaridade e sentiam-se mais confiantes em desenvolvé-las.

Os entraves enfrentados pelos estudantes nas atividades iniciais estdo, na visao dos
docentes, relacionados as suas vivéncias, durante suas trajetérias educacionais, de um ensino no
qual, mesmo na universidade, ndo se privilegia a resolu¢do de problemas, mas sim exercicios
rotineiros.

Outro ponto que, na percepgao dos docentes, merece destaque diz respeito aos estudantes
terem podido, por meio da acdo realizada, participar de uma atividade desafiadora, mas com um
carater diferente do que estdo habituados em sala de aula, uma vez que nao estavam sendo
cobrados e nem avaliados. Seus engajamentos dependiam exclusivamente de seus interesses e
comprometimentos e suas atuagdes poderiam ocorrer de modo mais natural, sem qualquer
preocupagdo em expressar seus raciocinios.

Uma questdo que gerou debates entre os professores e que dividiu opinides foi a
pertinéncia ou ndo de uma preparacao prévia para este tipo de atividade. Na percepgao de alguns,
antes de implementar uma atividade como esta junto a estudantes, deveriamos identificar os
objetos matematicos nela mobilizados, os recursos tecnologicos que poderiam ser empregados,
entre outros aspectos e, a partir disto, realizar uma preparagdo prévia com os discentes para que
estes, na resolucao do problema, pudessem focar suas atengdes apenas a situagao com a qual
estavam trabalhando. Para outros, no entanto, essa preparacao pode nao ser adequada porque
promover a iniciativa e a proatividade do estudante para buscar novos conhecimentos necessarios
e despertar sua curiosidade € parte essencial da formacgdo de um engenheiro, que enfrentara
problemas para os quais, muitas vezes, nao tera ferramentas imediatas para resolvé-los.

Como resultado dos debates, conjecturou-se que, mais do que uma preparagdo prévia para
um problema especifico, poderia ser importante direcionar os processos de ensino e de
aprendizagem de Matematica para o desenvolvimento de estratégias de pensamento € para o uso
de recursos relevantes para a resolug¢do de problemas, em ambito mais geral, de modo a
potencializar formas de raciocinios mais proximas daquelas requeridas de um engenheiro.

(C3) dificuldades enfrentadas pelos estudantes

As dificuldades enfrentadas pelos estudantes durante a atividade relacionam-se, na
percepcao dos docentes, principalmente a dois diferentes aspectos. Em primeiro lugar, ao
ingresso recente no ensino superior € o fato de ainda nao estarem completamente adaptados a
vida universitaria, ao funcionamento das disciplinas, de seus planos de estudos etc. Sdo alunos
que ainda trazem em si, de maneira muita arraigada, a cultura do Ensino Médio. A atividade foi
desafiadora também no sentido de compreenderem a seriedade com que deve ser enfrentada uma
experiéncia como esta, na qual tém a possibilidade de trabalhar colaborativamente em equipes e
compartilhar conhecimentos e vivéncias com colegas de outros paises, outras culturas e de outras
institui¢des de seus proprios paises, o que também sera necessario em seu futuro cotidiano
profissional.
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Em segundo lugar, ha fragilidades em relagdao a conhecimentos prévios para a atividade,
especialmente a nogdo de constante de proporcionalidade e a interpretagdo dada a ideia de taxa
de variagdo, extremamente importantes e fundamentais em um curso de Engenharia, uma vez
que muitas das situagdes da area pressupde a mobilizagdo do pensamento variacional. Os
estudantes dos dois paises, por conta dessas fragilidades, demandaram muito tempo para resolver
a questdo inicial da atividade, que requeria a obten¢do de um modelo matematico a partir destas
ideias. Além disso, os docentes salientaram que, pelo fato de os estudantes estarem cursando
uma primeira disciplina de Calculo, ainda nao estavam suficientemente familiarizados com as
nogoes de razao incremental e de variagao.

Consideracoes finais

As andlises dos dados obtidos por meio desta primeira atividade de IeC, sob diferentes
perspectivas, tém evidenciado a este grupo de docentes o quao importante ¢ engajar os
estudantes do ensino superior, particularmente os de cursos de Engenharia, desde o inicio de seus
percursos formativos, em situacdes de aprendizagem efetivamente desafiadoras; acreditar nos
potenciais dos alunos de superar obstaculos de diferentes naturezas, de trabalhar de forma
colaborativa e de desenvolver suas autonomias aproximando, sempre que possivel, as
experiéncias em sala de aula ou as atividades extraclasse de cenarios mais semelhantes aqueles
que viverdo em seus futuros cotidianos profissionais. Nao ¢ uma tarefa simples, nem para os
estudantes e nem para os professores, mas, da mesma maneira que 0s primeiros, para
efetivamente desenvolverem conhecimentos, habilidades, atitudes e valores que serdo requeridos
em seu exercicio profissional precisam ser desafiados a continuamente superar barreiras, 0s
docentes também nao podem se acomodar, devem estar sempre dispostos a quebrar paradigmas e
trilhar novos caminhos em busca de oportunizar aprendizagens mais efetivas aos seus alunos. As
analises desta primeira experiéncia contribuirdo para o repensar de diferentes aspectos,
principalmente o incentivo do emprego de recursos tecnologicos para a resolugao de problemas,
na proposicao e na implementagdo das atividades futuras do projeto de IeC. Espera-se que este
artigo possa também inspirar a realizacao de outros projetos desta natureza.
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Resumen

En este articulo se analizan las competencias que pudieron ser desarrolladas o
movilizadas por un grupo de 20 estudiantes de Ingenieria al participar en actividades
insertas en una experiencia de Internacionalizacion en Casa conducida por ocho
profesores de cuatro instituciones de educacion superior diferentes, dos brasilefias y
dos argentinas. Se analizaron las transcripciones de las reuniones virtuales celebradas
con los estudiantes y las respuestas que estos dieron a un cuestionario sobre sus
percepciones de la experiencia. Se han podido desarrollar y/o movilizar
competencias matematicas, competencias globales y competencias interculturales,
siendo estas ultimas las que se exigen a los profesionales con perfil internacional.
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Internacionalizacion en Casa: desarrollo de competencias en la Ingenieria

Palabras clave: Internacionalizacion en Casa; Ingenieria; Competencias matematicas;
Competencias globales; Competencias interculturales.

Introduccion

Este articulo es el resultado de un proyecto de investigacion, titulado La
internacionalizacion en casa: una posibilidad en la nueva normalidad que se desarrolla en el
contexto del Programa de Incentivos a la Internacionalizacion (PIPRINT) de la Pontificia
Universidad Catolica de Sdo Paulo!. Participan cuatro profesores investigadores de las
instituciones brasilefias Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo e Instituto Maud de
Tecnologia y otros cuatro profesores investigadores de las instituciones argentinas Facultad de
Ingenieria de la Universidad Nacional de Misiones y Facultad de Ingenieria de la Universidad
Nacional del Centro de la Provincia de Buenos Aires.

El proyecto se propuso con el objetivo de brindar a los estudiantes de Ingenieria, desde el
momento en que se incorporan a la carrera, la oportunidad de formar ingenieros con perfil
internacional mediante la realizacion de actividades de internacionalizacion en linea vinculadas a
temas relacionados con las Matematicas, construidas conjuntamente por docentes brasilefios y
argentinos, en las que grupos de estudiantes, cada uno de ellos con al menos un representante de
cada institucion involucrada, trabajan en conjunto para resolver problemas directamente
vinculados a la Ingenieria o a la movilizacion de formas de pensamiento propias de esta area. En
este proyecto se asume que el término Internacionalizacion en Casa (IeC) se refiere a:
“actividades y experiencias de enseflanza e investigacion desarrolladas en las unidades
curriculares [...] a través del establecimiento de espacios formativos auxiliados por las TIC”
(Lima et al., 2021, p. 115). A través de ellas, se pretende el “desarrollo, por parte de los
estudiantes, de competencias globales e interculturales, dandoles la oportunidad de interactuar
con personas de culturas extranjeras sin tener que estudiar en el extranjero y [...] sin necesidad
siquiera de salir de sus casas” (Lima et al., 2021, p. 115).

La primera situacion en la que se trabajo estuvo relacionada con un tema de interés social:
la propagacion del Covid-19. La eleccion de este tema puede ser respaldada por las palabras de
Cantoral y sus colaboradores, quienes afirman que es “imprescindible desarrollar entre la
poblacion un pensamiento matematico que, basado en practicas socialmente compartidas,
permita lograr una mejor comprension comunitaria del fenomeno y orientar una buena toma de
decisiones” (Cantoral et al., 2020, p. 2).

Las preguntas? preparadas por el grupo de profesores participantes, inspirado por Rebollo-
Perdomo (2020), fueron resueltas de forma colaborativa por veinte alumnos voluntarios del
primer curso de Ingenieria, cinco de cada una de las cuatro instituciones implicadas en el
proyecto en reuniones sincronicas de dos horas cada una, cuatro que retinen a estudiantes de
ambos paises y otras que se celebran por separado en Argentina y Brasil. En este articulo, el foco
de andlisis estara en las percepciones de los profesores argentinos y brasilefios involucrados en

! PIPRINT Edital 11915/2022
2 Disponibles en: https://drive.google.com/file/d/1n3boMLAsyOYNTIY4USEAy 4E2310LArZ/view?usp=sharing
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este proyecto sobre sus experiencias en esta primera actividad de IeC. En este articulo, el analisis
se centrara en las competencias que podrian desarrollar y/o movilizar los estudiantes argentinos y
brasilefios que participan del proyecto.

Aportes a la movilizacion de competencias observados en la experiencia

En la profesion que nos ocupa, la de formar ingenieros competentes es una meta a la que
estan abocados los paises latinoamericanos. El gran desafio, es crear espacios de trabajo
interdisciplinario entre los diferentes ciclos que caracterizan a estas carreras en sus disefios
curriculares, condicion necesari