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I. MOSAICOS DETERMINADOS 

1.1. Definiciones 

Llamaremos mosaico a toda familia de polígonos convexos y acotados, 
que sea lo cálmente finita y cubra totalmente el plano sin superponerse 

Considerado como un grafo extendido a todo el plano, en todo mosaico 
se distinguen los polígonos que lo constituyen, llamados celdas y los nodos o 
puntos comunes a tres o más celdas, junto con los arcos que unen dos nodos 
y pertenecen exactamente a dos celdas. 

Cada celda es un polígono convexo acotado, con un número finito de 
vértices y un número finito de lados. Obsérvese que el número de vértices de 
una celda puede ser diferente del número de lados de la misma. Por ejemplo, 
la celda ADEF de la figura 1 tiene 4 vértices y, sin embargo, tiene 6 lados: 
AB, BC, CD, DE, EF, FA. Esto se debe a que pueden existir nodos del grafo 
asociado, como los B y C de la figura, en los que el ángulo de dos lados con
tiguos que en él concurren sea igual a 180°. Estos nodos se llaman junturas 
(Cowan [3], [4]). Los nodos B y C no son vértices de la celda ADEF, pero sí 

FIGURAI. 
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FIGURA 2. 

son vértices de las otras celdas que en ellos concurren Análogamente en el 
mosaico de la figura 2 las celdas son rectángulos de 4 vértices y 6 lados: 
todos los vértices son junturas. En todas las junturas, lo mismo que en todos 
los nodos, concurren por lo menos 3 arcos, pero pueden concurrir más, como 
en la juntura H de la figura 1. en la que concurren 4 arcos. 

Un caso importante de mosaicos es aquel en que todas las celdas son 
congruentes y existe un subgrupo G del grupo de los movimientos del plano, 
tal que cualquier celda se puede superponer con cualquier otra por una ope
ración de G que superpone todo el mosaico sobre sí mismo. Estos subgrupos 
G para los cuales existen ciertos dominios del plano, lldiVcidiaos dominos fun
damentales, tales que sus transformados por G cubren todo el plano sin su
perponerse, se llaman grupos cristalográficos y se ha demostrado, por E. Fe-
dorov en 1891 [7] y por G. Pólya en 1924 [28], que solamente existen 17 de 
ellos no isomorfos. Cada grupo cristalográfico admite infinitos dominios 
fundamentales, que elegidos y agrupados convenientemente, y pintados con 
distintos colores, han dado lugar a mosaicos clásicos y a pinturas famosas 
como las modernas de M. C. Escher (1898-1972) [6]. En los mosaicos de la 
Alhambra de Granada se han descubierto los 17 grupos cristalográficos sub
yacentes, lo que ha dado lugar a interesantes estudios, como los de Montesi
nos Amilibia [25], [26] y los de Pérez Gómez [27]. 

Detalles sobre los grupos cristalográficos y los mosaicos que de ellos 
derivan, pueden verse en los libros de Coxeter [5], Guggenheimer [14] y 
Fejes-Toth [8], así como en el artículo elemental y claro de Schattschneider 
[35]. Muchos ejemplos de mosaicos y clasificaciones de los mismos, se en
cuentran en el libro de Grünbaum y Shephard [13]. 

1 2 . Características de un mosaico 

Sea un mosaico M, Consideremos en el plano un círculo B (R) de radio 
jR y sea C (R) el número de celdas de M que están totalmente contenidas en 
el círculo. El área media E (A) de las celdas del mosaico se define por 
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/?->" C (R) 

Considerando M como un grafo del plano, y llamando S (R) a la longi
tud total de la parte del grafo contenida en el círculo B (R), Q\perímetro 
medio de las celdas se define por 

2S(R) 
l í m — ^ = ̂ ( ¿ ) . (1.2) 

Si C* (R) indica el número de celdas contenidas en B (R) y que tie
ne Nf lados, el valor medio del número de lados de las celdas se define por 

lím ; ; =EiN*) (L3) 
R-^oo C (R) 

Análogamente, si Q (R) es el número de celdas pertenecientes a B (R) 
que tienen Â -̂ vértices, el valor medio del número de vértices de las celdas del 
mosaico se define por 

R-^oo C (K) 

Finalmente, si Cj" (/?) es el número de nodos del mosaico interiores a 
B {R), a los que concurren A^ arcos, se tiene 

R-.0. N(R) 

donde N (R) es el número de nodos del mosaico interiores a B (i?) y 
E (N^) es el valor medio del número de arcos que concurren en los nodos del 
mosaico. Suponemos que los mosaicos son tales, que los límites (I.l), ..., 
(1.5) existen. 

Es interesante observar que los límites anteriores no varían si, en lugar 
de considerar las celdas totalmente interiores a B (R), se consideran las 
celdas que "tienen punto común" con B (R). En efecto, si Ci (R) repre
senta el número de celdas que tienen punto común con la circunferencia de 
radio R (borde de B (7?)), siendo las celdas acotadas, supongamos de diáme
tro < D, y de área acotada inferiormente, supongamos > o¿ (por la hipóte
sis de ser la familia de celdas localmente finita), se cumple, para R suficiente
mente grande 

Ci (i?)a<7r(i? +Df -7r{R-Df. (1.6) 

Por otra parte, toda celda de diámetro < D está contenida en un círcu
lo de radio i)A/3 (Bonnesen-Fenchel [2], p. 85) y por tanto 
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C (R) (TTD^/S) > Tr(R - Df. (1.7) 

De (1.6) y (1.7) se deduce 

lim = O 
i?-*oo C ( j R ) 

y por tanto en las definiciones (I.l), ..., (1.5) puede sustituirse C(JR) por 
C(i?) + Ci(i?). 

Esta observación es importante, pues no es válida para mosaicos del 
plano hiperbólico, por lo cual su estudio se hace más complicado, como pue
de verse en [34]. En este trabajo nos limitaremos a mosaicos del plano 
euclidiano. 

Los límites (I.l), ..., (L5) tampoco dependen del centro del círculo 
B (R), pues el cociente del área común a dos círculos de radio R de centros 
fijos, y el área de cada uno de ellos, tiende a 1 para i? -> «». 

1.3. Un teorema sobre mosaicos 

Consideremos la parte de un mosaico formada por las celdas que tienen 
punto común con un círculo B (R) de radio R, Considerando esta parte 
como un grafo y llamando Â^̂  al número total de nodos, ̂ ^ al de aristas o 
arcos y CR al de caras, vale la relación de Euler 

Nj,-Aj,+CR=h (1.8) 

Con las notaciones de (I.l) a (1.5) se tiene 

2 CfNf = 2AR ^O (R), 2 CilTi = 2AR (1.9) 

donde O (R) se refiere a aristas de celdas que cortan el borde de B (R) y, 
por tanto, para 7? -> oo es O (R)/R^ -> O y también O ÍR)/CR -^ 0. 
Aplicando (1.8) se tiene 

Cp ^ Nr, 1 + ^ p 

XCfNf + OiR) ^CiN'i 2AR 

Pasando al límite para /? -> ©o resulta 

1 1 1 
— + — = - . (LIO) 

EiN*) EiPT) 2 
Puesto que E (A^) > 3 resulta 

E (N*) < 6 

es decir: el valor medio del número de lados de las celdas de un mosaico es 
siempre igual o menor que 6. En particular, si todas las celdas tienen el mis
mo número de lados, este número solamente puede ser 3, 4, 5 ó 6. 
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FIGURA 3. 

Para el caso de triángulos, es evidente que se puede construir un mosai
co con todas sus celdas congruentes a un triángulo dado cualquiera, por 
repeticiones sucesivas del mismo (Fig. 3). Lo mismo ocurre para cuadriláte
ros: dado un cuadrilátero cualquiera, repitiendo el mismo por simetrías 
sucesivas de centro los puntos medios de los lados, se tiene el plano cubierto 
por cuadriláteros congruentes al de partida (Fig. 4). Para cubrir el plano con 
un mosaico de pentágonos congruentes, éstos ya no pueden ser cualesquiera, 
sino que deben cumplir ciertas condiciones (Fig. 5). Lo mismo ocurre para 
los exágonos (Figs. 6 y 7). 

El hecho de ser E {N*) < 6 no significa que no pueda haber celdas de 
cualquier número de lados. Por ejemplo, el mosaico obtenido por repetición 
sucesiva del cuadrado de la figura 8 tiene un octógono en cada cuadrado, sin 

FIGURA 4. 
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FIGURAS. 

FIGURA 6. 

FIGURA?. 
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FIGURA 8. 

embargo, el valor medio del número de lados de cada celda es 4. La construc
ción análoga para un cuadrado y un polígono convexo interior de m lados 
(par), tiene infinitos de estos polígonos, pero también tiene infinitos triángu
los y cuadriláteros, de manera que el valor medio del número de lados de 
cada cara es, como antes, (m + 5 * 4 + 4 (m — 4) + 3m)/(l + 2m) = 4. 

Si un mosaico tiene caras cuyos números de lados sean mj, m2,..., mn 
y la frecuencia con que aparece cada cara es la misma para todas, se debe cum
plir (mi +7712 + ... + m/i)//z ^ 6. Es instructivo hallar ejemplos de mosai
cos cuyas celdas sean polígonos convexos de únicamente mi ó m2 lados, 
ambos con igual frecuencia, en todos los casos posibles, o sea, para todos los 
pares (mi,m2) tales que mj +m2'^12. Son interesantes los casos extre
mos (3,9), (4, 8), (5,7). La figura 9 es un ejemplo de mosaico (4, 8). 

/ V \ / \/ \ 

FIGURA 9. 
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Ejemplo: Comprobar que el mosaico de la figura 10 compuesto de 
triángulos equiláteros de altura h y cuadriláteros formados en celdas alter
nadas por los segmentos perpendiculares a los lados trazados por los centros 
de gravedad, tiene por características 

E {N*) = 4,5, E(N)= 3,75, E (AT) = 3,6. 

FIGURA 10. 

II. MOSAICOS SEMI-ALEATORIOS 

2.1. Definición 

En los mosaicos considerados hasta ahora no interviene para nada la 
idea de azar. Son mosaicos determinados. 

A partir de uno de estos mosaicos se pueden obtener otros modificando 
cada una de sus celdas por algún procedimiento regido por el azar. Los lla
maremos mosaicos semi-aleatorios, porque el azar interviene únicamente 
modificando de alguna manera un mosaico determinado, dado de antemano. 
Se presenta entonces el problema de hallar los valores medios de las caracte
rísticas de estos nuevos mosaicos. 

Como esta definición no es muy precisa, vamos a dar algunos ejemplos 
aclaratorios. 
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2.2. Mosaicos triangulares semi-aleatorios 

Dado un triángulo cualquiera T, siempre se puede engendrar un mosaico 
de celdas congruentes con T, trazando sucesivamente rectas paralelas por los 
vértices a los lados opuestos (Fig. 3). Si el triángulo T se ha obtenido por 
algún método "al azar", el mosaico obtenido será semi-aleatorio. Considere
mos algunos ejemplos. 

(a) Un método muy común de dar un triángulo al azar, consiste en 
tomar un segmento de longitud LQ y dividirlo en tres segmentos mediante 
dos puntos elegidos al azar en el mismo, con densidad uniforme, y luego 
tomar los segmentos resultantes (de longitudes x,y,z) como lados del trián
gulo, siempre que la construcción sea posible, es decir, siempre que se cum
pla x<y+z, y<x-\-z, z<x + y. 

El método es equivalente a considerar un triángulo equilátero de altura 
Lo y tomar como lados x, y, z las distancias a los tres lados de un punto P 
elegido al azar en el interior del triángulo equilátero, con densidad uniforme 
(Fig. 11). Es fácil ver que se cumple x + y + z = Lo y que los puntos para 
los cuales existe el triángulo de lados x,y,z son los del triángulo equilátero 
que tiene por vértices los puntos medios de los lados del triángulo de parti
da. Entonces, la densidad uniforme para los triángulos T de lados x, y, z 
vale 

dTi =(6/Ll)dx^ dy, 

que es el elemento normalizado de área del plano, en función de las coorde
nadas x,y. 

FIGURA 11. 

Poniendo Ip'^x + y + z = Lo = perímetro del triángulo y utilizando la 
fórmula de Heron que da el área de un triángulo en función de los lados, re
sulta como valor medio de esta área, 

EiA) = 6L-o' I dy T [p (p - x)ip ~ y)ix + y ^ p)]'^' dx 
•/o J p-y 
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puesto que las condiciones para que el triángulo sea posible son p<x + y, 
X <p. Haciendo la integración, resulta 

EiA)= (ir ¡140) LI, (II.l) 

Los demás valores medios son triviales y con las notaciones de 1.2 valen 

E(L) = Lo, E(N*) = E(N)=3, E(N^)=6. (n.2) 

(b) Otra manera de dar un triángulo al azar consiste en dar un punto al 
azar, con densidad uniforme, dentro de un cubo de arista a y tomar las dis
tancias X, y, z a las caras como lados del triángulo, siempre que la construc
ción sea posible, o sea, siempre que x < y + z, y <x + z, z <x + y. En 
este caso, la densidad para conjuntos de triángulos es 

dT2 = (2/a^ )dx ^ dy ^ dz 

y un cálculo fácil da para el perímetro medio E (L) = (3/2) a. El cálculo del 
área media E (A) conduce a integrales no fácilmente calculables. Los valores 
de Â , N* y M son siempre los mismos (IL2) para todos los mosaicos de 
triángulos en la disposición de la figura 3. 

(c) Se dan tres puntos al azar, con densidad uniforme, dentro de un 
círculo de radio i? y el triángulo elegido para engendrar el mosaico es el que 
tiene por vértices estos tres puntos (Fig. 12). Si dPi (i = 1, 2, 3) indica el 
elemento de área del plano en el punto Pi la densidad para los triángulos 
dichos es 

dTs = (irR^y^ dP^ ^ dP^ ^ dP^. 

Los valores medios del perímetro y del área resultan ser 

£ ( i : ) = (128/157r)i?, E(A) = (35/487r)R\ (IL3) 

Si los tres vértices del triángulo se eligen al azar, siempre con densidad 
uniforme, dentro de un cuadrado de lado a (Fig. 13), o sea, es 

dT4=(a^y^ dPx A dP2 ^ dPs, 

resulta 

E (L) = (a/5) (^/I + 2 + 5 log (1 +x/2)), 

E (A) = (11/144) a^ (n.4) 

y si se eligen dentro de un triángulo equilátero de lado a (Fig. 14), con 
densidad 

dTs =i^Í3a^/4)-^ dP^ ^ c/P^ ^ dP^, 
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FIGURA 12. FIGURA 13. FIGURA 14. 

resulta 

£ ( i : ) = (9/5)( l /3 + ( l /4 ) log3)a , EiA) = (s/l/48)a\ (IL5) 

Estos valores medios (II.3) a (II.5) se deducen fácilmente de las distan
cias medias conocidas entre dos puntos dados al azar en un círculo, cuadrado 
o triángulo equilátero (ver [30, p. 49]) o del área media del triángulo deter
minado por tres puntos elegidos al azar en esas figuras, la cual es un impor
tante invariante por afinidades y ha sido calculada por diversos autores con 
motivo del llamado problema de Sylvester de la teoría de Probabilidades 
Geométricas [30, p. 64], [36]. 

(d) El triángulo al azar puede elegirse también por tres puntos dados 
al azar, con densidad uniforme, sobre la circunferencia de rarioi? (Fig. 15). 
Si Si, $2, S3 son las abscisas de los tres vértices sobre dicha circunferencia, 
la densidad es 

dTe = (ITTR)'^ dsi A ds2 ^ dss 

y tras un pequeño cálculo resulta 

£ ( Z ) = (12/7r)i?, E(A) = (3/2Tr)R^. (II.6) 

FIGURA 15. 
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Como último ejemplo, podemos citar que si sobre la circunferencia de 
radio R se eligen 4 puntos al azar, con densidad uniforme, se tiene un cua
drilátero aleatorio y el mosaico formado por cuadriláteros congruentes con el 
mismo tiene las características 

EiL) = {l6/ir)R, EiA) = i3lTr)R^ (11.7) 

2.3. Mosaicos triangulares semi-aleatorios 
deducidos de otro mosaico 

Si en cada celda de un mosaico determinado se elige un punto al azar y 
se une con los vértices de la celda, se tendrá un nuevo mosaico (semi-aleato-
rio) cuyas celdas son todas triángulos. Veamos dos ejemplos simples. 

(a) Supongamos el mosaico formado por la repetición de triángulos 
equiláteros de lado a (Fig. 16). En cada celda se elige un punto al azar y se 
une con los vértices de la celda. Resulta así un nuevo mosaico triangular cu
yas características son 

E(A) = (^y3/l2)a'', E(L)={5l3 + {l/2)log3)a, 

E(N) = E(N'') = 3, E(N^) = 6. (11.8) 

FIGURA 16. 

De estas fórmulas, los valores medios de N* y N son evidentes y el de 
E (A) también, por ser la tercera parte del área del triángulo equilátero de 
partida. E (A/^ es fácil de calcular y E (L) es dos veces el valor medio de 
las distancias de un punto elegido al azar en un triángulo equilátero a uno de 
los vértices, más la longitud del lado de dicho triángulo, lo cual se calcula 
fácilmente en coordenadas polares. 

(b) Consideremos el mosaico de cuadrados de lado a (Fig. 17). Eligien
do en cada cuadrado un punto al azar (siempre con densidad uniforme) y 
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FIGURA 17, 

uniéndolo con los vértices, resulta un nuevo mosaico semi-aleatorio de trián
gulos. Para este mosaico se tiene 

E U ) = aV4, E (X) = (2/3) (3/2 +v/T+ log (1 +V2))a 

E(N) = E(N*) = 3, E(N^) = 6. (II.9) 

También en este caso E (A) y E (N) = EiN*) son inmediatos. E (A )̂ 
es la media aritmética de 4 y 8 y E (Z), como en el caso anterior, se calcula 
a partir de la distancia media de un punto elegido al azar en un cuadrado a 
uno de los vértices, lo cual es fácil en coordenadas polares. 

Si en este mosaico de la figura 17 se borran los lados de los cuadrados 
del mosaico de partida, queda un mosaico aleatorio de cuadriláteros, cuyas 
características son 

E(A)=a^/2, E (L) = (4/3) (y/2 + log (I +V2))a 

E(N)=EiN*) = 4, E(N^) = 4. (11.10) 

ill. MOSAICOS ALEATORIOS PARTICULARES 

3.1. Mosaicos de Poisson 

Los mosaicos aleatorios más estudiados y conocidos son los engendra
dos por procesos de Poisson de rectas en el plano. Los llamaremos mosaicos 
de Poisson y pasamos a definirlos. 

Una recta G del plano puede determinarse por sus coordenadas polares 
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FIGURA 18. 

h,<p de las cuales h es la distancia de la recta al origen de coordenadas, su
puestas cartesianas ortogonales (O < /z < ©o) y tp es el ángulo de la normal 
a G con el eje x (O < (p < 27r) (Fig. 18). En la teoría de las Probabilidades 
Geométricas se toma como densidad para medir conjuntos de rectas la forma 
diferencial 

dG = dh y^ d^p (III.l) 

que se demuestra es la única, salvo un factor constante, invariante por movi
mientos, es decir, independiente del sistema de coordenadas cartesianas orto
gonales respecto del cual se definen h, ^ (ver, por ejemplo [30], [36]). 

Se sabe que, con la densidad (III.l), la medida del conjunto de las rectas 
que tienen punto común con un dominio convexo K es igual al perímetro del 
mismo (longitud de su contorno). Si K se reduce a un segmento de recta, se 
puede considerar como un conjunto convexo aplastado y por tanto la medi
da de las rectas que lo cortan es igual al doble de su longitud. En consecuen
cia, dados dos conjuntos convexos K, KQ tales que K está contenido en KQ , 
la probabilidad de que una recta que se sabe corta a i^o, corte también a K, 
es el cociente LJLQ de las longitudes de los contornos á^ K y KQ ([30], 
[36]). Si suponemos n rectas dadas al azar, que cortan a Á ô, la probabilidad 
de que exactamente m de ellas corten también a K, será (ley binomial) 

^"•-(:)(tr('̂ t)' (III.2) 

Si ^0 se expande a todo el plano y al mismo tiempo n-^^ àt manera 
que sea 

n X 

17 "̂ 2 (X constante) (III.3) 

el límite d^ p^^ resulta ser 
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FIGURA 19. 

Pm = ;— exp (-XX/2). 
mi 

(III.4) 

Se dice entonces que se ha engendrado en el plano un proceso de rectas 
de Poisson de intensidad X, o que ellas forman un mosaico de Poisson de 
intensidad X o, más exactamente, que ellas son una realización de un proceso 
de Poisson de intensidad X (Fig. 19). La expresión (III.4) es la probabilidad 
de que un dominio convexo de perímetro L colocado al azar en el plano, con 
densidad uniforme, corte a m rectas del mosaico. 

De (III.4) se deduce que el valor medio del número de rectas que cortan 
a K vale 

E (m) = Xp^ m = XLI2. 
o 

(IIL5) 

En particular, si K se reduce a un segmento de longitud x, es L = 2x y 
E (m) = Xx:. Es decir, la intensidad X de un mosaico de Poisson es igual al 
valor medio del número de rectas del mismo que cortan a un segmento de 
longitud unidad. 

De aquí se deduce que la longitud media de los segmentos que el mosai
co determina sobre una recta cualquiera del plano^ es igual a 1/X. 

La igualdad (in.4) nos dice también que la probabilidad de que un seg
mento de longitud x de una recta dada al azar en el plano, tenga m puntos de 
intersección con las rectas del mosaico, vale 

Pm =0^T {rniy exp(-Xx). 

Es decir, las rectas de un mosaico de Poisson de intensidad X, determinan 
sobre cualquier recta del plano un proceso de puntos de Poisson de la misma 
intensidad. 
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Detalles sobre los mosaicos de Poisson y una mayor precisión en su defi
nición y propiedades, pueden verse en [30] y en los trabajos de Miles [ 18], 
[ 21] y Stoyan-Kendall-Mecke [ 37]. 

Queremos hallar ahora las características, definidas en 1.2 de un mo
saico de Poisson de intensidad X. 

Desde luego es E (A^) = 4 puesto que, salvo posiciones de medidas 
nula, por cada nodo pasan únicamente dos rectas, que determinan 4 arcos. 
También es siempre N = N*, puesto que no existen junturas. Falta hallar 
E (A), E (L) y E (N), en función del único parámetro X de que depen
de el mosaico. Para ello seguiremos el camino directo y simple dado por 
S. Goudsmidt [10] en el trabajo original sobre mosaicos de Poisson. 

Supongamos una esfera de E3 de radio R y sobre ella n circunferencias 
máximas en posición general, es decir, tales que no pasen por un mismo pun
to más de dos de ellas a lo sumo. Se tiene así sobre la esfera una red o mosai
co esférico, cuyo número de vértices es v = n (n — 1), el número de aristas 
o arcos es a = 2v y el número de celdas se deduce de la relación de Euler 
V — a + c = 2, de donde c=2 + n (n — 1). Los valores medios del área An 
y del perímetro Z„ de las celdas serán, por tanto, 

47ri?2 4TTRn 
E(An) = ——• - , EiLn) = — — (IIL6) 

2 + n (n — 1) 2 + n (n - 1) 

donde en el numerador de la segunda igualdad aparece un factor 2 por el he
cho de que cada lado viene contado para cada una de las dos celdas que limi
ta. El valor medio del número de vértices de cada celda es 

4n (n — 1) 
Ei^n) = -ZT\—77- ("1-7) 

2 + n (n — 1) 

Para pasar al plano como esfera de radio infinito tengamos en cuenta 
que si las circunferencias máximas deben dar lugar a las rectas de un proceso 
de Poisson de intensidad X, la longitud media de los lados hemos visto que 
debe ser 1/X, o sea, debe ser 

2TrR 1 R 1 
— > - de donde >—, (III.8) 

2 ( / 7 - l ) X' n TTX' 

y por tanto, pasando al límite en (III.6), (III.7) resulta que para un mosaico 
de Poisson de intensidad X, vale 

E (A) = - ^ , E (L) = J, E(N)=4, (III.9) 
TTX^ X 

Obsérvese que el valor medio de N es una consecuencia inmediata de 
(1.10) puesto que N = N* y M = 4. 

Obsérvese también que en la demostración anterior, los valores medios 
para los mosaicos de la esfera valen lo mismo para cualquier distribución de 
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las circunferencias máximas. Por tanto, al pasar al plano, resulta que los valo
res (III.9) valen lo mismo para cualquier mosaico formado por un proceso de 
rectas en el cual el valor medio de las longitudes de los lados exista y valga 
1/X, sin que necesariamente sea un proceso de Poisson. 

22. Una fórmula de P. I. Richards [29] 

Sean KQ un dominio convexo de área FQ y perímetro LQ y Pi, P2 dos 
puntos contenidos en el mismo a una distancia x entre ellos. Sean dPi, ¿F2 
las densidades para puntos del plano, o sea, los elementos de área del plano 
en JPI , ^2 . Sea f(x) una función integrable. Consideremos n rectas G-que 
cortan a KQ . Siendo dd la densidad (III. 1) correspondiente a d, conside
remos la integral 

1 = - ^ ^ ff(x)dPi ^ dP2 ^ dGi ^ ...^ dGn (III.IO) 
F% LQ J 

extendida a todos los pares de puntos Px, P2 contenidos en Á'o y, para cada 
par Pi, P2, a todas las rectas que cortan a KQ y dejan a Pi, P2 en una 
misma región de las que dividen a KQ (Fig. 20). Fijando primero Pi, P2, 
puesto que la medida de las rectas que cortan a KQ es LQ y la de las rectas 
que separan aPi y P2 es igual a 2x, resulta 

I = FQ^ ff(x) ( l - ~ " ) dPr ^dP2, (III.ll) 

Usando para dP2 coordenadas polares de centro Pi es dP2 = 
= x dx ^ d^ y por tanto 

/ ( x ) ( l - ) xdx^dip^dPi. (III.12) 
^ Lc\ ̂  

FIGURA 20. 
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En cambio, fijando primero las n rectas Gj-, es 

^^^^TTT / ^ / / ( ^ ) dPi - dP^ - dG^ - ... - dGn = (III.13) 
tQ Lo •̂  «̂  

= F o ' Z r / ^ [fnx)dP, - dP2] C„ rfGi - ... - dG„ 

siendo Cn el número de celdas en las que n rectas dividen a Á'o y donde la 
suma del miembro intermedio se refiere a todas estas celdas. 

Igualando (III. 12) y (III. 13) y pasando al límite para /i -> <» y 
nlLo -^ X/2, como en (III.3), suponiendo que KQ se expande a todo el plano 
de manera que las rectas d engendren un mosaico de Poisson de intensidad 
X, puesto que FQICU -^E{A), resulta 

E[ff{x)dP^ ^ dP2] = 27rEiA)J f (x)x exp (-Ivc)dx (III.14) 

donde la integral del primer miembro se entiende extendida al interior de las 
celdas del mosaico (o de una "celda tipo"). 

Esta fórmula (III. 14) es debida a P. I. Richards [29] y tiene varias apli
caciones. La más inmediata es que para / (x) = 1, la integral del segundo 
miembro vale X"^ y resulta 

E(A^) = 2Tr\^^ E(A) = SX-"', (111.15) 

Más difícil es el cálculo del tercer momento de A, obtenido por Ri
chards [29] y también por D. G. Kendall y R. E. Miles [18], a saber 

, 2567r 

Varias veces se ha planteado el problema de hallar la distribución del 
área A de las celdas de un mosaico de Poisson y por tanto los valores E (A"^) 
para todo valor entero de m. La solución exacta no se conoce, pero se han 
hecho conjeturas y se han obtenido resultados particulares por el método de 
Monte Cario, como puede verse en los trabajos de Solomon [36] y George 
[9] en los cuales se cita más bibliografía. 

3.3. Momentos de segundo orden de un mosaico de Poisson 

Aunque no se conocen las funciones de distribución de las variables 
aleatorias A, L, N de un mosaico de Poisson de intensidad X, R. E. Miles ha 
obtenido por un procedimiento muy ingenioso, los momentos mixtos de 
segundo orden de esas variables, junto con otros interesantes resultados 
[18], [21 ]. Siguiendo su método y también algunas ideas de [34], vamos a ver 
cómo se pueden obtener dichos momentos mixtos. 
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Observemos que para elegir al azar una celda de un mosaico de Poisson 
se puede proceder de tres maneras diferentes, a saber: 1) Elegir un punto del 
plano al azar, con densidad uniforme, y considerar la celda que lo contiene; 
los valores medios correspondientes a este método de elección al azar los re
presentaremos por EA ' 2) Elegir al azar un nodo del mosaico y luego, con 
probabilidad 1/4 elegir una de las caras que a él concurren; los valores medios 
correspondientes los representaremos por EN . 3) Elegir un punto al azar, 
siempre con densidad uniforme, sobre una de las rectas del mosaico y luego, 
con probabilidad 1/2 una de las dos caras a cuyo borde pertenece; los valores 
medios correspondientes se representarán por EL . 

Consideremos un vértice P y sean Ci, C2, C3, C4 las celdas que con
curren en el mismo y Cía unión de ellas. Si Ai,LÍ,NÍ son las características 
de Q Y A,N,L las de C, se tienen las relaciones (Fig 21) 

A = I:AÍ, 
1 1 

12, 
1 

4 

l'Esi 
1 

(III. 17) 

siendo Si las longitudes de los 4 segmentos que concurren en P dentro de C. 
Vimos en 3.1 que el valor medio de Si (distancia entre dos puntos consecuti
vos de los que el mosaico determina sobre una de sus rectas) es igual a 1/X. 
Por tanto, tomando valores medios en (III. 17) resulta 

EA(A) = 4EN{A), EA(N) = 4ENÍN)-n, 

EA (L) = 4EN (L) - 8/X. (111.18) 

FIGURA 21. 



502 LUIS A. SANTALO 

Consideremos ahora el arco RQ (Fig. 21) y sea P un punto elegido al 
azar en el mismo (densidad uniforme). Sean C' =€3 U C4, C" =Ci UC2. 
Será 

A=A'+A", N=N' +N" -4, 

L=L' -^L" ~2(s, +S2) (111.19) 

y por tanto 

EA (A)=2EL (A), EA (N)=2EL (N) - 4, 

EA (L)=2EL ( X ) - 4 / X . (III.20) 

Consideremos ahora la parte del mosaico cuyas celdas tienen punto co
mún con un conjunto convexo KQ (t) dependiente de un parámetro t 
tal que para í ^ ©o, KQ (t) se expande hasta cubrir todo el plano. Sea 
df F (A, N, L) la densidad de probabilidad de A,N,L, o sea, la probabili
dad de que una celda elegida al azar entre las finitas que intersecan a KQ , 
tenga N vértices, su área esté comprendida entre A y A -¥ dA y su períme
tro entre L y L + dL. Hacemos la hipótesis de que para í ->oo esta densi
dad tiene un límite dF(A,N,L). Sean dFA iA,N,L), ÛFN (A,N,L), 
dFL {A, Ny L) las densidades correspondientes a los casos en que la celda se 
haya elegido al azar según uno de los métodos mencionados. Puesto que la 
probabiUdad de elegir un punto en una celda es proporcional al área de la 
misma, debe ser dF^ {A, N, L) = kAdF {A, N, I ) , de donde k = l/E (A), 
puesto que la integral del primer miembro extendida a todos los valores posi
bles de las variables, debe valer 1. De aquí 

AdF(A,N,L) 
dFA (A,N,L)= ^^^^ (III.21) 

y análogamente 

NdF(A,N,L) 

dF,iA.N,L,-í^£^^ (....22, 
E (L) 

Multiplicando por A,N,L e integrando a todos los valores de ^jA'^,! 
resulta 

E (A^) =E (A) EA {A\ E {AN) =E{A) E^ {N), E {AL) =E{A) E^ (L), 

E (AN) =E{N)E^ (A), E {N^)=E (N) E^, (N), E (NL) =EiN)Ej, (L), 

E(AL) = E(L) EL U ) , E(NL) = E(I) E^ (N), E(L^)=E(L) E^ (L). 
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Estas relaciones permiten calcular todos los momentos de segundo or
den a partir de los valores medios conocidos (III.9), (III. 18), (III.20) y 
(III. 15). Los resultados son los siguientes: 

EA (A)=2Tr/X\ EA iN) = 7r^/2, EA ( I ) = ^ ' A , 

EN (A) = 7r/2X^, EN iN) = (TT̂  + 24)/8, EN (L) = (TT̂  + 8)/4X, 

EL (A) = TT/X̂  , EL iN)= (TT̂  + 8)/4, EL (L)= (TT̂  + 4)/2X, 

E(A^)= 8/X^, E (AN) = iTtfK^, E (AL) = 47r/X ,̂ 

E(N^) = (TT̂  + 24)/2, E (NL) = (TT̂  + 8)/X, E(L^)=2 (TT̂  + 4)/X^ 

R. E. Miles ha obtenido otros importantes resultados sobre los mosaicos 
de Poisson [23]. Por ejemplo, las probabilidades de que una celda del mosai
co sea un triángulo (A^=3) o un cuadrilátero (N=4), valen 

p(N=3)=2-7T^/6 = 0,355,., 

p(N= 4) =-1/3-(7/36)7T^ +4 x^ cotx Ú?X = 0,381... 
J o 

34 Mosaicos de Voronoi 

Los procesos de Poisson de puntos del plano pueden ser intuidos de la 
siguiente manera. Sea un dominio plano K (no necesariamente convexo), de 
área F, contenido en un dominio convexo JSTQ de área FQ . La probabilidad de 
que un punto elegido al azar en KQ pertenezca también a A' se define por 
FJFQ y si se dan n puntos al azar, la probabilidad de que exactamente m de 
ellos pertenezcan a K será 

(ley binomial). Si KQ se expande hasta cubrir todo el plano y al mismo tiem
po n crece de manera que se cumpla 

lím («/Fo ) = X (X = constante) (III.23) 

la probabilidad pm,n tiende a 

Pm =((}<Fr /mi) exp (-IF), (III.24) 

de donde E (m) = XF. 
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Un conjunto discreto de infinitos puntos del plano, dados al azar de 
manera que se cumpla (III.24) para cualquier conjunto de área F y, además, 
los números de puntos pertenecientes a conjuntos disjuntos sean variables 
aleatorias independientes entre sí, se dice que constituyen un proceso de 
Poisson de puntos (homogéneo) de intensidad X. Para detalles se puede ver 
Miles [ 19] y la bibliografía allí mencionada. 

Dado un proceso de Poisson de puntos, asignemos a cada uno de sus 
puntos, sea Pi, todos los puntos del plano que distan del mismo menos que 
de cualquier otro punto del proceso. Estos puntos forman una celda, corres
pondiente a Pi, cuyo contorno está formado por segmentos de rectas, parte 
de las mediatrices de los segmentos que unen Pi con otros puntos del pro
ceso y, además, es convexa por ser intersección de semiplanos. Queda así el 
plano dividido en celdas que forman lo que se llama un mosaico de Voronoi 
de parámetro X. A veces se llaman también mosaicos de Dirichlet [ l l ] 
(Fig. 22). 

En realidad los mosaicos de Voronoi [37] pueden definirse de manera 
análoga a la anterior siempre que se tenga en el plano un conjunto de puntos, 
aunque no sean una realización de un proceso de Poisson. Tienen muchas 
aplicaciones, por ejemplo para delimitar en una ciudad las zonas a las que 
corresopnde un determinado centro público (escuela, hospital, estación de 
subterráneo,...), entendiendo que cada zona está formada por los puntos que 
tienen dicho centro como el más próximo entre todos los demás. 

Cada nodo de un mosaico de Voronoi es un punto en el que concu
rren 3 mediatrices de segmentos que unen puntos del proceso de Poisson 
asociado. Por tanto, escluyendo posibles conjuntos de medida nula, con la 
notación de 1.2, es E (N^) = 3. Por otra parte, los ángulos de los triángulos 
P1P2P3 son igualmente probables y por tanto su valor medio es TT/3. Por 

FIGURA 22. 
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FIGURA 23. 

consiguiente, a cada punto del proceso de Poisson corresponden 6 vértices 
del mosaico de Voronoi, o sea, es E (N) = 6. Como no hay junturas, es 
A *̂ = Â . Además, puesto que por unidad de área, según (III.24), el número 
medio de puntos del proceso de Poisson es igual a X, y a cada uno de estos 
puntos corresponde una celda del mosaico de Voronoi, resulta que el valor 
medio del área de las celdas será £" (^) = 1/X. 

Más complicado es el cálculo de E (L), o sea, del valor medio del 
perímetro de las celdas. Vamos a hacerlo por un método dado por Miles 
[19]. Para que un punto Q de la mediatriz de P1P2 (Fig. 23) pertenezca al 
contorno de la celda que contiene a P i , no debe haber ningún punto del pro
ceso de Poisson dentro del círculo de centro Q y radio QPi, puesto que si 
hubiera uno, sea P3, el punto Q pertenecería a la celda correspondiente a 
P3. Si llamamos 2r a la distancia P1P2 y ^ a la distancia HQ (siendo H el 
punto medio de P1P2), la probabilidad de que dicho círculo no contenga 
ningún punto del proceso de Poisson, según (III.24) para m = O, vale 
exp (—XTT (r^ + 5̂  )) y por tanto, el valor medio de la longitud de la parte de 
mediatriz de P1P2 que pertenece al contorno de la celda que contiene a 
P i , vale 

/•oo 

EiL,r)= exp (-XTT (r^ + s^ )) ds = \-^l^ exp (-XTTT^ ). (III.25) 
V —00 

El valor medio del número de puntos P2 cuya distancia a Pj está com
prendida entre 2r y 2 (r + dr), por ser E{m)-\F según (III.24), vale 
SXirrdr y, por tanto, el valor medio del perímetro L será 

E(L) = 8\Tr^f^ f rexp(~X7rr^)dr = 4/>/r. (III.26) 
/ o 

En definitiva, tenemos que las características de un mosaico de Voronoi 
de parámetros X, valen 
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EiA) = l/\, EiL)=4/s/\, 

EiN) E{N'^=6, E{N^)=3. (III.27) 

Se conoce muy poco de los momentos de orden superior y momentos 
mixtos de las características A, L, N de los mosaicos de Voronoi. Gilbert 
calculó numéricamente E {A^)= 1,280/X^ (ver [23], [37, p. 275]). Otros 
resultados, por el método de Monte Cario han sido obtenidos por Hinde y 
Miles [15] y Green y Sibson [11]. Ver también Miles-Maillardet [24]. 

Miles [19], ha generalizado los mosaicos de Voronoi al caso de consi
derar como celdas los puntos del plano que tienen un mismo conjunto de 
n puntos de un proceso de Poisson como los primeros n más próximos. Las 
celdas son en este caso también polígonos convexos, cuyas características 
fundamentales son 

E{A)=\l{2n-\)\, EiN) = 6, 

E(L) = (2n)l/nl {n - 1)! (2 /2- 1)2'^''-^ X^'^. (IIL28) 

Para n = 1 resultan los mosaicos de Voronoi propiamente dichos. Miles 
ha estudiado también los mosaicos de Voronoi en espacios de más dimensio
nes y las secciones de los mismos por subvariedades lineales [22]. 

Como ya dijimos, la misma idea de los mosaicos de Voronoi puede apli
carse a procesos de puntos diferentes de los procesos de Poisson, lo que da 
lugar a mosaicos diversos. Sobre ellos es interesante el siguiente teorema de 
Levy-Matschinski [16]: Dado en el plano un proceso de puntos, en condi
ciones muy generales, existe un solo mosaico tal que: a) cada celda contiene 
uno y uno sólo de los puntos; b) cada lado es un segmento de puntos equi
distantes de dos puntos del proceso; c) cada vértice es el centro de una cir
cunferencia que pasa por tres (a lo sumo) de los puntos del proceso. 

Bibliografía referente a aplicaciones de los mosaicos de Voronoi a dis
tintas ramas de la ciencia y de la técnica (agricultura, silvicultura, astrofísica, 
biología celular, cristalografía, geografía, geología y metalografía) puede 
verse en la Strochastic Geometry de Stoyan-Kendall-Mecke [37, p. 260]. 

Sería interesante estudiar los mosaicos de Voronoi en el plano hiper
bólico. Para los mosaicos de Poisson, ver [34]. 

Ejercicio: Dado en el plano el conjunto de puntos de coordenadas ente
ras, se mantiene o se elimina cada uno de ellos con probabilidad 1/2. Queda 
así un conjunto aleatorio de puntos. Estudiar el correspondiente mosaico de 
Voronoi. 

3.5. Otros mosaicos 

Aparte de los mosaicos de Poisson y los de Voronoi y sus generaliza
ciones, son muy pocos los mosaicos aleatorios que han sido estudiados. Se 
plantea como interesante el problema de idear procesos aleatorios, depen-
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dientes de un número finito de parámetros, que permitan engendrar mosai
cos y calcular luego los valores medios y los momentos, y de ser posible las 
funciones de distribución, de las características de estos mosaicos, en fun
ción de los parámetros que sirven para definirlos. En virtud de las dificulta
des teóricas, muchas veces se recurre al método de Monte Cario [ 11], [ 15]. 
Vamos a dar algunos ejemplos de los pocos que se encuentran en la lite
ratura. 

Mosaicos de Delaunay. Los segmentos que unen los centros de celdas 
contiguas de un mosaico de Voronoi, forman un mosaico triangular, llamado 
mosaico de Delaunay (Fig. 22) [23], [19]. Miles ha estudiado con detalle 
estos mosaicos en [19], calculando entre otros resultados los valores medios 

E (A) = 1/2X, E (L) = 32/3V^, 

E (N*)=E(N) = 3, E (N^) = 6 (111.29) 

donde X es la intensidad del proceso de puntos de Poisson de partida. 

Mosaicos radiales de Gilbert o mosaicos de rotura. Supongamos un pro
ceso de Poisson de puntos de intensidad \ y por cada uno de sus puntos 
elegida de manera independiente y con distribución uniforme, una recta. 
Supongamos también que en un mismo instante, sobre estas rectas, a partir 
del punto original, empieza a crecer un segmento en ambas direcciones y con 
la misma velocidad constante para todos los puntos. Cada segmento va cre
ciendo hasta que encuentra a otro segmento del proceso, en cuyo instante 
se detiene. Queda así engendrado en el plano un mosaico de polígonos con
vexos (Fig. 24), que Cowan [3] llama mosaico radial de Gilbert y Stoyan-
Kendall-Mecke [37, p. 262], llaman mosaicos de rotura (crack tessellations). 
Para ellos se demuestra que es 

EiA)=l/\, EiN*) = 6, E(N) = 4, E(N^) = 3 (III.30) 

I M ^ • "" 11^ 

1 T ^*****^ I 

FIGURA 24. 
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pero otros valores medios no son conocidos. Obsérvese en la figura 24 que 
los puntos gruesos son los puntos del proceso de Poisson que genera el mosai
co, pero no son nodos ni vértices del mismo. 

Una manera experimental de obtener mosaicos aleatorios, fue dada por 
Matschinski [17]. 

IV. MOSAICOS ALEATORIOS EN GENERAL 

4.1. Definiciones y parámetros fundamentales 
de un mosaico aleatorio 

Las definiciones precisas para la teoría de mosaicos aleatorios puede 
verse en los trabajos de R. V. Ambartzumian [1], R. Cowan [3], [4] y en el 
libro de Stoyan-Kendall-Mecke [37, Cap. 10], en los cuales se cita otra bi
bliografía. Nosotros vamos a adaptar la nomenclatura y puntos de vista 
de Cowan. 

Un mosaico aleatorio es una realización de un proceso de mosaicos alea
torios, es decir, una aplicación del espacio muestral de un espacio de proba
bilidad (Í2, F , P) (F= a-álgebra de los subconjuntos de Q, (sucesos), P = pro
babilidad de los sucesos) en el conjunto de las particiones localmente finitas 
del plano en polígonos convexos acotados (mosaicos). 

Sea M (oj), con co E Í2, una realización de un proceso de mosaicos 
aleatorios del plano. Vamos a recordar lo dicho en 1.2, sobre mosaicos deter
minados, pero cambiando un poco la notación para adaptarla a la de Cowan, 
que es más cómoda para los fines que nos proponemos. Sea D un dominio 
convexo, elegido inependientemente del proceso. Considerando el mosaico 
como un grafo, sea Q (D, co), para k>3, el número de nodos contenidos 
en Z) a los cuales concurren k arcos. Si alguno de los ángulos formados por 
dos arcos consecutivos de un nodo es igual a 180°, como dijimos en 1.1 el 
nodo se llama una juntura (por ejemplo, todos los nodos de las figuras 24 y 
25 son junturas). Sea / ^ (D, co) el número de junturas pertenecientes a D 
a las cuales concurren k arcos (por ejemplo, para 5 y C de la figura 1 es 
k = 3 y para H QS k - 4). Sea S (D, co) la longitud total de los arcos de 
M (co) contenidos en D, Si, como siempre, E indica valor medio o esperanza 
matemática y m (D) es el área o medida de Z), Cowan establece las siguien
tes relaciones (para k>3) 

ES (D) = am (D), ECj, (D) = &^m (D), 

EJ^iD)=yj,m(D) (IV. 1) 

que definen los parámetros a., Pjç, yjç fundamentales del proceso de mosai
cos aleatorios considerado. 

Vamos a calcular estos parámetros para algunos mosaicos particulares 
ya conocidos. 

Para los mosaicos de Poisson es jk ~ O, puesto que no hay junturas. 
Como en todos los vértices concurren 4 arcos, es también jŜ  = O, excepto 



MOSAICOS ALEATORIOS 509 

FIGURA 25. 

para k = 4, Para calcular el valor medio del número de nodos contenidos 
en un dominio convexo D, observemos que para n rectas Gf se verifica (para 
detallesver [30,p.30]) 

E (Ck (D, n) = L-'' y (2 5,.̂ .) dGi ^ ... ^ dG^ = 

^L~^ n{n-\) IsfíGi = n(n-l) L'^ TTF, 

donde Ŝy = 1 si la recta Gf corta a la Gy en un punto de Z) y ô̂y = 0 en el 
caso contrario, e indicando por Sf la longitud de la cuerda que Gf determina 
en Z). Teniendo en cuenta (III.23), para n->oo, resulta 

y por tanto 
£ ( Q ( i ) ) ) = (XV4)7rF 

l34=(XV4)ír. 

Para calcular a, observemos que para n rectas Gf es 

E (S (D, n))=L-'' y (2 Sf) ÚG^ - ... ^ dGn = (n/L) TtF 

siendo Sf la longitud de la cuerda que Gf determina en D. Para «->«>, te
niendo en cuenta (III.3) resulta E (S (D)) = (nX/2) F. 

Teniendo en cuenta (IV. 1) resulta a = 7rX/2. Por tanto, en definitiva, 
para mosaicos de Poisson es 

a = 7rX/2, ^4=7rXV4, 7 ; ,=0 , hiki^4) = Q. (IV.2) 

Para los mosaicos de Voronoi observemos que 7;̂^ = O y jŜ  (^ # 3) = 0. 
Además, a cada vértice le corresponde un triángulo formado por puntos del 
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proceso de Poisson generador (Fig. 22) y a cada uno de estos puntos le co
rresponden 6 triángulos, de manera que 3 veces el número de vértices de 
Voronoi es igual a 6 veces el número de puntos del proceso de Poisson, y 
como éste contiene X puntos por unidad de área, será P^ = 2X. En cuanto 
a a, observemos que el mosaico contiene X puntos del proceso de Poisson 
generador por unidad de área y a cada punto corresponde una celda cuyo 
perímetro medio es E (L) = 4/\/X (según (III.27)), de manera que la longi
tud total de los lados por unidad de área será (1/2) X£' (L) = 2\/X. Es decir, 
para los mosaicos de Voronoi se tiene 

a = 2VX, ^3=2X, 7 ^ = 0 , Pk(k^3) = 0. (IV.3) 

Para los mosaicos de Delaunay, es 7 :̂ = O, Pjç (k i^ 6) = 0. Como el 
número de nodos es igual al número de puntos del proceso de Poisson, o sea, 
X por unidad de área, resulta /Í^ = X. El valor de a ha sido calculado por 
Miles [19] y vale a = 32 y/X/Sn, de manera que en definitiva, para los mo
saicos de Delaunay, se tiene 

a = 32y/X/3iT, ^e =\ Jk = O, Pj, (A:^ 6) = 0. (IV.4) 

4.2. Características de las celdas de un mosaico aleatorio 

Se plantea el problema de hallar los valores medios de ciertas caracte
rísticas de las celdas del mosaico a partir de los parámetros fundamentales 
Û:, Pkí Ik- Para simplificar la notación y unificarla con la de Cowan, ahora 
vamos a representar por a al área media (antes era E (A)), por u el períme
tro medio (antes era E (Z)), por w el número medio de lados (antes era 
E (N*)) y por v el número medio de vértices (antes E (N)), de las celdas 
del mosaico. Obsérvese que cuando existen junturas, w y v pueden ser distin
tos. Por ejemplo, en la figura 5 las celdas son pentágonos y por tanto v = 5, 
mientras que w = 6. Para el mosaico de rectángulos de la figura 25 es v = 4, 
w = 6. 

Los valores medios anteriores corresponden a lo que Cowan llama una 
"celda tipo" y deben entenderse, como en 1.2 de la siguiente manera. Se 
considera un dominio grande D, que por comodidad de cálculo puede ser 
un círculo B^ de radio r y se calculan los valores medios mencionados para 
la parte del mosaico interior a By (hallando la media aritmética de estos 
valores). El límite de los mismos para r ->«» son las características a, u, w, 
V buscadas. El resultado es el mismo tanto si se cuentan como si no las 
celdas que cortan al contorno de Bj. (ver 1.2). 

El resultado fundamental de Cowan, en los trabajos [3], [4] es que estos 
valores medios pueden calcularse a partir de los parámetros a, ^jç, yjç por las 
fórmulas 

2 4a 
' ' • ~ 2 : ( / : - 2 ) ^ / " " s ( / : - 2 ) / í ; , 
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w-
2X kpk 

v = -2 ( f c - 2 ) ^ f c ' 

Obsérvese la relación a = u/la. 

Ejemplos: 

1. Para los mosaicos de Poisson según (IV.2) resulta 

fl = 4/7rX ,̂ w = 4/X, w = v = 4 

(IV.5) 

(IV.6) 

como ya sabíamos (IIL9). 

2. Para los mosaicos de Voronoi, teniendo en cuenta (IV.3) resulta 

a = l / X , w = 4/x/X, w = v = 6. (IV.7) 

de acuerdo con (III.27). 

3. Para los mosaicos triangulares de Delaunay, según (IV.4) será 

a = l/2\, u = 32/3iTy/X, w=v = 3. (IV.8) 

como ya vimos en (III.29). 

4.3. Otros ejemplos 

Vamos a ver las características de algunos mosaicos determinados. 

1. Para el mosaico de paralelogramos de la figura 26, supuestos de 
área aj y perímetro w^, es 

a = uJ2a^, 184 = 1^1, Tfc=0, h(k¥=4) = Ú 

a=ai, u=Ui, w = v = 4. (IV.9) 

FIGURA 26. 
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FIGURA 27. 

2. Para el mosaico de la figura 27, supuesto que los octógonos tengan 
áreas ai ,a2 y perímetros Ui, U2 y los rectángulos tengan área a^ y perí
metro 1/3 es 

a = (1/4) (ai +^2 + 2^3), u = (l/4)(ui +U2 +21/3), w = v = 6. 

3. Para el mosaico de rectángulos, supuestos de lados p, q de la figu
ra 25 es 

a = (p + (jr)/pí, ^3 = 2/p?, 73 = 2lpq, Tit = I3fe = O si fc =Ï̂  3 

a = P Í , « = 2(pH-9), w = 6, v = 4. (IV.IO) 

4. Para el mosaico de pentágonos de la figura 5, suponiendo que tengan 
área ai y perímetro Wj, es 

a^ujlüi, p3=2/ai, 73 = 1^1. (^fc.7fc=0 úk¥^3) 

a-ai, u=Ui, w = 6, v = 5. (IV.11) 

5. Para el mosaico de rectángulos de la figura 2, supuestos de lados 
p,q, será 

o^ = iP+q)lpq, P3=2/pq, y3=2/pq, ^ ^ = 7 ^ = 0 siki=3 

a=pq, u = 2(p+q), w = 6 , v = 4 . (IV.12) 
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q 

p 

FIGURA 28. 

6. Para el mosaico de rectángulos de la figura 28 de lados p , q, es 

a = (p + q)/pq, /ís =73 = 1/P?» ^4 = l/2pç; 

los demás Pk, Tfc, nulos. 

a = pq, u = 2(p-\-q), w = 5, v = 4. (IV.13) 

4.4. Intersección de una curva rectificable con los arcos de 
un mosaico: Un valor medio 

Sea Q una curva rectificable de longitud L, móvil en el plano con la den
sidad cinemática dQ de la Geometría Integral [30, Cap. 6]. Si S (Di, c^i) 
es la longitud total de los arcos de una realización c î de un mosaico aleato
rio Mi que son interiores a un dominio convexo £)i y N = N(Q HMi) indi
ca el número de puntos de la intersección de Q con los arcos del mosaico 
interiores a D^, se sabe que vale (fórmula de Poincaré, [30]) 

/ NdQ = 4LS(Dx,C0i) (IV.14) 

donde la integral está extendida a todas las posiciones de Q, Por tanto, como 
la medida total de las posiciones de Q en las que tiene punto común con Di 
vale 2wm (Di ) (salvo posiciones en el contorno que no influyen en los lími
tes que van a seguir), aplicando (IV. 1) resulta 

EN(QnMi) = 2Loíil7r. 

Si en (IV. 14), en vez de la curva Q consideramos los arcos de la reali
zación CO2 de otro mosaico aleatorio M2 que están contenidos en un dominio 
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convexo D2 , cuya longitud total representaremos por S (D2 ,^2) Y repre
sentamos por D2 (^2 ) la parte de M2 contenida en D2, tendremos 

ENÍD2 (C02)nMi)=2ai S(D2,(^2)/^^ (IV. 16) 

Dividiendo por m (D2) y haciendo expandir D2 a todo el plano, en 
el límite resulta 

EN (Mi 0 ^ 2 , unidad de área) = 2aia2/7r. (IV.17) 

Si D es un dominio cualquiera de área m (D) y N12 indica el número 
de puntos de la intersección Mi n M2 contenidos en D, (IV. 17) se puede 
escribir 

ENx2 (D) = 2ai 0C2 m (D)/7r. (IV. 18) 

Para más detalles, ver [32]. 

4.5. Superposición de mosaicos aleatorios [32], [33] 

Supongamos que tenemos dos realizaciones Mi, M2 de dos mosaicos 
aleatorios y los supermonemos al azar, con densidad uniforme. Si a/j/íL 
y)ç (i = 1, 2) son los parámetros fundamentales de M^, definidos por (IV.l ), 
los parámetros del mosaico resultante serán (salvo posiciones de medida 
nula) 

a = ai 4-«2 

04=Pl+PÍ+ni2 

T f c = T ¿ + 7 | (IV.19) 

donde ni2 está definido por la relación EN 12 (D) = «12^ (D), en la cual 
Â i2 (D) tiene el significado de (IV. 18) y por tanto es 

ni2 =2aiai/7r. (IV.20) 

De (IV. 19), (IV.20) y (IV.5), se deduce que los parámetros fundamen
tales del mosaico que resulta al superponer Mi con M2 o sea, del mosaico 
Mi UM2, son 

2iTaia2 _ 27r (aiW2 + ^2^i) 
^ i2-T""7 : T"; ' "12 2TT {üi -^ a2) -^ U1U2 ' 2Tt (ai + a 2 ) + WiW2 
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In (Wia2 + W2ai ) + 4ui U2 

2ïï (Ui -¥ a2) -^ U1U2 

27r (̂ 2 Vi + 1̂V2 ) + 4wi U2 

1. Si Mi ,M2 son mosaicos de Poisson de intensidades Xj, X2, calcu
lando (IV.21) con los valores (IV.6), resulta que por superposición de los 
mismos se obtiene un nuevo mosaico de Poisson de intensidad Xj + X2, 
como debe ser, pues la superposición de procesos de Poisson es un nuevo 
proceso de Poisson de intensidad igual a la suma de las intensidades. 

2. Si Mi , M2 son mosaicos de Voronoi de intensidades Xj, X2, apli
cando (IV.7) resulta 

a i i - • 
^̂  7r(Xi +X2) + 8>/X7X¡ 

U12 = 

V^J2 = V i 2 = 6 

7r(Xj +X2) + 8xA7X¡ 

I6VX1X2 
7r(Xi +X2) + 8 V X 7 ^ 

Si las intensidades son iguales Xj = X2 = X, resulta 

ir 47r 
^12 ~ T I , o . > ? "12 -(27r + 8 ) X ' (7r + 4)VX' 

8 
W12 = V12 = 6 - , . = 4 , 8 7 . 

TT + 4 

3. La figura 29 representa una realización de la superposición de un 
mosaico de Voronoi de intensidad X y un mosaico de cuadrados de lado p. 
Teniendo en cuenta las características de ambos mosaicos y aplicando 
(IV.21) resulta 

Ttp^ _ 47r(l +p\/^)p 

^^^ '^ nil +Xp2) + 8pVX "^^ " n(l +1^^) + Sp^/X 

2nlp^ 
W12 = V i 2 = 4 4-

nil +Xp2) + 8 p v ^ 
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FIGURA 29. 

3. Si Mi, M2 son dos mosaicos determinados, formados por rectán
gulos como los de la figura 30, de lados Pi,Pi y P2, Qi respectivamente, 
al superponerlos al azar resulta un mosaico aleatorio cuyas características son 

ai2 -
^ l ? l P 2 l 2 

n2 

^ ( P i 9 i +^2^2) + 2 (pi +qi)(P2 +q2) 

^TTCPIQI (P2 + g 2 ) + P 2 g 2 (Pl + g l ) ) 
7r(Pi9i +P292) + 2(pi +qi)ÍP2 + ? 2 ) 

W12 = V i 2 = 4 . 

Si P i , ? i , P2 se mantienen fijos y q2 ~^°°, se tiene el caso de un mo
saico rectangular de lados Pi, qi al cual se superpone al azar un haz de 
rectas paralelas a distancia P2. El resultado es un mosaico aleatorio de ca
racterísticas 

FIGURA 30. 
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TrpiqtP2 
7rp2 +2ipt +qi) 

^ ^27r(pigi +P2P1 + P 2 g i ) 

W12 =Vi2 = 4 . 

Si también qi -> «D̂  resulta el caso de dos haces de paralelas a distan
cias P\, P2 que se superponen al azar. El resultado es el mosaico aleatorio 
de características 

^̂ 12 =('^/2)PiP2, U12 =Tr(px +P2X W12 =Vx2 = 4 . 

4. Consideremos el mosaico determinado M formado por paralelo-
gramos de lados p, q que forman entre sí un ángulo <p (Fig. 26). Eviden
temente es 

a = pq son^, u = 2(p + q), w = v = 4. 

Al superponer sobre el mismo un mosaico de Poisson de intensidad X, 
resulta un mosaico aleatorio de características 

^ ~ 
4pq sen «p 

TTpq sen ^X + 4X(p + q) + 4 

47TpqX sen <p + 8 (p -f ¿?) 
Uio — 

T^pqX^ sen (p 4- 4X (p -f (?) + 4 

Wi2 =^12 = 4 . 

Si q -^ oo^ el mosaico de paralelogramos se transforma en un haz de 
paralelas a distancia d = p sen ^ y los valores anteriores se reducen a 

4d 4TtXd 4- 8 
^12 " % l , , . .> 5 " 1 2 Wio = - — T — - — 7 - , w = v = 4 . 

7rX d̂ + 4X' ^̂  7rX2c/ + 4X' 

Estas son, por tanto, las características del mosaico que resulta al super
poner un haz de rectas paralelas a distancia d con un mosaico de Poisson de 
intensidad X (Fig. 31) (ver [31]). 
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FIGURA 31. 

4.6. Superposición de más de dos mosaicos aleatorios 

Las características de los mosaicos que resultan al superponer m mosai
cos aleatorios, se calculan fácilmente por inducción, a partir de las fórmulas 
(IV,21), [33]. El resultado es 

Cli.,.m =H~^ 27Taia2..Mm 

Ui,,,rn =H-^ 27r {ui \a2...am} 

W i . . . ^ =H-^ (iTT {Wi \a2..Mm}+4 {^1^2 la^.^üm}) 

= H-' (27r {v, I }4-4{wiW2 \ci^...am]), (IV.22) 

donde 

H=2Tr {ai..,am-i} + {uiU2 \a3..Mm} 

y los paréntesis {...} indican "funciones simétricas" así 

{^l--^m-l}~^l^2'-^m-í + ^ l . - ^ m - 2 U í m + ... + « 2 ^ 3 - - ^ m 

{Ui \a2...am}^U\Cl2"-^m + â S i W 2 - - ^ m + ... + û̂ i . . . ú í m - l ^ m 

\U1U2 \ci^...am}^l^l^2^3-"^m + WiúÍ2^3--^m + ... + alj ... Wm-iWm 

Si todos los mosaicos tienen las mismas características a, u, w, v 
resulta 

file:///U1U2
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wi...;„ =4H-^ (7rflw + ( m - 1)1/2) 

Vi...^ = 4H-^ (mv + (m - 1) u^) 
con 

F=47ra + ( m - Dw^ 

Consecuencias: 
1. Si v = 4, es Vifn "^4 para todo m y lo mismo ocurre para w. 
2. Para m->oo se cumple siempre que Wj^^^ ~^i...m "^4. 
3. Si se superponen al azar m mosaicos determinados, formados por 

rectángulos congruentes de lados p/, qf (z = 1, 2,.. . , m) como los de la figu
ra 30 para m = 2, se tiene Uf = p/(?/, Uf = 2 (p/ + qi), W/ = v,- = 4 y el mo
saico aleatorio obtenido tiene las características 

a i . , „ =7rír-Vl?lP2q^2.. .Pm?m 

Wi...^ =2ïïH-^ {(Pl + ? l ) Í P 2 ? 2 . . . P m ? m } 

siendo 

H = 7t {Pl9lP292...P;,i~iím-l} + 2 {(Pl + í i ) ( P 2 +¿72) | Ps^S-Pm ím } 

Si todos los rectángulos son congruentes, p,- = p , <?/ = ç resulta 

"•'" 7rmp(7 + m (m — 1) (p + qr)̂  

27r (g + q) pq 

" ' • • ' " 7rpí? + ( m - l ) ( p + t 7 ) 2 

>^l...m =^l . . .m = 4 

y para mosaicos cuadrados de lado p 

^i...m ^Trp^/iTrm 4- 4m (m - 1)), 

"i...m =47rp/(7r + 4 ( m - 1 ) ) , Wi ^ =^i...m = 4 . 

Si q^i, Í2 , ..., qm '^ ^ resultan haces de rectas paralelas a distancias 
Pl, P2, '", Pm y por superposición al azar de los mismos resulta (ver figu
ra 32 para m = 4), 
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FIGURA 32. 

ai...m =7rH-^PiP2...Pm 

w l . . .m " " ^ l ^ . m = 4 

siendo 

H =2 {PiP2>..Pm-2}' 

La teoría de mosaicos aleatorios se ha generalizado al espacio euclidia-
no de n dimensiones, pero son pocos los resultados obtenidos. Para bibliogra
fía y perspectivas futuras se puede ver Miles [23] y Stoyan-Kendall-Mecke 
[37]. La generalización al espacio esférico fue iniciada por Miles [20] y al 
espacio hiperbólico por Santaló-Yáñez [34], pero ninguna de las dos genera
lizaciones ha sido proseguida, a pesar de constituir, posiblemente, un vasto 
e interesante campo de investigación. 

Finalmente, se podrían estudiar dos cuestiones: a) Como problema de 
"reconstrucción de imágenes" cabría pensar en la manera de averiguar si un 
mosaico dado es la superposición al azar de otros mosaicos, determinados 
o aleatorios; b) Considerar las propiedades específicas de los mosaicos que 
resultan por superposición al azar de mosaicos representativos de los 17 gru
pos cristalográficos. 
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