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I. MOSAICOS DETERMINADOS
1.1. Definiciones

Llamaremos mosaico a toda familia de poligonos convexos y acotados,
que sea localmente finita y cubra totalmente e! plano sin superponerse

Considerado como un grafo extendido a todo el plano, en todo mosaico
se distinguen los poligonos que lo constituyen, llamados celdas y los nodos o
puntos comunes a tres o mas celdas, junto con los arcos que unen dos nodos
y pertenecen exactamente a dos celdas.

Cada celda es un poligono convexo acotado, con un nimero finito de
vértices y un nimero finito de lados. Obsérvese que el niimero de vértices de
una celda puede ser diferente del niimero de lados de la misma. Por ejemplo,
la celda ADEF de la figura 1 tiene 4 vértices y, sin embargo, tiene 6 lados:
AB, BC, CD, DE, EF, FA. Esto se debe a que pueden existir nodos del grafo
asociado, como los B y C de la figura, en los que el 4ngulo de dos lados con-
tiguos que en €l concurren sea igual a 180°. Estos nodos se llaman junturas
(Cowan [3], [4]). Los nodos B y C no son vértices de la celda ADEF, pero si
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FIGURA 1.
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FIGURA 2.

son vértices de las otras celdas que en ellos concurren Andlogamente en el
mosaico de la figura 2 las celdas son rectingulos de 4 vértices y 6 lados:
todos los vértices son junturas. En todas las junturas, lo mismo que en todos
los nodos, concurren por lo menos 3 arcos, pero pueden concurrir mas, como
en la juntura A de la figura 1. en la que concurren 4 arcos.

Un caso importante de mosaicos es aquel en que todas las celdas son
congruentes y existe un subgrupo G del grupo de los movimientos del plano,
tal que cualquier celda se puede superponer con cualquier otra por una ope-
racién de G que superpone todo el mosaico sobre si mismo. Estos subgrupos
G para los cuales existen ciertos dominios del plano, llamados dominos fun-
damentales, tales que sus transformados por G cubren todo el plano sin su-
perponerse, se llaman grupos cristalogrdficos y se ha demostrado, por E. Fe-
dorov en 1891 [7] y por G. POlya en 1924 [28], que solamente existen 17 de
ellos no isomorfos. Cada grupo cristalografico admite infinitos dominios
fundamentales, que elegidos y agrupados convenientemente, y pintados con
distintos colores, han dado lugar a mosaicos cldsicos y a pinturas famosas
como las modernas de M. C. Escher (1898-1972) [6]. En los mosaicos de la
Alhambra de Granada se han descubierto los 17 grupos cristalograficos sub-
yacentes, lo que ha dado lugar a interesantes estudios, como los de Montesi-
nos Amilibia [25], [26] y los de Pérez Gomez [27].

Detalles sobre los grupos cristalogrificos y los mosaicos que de ellos
derivan, pueden verse en los libros de Coxeter [5], Guggenheimer [14] y
Fejes-Toth [8], asi como en el articulo elemental y claro de Schattschneider
[35]. Muchos ¢jemplos de mosaicos y clasificaciones de los mismos, se en-
cuentran en el libro de Griitnbaum y Shephard [13].

1.2. Caracterjsticas de un mosaico
Sea un mosaico M. Consideremos en el plano un circulo B (R) de radio

R y sea C(R) el numero de celdas de M que estdn totalmente contenidas en
el circulo. El drea media E (A) de las celdas del mosaico se define por
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2

lim =E A). (L1)

R+ C(R)

Considerando M como un grafo del plano, y llamando S (R) a la longi-
tud total de la parte del grafo contenida en el circulo B (R), elperimetro
medio de las celdas se define por

., 2S5 (R)
lim

=E (D). 1.2
R+ C(R) @) (12)

Si C¥ (R) indica el nimero de celdas contenidas en B (R) y que tie-

ne N§ lados, el valor medio del nimero de lados de las celdas se define por

Z CEN;
lim ZCINT _ E (N*) (L.3)
Rase C (R)

Andlogamente, si C; (R) es el nimero de celdas pertenecientesa B (R)
que tienen N; vértices, el valor medio del nimero de vértices de las celdas del
mosaico se define por

Z C; (R)N;
lim —————=E (N). 1.4
R 500 C (R) (N) ( )
Finalmente, si Cf (R) es el namero de nodos del mosaico interiores a
B (R), alos que concurren N} arcos, se tiene

Iim M=E Y (1.5)
R oo N (R)

donde N (R) es el nimero de nodos del mosaico interiores a B (R) y

E (NY) es el valor medio del namero de arcos que concurren en los nodos del

mosaico. Suponemos que los mosaicos son tales, que los limites (I.1), ...,

(1.5) existen.

Es interesante observar que los limites anteriores no varian si, en lugar
de considerar las celdas totalmente interiores a B (R), se consideran las
celdas que “tienen punto comn” con B (R). En efecto, si C; (R) repre-
senta el nimero de celdas que tienen punto comin con la circunferencia de
radio R (borde de B (R)), siendo las celdas acotadas, supongamos de didme-
tro < D, y de drea acotada inferiormente, supongamos = « (por la hipéte-
sis de ser la familia de celdas localmente finita), se cumple, para R suficiente-
mente grande

C, Rya<wt(R+D)?*—m(R-D)>* = (1.6)

Por otra parte, toda celda de didmetro <D estd contenida en un circu-
lo de radio D/\/§ (Bonnesen-Fenchel [2], p. 85) y por tanto
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_ C (R) (nD?*[3)> m (R — D)>. (17)
De (1.6) y (I.7) se deduce

., Ci (R) _
Iim ——=
R+= C(R)

y por tanto en las definiciones (I.1), ..., (1.5) puede sustituirse C (R) por
CR)+C; (R).

Esta observacién es importante, pues no e¢s vdlida para mosaicos del
plano hiperbélico, por lo cual su estudio se hace mas complicado, como pue-
de verse en [34]. En este trabajo nos limitaremos a mosaicos del plano
cuclidiano.

Los limites (I.1), ..., (I.5) tampoco dependen del centro del circulo
B (R), puesel cociente del drea comUn a dos circulos de radio R de centros
fijos, y el drea de cada uno de ellos, tiende a 1 para R —> oo,

1.3. Un teorema sobre mosaicos

Consideremos la parte de un mosaico formada por las celdas que tienen
punto comiin con un circulo B (R) de radio R. Considerando esta parte
como un grafo y llamando Ny al nimero total de nodos, Ar al de aristas o
arcos y Cg al de caras, vale la relacion de Euler

Np —Ag +Cgr =1. (1.8)
Con las notaciones de (I.1) a (1.5) se tiene
2 C¥Nf#=24r — O (R), 2 CiN; =24y (1.9)

donde O (R) se refiere a aristas de celdas que cortan el borde de B (R) vy,
por tanto, para R =~ es O (R)/R* - 0 y también O (R)/Cr — O.
Aplicando (1.8) se tiene

Cr L _Ne _l+4g
SCNF+O0R) ZCN 24

Pasando al limite para R = resulta

1 1
E (N%) +E(N)

=1 I.10
% (I.10)

Puesto que E (N*)> 3 resulta
EWNN*)<6
es decir: el valor medio del numero de lados de las celdas de un mosaico es

siempre igual o menor que 6. En particular, si todas las celdas tienen el mis-
mo numero de lados, este niimero solamente puede ser 3,4,5 6 6.
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FIGURA 3.

Para el caso de tridngulos, es evidente que se puede construir un mosai-
co con todas sus celdas congruentes a un tridngulo dado cualquiera, por
repeticiones sucesivas del mismo (Fig. 3). Lo mismo ocurre para cuadrilate-
ros: dado un cuadrilitero cualquiera, repitiendo el mismo por simetrias
sucesivas de centro los puntos medios de los lados, se tiene el plano cubierto
por cuadrildteros congruentes al de partida (Fig. 4). Para cubrir el plano con
un mosaico de pentigonos congruentes, éstos ya no pueden ser cualesquiera,
sino que deben cumplir ciertas condiciones (Fig. 5). Lo mismo ocurre para
los exdgonos (Figs. 6 y 7).

El hecho de ser E (N*) < 6 no significa que no pueda haber celdas de
cualquier niumero de lados. Por ejemplo, el mosaico obtenido por repeticién
sucesiva del cuadrado de la figura 8 tiene un octégono en cada cuadrado, sin

FIGURA 4,
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FIGURA 5.
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FIGURA 6.

FIGURA 7.
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FIGURA 8.

embargo, el valor medio del namero de lados de cada celda es 4. La construc-
cion andloga para un cuadrado y un poligono convexo interior de m lados
(par), tiene infinitos de estos poligonos, pero también tiene infinitos tridngu-
los y cuadriliteros, de manera que el valor medio del nimero de lados de
cada cara es, como antes, (m + 54+ 4 (m — 4) + 3m)/(1 +2m)=4.

Si un mosaico tiene caras cuyos nimeros de lados sean m,,m,, ..., mn
y lafrecuencia con que aparece cada cara es la misma para todas, se debe cum-
plir (m; + m, + ... + mn)/h < 6. Esinstructivo hallar ejemplos de mosai-
cos cuyas celdas sean poligonos convexos de Gnicamente m; 6 m, lados,
ambos con igual frecuencia, en todos los casos posibles, o sea, para todos los
pares (m,, m,) talesque m; + m, < 12. Son interesantes los casos extre-
mos (3,9), (4, 8),(5,7). Lafigura 9 es un ejemplo de mosaico (4, 8).

FIGURA 9,
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Ejemplo: Comprobar que el mosaico de la figura 10 compuesto de
tridngulos equildteros de altura % y cuadrildteros formados en celdas alter-
nadas por los segmentos perpendiculares a los lados trazados por los centros
de gravedad, tiene por caracteristicas

E (A)=h*[2/3, E(L)=(—;-+\/§)h,

EN*)=45, E (N)=3,75, E (N)=3,6.

FIGURA 10.

Il. MOSAICOS SEMI-ALEATORIOS

2.1. Definicién

En los mosaicos considerados hasta ahora no interviene para nada la
idea de azar. Son mosaicos determinados.

A partir de uno de estos mosaicos se pueden obtener otros modificando
cada una de sus celdas por algin procedimiento regido por el azar. Los lla-
maremos mosaicos semi-aleatorios, porque el azar interviene tinicamente
modificando de alguna manera un mosaico determinado, dado de antemano.
Se presenta entonces el problema de hallar los valores medios de las caracte-
risticas de estos nuevos mosaicos.

Como esta definicion no es muy precisa, vamos a dar algunos ejemplos
aclaratorios.
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2.2. Mosaicos triangulares semi-aleatorios

Dado un tridngulo cualquiera T, siempre se puede engendrar un mosaico
de celdas congruentes con T, trazando sucesivamente rectas paralelas por los
vértices a los lados opuestos (Fig. 3). Si el tridngulo T se ha obtenido por
algtin método ““al azar”, el mosaico obtenido serd semi-aleatorio. Considere-
mos algunos ejemplos.

(a) Un método muy comin de dar un tridngulo al azar, consiste en
tomar un segmento de longitud L, y dividirlo en tres segmentos mediante
dos puntos elegidos al azar en el mismo, con densidad uniforme, y luego
tomar los segmentos resultantes (de longitudes x, y, z) como lados del tridn-
gulo, siempre que la construccién sea posible, es decir, siempre que se cum-
pla x<y+z,y<x+z z<x+y.

El método es equivalente a considerar un tridngulo equilitero de altura
Ly y tomar como lados x, y, z las distancias a los tres lados de un punto P
elegido al azar en el interior del tridngulo equildtero, con densidad uniforme
(Fig. 11). Es fécil ver que se cumple x + y +z=Ly y que los puntos para
los cuales existe el tridngulo de lados x, y, z son los del tridngulo equildtero
que tiene por vértices los puntos medios de los lados del tridngulo de parti-
da. Entonces, la densidad uniforme para los tridngulos 7T de lados x, y, z
vale

dTy =(6/L§) dx ~ dy,

que es el elemento normalizado de drea del plano, en funcién de las coorde-
nadas x,y.

FIGURA 11.

Poniendo 2p =x +y +z =L, = perimetro del tridngulo y utilizando la
formula de Heron que da el drea de un tridngulo en funcion de los lados, re-
sulta como valor medio de esta drea, :

14 14
E (4)= 6Ly /; dy/p_y b—x)p—-y)(x+y—p)]'* dx
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puesto que las condiciones para que el tridngulo sea posible son p<x + y,
x < p. Haciendo la integracion, resulta

E (4)=(@/140) L3 . (IL.1)
Los demas valores medios son triviales y con las notaciones de 1.2 valen
E@L)=L,, E (N*)=E (N)=3, E (NH=6. (IL.2)

(b) Otra manera de dar un tridngulo al azar consiste en dar un punto al
azar, con densidad uniforme, dentro de un cubo de arista ¢ y tomar las dis-
tancias x, y, z a las caras como lados del tridngulo, siempre que la construc-
cidn sea posible, o sea, siempre que x <y +z, y<x+z, z<x+y. En
este caso, la densidad para conjuntos de tridngulos es

dT, = (2la®)dx ~ dy ~ dz

y un cédlculo fécil da para el perimetro medio E (L)= (3/2)a. El célculo del
drea media E (4) conduce a integrales no facilmente calculables. Los valores
de N, N* y N' son siempre los mismos (II.2) para todos los mosaicos de
tridngulos en la disposicion de la figura 3.

(c) Se dan tres puntos al azar, con densidad uniforme, dentro de un
circulo de radio R y el tridngulo elegido para engendrar el mosaico es el que
tiene por vértices estos tres puntos (Fig. 12). Si dP; (i =1, 2, 3) indica el
elemento de 4rea del plano en el punto P; la densidad para los tridngulos
dichos es

dT3=(1fR2)_3dP1'\dP2AdP3.
Los valores medios del perimetro y del drea resultan ser
E(@L)=(128/157)R, =~ E(A4)=(35/487) R?. (I1.3)

Si los tres vértices del tridngulo se eligen al azar, siempre con densidad
uniforme, dentro de un cuadrado de lado a (Fig. 13), o sea, es

dT, =(a2)'3 dPl A dP2 A dP3,

resulta

E(L)=(a/5) &/2 + 2+ 51og (1 +/2)),
E(A)=(11/144)a* (1IL.4)

y si se eligen dentro de un tridngulo equilitero de lado a (Fig. 14), con
densidad

dTs = (/3 a?/4)~2 dP, ~ dP, ~ dP;,
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FIGURA 12. FIGURA 13. FIGURA 14,
resulta
EWL)=09/51/3+(1/4)1og I a, EA)= (ﬁ/48) a. (I1.5)

Estos valores medios (11.3) a (I1.5) se deducen ficilmente de las distan-
cias medias conocidas entre dos puntos dados al azar en un circulo, cuadrado
o tridngulo equildtero (ver [30, p. 49]) o del drea media del tridngulo deter-
minado por tres puntos elegidos al azar en esas figuras, la cual es un impor-
tante invariante por afinidades y ha sido calculada por diversos autores con
motivo del llamado problema de Sylvester de la teoria de Probabilidades
Geométricas [30, p. 64], [36].

(d) El tridngulo al azar puede elegirse también por tres puntos dados
al azar, con densidad uniforme, sobre la circunferencia de rario R (Fig. 15).
Si s;,s,,53 son las abscisas de los tres vértices sobre dicha circunferencia,
la densidad es
dT¢ =(2nR)™3 ds, ~ ds, ~ dss3

'y tras un pequefio cdlculo resulta

E(L)=(12/T)R, E (4)=(3/2m) R™. (11.6)

FIGURA 15.
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Como ultimo ejemplo, podemos citar que si sobre la circunferencia de
radio R se eligen 4 puntos al azar, con densidad uniforme, se tiene un cua-
drildtero aleatorio y el mosaico formado por cuadrildteros congruentes con el
mismo tiene las caracteristicas

E(L)=(6/m)R, E)=QG/n)R?. aL.7)

2.3. Mosaicos triangulares semi-aleatorios
deducidos de otro mosaico

Si en cada celda de un mosaico determinado se elige un punto al azar y
se une con los vértices de la celda, se tendrd un nuevo mosaico (semi-aleato-
rio) cuyas celdas son todas tridngulos. Veamos dos ejemplos simples.

(a) Supongamos el mosaico formado por la repeticién de tridngulos
equildteros de lado a (Fig. 16). En cada celda se elige un punto al azar y se

une con los vértices de la celda. Resulta asi un nuevo mosaico triangular cu-
yas caracteristicas son

E(4)=6/3/12)a?, EL)=(5/3+(1/2)log 3)a,
E(N)=E (N*)=3, E (N")=6. (11.8)

FIGURA 16.

De estas formulas, los valores medios de N* y N son evidentes y el de
E (4) también, por ser la tercera parte del d4rea del tridngulo equildtero de
partida. E (N*) es facil de calcular y E (L) es dos veces el valor medio de
las distancias de un punto elegido al azar en un tridngulo equildtero a uno de
los vértices, mds la longitud del lado de dicho tridngulo, lo cual se calcula
facilmente en coordenadas polares.

(b) Consideremos el mosaico de cuadrados de lado a (Fig. 17). Eligien-
do en cada cuadrado un punto al azar (siempre con densidad uniforme) y
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FIGURA 17,

uniéndolo con los vértices, resulta un nuevo mosaico semi-aleatorio de tridn-
gulos. Para este mosaico se tiene '

E (A)=4d?*/4, EL)=(/3)(3/2+/2+1og (1 +V/2))a
EWMN)=ENN*=3, ' E{N"=6. (I1.9)

También en este caso E (4) y E (N)=E (N*) son inmediatos. E (N
es la media aritmética de 4y 8 y E (L), como en el caso anterior, se calcula
a partir de la distancia media de un punto elegido al azar en un cuadrado a
uno de los vértices, lo cual es ficil en coordenadas polares.

Si en este mosaico de la figura 17 se borran los lados de los cuadrados
del mosaico de partida, queda un mosaico aleatorio de cuadrildteros, cuyas
caracteristicas son

E (4)=a?]2, EWL)=4/3)/Z+log(1 +/2)a
E(N)=E (N*)=4, E (NhH=4. (1I1.10)

111. MOSAICOS ALEATORIOS PARTICULARES
3.1. Mosaicos de Poisson

Los mosaicos aleatorios mas estudiados y conocidos son los engendra-
dos por procesos de Poisson de rectas en el plano. Los llamaremos mosaicos
de Poisson y pasamos a definirlos.

Una recta G del plano puede determinarse por sus coordenadas polares
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FIGURA 18,

h, ¢ de las cuales # es la distancia de la recta al origen de coordenadas, su-
puestas cartesianas ortogonales (0 < 7 <) y ¢ es el dngulo de la normal
a G con el eje x (0 <y < 2m) (Fig. 18). En la teoria de las Probabilidades
Geométricas se toma como densidad para medir conjuntos de rectas la forma
diferencial

dG=dh ~ dy (I11.1)

que se demuestra es la Gnica, salvo un factor constante, invariante por movi-
mientos, es decir, independiente del sistema de coordenadas cartesianas orto-
gonales respecto del cual se definen %, ¢ (ver, por ejemplo [30], [36]).

Se sabe que, con la densidad (II1.1), la medida del conjunto de las rectas
que tienen punto com@n con un dominio convexo K es igual al perimetro del
mismo (longitud de su contorno). Si K se reduce a un segmento de recta, se
puede considerar como un conjunto convexo aplastado y por tanto la medi-
da de las rectas que lo cortan es igual al doble de su longitud. En consecuen-
cia, dados dos conjuntos convexos K, K, tales que K estd contenido en K,
la probabilidad de que una recta que se sabe corta a Ky, corte también a K,
es el cociente L/L, de las longitudes de los contornos de K y K, ([30],
[36]). Si suponemos n rectas dadas al azar, que cortan a K, la probabilidad
de que exactamente m de ellas corten también a K, serd (ley binomial)

n L \" L \"™
Pmn = (m) (—L;-) (1- —L—o—) (111.2)
Si K, se expande a todo el plano y al mismo tiempo n —> de manera

que sea

A
LN (A constante) (11I1.3)
Ly 2 .

el limite de p,, , resulta ser
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FIGURA 19.

_ L2

~—— exp (-\L/2). (111.4)

m

Se dice entonces que se ha engendrado en el plano un proceso de rectas
de Poisson de intensidad A, o que ellas forman un mosaico de Poisson de
intensidad A o, méis exactamente, que ellas son una realizacion de un proceso
de Poisson de intensidad A (Fig. 19). La expresion (II1.4) es la probabilidad
de que un dominio convexo de perimetro L colocado al azar en el plano, con
densidad uniforme, corte a m rectas del mosaico.

De (I11.4) se deduce que el valor medio del nimero de rectas que cortan
a K vale

E@m)= %‘, Pm m=AL/[2. (I11.5)

En particular, si K se reduce a un segmento de longitud x,es L=2x 'y
E (m) = \x. Es decir, la intensidad A de un mosaico de Poisson es igual al
valor medio del nimero de rectas del mismo que cortan a un segmento de
longitud unidad.

De aquf se deduce que la longitud media de los segmentos que el mosai-
co determina sobre una recta cualquiera del plano, es iguala 1/A.

La igualdad (II1.4) nos dice también que la probabilidad de que un seg-
mento de longitud x de una recta dada al azar en el plano, tenga m puntos de
interseccion con las rectas del mosaico, vale

Pm =xY" (m!)™! exp (—Ax).

Es decir, las rectas de un mosaico de Poisson de intensidad A, determinan
sobre cualquier recta del plano un proceso de puntos de Poisson de la misma
intensidad.
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Detalles sobre los mosaicos de Poisson y una mayor precision en su defi-
nicién y propiedades, pueden verse en [30] y en los trabajos de Miles [ 18],
[21] y Stoyan-Kendall-Mecke [ 37].

Queremos hallar ahora las caracteristicas, definidas en 1.2 de un mo-
saico de Poisson de intensidad A.

Desde luego es E (N") = 4 puesto que, salvo posiciones de medidas
nula, por cada nodo pasan Gnicamente dos rectas, que determinan 4 arcos.
También es siempre N = N*, puesto que no existen junturas, Falta hallar
E (4), E(L) yv E (N), en funcion del tinico parimetro A de que depen-
de el mosaico. Para ello seguiremos el camino directo y simple dado por
S. Goudsmidt [10] en el trabajo original sobre mosaicos de Poisson.

Supongamos una esfera de E5 de radio R y sobre ella n circunferencias
mdximas en posicion general, es decir, tales que no pasen por un mismo pun-
to mds de dos de ellas a lo sumo. Se tiene asi sobre la esfera una red o mosai-
co esférico, cuyo niimero de vértices es v =n (n — 1), el namero de aristas
o arcos es a = 2v y el nimero de celdas se deduce de la relacion de Euler
v —a+c=2, dedonde c=2+n(n —1). Los valores medios del drea An
y del perimetro L, de las celdas serdn, por tanto,

4T R? ____47Rn
EU ey POy 9

donde en el numerador de la segunda igualdad aparece un factor 2 por el he-
cho de que cada lado viene contado para cada una de las dos celdas que limi-
ta. El valor medio del nimero de vértices de cada celda es

" 24nm-1" )

Para pasar al plano como esfera de radio infinito tengamos en cuenta
que si las circunferencias maximas deben dar lugar a las rectas de un proceso
de Poisson de intensidad A, la longitud media de los lados hemos visto que
debe ser 1/, o sea, debe ser

27R . 1 R 1
——— de dond —_—_— 8
D N e donde T (I11.8)

y por tanto, pasando al limite en (II1.6), (II1.7) resulta que para un mosaico
de Poisson de intensidad A, vale

4 4
EWU)=—r, E@)=y, E(N)=4. (111.9)

Obsérvese que el valor medio de N es una consecuencia inmediata de
(1.10) puesto que N=N* y N'=4,

Obsérvese también que en la demostracién anterior, los valores medios
para los mosaicos de la esfera valen lo mismo para cualquier distribuciéon de
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las circunferencias méximas. Por tanto, al pasar al plano, resulta que los valo-
res (I11.9) valen lo mismo para cualquier mosaico formado por un proceso de
rectas en el cual el valor medio de las longitudes de los lados exista y valga
1/X, sin que necesariamente sea un proceso de Poisson.

3.2. Una férmulade P. I. Richards [29]

Sean K, un dominio convexo de drea F, y perimetro Ly y P, P, dos
puntos contenidos en el mismo a una distancia x entre ellos. Sean dP,, dP,
las densidades para puntos del plano, o sea, los elementos de drea del plano
en P, P,. Sea f(x) una funcion integrable. Consideremos »n rectas Gi que
cortan a K. Siendo dG; la densidad (III.1) correspondiente a G;, conside-
remos la integral

1
L.

extendida a todos los pares de puntos Py, P, contenidos en Kq y, para cada
par P,, P,, a todas las rectas que cortan a Ky y dejana P;, P, en una
misma regiéon de las que dividen a K, (Fig. 20). Fijando primero P;, P,,
puesto que la medida de las rectas que cortan a Ky es Ly y la de las rectas
que separan a P, y P, esigual a 2x, resulta

1= f(x)dP; ~ dP; ~ dGy ~ ...~ dGn (II1.10)

_ 2x \"
I=F02/f(x) (l —'L—;—) dP, ~ dP,. (II1.11)

Usando para dP, coordenadas polares de centro P, es dP, =
=xdx ~ dp y por tanto

2 n
I=Fo‘2/f(x) (1 ——3—) xdx ~ do A dP, . (IIL.12)
Lo

By

Ko

o

FIGURA 20.
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En cambio, fijando primero las n rectas G;, es

1
F§ LY

I= /E /f(x) dPy ~dP, ~ dG, ~ .. ~dG, = (II1.13)

=F5* Ly" /E[/f(X)dPl ~dP,]1C, dGy ~ ... ~ dGy,

siendo C, el numero de celdas en las que n rectas dividen a K, y donde la
suma del miembro intermedio se refiere a todas estas celdas.

Igualando (III.12) y (III.13) y pasando al limite para #n = « y
n/Lo = A/2, como en (II1.3), suponiendo que K, se expande a todo el plano
de manera que las rectas G; engendren un mosaico de Poisson de intensidad
A, puesto que Fy/C, = E (4), resulta

E [/f(x) dP, ~dP,|=2mE (A)/:f(x)x exp (—Ax) dx (II1.14)

donde la integral del primer miembro se entiende extendida al interior de las
celdas del mosaico (o de una “celda tipo™).

Esta formula (II1.14) es debida a P. I. Richards [29] y tiene varias apli-
caciones. La mis inmediata es que para f (x) =1, la integral del segundo
miembro vale A~ ? y resulta

E (A?)=2m\"2 E(4)=8\"". (II1.15)

Mais dificil es el cdlculo del tercer momento de A, obtenido por Ri-
chards [29] y también por D. G. Kendall y R. E. Miles [18], a saber

256m
TS

EA3)= (II1.16)

Varias veces se ha planteado el problema de hallar la distribucion del
drea A de las celdas de un mosaico de Poisson y por tanto los valores E (A™)
para todo valor entero de m. La solucién exacta no se conoce, pero se han
hecho conjeturas y se han obtenido resultados particulares por el método de
Monte Carlo, como puede verse en los trabajos de Solomon [36] y George
[9] en los cuales se cita mds bibliografia.

3.3. Momentos de segundo orden de un mosaico de Poisson

Aunque no se conocen las funciones de distribuciéon de las variables
aleatorias A4, L, N de un mosaico de Poisson de intensidad A, R. E. Miles ha
obtenido por un procedimiento muy ingenioso, los momentos mixtos de
segundo orden de esas variables, junto con otros interesantes resultados
[18], [21]. Siguiendo su método y también algunas ideas de [34], vamos a ver
c6mo se pueden obtener dichos momentos mixtos.
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Observemos que para elegir al azar una celda de un mosaico de Poisson
se puede proceder de tres maneras diferentes, a saber: 1) Elegir un punto del
plano al azar, con densidad uniforme, y considerar la celda que lo contiene;
los valores medios correspondientes a este método de eleccion al azar los re-
presentaremos por E, . 2) Elegir al azar un nodo del mosaico y luego, con
probabilidad 1/4 elegir una de las caras que a é1 concurren; los valores medios
correspondientes los representaremos por Exn . 3) Elegir un punto al azar,
siempre con densidad uniforme, sobre una de las rectas del mosaico y luego,
con probabilidad 1/2 una de las dos caras a cuyo borde pertenece; los valores
medios correspondientes se representaran por Ey, .

Consideremos un vértice Py sean C;, C,, C3, C; las celdas que con-
curren en el mismo y C la union de ellas. Si A;, L;, N; son las caracteristicas
de C;y A, N, L lasde C, se tienen las relaciones (Fig 21)

4

4 4
A=2 A;, N=Z N; — 12, L=2L;-22%2s (IIL.17)
1 1 1 1

siendo s; las longitudes de los 4 segmentos que concurren en P dentro de C.
Vimos en 3.1 que el valor medio de s; (distancia entre dos puntos consecuti-
vos de los que el mosaico determina sobre una de sus rectas) esiguala 1/A.
Por tanto, tomando valores medios en (II1.17) resulta

E4 (A)=4Ey (4),  Es (N)=4Ey (N)— 12,

E, (L)Y=4Ey (L) — 8/\. (II1.18)

FIGURA 21.
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Consideremos ahora el arco RQ (Fig. 21) y sea P un punto elegido al
azar en el mismo (densidad uniforme). Sean C'=C; U C,4, C"=C, UC,.
Sera ‘

A=A"+A" N=N'+N"_4,

L=L"+L"-2(s; +5;) (I11.19)
y por tanto
E4 (4)=2E, (4), E s (N)=2EL (N) -4,
E4  (L)Y=2E; (L) — 4/ (111.20)

Consideremos ahora la parte del mosaico cuyas celdas tienen punto co-
mun con un conjunto convexo K, (¢f) dependiente de un pardmetro ¢
tal que para r —> oo, K, (¢) se expande hasta cubrir todo el plano. Sea
d; F (A, N, L) la densidad de probabilidad de A, N, L, o sea, la probabili-
dad de que una celda elegida al azar entre las finitas que intersecan a Ky,
tenga N vértices, su drea esté comprendida entre A y A +dA y su perime-
troentre Ly L + dL. Hacemos la hipbtesis de que para ¢ - oo esta densi-
dad tiene un limite dF (A, N, L). Sean dF, (A, N, L), dFy (4, N, L),
dF; (A, N, L) las densidades correspondientes a los casos en que la celda se
haya elegido al azar segiin uno de los métodos mencionados. Puesto que la
probabilidad de elegir un punto en una celda es proporcional al drea de la
misma, debe ser dF, (4, N, L) =kAdF (A, N, L), dedonde k=1/FE (4),
puesto que la integral del primer miembro extendida a todos los valores posi-
bles de las variables, debe valer 1. De aqui

dF, (A, N L)—AdF(A’N’L) (I11.21)
A 24V E(A) .
y andlogamente
NdF (A,N, L)
dFy (A,N, L)y =—————7,
N( s 4V, ) E(N-)
LdF(A,N, L)
dF; (A,N, L) = 111.22
L 4,N, D) == (1I1.22)

Multiplicando por A, N, L e integrando a todos los valoresde A, N, L
resulta

E(A*)=E(A)E, (4), E(AN)=E(A)E, (N), E(AL)=E(A)E, (D),
E(AN)=E(N) Ey (4), E(N»)=E(N)Ey(N), ENL)=EN)Ey D),
E(AL)=E(L)E, (4), EWL=EL)E, (N), EL»H=EL)E, (D).
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Estas relaciones permiten calcular todos los momentos de segundo or-
den a partir de los valores medios conocidos (II1.9), (1I1.18), (II1.20) y
(I11.15). Los resultados son los siguientes:

Eq (A)=2m\%, Ex (N)=1%]2, E4 (L)=m|\,

Ey (A)=m/2\?, Exn (N)=(®? +24)/8, En (L)= (@ + 8)/4\,
E, (A)=7/\%, EL WN)=@*+8)/4, Ep (L)=(@* + 4)/2A,
E (A*)=8/\*, E (AN)=2m/\?, E (AL)=4m/\3,

EWN*)=@*+24)2, EWNL)=@*+8)/\, EI?*)=2@ + 4)/\*

R. E. Miles ha obtenido otros importantes resultados sobre los mosaicos
de Poisson [23]. Por ejemplo, las probabilidades de que una celda del mosai-
co sea un tridngulo (V= 3) o un cuadrilitero (N=4), valen

p (N=3)=2 —7?/6=0,355...

/2

p(N=4)=-1/3 — (7/36)n* +4/; x% cot x dx=0,381...

3.4 Mosaicos de Voronoi

Los procesos de Poisson de puntos del plano pueden ser intuidos de la
siguiente manera. Sea un dominio plano K (no necesariamente convexo), de
drea F, contenido en un dominio convexo Ky de drea Fy,. La probabilidad de
que un punto elegido al azar en K, pertenezca también a K se define por

F/F, vy sise dan n puntos al azar, la probabilidad de que exactamente m de
ellos pertenezcan a K serd '

pmn= (") EIFY" (1~ FIF Y=

(ley binomial). Si K, se expande hasta cubrir todo el plano y al mismo tiem-
po n crece de manera que se cumpla

lim (n/Fy) =X (A = constante) (I11.23)

n o0
la probabilidad p,, . tiende a

pm =((NFY™ [m!) exp (—\F), (111.24)
de donde E (m)=A\F.
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Un conjunto discreto de infinitos puntos del plano, dados al azar de
manera que se cumpla (II1.24) para cualquier conjunto de drea F'y, ademds,
los nimeros de puntos pertenecientes a conjuntos disjuntos sean variables
aleatorias independientes entre si, se dice que constituyen un proceso de
Poisson de puntos (homogéneo) de intensidad . Para detalles se puede ver
Miles [19] y 1a bibliografia alli mencionada.

Dado un proceso de Poisson de puntos, asignemos a cada uno de sus
puntos, sea P;, todos los puntos del plano que distan del mismo menos que
de cualquier otro punto del proceso. Estos puntos forman una celda, corres-
pondiente a P, , cuyo contorno estd formado por segmentos de rectas, parte
de las mediatrices de los segmentos que unen P; con otros puntos del pro-
ceso y, ademds, es convexa por ser interseccion de semiplanos. Queda asi el
plano dividido en celdas que forman lo que se llama un mosaico de Voronoi
de pardmetro A. A veces se llaman también mosaicos de Dirichlet [11]
(Fig. 22).

En realidad los mosaicos de Voronoi [37] pueden definirse de manera
andloga a la anterior siempre que se tenga en el plano un conjunto de puntos,
aunque no sean una realizacion de un proceso de Poisson. Tienen muchas
aplicaciones, por ejemplo para delimitar en una ciudad las zonas a las que
corresopnde un determinado centro publico (escuela, hospital, estacidon de
subterraneo, ...), entendiendo que cada zona estd formada por los puntos que
tienen dicho centro como el mds préximo entre todos los demds.

Cada nodo de un mosaico de Voronoi es un punto en el que concu-
rren 3 mediatrices de segmentos que unen puntos del proceso de Poisson
asociado. Por tanto, escluyendo posibles conjuntos de medida nula, con la
notacién de 1.2, es E (V') = 3. Por otra parte, los 4ngulos de los tridngulos
P,P,P; son igualmente probables y por tanto su valor medio es m/3. Por

FIGURA 22.
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_\
f

FIGURA 23.

consiguiente, a cada punto del proceso de Poisson corresponden 6 vértices
del mosaico de Voronoi, o sea, es E (N) = 6. Como no hay junturas, es
N* = N. Ademis, puesto que por unidad de irea, segiin (II1.24), el nimero
medio de puntos del proceso de Poisson es igual a A, y a cada uno de estos
puntos corresponde una celda del mosaico de Voronoi, resulta que el valor
medio del 4rea de las celdas serd E (4)= 1/\.

Mis complicado es el cidlculo de E (L), o sea, del valor medio del
perimetro de las celdas. Vamos a hacerlo por un método dado por Miles
[19]. Para que un punto Q de la mediatriz de P;P, (Fig. 23) pertenezca al
contorno de la celda que contiene a P, , no debe haber ningtin punto del pro-
ceso de Poisson dentro del circulo de centro Q y radio QP;, puesto que si
hubiera uno, sea P;, el punto Q perteneceria a la celda correspondiente a
P;. Si llamamos 2r a la distancia P;P, y s a la distancia HQ (siendo H el
punto medio de P;P,), la probabilidad de que dicho circulo no contenga
ningiin punto del proceso de Poisson, segiin (III.24) para m = 0, vale
exp (A7 (r? +52)) y por tanto, el valor medio de la longitud de la parte de
mediatriz de P;P, que pertenece al contorno de la celda que contiene a
Py, vale

EW.,n =/~ exp (=7 (r? +52))ds =A"Y2 exp (=Awr?). (I11.25)

El valor medio del nimero de puntos P, cuya distancia a P, estd com-
prendida entre 2r y 2 (r + dr), por ser E (m) = AF segun (I11.24), vale
8Awrdr y, por tanto, el valor medio del perimetro L serd

E (L)=8An'/2 / r exp (—=Amr?) dr = 4/V/X. (111.26)
0

En definitiva, tenemos que las caracteristicas de un mosaico de Voronoi
de pardmetros A, valen
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EA)=1/x, E(L)=4A/\,
E(N) E(N*) =6, E(N") =3. (111.27)

Se conoce muy poco de los momentos de orden superior y momentos
mixtos de las caracteristicas A4, L, N de los mosaicos de Voronoi. Gilbert
calculéd numéricamente E (42) = 1.280/A? (ver [23], [37, p. 275]). Otros
resultados, por el método de Monte Carlo han sido obtenidos por Hinde y
Miles [15] y Green y Sibson [11]. Ver también Miles-Maillardet [24].

Miles [19], ha generalizado los mosaicos de Voronoi al caso de consi-
derar como celdas los puntos del plano que tienen un mismo conjunto de
n puntos de un proceso de Poisson como los primeros n mas proximos. Las
celdas son en este caso también poligonos convexos, cuyas caracteristicas
fundamentales son

E)=1/2n — D, E(N)=6,
E(L)=@2n)!/n! (n — 1)! 2n — 1) 221-3 \1-2, (I11.28)

Para n =1 resultan los mosaicos de Voronoi propiamente dichos. Miles
ha estudiado también los mosaicos de Voronoi en espacios de mds dimensio-
nes y las secciones de los mismos por subvariedades lineales [22].

Como ya dijimos, la misma idea de los mosaicos de Voronoi puede apli-
carse a procesos de puntos diferentes de los procesos de Poisson, lo que da
. lugar a mosaicos diversos. Sobre ellos es interesante el siguiente teorema de
Levy-Matschinski [16]: Dado en el plano un proceso de puntos, en condi-
ciones muy generales, existe un solo mosaico tal que: a) cada celda contiene
uno y uno sblo de los puntos; b) cada lado es un segmento de puntos equi-
distantes de dos puntos del proceso; c) cada vértice es el centro de una cir-
cunferencia que pasa por tres (a lo sumo) de los puntos del proceso.

Bibliografia referente a aplicaciones de los mosaicos de Voronoi a dis-
tintas ramas de la ciencia y de la técnica (agricultura, silvicultura, astrofisica,
biologia celular, cristalografia, geografia, geologia y metalografia) puede
verse en la Strochastic Geometry de Stoyan-Kendall-Mecke [37, p. 2601

Seria interesante estudiar los mosaicos de Voronoi en el plano hiper-
bélico. Para los mosaicos de Poisson, ver [34].

Ejercicio: Dado en el plano el conjunto de puntos de coordenadas ente-
ras, se mantiene o se elimina cada uno de ellos con probabilidad 1/2. Queda
asi un conjunto aleatorio de puntos. Estudiar el correspondiente mosaico de
Voronoi.

3.5. Otros mosaicos

Aparte de los mosaicos de Poisson y los de Voronoi y sus generaliza-
ciones, son muy pocos los mosaicos aleatorios que han sido estudiados. Se
plantea como interesante el problema de idear procesos aleatorios, depen-
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dientes de un namero finito de pardmetros, que permitan engendrar mosai-
cos y calcular luego los valores medios y los momentos, y de ser posible las
funciones de distribucién, de las caracteristicas de estos mosaicos, en fun-
cioén de los pardmetros que sirven para definirlos. En virtud de las dificulta-
des teoricas, muchas veces se recurre al método de Monte Carlo [11], [15].
Vamos a dar algunos ejemplos de los pocos que se encuentran en la lite-
ratura.

Mosaicos de Delaunay. Los segmentos que unen los centros de celdas
contiguas de un mosaico de Voronoi, forman un mosaico triangular, llamado
mosaico de Delaunay (Fig. 22) [23], [19]. Miles ha estudiado con detalle
estos mosaicos en [19], calculando entre otros resultados los valores medios

E(4A)=1/2}, E (L)=32/3m/X,
E(N*)=E (N)=3, EWN"=6 (I11.29)

donde A es la intensidad del proceso de puntos de Poisson de partida.

Mosaicos radiales de Gilbert o mosaicos de rotura. Supongamos un pro-
ceso de Poisson de puntos de intensidad A y por cada uno de sus puntos
elegida de manera independiente y con distribucidén uniforme, una recta.
Supongamos también que en un mismo instante, sobre estas rectas, a partir
del punto original, empieza a crecer un segmento en ambas direcciones y con
la misma velocidad constante para todos los puntos. Cada segmento va cre-
ciendo hasta que encuentra a otro segmento del proceso, en cuyo instante
se detiene. Queda asi engendrado en el plano un mosaico de poligonos con-
vexos (Fig. 24), que Cowan [3] llama mosaico radial de Gilbert y Stoyan-
Kendall-Mecke [37, p. 262], llaman mosaicos de rotura (crack tessellations).
Para ellos se demuestra que es

EA)=1/\, EN*=6, EMN)=4, EN™"=3 (IlIL.30)

FIGURA 24,
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pero otros valores medios no son conocidos. Obsérvese en la figura 24 que
los puntos gruesos son los puntos del proceso de Poisson que genera el mosai-
co, pero no son nodos ni vértices del mismo.

Una manera experimental de obtener mosaicos aleatorios, fue dada por
Matschinski[17].

IV. MOSAICOS ALEATORIOS EN GENERAL

4.1. Definiciones y pardmetros fundamentales
de un mosaico aleatorio

Las definiciones precisas para la teoria de mosaicos aleatorios puede
verse en los trabajos de R. V. Ambartzumian [1], R. Cowan [3], [4] y en el
libro de Stoyan-Kendall-Mecke [37, Cap. 10], en los cuales se cita otfra bi-
bliografia. Nosotros vamos a adaptar la nomenclatura y puntos de vista
de Cowan.

Un mosaico aleatorio es una realizacion de un proceso de mosaicos alea-
torios, es decir, una aplicacion del espacio muestral de un espacio de proba-
bilidad (Q, F, P) (F = g-dlgebra de los subconjuntos de §2 (sucesos), P = pro-
babilidad de los sucesos) en el conjunto de las particiones localmente finitas
del plano en poligonos convexos acotados (mosaicos).

Sea M (w), con w € §2, una realizaciéon de un proceso de mosaicos
aleatorios del plano. Vamos a recordar lo dicho en 1.2, sobre mosaicos deter-
- minados, pero cambiando un poco la notacién para adaptarla a la de Cowan,
que es mds cémoda para los fines que nos proponemos. Sea D un dominio
convexo, elegido inependientemente del proceso. Considerando el mosaico
como un grafo, sea C, (D, w), para k =3, el numero de nodos contenidos
en D a los cuales concurren k arcos. Si alguno de los dngulos formados por
dos arcos consecutivos de un nodo es igual a 180°, como dijimos en 1.1 el
nodo se llama una juntura (por ejemplo, todos los nodos de las figuras 24 y
25 son junturas). Sea J, (D, w) el nimero de junturas pertenecientes a D
a las cuales concurren k arcos (por ejemplo, para B 'y C de la figura 1 es
k=3 yparaHes k=4). Sea S (D, w) la longitud total de los arcos de
M (w) contenidos en D. Si, como siempre, F indica valor medio o esperanza
matemdtica y m (D) es el drea o medida de D, Cowan establece las siguien-
tes relaciones (para k = 3)

ES (D) =am (D), ECy (D) =B,m (D),
EJy (D) =vm (D) (Iv.1)

que definen los pardmetros o, B, 75 fundamentales del proceso de mosai-
cos aleatorios considerado.

Vamos a calcular estos parimetros para algunos mosaicos particulares
ya conocidos.

Para los mosaicos de Poisson es y; =0, puesto que no hay junturas.
Como en todos los vértices concurren 4 arcos, es también Bx =0, excepto
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FIGURA 25,

para k = 4. Para calcular el valor medio del niimero de nodos contenidos
en un dominio convexo D, observemos que para n rectas G; se verifica (para
detalles ver [30, p. 30])

E(Cy (D,n)=L"" /(E 8,)dG, ~ ... ~dG, =
=L2nm-1) [sdG;=n(n—1)L"* 7F,

donde &; =1 silarecta G; cortaala G;enunpuntodeDy §;=0 enel
caso contrario, ¢ indicando por s; la longitud de la cuerda que G; determina
en D. Teniendo en cuenta (II1.23), para n — oo, resulta

E (C; (D))=(\*/4) nF
y por tanto
Ba =(\*/4)m.

Para calcular a, observemos que para n rectas G; es

E (S (D, n))=L—"/(>: 5)dG, ~ ... ~dG, =(n/L) nF

siendo s; la longitud de la cuerda que G; determina en D. Para n —> =, te-
niendo en cuenta (II1.3) resulta E (S (D)) =(w\/2) F.

Teniendo en cuenta (IV.1) resulta o = wA/2. Por tanto, en definitiva,
para mosaicos de Poisson es

a=mN2, Bs=mA*[/4, =0, B (k+4)=0. (Iv.2)

Para los mosaicos de Voronoi observemos que v =0 y B (k# 3)=0.
Ademas, a cada vértice le corresponde un tridngulo formado por puntos del
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proceso de Poisson generador (Fig. 22) y a cada uno de estos puntos le co-
rresponden 6 tridngulos, de manera que 3 veces el naumero de vértices de
Voronoi es igual a 6 veces el nimero de puntos del proceso de Poisson, y
como éste contiene N\ puntos por unidad de drea, serd 3 = 2A. En cuanto
a o, observemos que el mosaico contiene A puntos del proceso de Poisson
generador por unidad de drea y a cada punto corresponde una celda cuyo
perimetro medio es E (L) = 4A/X (segn (I11.27)), de manera que la longi-
tud total de los lados por unidad de drea serd (1/2)NE (L)= 2+/\. Es decir,
para los mosaicos de Voronoi se tiene

a=2A, B3 =21, Y =0, By (k# 3)=0. (IV.3)

Para los mosaicos de Delaunay, es v, =0, B; (kK # 6) =0. Como el
nimero de nodos es igual al nimero de puntos del proceso de Poisson, o sea,
N\ por unidad de drea, resulta B¢ = \. El valor de « ha sido calculado por
Miles [19] y vale « = 32 4/A/37, de manera que en definitiva, para los mo-
saicos de Delaunay, se tiene

a=32y/AN3n, Be¢=A, Y% =0, B k#F6)=0. (IV.4)

4.2. Caracteristicas de las celdas de un mosaico aleatorio

Se plantea el problema de hallar los valores medios de ciertas caracte-
risticas de las celdas del mosaico a partir de los parimetros fundamentales
o, B, vx. Para simplificar la notacién y unificarla con la de Cowan, ahora
vamos a representar por a al drea media (antes era E (4)), por u el perime-
tro medio (antes era E (L)), por w el nimero medio de lados (antes era
E (N*)) y por v el nimero medio de vértices (antes E (N)), de las celdas
del mosaico. Obsérvese que cuando existen junturas, w y v pueden ser distin-
tos. Por ejemplo, en la figura 5 las celdas son pentdgonos y por tanto v =5,
mientras que w = 6. Para el mosaico de rectdngulos de la figura 25 es v =4,
w=6.

Los valores medios anteriores corresponden a lo que Cowan llama una
“celda tipo” y deben entenderse, como en 1.2 de la siguiente manera. Se
considera un dominio grande D, que por comodidad de cilculo puede ser
un circulo B, de radio r y se calculan los valores medios mencionados para
la parte del mosaico interior a B, (hallando la media aritmética de estos
valores). El limite de los mismos para r —°° son las caracteristicas a, u, w,
v buscadas. El resultado es el mismo tanto si se cuentan como si no las
celdas que cortan al contorno de B, (ver 1.2).

El resultado fundamental de Cowan, en los trabajos [3], [4] es que estos
valores medios pueden calcularse a partir de los pardimetros o, f;, 9, por las
formulas

2 4o
a=—" u=—————
Z(k—2)B Z(k-2)B
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2z z -
w=———2(k _kf’)cﬁk’ v=22 ((kk[i‘2){;y:) (IV.5)
Obsérvese la relacion o =u/2a.
Ejemplos:
1. Para los mosaicos de Poisson segin (IV.2) resulta
a=4/m\?, u=4/\, w=y=4 (IV.6)

como ya sabiamos (II1.9).
2. Para los mosaicos de Voronoi, teniendo en cuenta (IV.3) resulta

a=1/x\, u=4/\/x, w=v=6. av.7n

de acuerdo con (111.27).
3. Para los mosaicos triangulares de Delaunay, segin (IV.4) sera

a=1/2 A, u=32/31VX, w=yp=3. (IV.8)

como-ya vimos en (1I1.29).

4.3. Otros ejemplos

Vamos a ver las caracteristicas de algunos mosaicos determinados.

1. Para el mosaico de paralelogramos de la figura 26, supuestos de
drea a; y perimetro u, , es

a=u,/2a,, Bs=1/a,, Y =0, B (k+4)=0

a=a,, u=u,, w=yp=4, (Iv.9)

FIGURA 26.
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FIGURA 27.

2. Para el mosaico de la figura 27, supuesto que los octdégonos tengan
dreas a;,a, Yy perimetros u,,u, Yy losrectingulostengan dreaa; y peri-
metro ugz es

a=(1/4) (a, +a, + 2a3), u=1/4) (uy +u, +2u3), w=p=6.

3. Para el mosaico de rectangulos, supuestos de lados p, ¢ de la figu-
ra25es

a=( +q)pgq, B3 =2/pq, Y3 =2/pq, Y =B =0 si k#3
a=pq, u=2(p+gq), w=6, v=4, (IV.10)

4. Para el mosaico de pentdgonos de la figura 5, suponiendo que tengan
drea a, y perimetro u, ,es

a=uy/2a,, B3 =2/a,, v3 = 1/ay, Br>7e =0 si k+3)
a=a,, u=uy, w=86, y=35. (Iv.11)

5. Para el mosaico de rectingulos de la figura 2, supuestos de lados
p,q, serd

a=(p +q)/rgq, B3 =2/pq, vs =2/pq, B =7x=0 si k#3
a=pq, u=2@+gq)), w=6, v =4, (IV.12)
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FIGURA 28.

6. Para el mosaico de rectdngulos de la figura 28 de lados p, q, es

a=@+qlpg, Bs=v3=1/pq, Ba=1/2pq;
losdemds B, vr, nulos.

a=pq, u=2@+q, w=5, v=4, (IV.13)

4.4. Interseccién de una curva rectificable con los arcos de
un mosaico: Un valor medio

Sea Q una curva rectificable de longitud L, movil en el plano con la den-
sidad cinematica dQ de la Geometria Integral [30, Cap. 6]. Si S (D,, wW;)
es la longitud total de los arcos de una realizacién w; de un mosaico aleato-
rio M, que son interiores a un dominio convexo D, y N=N (Q NM;) indi-
ca el nimero de puntos de la interseccion de Q con los arcos del mosaico
interiores a D, , se sabe que vale (férmula de Poincaré, [30])

/NdQ=4LS(D1,w1) (IV.14)
donde la integral estd extendida a todas las posiciones de Q. Por tanto, como
la medida total de las posiciones de @ en las que tiene punto comun con D,

vale 27m (D) (salvo posiciones en el contorno que no influyen en los limi-
tes que van a seguir), aplicando (IV.1) resulta

EN(QNM,)=2L o/

Si en (IV.14), en vez de la curva Q consideramos los arcos de la reali-
zacion w, de otro mosaico aleatorio M, que estin contenidos en un dominio
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convexo D, , cuya longitud total representaremos por S (D,, wW,) y repre-
sentamos por D, (w,) la parte de M, contenida en D, , tendremos

EN (Dy (W) NMy)=2ay S (Dy,wy)m. (Iv.16)

Dividiendo por m (D,) y haciendo expandir D, a todo el plano, en
el limite resulta

EN (M, N M,, unidad de drea) = 2o; o, /7. (av.17)

Si D es un dominio cualquiera de drea m (D) y Ny, indica el nimero
de puntos de la interseccion M; N M, contenidos en D, (IV.17) se puede
escribir

EN,;, (D)=2a,05 m (D)/m. (IV.18)

Para més detalles, ver [32].

4.5. Superposicion de mosaicos aleatorios [32], [33]

Supongamos que tenemos dos realizaciones M,, M, de dos mosaicos
aleatorios y los supermonemos al azar, con densidad uniforme. Si o, B%,
vi (=1, 2) son los pardimetros fundamentales de M;, definidos por (IV.1),
los pardmetros del mosaico resultante serdn (salvo posiciones de medida
nula)

a=o; +a,
Be=BL+BE,  k#4
Bs =B +B3 +ny,
Vi =Tk TR (IV.19)

donde ny, estd definido por la relacion EN;, (D) = nyym (D), en la cual
Ny, (D) tiene el significado de (IV.18) y por tanto es

niy = 204047 (Iv.20)
De (IV.19), (IV.20) y (IV.5), se deduce que los pardametros fundamen-
tales del mosaico que resulta al superponer M; con M, o sea, del mosaico

My UM,, son

2ma,a, 2w (ayu, +asuy)
= y u =
2w (aq +ay) Y uqu, 12 21 (ay +a,) +uqu,

a2
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_ 2 (w102 + Wy ay ) + 4U1 U,
2r (ay +ay) tuju,

Wia

_2m(ayvy tayvy) t+ duyu,

V12 (av.2n

2 (@ +a,) +uju,
Ejemplos:

1. Si M;,M, sonmosaicosde Poisson de intensidades A, A,, calcu-
lando (IV.21) con los valores (IV.6), resulta que por superposicion de los
mismos se obtiene un nuevo mosaico de Poisson de intensidad A; + A,,
como debe ser, pues la superposicion de procesos de Poisson es un nuevo
proceso de Poisson de intensidad igual a la suma de las intensidades.

2. Si M;,M, son mosaicos de Voronoide intensidades A, A,, apli-
cando (IV.7) resulta

s
2 —7T(>\1 + ;) + 8V,

o = A&/ y/Re)
1 71'()\1"‘7\2)"'8\/7(17(2

Viz =6 L6V A
2 T (A +A;) +8v Xl 7(2

Si las intensidades son iguales A\; =\, =A, resulta

Wi =

T 4

T o 2T N

8
T+ 4

Wip =V5 =6 — =4.87.

3. La figura 29 representa una realizacién de la superposiciéon de un
mosaico de Voronoi de intensidad A y un mosaico de cuadrados de lado p.
Teniendo en cuenta las caracteristicas de ambos mosaicos y aplicando
(IV.21) resulta

_ np? - A (1 +p/Np
7 (1 +Ap2) + 8p/X P n (1 +\p?) +8pV/X

2m\p?
(1 +Ap?) +8p/X

ajs

Wiz = Vg2 =4 +
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FIGURA 29.

3. Si M;, M, son dos mosaicos determinados, formados por rectan-
gulos como los de la figura 30, de lados p,,p; v P2, q, respectivamente,
al superponerlos al azar resulta un mosaico aleatorio cuyas caracteristicas son

- T0141P2492

2

' T (P19, T P2q2) +2 (@1 +q1) (@2 T q2)
" 2 (py;q; (P2 +q2) + P29, (Py +44))
12

T (@191 +P2q2) +2(py +q1) (P2, +q5,)
Wiy =vyp =4

Si pi,q:, P, se mantienen fijosy g, =, se tiene el caso de un mo-
saico rectangular de lados p,, q; al cual se superpone al azar un haz de
rectas paralelas a distancia p,. El resultado es un mosaico aleatorio de ca-
racteristicas

NN AN
N
VN
\ AN

X AN

Z

N
N

/L

N
/
N

FIGURA 30,
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- TP141D2
m, +2(py +41)

a2

_27 01495 + Papy T p2q1)
mpy + 2Py +4q1)

Uiz
Wiz Vi = 4.

Si también ¢q; —> oo, resulta el caso de dos haces de paralelas a distan-
cias py, p, que se superponen al azar. El resultado es el mosaico aleatorio
de caracteristicas

ap, =@/2)p1p2, Uy, =7 (py +p2), Wiz =Vyp =4,

4. Consideremos el mosaico determinado M formado por paralelo-
gramos de lados p, g que forman entre si un dngulo ¢ (Fig. 26). Eviden-
temente es

a=pqseny, u=2@+aq, w=v=4,

Al superponer sobre el mismo un mosaico de Poisson de intensidad A,
resulta un mosaico aleatorio de caracteristicas

_ 4pq sen ¢
2 mpgsenoN* + AN (p+q)+4

a

- 4mpghsenp + 8 (p + q)
Z apg\? seno+ 4N (p +q) + 4

Wi =V =4

Si g — o, el mosaico de paralelogramos se transforma en un haz de
paralelas a distancia d =p sen ¢ y los valores anteriores se reducen a

. 4d 47N\d + 8 wey=4
= —————————— u I s —1 —
27 m\2d + 40\ 27 m\%d + 4)\°

Estas son, por tanto, las caracteristicas del mosaico que resulta al super-
poner un haz de rectas paralelas a distancia d con un mosaico de Poisson de
intensidad A (Fig. 31) (ver [31]).
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AN

S
X

J
I

\\

FIGURA 31.

4.6. Superposicién de mas de dos mosaicos aleatorios

Las caracteristicas de los mosaicos que resultan al superponer m mosai-
cos aleatorios, se calculan facilmente por induccion, a partir de las formulas
(IV,21), [33]. El resultado es

ay.m =H! 2ma,a,..am
Uy,.m =H-1 27 {uy lay...am}
Wi..m =H1 2T {w, la,...am}+ 4 {u u, las...am})
Vi..m =H-' Qm {v, lay...am}+ 4 {u,u, las...am}), (AV.22)
donde
H=27n {a,...am-1} + {uu, las..am?
y los paréntesis {...} indican ‘““funciones simétricas’ asi
{ay...am-1}=aya5...ap, -y +ay...apm-2ay, + ... +aa;..a,,
U, lay..am}=uja,...am +ajuy..am +... +ay...am-1Uum
{uuy las..am}=ujuzas...am +ujaus...am +... +ay.. . Um-1um

- Si todos los mosaicos tienen las mismas caracteristicas a, u, w, v
resulta
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ai,.m =4 (mH)™" md®

Uy m =4H ! mau

Wi m =4H! (maw + (m — 1) u?)

Vi..m =4H! (mav + (m — 1) u?)
con

H=4ma + (m — 1) u?.

Consecuencias:

1. Si v=4, es vy _,, =4 paratodo m y lo mismo ocurre para w.

2. Para m - se cumple siempre que w; _,, =Vv;. ., > 4.

3. Si se superponen a! azar m mosaicos determinados, formados por
rectdngulos congruentes de lados p;,q; (i=1,2,...,m) como losde la figu-
ra 30 para m =2, se tiene a;=p;q;, u;=2 (p; +q;), w;=v;=4 y el mo-
saico aleatorio obtenido tiene las caracteristicas

a1.m =TH 'p1102q2..0m dm

Uy m =21H {(Py +41)P292..Pmm}

Wi m T V.m ™ 4
siendo

H=7 {P191P292..0m-19m-1} T2 {1 + q1) P2 + q2) | P3q3..0;mqm }

Si todos los rectdngulos son congruentes, p; =p, q; =q resulta

_ 7rp2q2
@1..m mmpg +m (m — 1) (p + q)*
_ 2m (g +q) pq
Ut,.m

mpq + (m — 1) (p +q)*
Wi..m =v1...m =4
y para mosaicos cuadrados de lado p

ai,..m =ap*/(mm + 4m (m — 1)),

Us...m =dnp/(m + 4 (m — 1)), Wi .m TV1,.m =4.
Si qi, q2, ..., q, o resultan haces de rectas paralelas a distancias
Pi, P2, .., P,y Y POI superposicién al azar de los mismos resulta (ver figu-

ra 32 para m=4),
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FIGURA 32.

a..m =gH 'p,p,...p,,
Uy g =20H! {py..0pm}

Wi.m~=Vi.m™ 4

siendo
H=2 {P1p2---mez }.

La teoria de mosaicos aleatorios se ha generalizado al espacio euclidia-
no de n dimensiones, pero son pocos los resultados obtenidos. Para bibliogra-
fia y perspectivas futuras se puede ver Miles [23] y Stoyan-Kendall-Mecke
[37]. La generalizacién al espacio esférico fue iniciada por Miles [20] y al
espacio hiperbodlico por Santal6-Yafiez [34], pero ninguna de las dos genera-
lizaciones ha sido proseguida, a pesar de constituir, posiblemente, un vasto
e interesante campo de investigacion.

Finalmente, se podrian estudiar dos cuestiones: a) Como problema de
“reconstruccidon de imagenes” cabria pensar en la manera de averiguar si un
mosaico dado es la superposicion al azar de otros mosaicos, determinados
o aleatorios; b) Considerar las propiedades especificas de los mosaicos que
resultan por superposicién al azar de mosaicos representativos de los 17 gru-
pos cristalogrificos.
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