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GEOMETRIA INTEGRAL DE FIGURAS ILIMITADAS

POR
L. A. SANTALO

RESUMEN. Objeto de este trabajo es extender la parte de geometria inte-
gral derivada del concepto de medida cinemdtica al easo de ser ilimitada algu-
na de las figuras. Por figuras ilimitadas se entienden las bandas de plano
limitadas por rectas paralelas y en general las llamadas redes uniformes. Este
estudio se hace en I para el plano y en II para el espacio permitiendo, en am-
bos casos, obtener varios valores medios y problemas de probabilidades geomé-
tricas. En IIT se trata de una aplicacién de estos conceptos a la demostracién
de un teorema de BLICHFELDT y vtros teoremas anilogos.

En trabajos anteriores [6], [13], [21](*) hemos encoatrado
algunas relaciones integrales que aparecen al considerar todas
las intersecciones posibles entre una figura limitada y otras
ilimitadas como son las bandas de plano comprendidas entre
dos rectas paralelas o bien en el espacio las franjas limitadas
por dos planos paralelos o atn la parte de espacio limitada por
superficies cilindricas.

En otro trabajo reciente [37] y en vistas exclusivamente a
algunos problemas de valores medios y probabilidades geomé-
tricas hemos considerado ya el caso de una figura ilimitada
formada por una red uniforme que abarca todo el plano eucli-
diano. Por red uniforme, como se puntualiza en § 1, I, se
entiende un sistema de figuras que cubriendo todo el plano se
deducen todas ellas de la traslacién de una misma figura fun-
damental limitada de area a. Todo puunto del plano debe perte-
necer a una sola figura fundamental. En § 1 se dan algunos
ejemplos de redes uniformes.

La posicion de toda figura limitada K viene determinada
en su plano por la posicion de uno de sus puntos P (x,y) y una
rolacion ¢ alrededor de este punto. Como siempre, represen-
taremos por

(*) Los paréntesis cuadrados [ ] se refieren a la bibliogréfia al final.




dK=dxdyde (1)

a la densidad cinemdtica [1] que sirve para medir un conjunto
de posiciones de esta figura K supuesta mévil sin deformacion.

Si se supone que K se mueve en el plano sobre el cual
estd extendida una red uniforme y todas las posiciones de K
que pueden deducirse unas de otras por una traslacion del plano
que superponga la red sobre si misma las consideramos equi-
valentes, el conjunto de fodas las posiciones distintas de K sera
limitado y valdra

IdK=2m (2)

puesto que fijado P (x,y) el angulo ¢ puede variar de O a
2n y luego el punto P puede recorrer toda el area a.

En el presente trabajo vamos a proseguir el estudio de la
geometria integral de las redes uniformes hasta ver como la
mayoria de las féormulas obtenidas para figuras limitadas tienen
su analoga en este caso en que una o las dos se extienden hasta
convertirse en redes infinitas, con la ventaja de que siendo
ahora conocida la medida total (2) se pueden resolver mas
problemas que aparecen de probabilidades geométricas.

En la primera parte I hacemos este estudio para el plano
y en II para el espacio.

Como apéndice incluimos en III una aplicaciéon de estos
resultados a un teorema de Blichfeldt [4] y a otras cuestiones
analogas.
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I. FIGURAS EN EL PLANO
§ 1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

1. Redes uniformes. Diremos que el plano esta cubierto
por una red uniforme de’lineas o figuras determinadas cuando
se compone de la reproduccion sucesiva de una figura funda-
mental limitada. Esta figura fundamental puede ser de forma
cualquiera, pero con la condicién de que por traslaciones suce-
sivas de la misma se llene todo el plano, es decir, todo punto
del plano debe pertenecer a una y so6lo a una figura funda-
mental.

El area de esta figura fundamental se representara siempre
por o. Dentro de cada figura fundamental habra otra figura
cuya area se representard por f y el conjunto de estas figuras
es lo que constituye la red uniforme ilimitada que se extiende
por todo el plano (ejemplos en el numero siguiente). La lon-
gitud del contorno de la figura anterior de area f contenida en
cada drea fundamental se representara por u.

Para abreviar llamaremos a veces a f y a u drea y lon-
gitud de la red uniforme, entendiendo que en realidad se trata
del area y longitud de la.parte contenida en cada area fun-
damental.

El concepto de curvatura total (*) se extiende a las redes
uniformes de la siguiente manera: se considera la figura limi-

(*) Para una figura limitada la definicién y diversas expresiones de la
curvatura total puede verse con todo detalle en el libro de BLASGEKE [1] prin-
cipalmente en las pags. 41 y 43. Por ejemplo para el caso de una figura com-
puesta de segmentos de recta (complejo de segmentos), llamando v al niéimero
de ellos que concurren en cada vértice es

c:zﬂt (2—v)
extendida la sumacién a todos los vértices. Esta expresi6én no cambia por una
transformacién topolégica de la figura, es decir, sigue siendo aplicable al caso
de ser los segmentos arcos de curva.




tada formada por p areas fundamentales en una direccién y v
en otra y se cierran, si hace falta, los bordes de la region de
plano que asi se obtiene. La figura formada por esta porcion
limitada de red tendra una curvatura total ¢ (u,v) y se ilamara
por definiciéon curvatura total de la red ilimitada al limite

.

c=lim £ (3)
p—roc '
vV —> 00

Este limite puede ser infinito, pero en todo el presente
trabajo consideraremos nada mas los casos en que c sea finito
(positivo, negativo o nulo) es decir, consideramos solamente
redes con curvatura total finita.

Segun esta definicion de ¢ se observa que si las figuras
de la red contenidas en cada 4rea fundamental son limitadas e
independientes entre si (ejemplo las redes de las figs. 1 y 8) la
curvatura total de la red es igual a la suma de las curvaturas
totales de las figuras contenidas en cada area fundamental.

2. ‘Redes complementarias. Sea una red con 4rea funda-
mental o. Todos los puntos del plano que no pertenecen al
area f de esta red forman el area f de otra red con la misma
area fundamental que llamaremos red complementaria de la
primera. Segin esta definicion el area f y longitud u de esta
red complementaria seran: ‘

f=a—f . u=u . (4)
En cuanto a la curvatura total teniendo en cuenta que el

contorno es el mismo para las dos redes y que sblo cambia el
sentido de recorrido (puesto que el sentido que para una red

Si se trata de una figura que tenga area (complejo de tridngulos) se
puede descomponer siempre en tridngulos introduciendo si hace falta nuevos
lados interiores al Area. Em este caso el valor de la curvatura total es

e2m(d—x+t¢€)
giendo 3 el nimero de tridngulos, X el de lados y € el de vértices. Por ejemplo
la figura formada por un cuadrilitero convexo y una diagonal, comsiderada
como complejo de segmento (sin 4rea) por la férmula primera es c=—2 7,
pero considerando como figura toda el 4irea interior al cuadrilatero (complejo
de tridngulos) es e=2m, '
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deja el area f a la izquierda, para la red complementaria deja
f a la derecha) sera

G=—c (5)

3. Ejemplos. 1. En la fig. 1 como figura fundamental se
puede tomar el cuadrado cuyos vértices son los centros de cuatro
cuadrados vecinos; su drea serd o. El 4rea rayada de cada
cuadrado es el 4rea f y la longitud del mismo es u. El valor
de ¢ es 2m.

Y §N ¥ X

Figura 1

II. La red de la fig. 2 es la complementaria de la anterior.
En ella o tiene el mismo valor y u=u también. En cambio f
es el area de la parte rayada interior a un cuadrado funda-

mental, 0 sea f=0—f y c=—2m.

4

=sn-
seaam

_
5

-Figura 2

H
-m

ITI. En la fig. 3 como &rea” fundamental a tomamos la
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indicada de puntos. El 4rea f y la longitud u de la red son las de
la parte rayada interior a . En cuanto a ¢ observamos que toman-
do u Areas w en una direcciény ven la perpendicular,la curvatura
total de la figura obtenida es 27.v, por tanto segin la defini-
ciéon es c¢=0.

Figura 3

§ 2. TEOREMA FUNDAMENTAL

1. Enunciado. El teorema fundamental que permite trasla-
dar las formulas de geometria integral demostradas para figuras

limitadas al caso de redes uniformes ilimitadas es el siguiente:

Sea dK=dxdyde la densidad cinemdtica [1] para medir
conjuntos de posiciones de una figura mévil finita K y supon-
gamos la figura R (u,v) formada por la repeticion sucesiva de
p.v figuras fundamentales de 4rea «, p en una direccion y
v en la otra, de manera que cuando g y v tiendan a infinito
R (p,v) tiende a cubrir todo el plano formando una red uni-
forme. Si para estas dos figuras (las dos limitadas) se ha esta-
blecido una cierta formula integral

JF.dK:J(R) (6)

siendo F una funcién de la interseccién de las dos figuras y
estando la integracion extendida a -todas las posiciones de K
en que dicha interseccién existe, se puede limitar el area de
integracion a una sola 4rea fundamental o y extender R a
todo el plano; la formula integral correspondiente a esta red
ilimitada y a K es

IF.dK:limJﬁy

. v——)oo'u' (7)
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2. Demostracién. (*¥). Siendo la figura K limitada, se puede
bordear la figura R (u,v) de las p.v dreas fundamentales me-
diante nuevas areas o hasta obtener una figura R’ tal que en
toda posicion en la que K corte a R quede toda ella interior a la
figura bordeada R’. Supongamos que para esto sea necesario
prolongar la direcciéon p en p areas fundamentales y la direc-
cion v en q areas (fig. 4). Aplicando la férmula (6) a K y

L e R’ ———
A /
< F -2,
;9

Figura 4

a la nueva figura R’ bordeada compuesta de pvi-2pv--
“+2q(p-2p) areas aes:

I FdK—1J(R) (8)

Representando por [FdK la integral en la cual dK

varia dentro del area o (que tendra el mismo valor cualqulera
que sea o interior a R) se tiene

JFdK:HVJFdKJFIR'_FJ(R’) (9)

[+
siendo Ir—_n la parte de integral correspondiente al area que

bordea R o sea a las areas fundamentales que forman R’—R,
cuyo numero es 2pv-+2 q(p-42p). Por consiguiente

(*) La misma demostracién para un caso particular se puede ver en nues-
tro trabajo [37].
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N\

Ig—p=(2pv-2q(u+2p))a.F (10)

indicando por F un valor medio de F que sera acotado, puesto
que la integral total (8) tiene un valor finito. De (g) divi-
diendo por pv y haciendo tender estos dos valores hacia infi-
nito, como p y g son siempre constantes, teniendo en cuenta
(10) se tendra (7), como se queria demostrar.

§ 3. VALORES MEDIOS DEL AREA Y LA LONGITUD

1. Area. Recordemos [10] que, para el caso de ser ambas
finitas, si f;; es el area de la interseccion de una figura fija K,
con otra mévil K;, considerando el conjunto de posiciones en
que las dos figuras se cortan, es

jfdel—:znflfg (11)

siendo f; y f, las areas respectivas de K; y K,.

En el caso de ser K, una red uniforme y representando
como siempre por o su area fundamental y por f al area de
la red, considerando primero la figura formada por pv dreas
fundamentales (cuya area total serda uvf), la férmula (11)
aplicada a este caso da

If12dK1=2nf1 pvf

y por el teorema fundamental

medKl:znflf (12)

a

El significado de esta integral es el siguiente: sea por
ejemplo la red de la fig. 5 en la que el area fundamental «
es la figura indicada de puntos y el area f es la parte rayada
interior a cada é4rea fundamental. Siendo dK,;=dxdydy Ila
densidad cinematica de una figura limitada cualquiera de irea
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T;, movil sin deformacion en el plano, en cada posicion habra
un area f,, comun a K; y a la red (4rea doblemente rayada en

la figura) y la formula (12) nos da el valor de la integral de

esta f,, para todas las posiciones de K, que son realmente dis-

tintas, es decir, que no se deducen unas de otras por una

traslacion del plano que superponga la red consigo misma.
El conjunto de-todas las posiciones distintas de K, es

de1=2na; . (13)

luego, dividiendo (12) por (13) se tiene el valor medio de la
parte de red cubierta por una figura de drea f, situada al azar
sobre el plano, que sera

ff
f12=a—lA ) {14)

2. Longitud. Llamando u,, a la longitud de la parte de K,
que queda interior a K, en cada posiciéon, para figuras limi-
tadas se tiene [1], [10]:

Judel:znulfg

siendo u; la longitud de la figura K,.
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Para el caso de ser 'K, una red uniforme, u,, sera la
longitud de la parte de K; que es interior al area f de la red,
siendo, por tanto, por el teorema fundamental

Jum dK;=2mnuf - (15)

Analogamente representando por uy, a la longitud de la
parte de red que queda interior a la figura K; en cada posi-
cidn, vale

Ju21dI'{1=27tuf1  (16)

[+

De (13), (15) y (16) por cociente se obtienen los valores
medios respectivos:
-- u  f - ufy
U=y Un=g (17)
Para el primero de estos valores medios se observa que
"s6lo depende, para una red determinada, de u,, pero es inde-
pendiente de la forma de la linea o figura K,. Es decir, el
valor medio serd el mismo si en lugar de ser K; una figura
rigida es una linea de forma variable siempre que su longitud
sea constante.

§ 4. VALOR MEDIO DE LA SUMA DE CURVATURAS DE LOS PUNTOS
DE INTERSECCION

1. Caso de figuras limitadas. Sea una curva fija K, y otra
moévil K; (ambas pueden ser abiertas o cerradas). Las supone-
mos formadas por un numero finito de arcos de curvatura
continua y finita. La densidad cinematica dK;=dxdy d¢ se
compone del elemento de 4rea dP=dxdy més un giro alre-
dedor de este punto. Tomando por punto P uno de los de
interseccion de K, y K, se tiene (fig. 6):

d P ={sen O|ds, ds,
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siendo ds; y ds; los elementos de arco de K; y K, respectiva-
mente y © el dngulo entre las dos curvas en P. Luego, en

Figura 6

todas las posiciones en que haya intersecciones de K; y K, se
puede poner

dK;=|sen® |ds; ds, d© (18)

Siendo por hipétesis finito en las dos lineas el ntmero de
puntos de discontinuidad de la curvatura, la medida de las posi-
ciones en que alguno de estos puntos sea de interseccién de las
dos lineas es cero y por tanto podemos considerar nada mas las
posiciones en que las dos curvas se cortan en puntos de curva-
tura finita y continua.

Multiplicando ambos miembros de (18) por el valor x; de
la curvatura de K, en el punto P, el segundo miembro se puede
integrar a todas las posiciones en que K, y K, se cortan,
puesto que:

37 Ug .

Jxllseneldsldszd9= j! sen © liel‘dszj%ldslr—[luzcl (19)

o (o]

Aqui la [ ds; la hemos representado por ¢’; y coincide
con la curvatura total ¢, de K, en el caso de ser toda esta linea
cerrada y de curvatura continua. Si hay puntos en que la curva-
tura se hace infinita (puntos angulosos) hay que considerar co-

mo valor de ¢’y la suma de las integrales /xl ds; extendidas a
cada arco de curvatura continua. Por ejemplo para una linea




poligonal convexa y cerrada es ¢;=2m y en cambio ¢’;=o.
Se puede decir que c, es igual a ¢’; més la suma de los dngulos
exteriores. Si se trata de una linea cerrada, de un solo contorno
y de curvatura continua es ¢’y =c¢;=2mn.

En cuanto al primer miembro de (18) al multiplicar por
%, e integrar para todo ds, y ds,, como cada posicién aparece
tantas veces como puntos de intersecciéon hay entre K, y K.
cada valor de dK; es factor comun de la suma de curvaturas
de K, en los distintos puntos de interseccion, o sea teniendo en
cuenta (19) queda en definitiva

Jle.dKlzlg%c’l (20)

Mas general, si se multiplican ambos miembros de (18)
por el producto x;x%, de las curvaturas de las dos curvas en
cada punto de interseccion serd, anilogamente

ijlxz.dK1=,[;c'lc’2 (21)

estando la sumacion bajo el signo integral extendida a todos
los puntos de interseccion de K,; y K, en cada posicién.

Por ejemplo si las dos curvas K; y K, son de curvatura
continua, cerradas y de la misma conexi6n de la circunferencia
(o sea formadas de un solo contorno) es ¢’;=c’y=2n y por
tanto (20) da ‘

Ile.dK1=8nu2
y (21)
Izwg.d K, — 16 x2
2. Caso de ser la figura fija una red uniforme. Podemos
aplicar a la férmula (20) el teorema fundamental de §2.

Como al tomar la figura formada por p.v ireas fundamentales
la longitud total es pvu, el resultado sera




bio ¢’y =o.
los dngulos
lo contorno

tiplicar por
ibn aparece
: K, y K.
curvaturas
teniendo en

(20)

os de (1)

, curvas €en

(21)

da a todos
icién.

3 curvatura
cunferencia
=27 y por

. Podemos
al de §2.

idamentales

Ile.dK1=Auc’1 - (22)

Es decir: sumando para cada posicién las curvaturas de K,
en los puntos de interseccién con las lineas de la red e inte-
grando a todas las posiciones distintas de K, el valor es fuc’,.

3. Valor medio. Como la medida de todas las posiciones de
K, viene dada por (13), el valor medio de la suma de las curva-
turas de los puntos de interseccién sera

Por ejemplo si se trata de una curva cerrada de la conexion
de la circunferencia, sin puntos angulosos, es ¢’y=c, =27y
por tanto

T,
independiente de la longitud y forma de Kl. En particular, si
la red es la formada por las rectas paralelas a dos ejes coor-

denados rectangulares que pasan por los puntos de coordenadas
enteras €s u=2, a=1 Yy

v, —8

§ 5. FORMULA FUNDAMENTAL

1. Para figuras limitadas. Férmula de Blaschke. Para dos
figuras limitadas K; y K,, lamando f, al 4rea, u; a la longi-
tud y c; a la curvatura total de K; y andlogamente para K,,
Blaschke [1] ha establecido la férmula fundamental siguiente:

chdKl:?“(C1f2+02f1+u1‘12> (23)

siendo ¢y, la curvatura total de la interseccion de K; y K,
variable para cada posicion de K;. En- la nota (*) de §1
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hemos recordado lo que debe entenderse por curvatura total de
una figura limitada.

2. Para redes uniformes. Para aplicar el teorema funda-
mental de §2 a la férmula (23) en el caso de suponer pri-
mero uv areas fundamentales de una cierta red R y suponer
luego que iy v crecen hasta formar toda la red, el area de la
figura formada por pv areas valdra pvf y la longitud pvu.
Por otra parte, teniendo en cuenta la definicién de curvatura
total ¢ de la red dada en §1, queda:

Jclg.dK1=2n(cfl—{ﬁ.clf—l—uul) (24)

o

En forma algo distinta esta misma formula ha sido hallada
también recientemente por Hadwiger [5].

3. Casos particulares. 1. Si consideramos el caso de redu-
cirse f a una linea o sea de quedar la red reducida a una
red de lineas de longitud u y al mismo tiempo que K, se
reduce también a una linea como limite de una cinta superfi-
cial cuya anchura tiende a cero, en la féormula (24) c,, serd
igual a 2 n multiplicado por el nimero de puntos de intersec-
cion entre la linea K, y la red R; y para las longitudes u y u,
(puesto que se componen de la union de dos lineas iguales que
se van acercando hasta coincidir) habra que tomar 2u y 2u,.
Siendo f=1,=0 queda por tanto

JclszlzszndKl—:zn.Auul

a o

O sea

fndK;:ﬁ uu, (25)

a

siendo n el nimero de puntos de interseccion de K; con la red
en cada posicidn.
El valor medio del nimero de puntos de interseccion serd
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II. Si el area f de la red se reduce a un nimero p de
puntos situados en cada area fundamental o, serdi f=u=o,
C=27p Yy COMO ¢, serd igual a 27 multiplicado por el nui-
mero n de puntos que_en cada posicion de K; quedan en su
interior, sera

[11.(1K1=27tpf1 (27)

a

y como valor medio del ntumero de puntos cubiertos por K,
se tendra:

i=1P (28)

o

La obtencion directa de estos casos particulares I y II
con ejemplos y aplicaciones se puede ver en nuestro trabajo [37].

III. Si la figura K, se compone de una placa con agujeros
se puede buscar el valor medio del niimero de ellos que que-
daran sobre el area f de la red. Para ello se observa que
fi=o0, uy=0, ¢c;=2nN, siendo N el nGmero de puntos de
que se compone K;. Por tanto llamando n al numero de éstos
que quedan sobre f es

/n dK,—2aNf

(13

y por tanto el valor medio sera

Nf

n=— (29)

§ 6. PROBLEMAS DE PROBABILIDADES GEOMETRICAS

1. Generalizacion del problema de Buffon. Vamos a aplicar
la formula anterior (24) al caso particular de ser la red uni-
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forme una sucesion de bandas paralelas como indica la fig. 7.
Sea A, la anchura de estas bandas y A; la distancia entre ellas.
Como figura mévil K; tomamos una figura convexa (con lo
cual serd por tanto ¢;=2m) cuyo didmetro sea menor o igual

T

Al.

2007 77777777 o

WA,

Figura 7

que A, para que no pueda cortar a dos bandas paralelas a la vez.
Con estas condiciones, las caracteristicas de la red de la fig. 7.
(Comparar con el ej. III de § 1) son

f=a4; u=2a c=o a==a (Ng+ L)

siendo a una longitud arbitraria. El valor de c,, para la inter-
seccion de la red con K, serd igual a 27 si K, corta a alguna
franja e igual a cero si no corta a ninguna.

Luego la medida de las posiciones en que K, corta a alguna
franja serd, teniendo en cuenta (24)

M,=2a(nl;+uy) (30)
Como la medida total de las posiciones de K, vale (13)

de1=:2na<A2+A1>

[+

la probabilidad de que la figura conveza K; (de didmetro
< &, y longitud u,) situada al azar sobre el plano de las bandas

~ paralelas de la fig. 7 corte a alguna de estas bandas serd

—ﬁ_‘J:__[_AJ__ 2
P= T A (31)

E
proble
de lon

S
puede
(31) 1
cortad

2
red es
figura

(fig. ¢

si la

(24) ¢

o bier
de la

sera

N

red (y




la fig. 7.
atre ellas.
1 (con lo
wr o igual

s a la vez.
la fig. 7.
)

1 la inter-
. a alguna

a a alguna

(30)

le (13)

didmeltro
las bandas
serd

(31)

— 91 —

En el caso de ser A, =0 se reduce esta formula a la del
problema de la aguja de Buffon [3]. Si K; es un segmento
de longitud ! habrad que sustituir u; =21

Si la figura convexa es de didmetro mayor que A,, entonces
puede cortar a mas de una banda paralela y la formula anterior

(31) nos da el valor medio del numero de bandas que son
cortadas.

2. Probabilidad en figuras convezas. Supongamos que la
red esté formada por la reproduccion de un cierto namero de
figuras k; convexas, por ejemplo v en cada area fundamental
(fig. 8). La curvatura total de la red es entonces c=2mnv y

0N O N
QOﬂthﬁ
ﬂOQ ﬂOQ
N\ O N O

Figura 8

si la figura K; es también convexa la férmula fundamental

(24) da

!cl2.dK1=2n(2nvf1+2nf—{—uu1)

[£2

o bien, como ¢, es igual a 27 por el numero de figuras Fk;
de la red que son cortadas por K, llamando n a este numero
sera

J'n dK,— 27 (v, +£)+uy, (32)

[+

Si K; solo puede cortar a una sola de las figuras de la
red (por ser su didmetro inferior a la minima distancia entre
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ellas) solo puede ser n=1 0 n=o0, luego la medida de las
posiciones en que K, corta a alguna figura k; vendra expresada
por el segundo miembro de (32) y como la~medida total de
todas las posiciones es 2 wa la probabilidad de cortar a alguna
figura de la red es

p:27‘("f1+'f)+“u1 (33)

27T A

En el caso de poder cortar K, a mas de una Tigura F;
esta expresion (32) da el valor medio del namero de figuras
k; que son cortadas por K.

3. Caso de ser cuatro el mdximo numero de puntos co-
munes. Supongamos que la figura convexa K, sélo pueda tener
a lo sumo cuatro puntos comunes con las figuras que forman
la red (que supondremos como en el caso anterior también
convexas). Supongamos ademas que K; no pueda estar conte-
nida totalmente en alguna de las figuras k; y que sélo pueda
cortar a una de ellas.

Llamando M; a la medida de las posiciones en que K,

tiene j puntos comunes con alguna k;, por (13) es
My+M,+M,=2na
Por (25) es también
aMy,-+4M,=4uuy,
y por (32):
My4+M,=ox(vi +£f)+4uu,
De estas tres ecuaciones se deduce
My=2m(o —vi, —f) —uu

Me=4n(vf+1£) (34)
M,=uu —a2x(vi;+1)

Estas tres medidas dividiéndolas por la medida total 2o

no
do
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tai

w
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nos dan las probabilidades respectivas de que K, tenga cero,
dos o cuatro puntos de interseccion con las figuras de la red.

Por ejemplo si K; es un segmento de longitud I y la
red es la red de circulos de la fig. g, con la condicién de ser [
mayor que el didmetro 2r de los circulos y menor que la dis-
tancia a — 2r entre ellos es

o= a2 ve=1 f=nr? u=2nr

O,

Figura 9

y ademas f, =0, u; =2 . Por tanto las probabilidades de que
un segmento de longitud 1 arrojado al azar sobre el plano de
la fig. 9 tenga dos, uno o ningun punto comun con las
circunferencias son, respectivamente: '

2]lr— 712

P2= Pe
__2mr?

Ps= a2
_af—ar2—alr

Po= PY)

‘§ 7. REDES MOVILES EN EL PLANO

1. Definicién. Fijados en el plano unos ejes coordenados
de referencia, una figura limitada K viene determinada por las
coordenadas de uno de sus puntos y una rotacion alrededor de
este punlo. La medida de todas las posiciones distintas que esta
figura limitada puede ocupar en el plano es infinita. Si se
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supone en lugar de una figura limitada, una red uniforme de
area fundamental o y la suponemos también mévil en su plano,

su posicién vendra determinada igualmente por la de uno de

sus puntos P(x,y) y un giro alrededor de este punto. La
densidad para conjuntos de posiciones de una red uniforme
sera la misma densidad cinematica de siempre, que ahora re-
presentaremos por

dR=dxdy d¢ (33)-

La diferencia estd en que la medida de todas las posiciones
distintas que puede ocupar la red en su plano es ahora finita
y se obtendrd haciendo variar P en toda un area fundamental
« y en cada posiciéon haciendo girar ¢ de o a 2 7. Es decir, la
medida total de posiciones distintas vale

IdR=2na 4 (36)

Todas las formulas obtenidas en §3, §4, §5, supo-
niendo la red fija y la figura limitada K,; moévil, son validas
naturalmente si se supone la figura K, fija en el plano y es
la red R que se extiende sobre el mismo plano de una manera
arbitraria.

2. Férmulas integrales. 1. Sean las redes R; y R, con las
caracteristicas respectivas a;, f;, u;, ¢; (i=1,2). Sea ademas K
una figura de area F y forma cualquiera inmévil en el plano.
Colocando de una manera arbitraria la red R; y luego sobre el
mismo plano la R, y llamando f,, al drea de la interseccion de
R, v R, que es interior a K, queremos calcular

Jflz dR, dR,
extendida la integracion a todas las posiciones distintas de R,
y Ro, es decir a o, para dR, y a o, para dR,.

Para ello, fijando R, y llamando fy, al area de R que es
interior a K, segin (12) es

Jf12 dB2 =2 ﬂf2 fol

Pe«

q

Vi

o, e oo
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y por la misma (12) también
me dR,—anl, I';
por tanlo
jfm dR, dR2=JdR1 jflg dRy=(27)2£, £, F,

que se puede escribir en la forma:

%ffm dR; dR,=(2n)2ff, (37)

vilida cualquiera que sea F (naturalmente f;, depende de F).
El valor medio del area f,, comun a las dos redes y que
es interior a un é4rea F serd pues

f1 f2 F

f,=
12=5 5,

Para F=1 se tiene el valor medio del drea de la intersec-
cion por unidad de superficie.

II. Analogamente supuesta como antes en el plano una
figura K de area F y forma cualquiera, al extender arbitraria-
mente sobre el mismo plano las redes R, y R, y llamando uy,
a la longitud de la parte de red R, que es interior al area f,
de R; y al mismo tiempo interior a K, se puede calcular

jum dR, dR,

Para ello llamando fy, al area de R; que es interior a K,
segun (16) vale

Jum dR,=2mru,f,

y segun (12)




me dRy=2x f, F

de donde

I

ffuw dR, dRy—(2m)2f,u,

(38)

Anélogamente llamando u,, a la longitud de la parte de R,

que queda interior a R, y a K es

I—f,fugl dR; dRy,=(2m)2u, 1,

Los valores medios respectivos seran

u12 =

III. Sean ahora las redes R; y R, consideradas como redes
lineales y llamando n al nimero de puntos de interseccién de
las mismas que son interiores a la figura fija K queremos

calcular

Jn dR, dR,

Para ello, llamando uy, a la longitud de la parte de R; que

queda interior a K, por (25) es

y como

queda .

-%fn dR, dR2#8nL11u2
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ja K queremos

parte de R; que

(39)
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El niimero medio de puntos n de interseccién de las dos
redes que quedan interiores a K es por tanto

A= 22 F (40)

Uy (12

p—

~ Para F=1 tendremos el valor medio del nimero de pun-
tos de interseccion por unided de superficie.

Ejemplo: El ejemplo mas simple consiste en suponer que
R; es un haz de paralelas a distancia A; y R, otro haz a dis-
tancia A, (fig. 10). Entonces es
041=A_Ql u1==k a2=)\A2 U2=
siendo A una longitud arbitraria.
Colocando los dos haces de paralelas arbitrariamente sobre

el plano donde hay una figura K de drea F, el numero medio de
puntos de interseccidn interiores a K, segun (4o) serd

- 2
n= F

"Al Ag

Figura 10

IV. Si la red R, es una red de puntos o sea un conjunto
de infinitos puntos del plano distribuidos uniformemente de
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manera que haya v en cada area fundamental o,, se puede pe-
dir el valor de la integral

Jn dR, dR,

siendo n el namero de puntos de R, que son interiores a la
parte de 4rea f; de R; que a su vez es interior a K.
Para ello basta recordar que segin (27) es

siendo fy, el area de la red R; que es interior a K. Como
ademas

]flz dR,—oanf, F

(queda

%fn dR, dRy=(27)2vf, (41)

El valor medio de puntos de R, interiores a R; para cada
area F serd pues

§ 8. FORMULA FUNDAMENTAL PARA REDES MOVILES

Sea como en el caso anterior una figura K fija en el plano,
limitada y con las caracteristicas F, U, C (area, longitud y cur-
vatura total respectivamente). Sean ademés dos redes Ry, R, y
representemos por c;, la curvatura total de la interseccion
de R, y R, contenida en K, es decir, la interseccién de R,,
R; y K. Queremos calcular

Jcm dR, dR,

exter
todas
pecti

meni

Ky
merc

y co
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extendida la integracion como en todas las férmulas de § 7 a
todas las posiciones distintas de R; y R, o sea a a; y o, res-
pectivamente. )

Esta integral serd la generalizacion de la féormula funda-
mental de Blaschke al caso de redes uniformes.

Llamando ¢, a la curvatura total de la interseccion de
K y Ry y fo, up, al area y longitud de la misma, fijando pri-
mero R, y segin (24) sera

Jcm d Ry =27 (Coy T3+ o Toy + 1 Ugy) (42)
y como segun (24), (12), (15), (16) es también

r

¢y ARy =27 (c, F4-Cf, 4 Uu,)

uy dR;=27n(u, F+Uf)

multiplicando (42) por d R, e integrando queda

J"hz dR; dRe=(2m)2 [F (c; fat-co 14 ug)+-U (£; up-u, £5)+C 1, 5]

Se puede ver que esta formula general contiene, como casos
particulares, las formulas (39) y (41) antes obtenidas.
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II. FIGURAS EN EL ESPACIO
§ 1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

1. Redes uniformes en el espacio. Diremos que el espacio
estd cubierto por una red uniforme cuando se pueda suponer
subdividido en infinitas figuras fundamentales limitadas y con-
gruentes entre si, las cuales pueden ser superpuestas por tras-
laciéon y cumplen ademas la condicién de llenar todo el espacio,
es decir, todo punto del mismo pertenece a una y sélo a una
figura fundamental.

Esta figura fundamental puede ser de forma variada y a
su volumen lo representaremos (analogamente al caso del plano)
por a. Dentro de este volumen fundamental habra una figura,
cuya reproduccién sucesiva constituye la red, y cuyo volumen re-
presentaremos por v y area por f. Si ademas hay alguna linea
interior a cada «, su longitud la representaremos por u. Estos
valores v, f, u se llamaran volumen, drea y longitud de la red
respectivamente; algunos de ellos pueden ser nulos.

Para definir el invariante m (*) (curvatura media total o

(*) Este invariante m cuando se trata de una superficie convexa cerrada,
con curvatura media continua, es igual a la integral de dicha curvatura media,

0 sea
1 1 1
m—=.._ — —1d
2/(1‘1 + rz) °

siendo r; y r, los radios principales de curvatura en el punto de elemento
superficial do. Cuando la curvatura media es discontinua (hay aristas) no es
fécil en gemeral dar una expresién para m. Para los casos de ser la figura
limitada compuesta de puntos aislados, segmentos de recta, 4reas poligonales
planas o volimenes poliedrales se pueden ver distintas expresiones de m en

BrLAsCHKE [2] pag. 94 y 109. Por ejemplo si se trata de un poliedro con-
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curvatura en las aristas) de la red, supondremos primero una
parte limitada de la misma compuesta por un volumen de
pvp volumenes fundamentales en tres direcciones independien-

tes; cerrando, si hace falta, los bordes de esta parte limitada de

red y si para ella el valor de m es m(p,v,p) el invariante m
de la red sera, por definicion:

m = lim &M 2P (”’v\" P) (1)
oo HYP :
p —> 00
Y —> 0

que supondremos siempre finilo.

Analogamente para la curvatura total (**) de la red toma-
remos el limite del cociente de la curvatura total de una parte
de red compuesta de p.v.o volumenes « dividida por el pro-

siendo ® el 4ngulo que forma entre si las caras que se cortan en la arista de
longitud ! y estando la sumacién extendida a todas las aristas.

Para una figura compuesta de segmentos (complejo de segmenios) es

m=nL
siendo L la longitud total de ellos.

(**) Para figuras limitadas las diversas expresiones, segin los casos, de la
curvatura total se pueden ver con todo detalle también en BLASCHKE [2), pag.
109. La curvatura total ¢ es mucho méis fécil de hallar que la curvatura media
total m por ser un invariante topolégico, mientras que m es métrico. De aqui
que basta conocer ¢ para figuras formadas por segmentos, ireas planas o vold-
menes poliedrales pues su valor subsiste si se supone que toda la figura sufre
una deformacién biunivoca y bicontinua. En general bastan las reglas siguien-
tes para hallar el valor de ¢ para figuras limitadas:

Si la figura se compone de n puntos aislados (complejo de. puntos) es
¢ = 4 nn, X X . )

Si la figura se compone de segmentos (complejo de segmentos) es
¢=2 1 3 (2—v) siendo v el nimero de segmentos que concurren en cada vér-
tice y extendiendo la sumacién a todos los vértices.

Si la figura estd formada por superficies (complejo de caras) es
¢=4 m(ng—n;-+n,) siendo n; el nimero de vértices, n, el de aristas y n, el
de caras. : :

Si la figura estd formada por voliimenes (complejos de celdas) es
e=27 (n'y—m;—n,) siendo n'y el ndmero de vértices, n’y el de aristas y n’y el
de caras de la superficie que limita la figura, ‘

Por ejemplo un eubo (y por tanto todo volumen de la misma conexibn}
considerado como volumen tiene c—4 m; considerado como complejo de caras
(s6lo su superficie) es ¢=8 ® y considerado como complejo de sus aristas
es c=—16 m.
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ducto p.v.p cuando estos tres numeros se hacen infinito o sea
cuando la red tiende a llenar todo el espacio. Es decir

c=Hlm
p-—)%
V—r O
p—>00

¢ (u, v,p).
v p

(2)

De esta manera si la red se compone de la reproduccién
de figuras limitadas y separadas contenidas en cada volumen
fundamental o, lo mismo m que ¢ seran iguales a la curvatura
media total y curvatura total respectivamente de este conjunto
de figuras contenidas en cada a.

2. Redes complementarias. Toda la parte de espacio exte-
rior al volumen v de una red uniforme constituye otra red que
llamaremos complementaria de la primera. El volumen funda-
mental o es el mismo para las dos. Las relaciones entre los
invariantes de una y otra son

v=og—v, f=f u=u, m=m, c=-—c

3. Ejemplos. 1. Supongamos el espacio dividido en parale-
lepipedos rectingulos iguales por planos paralelos a los ejes
coordenados. Sea a el volumen de estos paralelepipedos. Si
dentro de cada uno se supone un cuerpo limitado, igual y ocu-
pando la misma posicién para cada paralelepipedo, el volumen
v, el area f, la curvatura media total m y la curvatura total ¢
de este cuerpo seran también Jas caracteristicas respectivas de

“la red.

II. Considerando el conjunto de rectas paralelas a los ejes
coordenados que pasan por los puntos de coordenadas enteras se
tiene una red de lineas. Para ella serd v=f=o0. El volumen
fundamental es uno de los cubos de arista unidad en que queda
dividido el espacio, o sea a=1. La longitud u se compondra
de las tres aristas de uno de estos cubos que concurren en un
vértice, pues por repeticion sucesiva de las mismas se llena toda
la red, por tanto u=3. Para m y ¢, segun lo dicho en las
notas de los nameros precedentes serda m=3n, ¢=— 8.
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III. Sea la red formada por franjas de espacio limitadas
por planos paralelos a distancia A, y distanciadas a su vez en-
tre si A, (la fig. 7 serd una seccion de esta red de planos por
un plano normal). Como figura fundamental o se puede tomar

-—emm e cm = - - -

I'd
.

4
7

>
o

Figura 11

un paralelepipedo rectangulo cuya base sea un cuadrado cual-
quiera de lado a y altura A, A, (fig. 11). En él vemos que

d«=a2(A1+A2), V=a2.A1, f=2a2

En cuanto a m, para esta figura limitada, por tratarse de

un paralelepipedo rectingulo sera, segin lo dicho en la pri-
mera nota de 1:

m =%2%1='7-: (Ba+-4 4y

Al hacer crecer la altura de este paralelepipedo y la base
para llenar todo el espacio, o sea tomar wvp paralelepipedos
fundamentales la suma de las aristas de los volumenes v obte-

nidos pasa a 4 (aptav)p-+hAayp. Al dividir por pvpy
pasar al limite queda pues

m=0

Anéalogamente para c, tomando p.v.p paralelepipedos funda-
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mentales se obtienen p paralelepipedos distintos o sea el valor
de ¢ es Anp; dividiendo por pvp y pasando al limite sera

también
c=o0

IV. Supongamos la red formada por un haz de cilindros
congruentes paralelos cuya secciéon por un plano normal sea por
ejemplo la fig. g, donde en lugar de circulos como seccién se
pueden suponer figuras convexas iguales cualesquiera. Llamando
o al area de la seccion de los cilindros y A a su perimetro, se
puede tomar por volumen fundamental un paralelepipedo rec-
tangulo como el indicado en la fig. 12, con base un cuadrado
de lado a y altura arbitraria s. Sera:

2

a=—afs v=08§ f=2\s

Para la parte de cilindro comprendido en este volumen fun-
damental es m=ns y tomando p.v.p volimenes fundamentales
seré m=mnspvp, de manera ue el valor del invariante m

de la red es
m=mns

En cuanto a ¢ para cada o vale 47 y tomando p.v.p vo-
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cC=0
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En este caso, como en el anterior, las caracteristicas o, v,
f, m, ¢ vienen determinadas salvo un factor arbitrario (s en
este caso y a? en el anterior) lo cual deriva del hecho de admi-
tir estas redes desplazamientos que las dejan invariantes.

§ 2. TEOREMA FUNDAMENTAL

1. Enunciado. Andlogamente al caso del plano, el teorema
fundamental que permite trasladar todas las férmulas de geo-
metria integral para figuras limitadas, al caso de redes unifor-
mes ilimitadas es el siguiente:

Sea dK;=dP d Q2 dr la densidad cinematica [11](*) para
medir conjuntos de posiciones de una misma figura K, (cuerpo,
superficie o linea) movil en el espacio. Sea una parte R; de una
cierta red R formada por p.v.p volimenes a contiguos unos a
otros y en tres direcciones independientes y supongamos que
para esta parte de red (que es una Tigura limitada) y la fig.
K, se haya establecido una férmula integral

[F LdK, =1 (R) (3)

teniendo J (R;) un valor finito y siendo F una funcion de la
interseccion de las dos figuras. En (3) la integracion esta ex-
tendida a todas las posiciones en que la interseccién con R;
existe. Al crecer R; hasta llenar todo el espacio las posiciones
realmente distintas de K; respecto de la red son sélo las que
no puedan deducirse unas de otras por una traslacién que super-
ponga la red consigo misma. Se puede pues limitar el volumen
de integracion a un area fundamental o y la nueva férmula

integral deducida de (3) es

jF.dK;=um“\“” | ()
o p—>00 va :

v —r00

B —>00

(*) Recordemos que dP—= dz dy dz es el elemento de volumen de un punto
unido a la figura,d () el elemento de 4rea sobre la esfera unidad correspon-
diente a una direccién por este punto y d t el elemento de una rotacién alrede-
dor de esta dirececién.
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2. Demostracion. La demostracién es la misma que en el
caso del plano. Como K, es limitada se puede bordear la parte
de red R; para la cual es valida (3) por una envoltura de volu-
menes o de manera que en toda posicion en la que K; corte a
R; quede completamente interior al volumen bordeado R’
Supongamos que para ello sea necesario prolongar la direccion
p en p volamenes o y las direcciones v y p en q y r respec-
tivamente. En total la nueva figura R’; se compondra de

N=pvptappqt2(v+2q)ppt2(v+2q) (n+2p)r (5
volimenes o y como también es finita para ella valdra la for-
mula (3) o sea

JF.dKlzJ(R’i) (6)

Representando por [F.dK,; la integral extendida sola-
«

mente a las posiciones en que el punto P que figura en la
expresion de dK,;=dP dQ dr varia dentro del volumen « y
que valdra lo mismo cualquiera que sea la figura fundamental
considerada interior a R;, sera

[F‘dKl‘—‘PVPJF~dK1'+IR-—'R=J(R’i) (7)

a

donde Ir_g indica la parte de integral de (6) en que el punto
P de dK; varia en el volumen R’;— Rj. Por el teorema de la
media es pues

In_gr=No F
siendo F un valor finito y N dado por (5).

Dividiendo (7) por p.v.p y pasando al limite queda la for-
mula (4) que queriamos demosirar.

§ 3. VALOR MEDIO DEL VOLUMEN, AREA Y LONGITUD

1. Volumen. Supuesta una figura limitada K fija y de
volumen v y otra mévil K; de volumen v, es sabido [11] que
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llamando v;, al volumen de la interseccion de K y K, en cada
posicidn, vale

Jvm.dK1=8‘n2vv1 (8)

En el caso de ser K una red uniforme R esta férmula es
también aplicable. En efecto, suponiendo una parte R’ limitada
de red compuesta de N volamenes «, el volumen total serd N v,

siendo v el volumen de la red (§ 1), luego aplicando el teorema
fundamental anterior queda

JV12-dK1 =8n2vyv,

o

- (9)

Si se quiere el valor medio del volumen comin a Ky
a la red basta observar que

de1=81t2a (1)
Yy por tanto

s (x1)

2. Area. De la misma manera, en el caso de figuras limi-

tadas, llamando f,, a la parte de superficie de K que es inte-
rior a K, vale

jflg.dK1=8n‘~’fv1

Luego para el caso de ser K una red R de &rea f seré

Jflz.dK1=8n2fv1

a

(x2)

Llamando f,; al 4rea de la parte de superficie de K, que
queda interior al volumen v de R es, analogamente
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Jfgl.dK1=8n2f1v (13)

Los valores medios respectivos seran

v f
flo=—1 f21=% (14)

,3..-Longitud. Supongamos que la red R contenga también
lineas de longitud u. Llamando u,, a la longitud de la parte de
ellas que queda interior a K, es

[ulg.dKl-—-—Sn?uvi ' (15)

L

puesto que existe una férmula anidloga para figuras limitadas.

Si es la figura K; que contiene lineas de longitud u, y uy
indica la longitud de la parte de las mismas que en cada posi-
cién queda interior al volumen v de R es

Jum.dK1=8n2vul (16)

a

Con estas notaciones los valores medios respectivos serdn
- vu
Upy = 4~ (17)

4. Longitud de la interseccién. Llamando l;; a la longitug
de la linea de interseccion de dos superficies limitadas, una
fija de 4rea f y otra K; movil de- area f, es sabido [11] que
vale -

1112.d1{1=2n3ff1

Si la figura fija se transforma en una red y se llama
también f a su area, el teorema fundamental del namero an-
terior da inmediatamente
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Jlm.dKl: o mI L, (x8)

o

siendo 1,, la longitud de la interseccién de las superficies de la
red con la superficie mévil K,.
El valor medio de esta longitud de la intersecc*4u serd pues

112—_—2—(1 (19)

§ 4. ViALor MEDIO DEL NUMERO DE PUNTOS DE INTERSECCION

Si una figura limitada K tiene un 4rea f y se representa
por n el namero de puntos de interseccién de la misma con
una linea K, de longitud u; mévil sin deformacién con densidad
cinematica d K; es sabido [r1] que vale

jn dK,=4n2fu,

Esta féormula se puede extender de dos maneras al caso de

ser una de las figuras una red uniforme. Si K; es una linea

moévil y n es el nimero de sus puntos de mterseccwn con las
superficies que forman la red se tiene

jn dK;=4n2fu,

o

(20)

y si la red estd formada por lineas de longitud u y la figura
K, es una superficie de area f; movil

[n dK;=4n2uf,

a

(21)

Los valores medios respectivos serdn

— fu, -~ uf,
— ‘ o g
Nyp= — Ny =4 (22)
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En III, 4 damos algunos casos particulares de estas for-
mulas.

§ 5. VALOR MEDIO DE LA SUMA DE CURVATURAS DE LOS PUNTOS
DE INTERSECCION

1. Figuras limitadas. Sea una superficie K; movil con
densidad cineméatica dK;=dP d <2 dx. Supondremos que K,
estd formada por un numero finito de casquetes con curvatura
continua y ademds que las aristas o lineas de union entre estos
casqueles tienen una longitud finita. Sea una linea fija K de
longitud u. En todas las posiciones en que K; corta a K se
puede tomar como punto P que figura en la expresion de dK
uno de los de interseccion. El elemento de volumen dP se
expresara entonces en funcién del elemento de superficie d o, de

K, y del elemento de arco ds de K por (fig. 13)
dP=cos©.do,.ds (23)

siendo © el angulo entre la normal a la superficie K; y la

Figura 13

tangente a la linea K en P. Por tanto se puede poner

dK=cos0.dv,.ds.dQ.d+ (24)

Multiplicando ambos miembros por la curvatura x= —
1°2
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de K, en el punto P (r,, r, son los radios principales de cur-
vatura), el segundo miembro se puede integrar, dando

Icos@ d Jdtjdijd61=l;n‘-’uc’1 (25)

puesto que es [dt=2n, [ds=u, [cos® dQ=2n (por
ser igual a la proyeccion del area de la esfera unidad sobre un
plano diametral) e indicando por ¢’y la suma de las integrales

[rdo; extendidas a los diferentes casquetes que hemos su-

puesto constituian a K;. El conjunto de posiciones en que alguna
interseccion de K con K, es un punto de las aristas de K, es
de medida wula y se puede prescindir. Por otra parte, al multi-
plicar el primer miembro de (24) por x e integrar a todos los
valores de do; y ds como se ha hecho, cada posicion vendra
contada tantas veces como puntos de intersecciéon haya entre K
y K;; por tanto aparecerd una suma Xx extendida a los dis-
tintos puntos de interseccion en cada posicion. Queda pues en
definitiva

qu‘.dK1=[ut2uc’1 (26)

Por ejemplo en el caso particular de ser K; una superficie
cerrada con curvatura continua y de la conexion de la esfera,
es ¢;=c,=A47m y por tanto

JZ%.dK1=16n3u (27)

2. Caso de ser la figura fija una red uniforme. La for-
mula (26) se extiende inmediatamente al casoi de ser K una
red uniforme. Basta aplicar el teorema fundamental (§ 2).
Por tanto: representando por Zx la suma de las curvaturas
de una superficie K; en los puntos de interseccion de la misma
con las lineas de una red uniforme es

jZ%.dK1=[;n2uc’1

a

(28)

:
%
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El valor medio de la suma de las curvaturas seré

’
u

Sn=

C3
2a

Por ejemplo, si se trata de una superficie cerrada de la
conexién de la esfera y curvatura continua, es ¢’;=c,=f47n y
por tanto ' ‘

2‘-%_ 27u

- o

independiente de la forma y tamafio de K,. En particular si la
red dentro de la cual se supone que se mueve esta superficie
es la red de rectas formada por las paralelas a los ejes coor-
denados que pasan por los puntos de coordenadas enteras es
u=3, a=1 y por tanto

2%: 67(

§ 6. FORMULA FUNDAMENTAL

1. Caso de figuras limitadas. Férmula de Blaschke. Para
el caso de dos figuras limitadas K; y K, con las caracteristicas
v, fi, my, ¢; (i=1,2) de volumen, 4rea, curvatura media total
(o curvatura en las aristas) y curvatura total, llamando ¢,, a la
curvatura total de la interseccion de K; y K,, Blaschke [2] ha
establecido la siguiente formula fundamental :

qu.dK1=8ﬂ2[c1v2—l—czvl—f—ml fo+m, £ (29)

2. Caso de redes uniformes. Teniendo en cuenta las defini-
ciones de curvatura media total m y curvatura total ¢ de una
red uniforme (§ 1) el paso de la férmula anterior al caso de
transformarse K, en una red ilimitada R es inmediato segtn
§ 2, obteniéndose:

IclzdK1=8n2[cv1+vcl+mf1—+—fm1] (30)
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3. Caso particular. Si la red R es una red de puatos, o
sea se compone de infinitos puntos distribuidos uniformemente
en el espacio de manera que haya p en cada volumen funda-
mental a, serd v=f=m=0, c=4np. Si K, es un volumen
v; de forma cualquiera, llamando n al namero de puntos de R
que contiene en su interior en cada posicion sera

[l’l C-[‘Kl—_—‘:ST(?le (31)

o

Como valor medio de los puntos que contendra el volumen
v; en su interior, se tiene por tanto

-
-

P (32)

&)=

H:

§ 7. PROBLEMAS DE PROBABILIDADES GEOMETRICAS

1. Probabilidad de que un cuerpo convexo corte a una red
de franjas limitadas por planos paralelos. Sea la red uniforme
formada simplemente por franjas limitadas por planos paralelos
de anchura A; y distantes entre si A,. La seccién por un plano
perpendicular serd la indicada en la fig. 7 del caso analogo
en el plano. Para esta red, siendo a un numero arbitrario hemos
visto (§ 1) que

=a? (A, +4y), v=al.n, f=2a, m=o, c=o0 (33)

Supongamos un cuerpo convexo K, de didmetro menor que A,
para que solo pueda cortaralo sumo una sola franjadelared.
Supuesto colocado K, al azar en el espacio, al aplicar la férmula
(30) se observa que si corta a alguna franja es c;o==47 y si
no corta a ninguna es ¢;, =0, luego, la medida de las posi-
ciones en que corta a alguna franja, es

M, =hma?(m;+2m4) (34)

y como la medida total es
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JdK1=8n2a=8ﬂ232(A1+A2) (55

&

resulta como probabilidad de que K,, colocado al azar en el
espacio, corte a alguna franja de la red

my 21\

BEX I (36)

Si se trata de una red de planos paralelos a distancia A,
es Ay=0 y queda
my

P= 27N\,

y si ademas K, es un segmento de longitud [ hay que susti-
tuir my ==l

2. Probabilidad de que un cuerpo convexo corte a una red
de cilindros paralelos. Consideremos la red formada por cilin-
dros convexos paralelos situados uniformemente, es decir, de
manera tal que la seccion por un plano normal sea una red
plana uniforme de 4rea fundamental a2 como por ejemplo la
indicada en la fig. g (pudiendo ser en lugar de circulos fi-
guras convexas cualesquiera). En § 1 hemos visto que las
caracteristicas de esta red son

a=a%s, v=os, f=s, m=ms, c=o0 (37)

siendo s una longitud arbitraria, o el 4rea de la seccién recta
de los cilindros y X el perimetro de esta seccion.

Supuesto un cuerpo convexo K; de didmetro tal que no
pueda cortar a dos cilindros a la vez, en la férmula (30) sera
c;o=14 7 en los casos en que K, corte a algun cilindro y ¢;s=o0
en los que no corte a ninguno. Luego la medida de las posi-
ciones en que corta a algan cilindro sera

M1=2“S[A“'°+“f1+>‘fﬁ1] (38)

y como la medida total es

M=8n?a =8n2a?s
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queda, como valor de la probabilidad de que el cuerpo convezo
K, colocado al azar en el espacio corte a alguno de los cilindros
que constituyen la red

hrnot=af Am,
P=4 +l;fr1a2+ (39)

Casos particulares. 1. Si K; se reduce a un segmento de
longitud [ es f,=o0, m; ==l y la probabilidad de cortar a
alguno de los cilindros sera

4 Al
p="2T (4o)

II. Si los cilindros se reducen a rectas serd s=\=o0 Yy
por tanto queda, como probabilidad de que un cuerpo convexo
corte a alguna de las rectas de un haz uniforme de rectas pa-
ralelas

p=1k (2

siendo f, el area del cuerpo convexo y a2 el 4rea que corres-
ponde a cada paralela al cortar el haz por un plano normal.
Recordemos que el cuerpo convexo debe ser tal que no pueda
cortar a dos rectas paralelas a la vez. En caso contrario, la
férmula (41) nos dara el valor medio del nimero de paralelas
que son: cortadas.

3. Probabilidad de que un cuerpo convexo corte a otros
cuerpos convexos de una red que cubre el espacio. Vamos a
generalizar al espacio el problema 2 de § 6, I del plano. Su-
pongamos para fijar ideas el espacio dividido en celdas funda-
mentales congruentes de volumen o« y en cada una de ellas v
cuerpos convexos igualmente colocados en cada celda y for-
mando en total una red de caracteristicas v, f, m, ¢ siendo v
la suma de los volamenes, f la suma de las 4reas y m 4a de
las curvaturas medias de estos v cuerpos convexos. En cuanto a
¢ serd igual a 4mv puesto que para cada cuerpo convexo la
curvatura total es 4.
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Sea otro cuerpo convexo K, de caracteristicas V, F, M y
C=/, tal que solo pueda cortar a lo sumo a uno solo de los
cuerpos anteriores que forman la red. En la formula (30) ¢y,
valdra 4 = en los casos en que K, corta a alguno de estos cuerpos .
y cero en el caso contrario. Por lo tanto la medida de las posi-
ciones en las que corta a alguno de los cuerpos convexos sera

My=oan[4n(vV+v)4+mF-|{fM] (h2)

Con esto y siendo la medida total igual a 8720 se deduce
que la probabilidad de cortar a alguno de los cuerpos con-
vexos es

pzﬁn(\'V'+v)+mF+fhl (43)

hna

Por ejemplo si K; es un segmento de longitud [ menor
que la minima distancia entre los cuerpos de la red es V=T —=o,
M ==l y la probabilidad de que corte a algiin cuerpo convexo

- sera

p=ltv+lf | (44)

ha

Si K, puede cortar a varios cuerpos a la vez, la férmula
(43) da el valor medio del nimero de ellos que son cortados.

§ 8. REDES MOVILES EN EL ESPACIO

1. Definicion. Supongamos en el espacio unos ejes fijos
de referencia y una red R; con volumen fundamental o,. Si
esta red se considera movil, su posicién vendri determinada,
como la posicion de otro cuerpo cualquiera, por seis parametros
que pueden ser las tres coordenadas de uno de sus puntos

P (x,y,z), las dos coordenadas que fijan la direccién de una

recta por este punto (la cual determinara sobre la esfera unidad
un punto cuyo elemento superficial correspondiente representa-
remos por dG) y un giro 1 alrededor de esta recta. Para
medir conjuntos de posiciones de una misma red se puede -por
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tanto tomar la misma densidad cinemética que para cuerposl
limitados [11], es decir:

dR;=dP.dQ.dx . (45)

La medida de todas las posiciones distintas de la red se
obtendra haciendo variar P dentro un volumen fundamental «; y
en cada posicion integrando d Q2 sobre toda la esfera unidad
y dt de 0 a 2 n. Luego esta medida total vale

JdR1=8n2 o (46)

Oy

Con esta definicion las formulas de §3, §4, §5 se
pueden considerar también como obtenidas considerando el cuer-
po K, fijo y mévil en cambio la red R a todas sus posiciones
realmente distintas.

Veamos como se generalizan dichas féormulas de §3 y §4
al caso de ser las dos figuras redes uniformes R, y R,.

2. Formulas integrales y valores medios. 1. Sean las re-
des R; y R, con las caracteristicas respectivas «;, v;, fi, m;,
¢i (i=1,2). Sea K una figura de volumen V y  rea F
inmovil en el espacio. Siendo R; y R, méviles y llamando v,
al volumen de su interseccién que en cada posiciéon es interior
a K, deseamos calcular

Jvlz dR,; dR,

extendida la integracién a todas las posiciones distintas de R,
y Ry, 0 sea, a o, para la primera red y a a, para la segunda.
Para ello basta recordar que llamando v, al volumen de

la parte de R; que es interior a K para una posicién fija de
R,, segun (9) es

Jvle_, dR,=8n2Zvg v,

Gg
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y también

Jvm dR,=8=2v,V

Rt

De estas dos formulas se deduce

%Jv12 dR, dR,=(872)%v, v, (h7)

El valor medio del volumen de la interseccién de R, y R,
que es interior a K, teniendo en cuenta (46) sera

— Yy ¥
1 Ve

Vie= V
2wy ay

que para V=1 nos d4 el valor medio del volumen de la inter-
seccion contenido en la unidad de volumen del espacio.

II. Llamando f;, al area de la parte de R, que en cada
posicion es interior a la parte de R; que a su vez es interior
a un cuerpo fijo K, de la misma manera, teniendo en cuenta

(9) y (12) se deduce

%Jflz dR, dRy= (8 n2)2v, f, (48)

y como valor medio

v, £,
&y Gy

f12 =

III. Sea ahora [,, la longitud de la parte de interseccién

de las superficies de R; y R, que es interior a K. Queremos
calcular '

jllgﬂﬂl dR,

Para ello fijando primero R, y llamando fy; a la parte
de su superficie que es interior a K, la formula (18) da

m
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Ilm dR,— 2 x3 £, f,
y como también (12):
me dR, =82,V

queda

%Jllz dR, dR,—16x58,8, | (4g)

Luego, el valor medio de la longitud de la interseccion de
las superficies de las redes R, y R, contenida por unidad de
volumen del espacio es

=

f, £y

Ly, =

=~

(110-

(5]

IV. Si R, es una red de lineas de longitud u, y se
representa por n,, el namero de puntos de interseccion de esta
red con R, que son interiores a un cuerpo K, se puede calcular

JnmdP\l dR,

Para lo cual basta recordar que, teniendo fy; el mismo
significado que antes, segin (20) es

jnm dRy=hn2f u,

y teniendo en cuenta (12) queda

El valor medio de puntos de intersecciéon de R, con R, por
unidad de volumen del espacio sera pues

= fiu

12
20, 0y




V. Sean finalmeante tres redes R;, R,, Ry y representemos
por 7,3 al nimero de puntos de interseccion de sus superfi-
cies ue en cada posicion de las mismas quedan interiores a un
cuerpo fijo K de volumen V. Queremos calcular.... .

Jnm dR, dR, dR,

extendida, como siempre, a todas las posiciones distintas de
R;, R, y R;. Para ello teniendo en cuenta (20) y llamando [,

a la longitud de la interseccion de R; y R, que es interior a
K es

jan?} dRy=hnf;1,

y aplicando (49) se puede acabar la integracion obteniéndose

\

Ljnm dR, dR, dRy— 64 271, f,7, (51)

El valor medio de los puntos de interseccion de las tres
redes serd pues, por unidad de volumen

nf, £, 1
8a,ayay

Nyo3

Por ejemplo, si las redes estan formadas simplemente por
haces de planos paralelos a distancias £, 2,, Aj; es fi= a,
a;=a /; siendo a arbitrario, por tanto

T

Nye3 = 8A1 Az Aa




III. APENDICE
DEMOSTRACION DE UN TEOREMA DE BLICHFELDT.
TEOREMAS ANALOGOS

1. Enunciado del problema. H. Hadwiger en un trabajo re-
ciente [b] obtiene por otro camino y para redes particulares la

misma férmula (24) de § 5. I, generalizacion de la férmula
fundamental de Blaschke de la geometria integral plana, y
hace de ella una aplicacién a la demostracién de un teorema
de Blichfeldt [4] el cual puede enunciarse asi:

«Si el espacio estd dividido en paralelepipedos congruentes
de volumen o y en cada uno de ellos hay v puntos situados
de manera arbitraria pero la misma en todos ellos, todo volu-
men V puede, por traslacidn, colocarse de manera que contenga
en su interior o en su contorno un numero de puntos mayor
que Vv %,-».

En el trabajo citado Hadwiger no demuestra completamente
el teorema, pues se limita al caso del plano y a demostrar que
'V puede colocarse de manera que contenga un nimero de pun-

\Z
tos no menor que v—, lo cual es menos que el teorema de
Blichfeldst. BN
Nos proponemos en 2 dar una demostracién completa del
teorema de Blichfeldt para un espacio de m dimensiones y en

4 dar algunos teoremas analogos para el plano y espacio ordi-
narios.

2. Demostracion del teorema de Blichfeldt. Supongamos
primero un numero finito N de puntos en el espacio m-dimen-
sional. La posicién de un volumen V, si sélo se consideran
traslaciones como movimientos posibles, viene determinada por
uno de sus puntos P (x;,X,,X;,. ..,x5). Sea Q; uno de los
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N puntos. Poniendo dP=dx,,dx,, ...dx,, la integral [dP
extendida a todas las posiciones en que el volumen V contiene
a Q; vale V. Haciendo esto para todos los N puntos y obser-
vando que cada posicién viene contada tantas veces como puntos
Q; contiene en su interior, llamando n a este namero es

IndP:NV (1)

Supongamos ahora el espacio dividido en figuras funda-
mentales de volumen « y en cada una de ellas v puntos en
orden arbitrario pero el mismo en todas ellas. Por un procedi-
miento exactamente igual al seguido en el plano (§ 2. I) y
en el espacio ordinario (§ 2. II) para demostrar el teorema
fundamental, se puede ver que en este caso la formula (1) se
transforma, limitando la integracién a un volumen fundamental,
en

’jndP=Vv N | (2)

[¢]

y por tanto el valor medio de n es

a|<

l k_:’v

L

(3)

Hay que demostrar que en alguna posicién del volumen V
este valor medio es sobrepasado. Para ello observemos que si
hay posiciones (de medida no nula) con un nimero de puntos
interiores menor que n, habra también, en compensacion,
posiciones en que este nimero sea mayor que n, quedando
demostrado el teorema. Queda pues el caso de que en todas
las posiciones (excepto tal vez un conjunto de medida nula) el
numero de puntos contenidos en V o en su contorno sea exac-
tamente n. Veamos que aun en este caso hay alguna posiciéon
en que el nimero de puntos que contiene V (o estin en su
contorno) es igual o mayor que n—- 1. Para ello sea una posi-
cion en que contiene exactamente n puntos. Traslademos el
volumen V en una direccion o hasta lograr, o bien que se intro-
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duzca un nuevo punto o bien que uno de los n salga fuera. En
el primer caso estd demostrado el teorema. En el segundo caso,
desde que sale el primer punto (quedando en V solo n— 1)
hasta que el nimero de puntos interiores o en el contorno vuelve
a ser n se habra recorrido en la direccién w un cierto intervalo
e. Este intervalo estd acotado inferiormente, es decir, no puede
tender a cero, pues en tal caso el punto que entra y el que sale
estarian al mismo tiempo en el contorno (*) y habria ya n-{-1
puntos. Haciendo lo mismo en todas las direcciones © a partir
de una posicién origen, quedard determinado un volumen de
espesor ¢ variable con la direcciéon pero que tendria un cierto
valor finito. En este volumen la integral (2) toma para n a lo
sumo el valor n— 1, lo que quiere decir que hay un conjunto
de posiciones (de medida no nula) para las cuales n vale a lo
sumo n— 1. En compensacion, siendo el valor medio n, tendra
que haber otras posiciones en las que V contenga por lo menos
n-1 puntos. '
Queda asi demostrado el teorema.

3. Una cuestion a resolver. Obsérvese que en el caso de
una dimension, supuestos sobre una recta los puntos a distancia
[ 'y como volumen V un segmento de la misma longitud [, es
n=r1. Sin embargo hay efectivamente algunas posiciones (cuan-
do los extremos de ! son puntos de los sefialados) en que
n=2. En este caso la medida de las posiciones en que n=2
es nula, o lo que es lo mismo, siempre el segmento contiene
por lo menos un nimero de puntos igual al valor medio.

Analogamente, en el plano, si se considera la red de pun-
tos de coordenadas enteras y unicamente fraslaciones, el cua-
drado de lado unidad y lados paralelos a los ejes cumple la
misma propiedad de contener siempre por lo menos un punto

de la red. Esto es general para un espacio de cualquier nimero .

de dimensiones.

La cuestion cambia si ademés de traslaciones se supone que
la figura V puede tomar un movimiento cualquiera. Para este
caso hemos visto que para el plano y espacio ordinarios ((28). I,

(*) El contorno de V se define como el conjunto de puntos del espacio
tales que en todo entormo esférico de ellos hay puntos de V y otros que no
pertenecen a V.
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(32). II) el valor medio de puntos que contiene en su interior
una figura de volumen V viene dado por la misma férmula (3)
la cual es general para cualquier ntmero de dimensiones. Pero,

habra también en este caso figuras de cierta forma-tal que en

toda posicién (salvo a lo sumo un conjunto de medida nula)
contengan un numero de puntos igual al valor medio n?

Puntualizando y limitdndonos al caso particular mas sim-
ple, el problema se enunciaria asi:

Dada la red \de los infinitos puntos de coordenadas enteras
en un espacio m-dimensional (m=2), existe alguna figura de
volumen V=1 de forma tal que en toda posicién de la- misma
conlenga en su interior o en su contorno por lo menos un
punto de la red? :

Si la respuesta, como parece, es negativa, cabe buscar el
volumen minimo necesario para que esto ocurra. Para figuras
convexas parece que es el circulo (o en general si m > 2 la esfera
o hiperesfera) de diametro igual a la diagonal del cubo de
arista unidad.

h. Unas consecuencias de formulas anteriores. 1. Caso del
plano. Limitindonos para fijar las ideas al caso particularisimo
de una red de cuadrados de lado a y suponiendo que sobre ella
se puede mover una linea de forma cualquiera y longitud u,
la férmula (26) de §5. 1 d4, como valor medio del nimero de
puntos de interseccion

—~

u
n—-—

"a

luego: por un movimiento (traslacion -- rotacién) siempre serd
posible llevar cualquier linea de longitud u a una posicién tal

hu . .
que corte a la red por lo menos en — puntos. Si este cociente

no es entero se puede sustituir por el inmediato superior.

II. Caso del espacio. Supongamos también el caso particu-
lar de la red formada por todas las rectas paralelas a tres ejes
coordenados formando cubos de arista a. Sea ademas una super-
ficie de area f, movil sin deformacién. Para aplicar la férmula
(22) de § 4. II observamos que u= 3 a, « =a3, por tanto
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es decir: por un movimiento (traslacion - rotacion) siempre se-
rd posible llevar toda superficie de drea f, a una posicidn en

3£ . .
que corte a la red por lo menos en —; puntos. Si este cociente

no es enlero puede sustituirse por el entero superior mas
proximo.

Si en lugar de la red de rectas anterior se supone la red
formada por los planos paralelos a los de un sistema de coor-
denadas rectangulares a distancia a y como figura mévil una
linea indeformable de forma cualquiera y longitud u, la for-
mula (22) de § 4. 1I da

3u,

Me™= 753
es decir: por un movimiento (traslacidn 4- rotacion) es siempre
posible llevar cualquier linea de longitud u, a una posicién en

3u

que corte a los planos de la red por lo menos en == puntos.
. 2a

Si este nimero no es entero, como siempre, puede sustituirse

por el entero superior mas proximo.

Rosario, Instituto de Matematicas, noviembre de 193g.
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