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Presentacion

La XIV Conferencia Interamericana de Educacion Matematica realizada en Tuxtla
Gutiérrez, Chiapas, México, del 3 al 7 de mayo del 2015, cont6 con la participacion de cerca de
1000 personas de 23 paises y la presentacion de mas de 500 trabajos (conferencias plenarias y
paralelas, mesa redonda, minicurso, didlogos, comunicaciones, talleres y posters) Esta fue una
reunion regional de la International Commission on Mathematical Instruction (ICMI). El
CIAEM es la organizacion afiliada al ICMI con mayor antigliedad. Su creacion se remonta al afio
1961 cuando se realizo la primera conferencia en Bogota, Colombia.

Un gran nivel cientifico domino los trabajos, en un ambiente cultural muy especial, con
una gran hospitalidad por parte de los colegas de Chiapas.

Los conferencistas plenarios fueron Michele Artigue (Francia), Carlos Vasco (Colombia),
Diane Briars (USA), Abraham Arcavi (Israel-Argentina), Celia Hoyles (Reino Unido), Maria
Teresa Tatto (USA) y Alicia Avila (México). Ellos también desarrollaron Didlogos especiales,
espacios adicionales de conversacion e intercambio.

Una mesa plenaria organizada por la Red de Educacion Matematica de América Central y
El Caribe conto con la participacion de Carlos Sanchez (Cuba), Nelly Leon (Venezuela), Edison
de Faria (Costa Rica), Luis Carlos Arboleda y Jhony Villa (Colombia).

El evento tuvo conferencias paralelas y minicursos impartidos por académicos invitados,
entre ellos: Gabriele Kaiser (Alemania), Richard Noss (Reino Unido), Manuel Santos (México),
Gert Schubring (Alemania), Jos¢é Chamoso (Espafa), Jos¢ Luis Lupianiez (Espafia), Arthur
Powell (USA), Alessandro Ribeiro (Brasil), Roberto Araya (Chile), Gilberto Obando
(Colombia), Uldarico Malaspina (Peru).

Los dos temas principales fueron la Preparacion de docentes que enseiian matemdticas y
el Uso de tecnologias en la Educacion Matematica.

El congreso tuvo el valioso patrocinio de varias instituciones internacionales y nacionales:
International Commission on Mathematical Instruction; Universidade Luterana do Brasil; Centro
de Investigaciones Matematicas y Metamatematicas, y Centro de Investigacion y Formacion en
Educacion Matematica de la Universidad de Costa Rica; Secretaria de Educacion del Estado de
Chiapas; Universidad del Valle de México; Sindicato de Trabajadores de la Educacion de
Meéxico; Centro Regional de Formacion Docente e Investigacion Educativa (CRESUR); Oficina
de Convenciones y Visitantes de Chiapas; Asociacion Nacional de Profesores de Matematicas de
Meéxico; Escuela Normal Superior de Chiapas; Universidad de Costa Rica; HP; CASIO; y
EduSystems.

Desde el 2007 el CIAEM ha logrado, entre otras cosas:

e Potenciar la calidad académica en los trabajos, la organizacion eficiente y la proyeccion de
las conferencias interamericanas

e Consolidar la publicacion de trabajos seleccionados de la Conferencias en la revista
Cuadernos de Investigacion y Formacion en Educacion Matematica (editada en Costa
Rica)
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e Fortalecer la relacion del CIAEM con la comunidad internacional de Educacion
Matematica, especialmente con el ICMI1 y la International Mathematical Union.

e Crear y consolidar la Medalla Luis Santalo

e Apoyar el desarrollo del Capacity and Networking Project del ICMI en América Latina
(Costa Rica 2012, Peru 2016)

e Auspiciar la creacion y las actividades de la Red de Educacion Matematica de América
Central y El Caribe

e Apoyar la organizacion del I Congreso de Educacion Matematica de América Central y El
Caribe, celebrado en Santo Domingo, Republica Dominicana, en noviembre del 2013

e Consolidar el uso intenso de tecnologias de la comunicacidn en todas las actividades del
CIAEM

e Crear una comunidad virtual del CIAEM de gran proyeccion tanto a través de su sitio web
principal como de su pagina en Facebook

e Fundar en México el Comité Interamericano de Educacion Matemdatica con personalidad
juridica para atender los multiples compromisos formales que posee

e Traducir al espafiol y publicar algunos textos del NCTM relacionados con la tematica
Principles to actions y continuar una linea importante de colaboracion con el National
Council of Teachers of Mathematics de los USA

En la XIV CIAEM fue confirmada la decision de tener la XV CIAEM en Medellin,
Colombia, en el 2019. Serd desde hara 58 afos la segunda ocasion en que se realizara una
CIAEM en tierra colombiana.

CIAEM es el evento internacional mas importante en Educacion Matematica en América
Latina. Constituye un punto de referencia para investigadores, docentes y estudiantes en todo el
continente.

La mayoria de los textos de base para las presentaciones plenarias o paralelas ha sido
incluidas en el nimero 15 de los Cuadernos de Investigacion y Formacion en Educacion
Matematica que se edita en Costa Rica: http://revistas.ucr.ac.cr/index.php/cifem.

Las comunicaciones, talleres, minicursos y posters han sido incluidas en esta coleccioén
digital de volumenes que titulamos La Educacion Matemadtica en las Américas: 2015. Los
trabajos se han organizado de la siguiente manera:

e Volumen 1 Educacion Matematica en las Américas 2015: Formacion Inicial para
Primaria

e Volumen 2 Educacion Matematica en las Américas 2015: Formacion Inicial para

Secundaria

Volumen 3 Educacion Matematica en las Américas 2015: Formacion Continua

Volumen 4 Educacion Matematica en las Américas 2015: Uso de Tecnologia

Volumen 5 Educacion Matematica en las Américas 2015: Etnomatematica y Sociologia

Volumen 6 Educacion Matematica en las Américas 2015: Curriculum, Evaluacion y

Competencias

Volumen 7 Educacion Matemdtica en las Américas 2015: Investigacion

Volumen 8 Educacion Matemdtica en las Américas 2015: Estadistica y Probabilidad

Volumen 9 Educacion Matematica en las Américas 2015: Geometria

Volumen 10 Educaciéon Matemdtica en las Américas 2015: Algebra y Célculo
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e Volumen 11 Educacion Matemadtica en las Americas 2015:
e Volumen 12 Educacion Matemadtica en las Americas 2015:
e Volumen 13 Educacion Matemadtica en las Americas 2015:

con Otras Areas

Volumen 14 Educacion Matematica en las Américas 2015:
Volumen 15 Educacion Matemdatica en las Américas 2015:
Volumen 16 Educacion Matemdatica en las Américas 2015:
Volumen 17 Educacion Matemdatica en las Américas 2015:
Volumen 18 Educacion Matemdatica en las Américas 2015:

Educacion Primaria
Historia y Epistemologia
Nuevos Enfoques y Relacion

Necesidades Especiales
Resolucion de Problemas
Modelacion

Talleres y Minicursos
Posters

El CIAEM desea agradecer a todos los autores que presentaron sus trabajos en la XIV
CIAEM vy que incluimos en esta coleccion de volumenes. Y a todos los revisores, directores de
tema, y colaboradores que participaron en la revision cientifica de las ponencias de este magno

evento.

La organizacion detallada y la edicion en sus diversas dimensiones fue realizada por
nuestro segundo vicepresidente Patrick Scott (Estados Unidos) quien dedic6 un esfuerzo
extraordinario para tener estas Memorias disponibles. Quiero expresar en nombre de nuestra
organizacion nuestro agradecimiento a Rick. Nuestra companera Sarah Gonzalez (Vocal para El
Caribe) se encarg6 de tramitar su registro en Republica Dominicana que contd con el apoyo de la
Pontificia Universidad Catoélica Madre y Maestra de ese pais, a las que también expresamos

nuestra gratitud.

il

Los enlaces de estos volumenes se han colocado en las paginas web oficiales del CTAEM.

Esperamos que la publicacion de todos estos trabajos contribuya al progreso de la
investigacion y la accion de aula en la Educacion Matematica de las Américas.

Angel Ruiz
Presidente
Comité Interamericano de Educacion Matematica
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Abordagem contextualizada e compreensao relacional:
em busca de uma identidade para o curso inicial de Calculo

Gabriel Loureiro de Lima

Pontificia Universidade Catolica de Sdao Paulo
Brasil

gllima@pucsp.br

Resumo

A investigacdo de doutorado realizada pelo autor por meio de entrevistas orientadas
pelametodologia da Historia Oral Tematica e envolvendo também a andlise de livros
didaticos adotados como referéncia em diferentes €pocas revelou ser urgente a
constituicdo de uma identidade para o curso inicial de Calculo a ser ministrado nas
graduacdes da area de Ciéncias Exatas. Para isto, devem-se levar em consideracao os
problemas construtores e os conceitos chaves desse campo de conhecimento. Propde-
se,neste trabalho, uma reflexao a respeito de dois aspectos: a necessidade de
favorecer aos estudantes ndo somente uma compreensao instrumental, mas também
uma compreensao relacional dos conceitos € a importancia de se abordar
determinado ente matematico por meio de uma contextualizagdo adequada. Recorre-
se a alguns elementos referentes a nog¢ao de limite de uma funcao para exemplificar,
por meio de preocupacdes didaticas detectadas em alguns dos livros analisados, o
tipo de abordagem que esta sendo proposta.

Palavras chave: ensino superior, calculo, contextualizacdo, compreensao
instrumental, compreensao relacional.

Introducio

Com o objetivo de analisar como havia sido implantada e se desenvolvido, no primeiro
curso superior de Matematica a funcionar no Brasil, a disciplina introdutéria de Célculo
Diferencial e Integral, realizamos entre os anos de 2008 e 2012, no Programa de Estudos Pos-
Graduados em Educacdo Matematica da Pontificia Universidade Catélica de Sao Paulo
(PUC/SP), a investigacao de doutorado intitulada 4 Disciplina de Calculo I do Curso de
Matematica da Universidade de Sdo Paulo: um estudo de seu desenvolvimento, de 1934 a 1994.
Nesta, com base na analise de documentos oficiais da universidade, de livros adotados como
referéncias nos cursos ministrados na mesma e, principalmente, com base na analise de
entrevistas realizadas com pessoas envolvidas nos processos de ensino e de aprendizagem de
Célculo na instituicdo em diferentes épocas, estudamos de que maneira a referida disciplina
havia sido implantada e de que forma havia se modificado, ao longo dos anos, em termos do
nivel de rigor e das preocupacdes didaticas. As entrevistas foram planejadas e realizadas segundo
os preceitos da Historia Oral Tematica (Garnica (2007)) e os dados obtidos foram analisados de
acordo com aquilo que Bolivar (2002) denomina de Analise Paradigmatica.
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A pesquisa realizada, de abordagem qualitativa, ndo foi embasada em um unico referencial
teorico. Durante o desenvolvimento do estudo, percebemos que ndo seria necessario recorrer a
uma teoria que fundamentasse todo o estudo realizado, mas sim a consideragdes teoricas
especificas a respeito dos eixos de analise adotados, como, por exemplo, reflexdes a respeito da
constituicdo do Calculo e da Analise Matematica como campos de conhecimentos € como
disciplinas académicas universitarias, além de discussoes teoricas referentes as diferentes
concepgdes de rigor, suas relagdes com a intui¢do e o surgimento de preocupacdes didaticas na
universidade, em especial no ensino da Matematica e, especificamente, no trabalho com as
disciplinas de Célculo e de Analise.

Os dados obtidos referentes ao que se passou na Universidade de Sao Paulo nao refletem
apenas a realidade daquela institui¢do, ja que a estrutura implantada na mesma durante muito
tempo serviu de modelo aos demais cursos universitarios de Ciéncias Exatas que passaram a
funcionar no pais. “o curso da USP ndo ¢ somente caracteristico daquela institui¢do; ¢ um curso
de uma universidade que, em certa época, foi referéncia e parametro para outras” (Lima, 2012, p.
18).

Na ¢época em que a Universidade de Sao Paulo foi criada e estruturou-se o primeiro curso
superior de Matematica do pais, introduziu-se, de acordo com Mattos (2011), o ensino desta
ciéncia baseado nas ideias do formalismo, movimento matematico bastante difundido na Europa
nas primeiras décadas do século XX. Quando a USP foi fundada, o Calculo ja era ensinado no
pais, mas houve uma total reorientagdo na abordagem dada a este campo de conhecimento a
partir de entdo. Ao invés de estudarem inicialmente Calculo Diferencial e Integral, de uma
maneira mais intuitiva € menos voltada ao rigor simbolico formal, os alunos do primeiro ano dos
cursos de graduacdo na area de Ciéncias Exatas, passaram a estudar diretamente Analise
Matematica, com énfase na formalizagdo, ainda que precoce, dos contetidos tratados. Esta
organizag¢do seguia o modelo europeu e sua implantacao foi

Consequéncia direta daquilo que estava se passando em contextos mais amplos, relacionados
ao proprio processo historico de desenvolvimento da Matematica, a constituigdo do Calculo
¢ da Analise como campos de conhecimento, ao nivel de rigor considerado como ideal pelos
matematicos para o ensino do Calculo na época em que a USP foi fundada e a influéncia
exercida pelo movimento formalista (Lima, 2014, p. 134).

A partir desta nova orientagdo, por meio dos dados coletados em Lima (2012, p.10-11),
percebemos que as preocupagdes didaticas manifestadas pelos professores em diferentes épocas,
bem como cuidados deste tipo presentes nos livros utilizados por eles como referéncia,
estiveram, na maioria das vezes, intimamente relacionados ao desejo de se fornecer aos
estudantes condi¢des para que estes pudessem, de fato, compreender abordagens bastante
rigorosas e formais do Calculo, o que culminou, na década de 1960, em uma nova reorientacao
da disciplina, agora influenciada pelo modelo norte-americano, que passou a ser difundido no
Brasil por meio de livros didaticos que comecaram a ser cada vez mais adotados pelas
universidades. De acordo com Lima (2014, p. 136), no modelo norte-americano,

Em um primeiro momento, o estudante, em um curso denominado Calculo, trabalhava de
maneira mais manipulativa com os conceitos, com énfase em seus significados, nos
procedimentos algoritmicos envolvendo tais conceitos € na maneira como 0s mesmos
poderiam ser utilizados na resolucdo de alguns problemas matematicos. J4 em um segundo
momento, em um curso denominado Calculo Avanc¢ado, os conteudos estudados no Calculo
eram retomados de maneira analitica, com um nivel mais elevado de rigor simbdlico-formal,
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Abordagem contextualizada e compreensdo relacional... 3

em uma abordagem semelhante aquela presente na disciplina Analise Matematica do modelo
europeu.

Conforme destacamos em Lima (2012), o que se passou na USP e nas demais instituicdes
brasileiras que adotaram seu modelo de organizacao vai na contramao da histéria da constitui¢@o
do Calculo Diferencial e Integral e da Analise Matematica como campos de conhecimentos. Se
no processo historico de desenvolvimento de ambos, na tentativa de justificar de maneira
rigorosa os processos adotados naquele ramo da Matematica que hoje conhecemos como
Célculo, estabeleceu-se a Andlise, no ensino superior brasileiro, a partir da fundagao da
Universidade de Sao Paulo, ao invés de, em um curso introdutorio, tentar-se apresentar, sem
tanto formalismo e com um nivel menos elevado de rigor, os significados e idéias basicas do
Célculo, tentou-se diretamente uma abordagem bastante critica, analitica, rigorosa e formal. Foi
sempre a dificuldade dos estudantes em acompanhar aquele curso que se convencionou chamar
de Anélise, quem estabeleceu as diretrizes para o ensino do Calculo.

Os dados apresentados e discutidos em Lima (2012) explicitam que durante o processo de
implantacao e de desenvolvimento da disciplina inicial de Célculo no Brasil segundo o modelo
difundido pela USP, ndo houve uma preocupagdo em refletir a respeito de quais sdo os objetivos
especificos de tal disciplina nos cursos de graduagao na area de Ciéncias Exatas. Em momento
algum se discutiu o Célculo pelo proprio Célculo, levando-se em considerag@o seus conceitos
basilares e suas aplicagdes. Consequentemente, no ensino superior brasileiro, ndo se constituiu
ainda uma identidade para a disciplina introdutéria de Célculo. A importancia de se refletir a
respeito da necessidade da constituicao de tal identidade ¢ discutida em Lima& Silva (2012) e,
da mesma forma que Rezende (2003), acreditamos que para o seu estabelecimento, “é€ necessario
voltar o ensino do Célculo para o proprio Célculo, seus problemas construtores, suas
potencialidades e seus significados, procurando nele mesmo o nivel de rigor possivel e as metas
de seu ensino” (Lima & Silva, 2012, p. 16).

E preciso que haja uma reflexio a respeito do que acrescenta a formagdo matematica do
estudante cursos de Calculo, como muitos presentes em instituigoes brasileiras, que se
resumem a um grande receituario de como calcular derivadas e integrais ou ainda qual a
vantagem de, como usualmente se tem feito, ministrar cursos extremamente rigorosos e
formais se todo esse formalismo parecer, ao estudante, sem serventia alguma, uma vez que
dele s6 sera cobrado o dominio de técnicas de calculo (Lima, 2013, p. 8).

Neste trabalho, discutiremos dois aspectos a serem levados em consideragao durante esse
processo de constru¢ao de uma identidade para a disciplina inicial de Célculo a ser ministrado
aos ingressantes nos cursos superiores de Exatas. Sao eles: a necessidade de favorecer aos
estudantes também uma compreensao relacional dos conceitos € ndo somente uma compreensao
instrumental dos mesmos, no sentido destacado por Skemp (1976); e a necessidade de se abordar
determinado ente matematico por meio de uma contextualizagdo adequada que, ao contrario do
que tém afirmado muitos educadores atualmente, ndo precisa ser somente por meio de problemas
do cotidiano ou por meio de questdes aplicadas de outras areas de conhecimento, mas também no
ambito da propria Matematica. Conforme discutiremos, a nosso ver, estas duas questdes — a
necessidade de possibilitar ao estudante uma compreensao relacional de Matematica e a busca
por maneiras adequadas de se contextualizar os conceitos matematicos a serem trabalhados -
estdo intimamente interligadas. Apds apresentar algumas consideracdes tedricas a respeito das
ideias de compreensao instrumental ou relacional da Matematica e também sobre a
contextualizagdo de conceitos matematicos, daremos, com base em preocupagoes didaticas
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Abordagem contextualizada e compreensdo relacional... 4

observadas em manuais analisados em Lima (2012), um exemplo de abordagem contextualizada
do conceito de limite que, em nossa visao, pode favorecer a compreensao relacional de tal ente
matematico.

Compreensao Relacional e Compreensao Instrumental da Matematica

O professor inglés Richard R. Skemp, que ao buscar uma integragdo entre a Matematica, a
Educagao e Psicologia se tornou um dos pioneiros na area de Educagdo Matematica, em artigo
publicado originalmente em 1976, diferencia dois tipos de compreensao que um estudante pode
ter dos conceitos matematicos: a relacional (saber tanto o que fazer quanto o porqué)e a
instrumental (saber fazer, mas sem necessariamente ter clareza a respeito do porqué e do que esta
envolvido naquilo que se esta fazendo). Embora, a primeira vista, tais tipos de compreensao
possam parecer excludentes, de acordo com o autor, a maioria dos assuntos matematicos requer
uma combinac¢ao de ambos.

A compreensao relacional, que o autor associa ao ato de aprender por meio do uso da
inteligéncia, apoia-se nao em uma infinidade de regras a serem memorizadas, cada uma para ser
empregada em um caso particular, em uma situacdo especifica, mas sim em um edificio
solidamente erguido por meio de estruturas de conhecimento, com base nas quais o estudante,
quando solicitado, podera desenvolver uma grande variedade de planos de acdes frente a
determinada situagdo. Ja a compreensao instrumental, associada por Skemp ao ato de aprender
por habito, caracteriza-se pela memorizagdo de férmulas e regras e muitas vezes um estudante
que tem apenas uma compreensao instrumental da Matematica, ao se deparar com uma situagao
problema, pode até ser capaz de resolvé-la, mas ndo necessariamente o fato de chegar a esta
solucao implica que o mesmo tenha efetivamente compreendido todos os aspectos nela
envolvidos (Skemp, 1989).

O aprendizado por meio do hébito, associado a compreensao instrumental, segundo Skemp
(1989, p. 43-44) contribui para que o estudante se torne cada vez mais dependente de um
professor que continue provendo-o com regras e estratégias especificas para cada novo modelo
de situagdo a ser trabalhada nas aulas de Matematica, uma vez que ele envolve uma
multiplicidade procedimentos ao invés de principios gerais. Por outro lado, de acordo com o
mesmo autor, a aprendizagem inteligente, associada a compreensao relacional, desenvolve a
confianca do estudante em suas proprias habilidades para enfrentar as dificuldades que surgirao
no momento em que este se deparar com situagdes matematicas novas e, neste caso, o professor
serd visto por ele como alguém que podera lhe auxiliar a ampliar a sua propria compreensao a
respeito de determinado assunto.

Outro aspecto destacado por Skemp (1989, p. 37-39) € que a compreensao relacional é
mais adaptavel e, consequentemente, mais efetiva, uma vez, de posse da mesma, os estudantes
poderdo buscar construir diferentes planos de ag¢ao para trabalhar com circunstancias nas quais as
regras ja conhecidas por eles ndo podem ser aplicadas. Para Skemp (1976), a compreensao
relacional, por possibilitar ao estudante compreender ndo somente que determinado método
funciona, mas também o porqué dele funcionar, permite, além de relacionar cada uma das
situagdes-problema aos seus métodos de resolugdo, adaptar para os novos problemas o método ja
conhecido, ndo sendo necessario aprender (ou memorizar) regras novas para cada novo tipo de
situagdo. Desta forma, a compreensao relacional exige mais raciocinio € menos memorizagao,
sendo, portanto, paradoxalmente, mais dificil de aprender (uma vez que exige, além do
aprendizado de algumas regras, a compreensao das conexoes existentes entre as mesmas) do que
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aquilo que ¢ trabalhado por meio de uma abordagem instrumental, mas também mais facil de
lembrar (favorecendo, portanto, que haja menos a reaprender quando for necessario mobilizar
algum conceito ja estudado).

Para muitos professores talvez possa parecer que enfatizar regras e procedimentos fornecga
resultados positivos mais rapidamente (além de exigir com que uma quantidade menor de
conteudo seja trabalhada), uma vez que os estudantes, mesmo sem ter necessariamente
compreensdo do porqué de tais regras, do que ha por tras das mesmas, sdo, em geral, capazes de
resolver os exercicios propostos e o aprendizado parece estar garantido. Mas a este respeito,
Skemp (1989) destaca que, embora pareca mais facil em curto prazo, a compreensao
instrumental da Matematica se torna bastante dificil em longo prazo em razao de sua falta de
consisténcia interna. E preciso que os professores tenham consciéncia de que o aluno ser capaz
de utilizar regras ndo quer dizer que ele possua compreensao a respeito dos conceitos envolvidos
na situagdo em questdo. E conforme pontua o autor supracitado, para que o aluno possa querer
compreender de forma relacional, o professor também precisa ensinar segundo esta mesma
orientacdo. Deve proporcionar ao estudante que ele entre em contato com situagdes por meio das
quais ele, por si s0, perceba que dominar regras ndo € o bastante para que tenha sucesso na
aprendizagem da Matematica. Além disso, o professor deve ficar atento para ndo adotar um livro
que traga somente uma abordagem instrumental da Matematica. Se em sala de aula os conceitos
sdo apresentados de forma relacional, o livro adotado também deve ter este aspecto incorporado.

Conceitos matematicos intimamente interligados sdo, em muitas ocasides, especialmente
na educacdo basica, trabalhados como se fossem independentes, aspecto este acentuado quando o
professor faz a op¢do por apresentar a Matematica apenas de forma instrumental. Uma
abordagem relacional desta ciéncia pode favorecer com que os estudantes comecem a perceber
que muitas ideias necessarias para a compreensao de determinado objeto matematico sao
também fundamentais para o entendimento de muitos outros e que hé conceitos fundamentais
que inter-relacionam areas inteiras da Matematica (Skemp, 1976).

Diversas causas contribuem para que, ndo raramente, os professores optem por uma
abordagem instrumental da Matematica. Uma das principais diz respeito aos curriculos estarem
muito sobrecarregados. Muitas vezes os professores, por falta de tempo, acabam passando muito
rapido por conceitos que demandariam maior reflexao por parte do estudante. Conforme destaca
Skemp, seria mais produtivo enxugar os curriculos em termos da quantidade de conteudo para
que houvesse mais tempo de realmente ensinar aquilo que fosse de fato trabalhado.

Assim como no ensino da Matematica na educagdo basica, nos cursos universitarios esta
ciéncia também deve ser trabalhada em sala de aula visando proporcionar aos estudantes uma
compreensdo relacional de seus objetos. E, desta forma, o processo de constru¢ao de uma
identidade para uma primeira disciplina de Calculo Diferencial e Integral a ser ministrada aos
ingressantes nos cursos superiores das areas de Ciéncias Exatas também passa, obrigatoriamente,
por reflexdes a este respeito. O professor de Célculo deve organizar suas aulas de forma a tratar
relacionalmente cada um dos conceitos fundamentais deste campo de conhecimento, bem como
deve escolher como referéncia para seu trabalho e para complementar suas aulas livros que
também manifestem esse tipo de preocupagao e ndo somente abordem os contedos de forma
instrumental. Da mesma forma, deve sempre se preocupar com a maneira de contextualizar os
conceitos a serem trabalhados. E exatamente a respeito de contextualizagio que trataremos em
seguida.
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A contextualizacdo, em sala de aula, de um conceito matematico

Muito tem se falado a respeito da importancia do professor contextualizar aquilo com que
ira trabalhar em sala de aula, mas, especialmente no caso da Matematica, a ideia de
contextualizagdo mais difundida ¢ muito restritiva e refere-se, quase sempre, a buscar em
situacdes ditas ‘do cotidiano do estudante’ aplicacdes daquele conceito que estd sendo abordado.
Mas sera que contextualizar de fato ¢ apenas isso? Aplicar os resultados aprendidos em
problemas que envolvam situa¢des proximas do dia-a-dia dos estudantes? A contextualizacio
esta necessariamente relacionada com aplicacao? Nao pode ser feita no ambito da propria
Matematica? Que beneficio pode trazer, efetivamente, para os processos de ensino e de
aprendizagem de Matematica? Na busca por elementos que nos permitissem iniciar algum tipo
de reflexdo a este respeito, chegamos ao trabalho de Maioli (2012), desenvolvido com o objetivo
de investigar a contextualizagdo como principio pedagogico e construir conhecimentos que
permitam a compreensao de seus propositos e usos.

Um dos significados para o termo contextualizar encontrados por Maioli na versao digital
do dicionario Caldas Aulete' e que vem ao encontro da ideia que levaremos em consideragio
neste trabalho ¢ o seguinte: “contextualizar ¢ entender, analisar ou interpretar o significado de
algo levando em conta o contexto, as circunstancias de ocorréncia”. Percebe-se, portanto, que a
contextualizagdo de um conceito matematico pode ser relacionada ao processo de construgao de
significados para o mesmo, uma vez que, conforme salienta Maioli (2012, p. 52), o contexto “¢ o
conjunto dos elementos, comportamentos ou fatos que interferem ou colaboram na atribuicao de
sentidos de uma a¢@o comunicativa”.

Para Silva (2009), o processo de contextualizar pode ser entendido como um entrelacar de
assuntos ou categorias, o que ¢ explicitado pela propria origem do termo contextualiza¢do, que
provém da palavra latina contextus, do verbo contexere, que significa entrelagar, reunir tecendo.
A propria palavra contextus também dé origem ao termo contextura, que ¢ o entrelagamento dos
fios de um tecido ou ainda a maneira como as partes de um todo de dispdem e se conectam.
(Maioli, 2012, 18).

Assim como Maioli (2012), entendemos que um conceito estar descontextualizado “nao
significa que ndo esteja associado a alguma experiéncia do cotidiano. Significa que o conceito
nao foi compreendido no ambiente de ocorréncia, no caso, no ambiente matematico” (p. 51), que
ndo foram exploradas situagdes por meio das quais tenha sido possivel favorecer a construgao do
conhecimento por meio de articulagdes realizadas no ambito da propria Matematica. Assim
como afirma Nascimento (2009), em trabalho citado por Maioli (2012, p.91), a contextualiza¢ao
do conhecimento matematico pode ser concebida como “uma abordagem onde este ¢ tratado de
forma vinculada a outros conhecimentos, o que faz com que o conteudo a ser aprendido mostre-
se necessario € nao uma imensidao de algoritmos isolados e dispensaveis”.

A contextualiza¢do nas aulas de Matematica deve caracterizar-se, portanto, pela
preocupacao do professor em possibilitar que seus alunos explorem o maximo possivel as
relacdes existentes entre os conceitos que estdo sendo trabalhados. Como estabelecem as
Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio, a contextualizagdo deve aparecer “nao como uma
forma de “ilustrar” o enunciado de um problema, mas como uma maneira de dar sentido ao
conhecimento matematico” (Brasil, 2008, p. 83). Além disso, no mesmo documento, destaca-se

'http://www.aulete.com.br — ultimo acesso no dia 25 de agosto de 2014.
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que “o professor precisa ter consciéncia de que a contextualiza¢do pode, e deve ser efetivada em
qualquer que seja o modelo de aula (...) tanto em aulas mais tradicionais, expositivas, quanto em
aulas de estudo do meio, experimentagdo ou desenvolvimento de projeto” (p. 35).

Nota-se, portanto, de acordo com o que foi discutido, que conforme revela o proprio
significado do termo contextualizacdo, se o professor souber contextualizar de maneira adequada
um determinado conceito matematico ao trabalhar com ele em sala de aula, estara,
consequentemente, explorando as diversas relagdes entre 0 mesmo e outros entes matematicos
que fazem parte do mesmo contexto, o que possibilitara com que o estudante tenha condigdes de
compreender os significados daquilo que estd sendo apresentado e perceba que tal conceito
engloba muito mais aspectos além dos procedimentos algoritmicos normalmente associados a
ele. E isto possivelmente contribuird para o desenvolvimento de uma compreensao relacional do
conceito em questao por parte do estudante. Desta forma, tanto a busca por uma contextualizagao
adequada para aquilo com que se esta trabalhando quanto a preocupacao por possibilitar ao aluno
uma compreensao relacional desta ciéncia podem ser percebidos como aspectos interligados nos
processos de ensino e de aprendizagem. E preciso, portanto, que, na busca por uma identidade
para uma disciplina inicial de Calculo, se reflita simultaneamente, como propomos neste artigo, a
respeito de tais elementos.

Visando ilustrar uma possivel abordagem contextualizada e que favoreca a compreensao
relacional do Célculo por parte do estudante, vamos considerar o conceito de limite de uma
funcdo e, com base em preocupacdes didaticas detectadas em livros utilizados como referéncias
em alguns dos cursos de Calculo analisados em Lima (2012), propor uma forma de trabalhar com
alguns aspectos referentes a este contetido que parece atender a estes propoésitos.

Um exemplo de abordagem contextualizada e relacional de alguns aspectos ligados a no¢iao
de limite de uma funcio

Um primeiro aspecto que, a nosso ver, deve ser levado em consideracdo ao se trabalhar
com determinado conceito matematico € a maneira como este trabalho sera iniciado, isto ¢, a
forma como tal conceito aparecera pela primeira vez em sala de aula. No caso da nogao de limite
de uma funcao isto se torna ainda mais relevante e a esse respeito Moise (1972) traz, em seu
prefacio, algumas consideragdes. Segundo o autor, realmente o problema de motivar a ideia de
limite de uma fung¢do envolve uma dificuldade particular, ja que os unicos casos em que ¢ facil
de calcular 91(1_1)1‘11 f(x) sdo aqueles nos quais a funcdo f ¢ “continua, dada por uma férmula

simples (...) [que] funciona para x = a tdo bem como para os outros valores de x; na pratica
acontece que o limite ¢ f(a)” (prefacio). Conforme salienta Moise, se a noc¢ao de limite de uma
funcao for introduzida por meio da andlise de casos como estes, o estudante sera,
“provavelmente, levado a ideia de que a expressao }cl—r% f(x) é simplesmente uma descrigao

desonesta e pretensiosa de f(a)” (prefacio). Por outro lado, ainda segundo o autor, se o professor
. rqe . . . ~ . senx . ,
partir da andlise de casos realmente significativos, como, por exemplo, a expressdo lim — > ira
x—0

se deparar com grandes dificuldades técnicas e sera bastante complicado conseguir material
tratando de problemas acessiveis. Também ndo ¢ uma solucao interessante, de acordo com
Moise, partir da ideia de limites de sequéncias, uma vez que, no Calculo Diferencial, o que se
necessita, de fato, ¢ calcular limites de fungdes. A sugestdo trazida pelo manual € que a nogado de
limite seja introduzida ndo como um tdpico especifico, mas sim como um artificio para resolver
um problema. Em seu texto, a ideia de limite ¢ inicialmente apresentada na se¢@o que trata do
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Problema das Tangentes, quando o leitor se depara, pela primeira vez, com o calculo do limite de
uma funcao linear. Segundo destaca Moise, a ideia utilizada neste caso consiste simplesmente
em “fechar o buraco de uma reta perfurada. Este processo ndo tem nenhum significado
intrinseco. Mas no contexto [considerado], tem um significado extrinseco, porque € usado para
resolver um problema nio trivial, a saber, (...) achar a inclinagdo da [reta] tangente a uma
parabola” (prefacio). Para o autor, essa ¢ uma forma simples de se introduzir a ideia em questao
e que, além disso, coloca-a em conexdo com a discussdo de outros conceitos, de outros
problemas matematicos (no caso a determinagao da reta tangente a uma curva em um ponto dado
e a propria defini¢do de reta tangente).

Considerando o grafico da fung¢io y, cuja expressio algébrica é y(x) = x2, o autor parte
do ponto (1,1)
No qual queremos achar a inclinagio da tangente. Para todo outro ponto (x, x?) da curva,
consideramos a secante L, por (1,1) e (x, x2). (Note que L, é determinada por x.) Entdo a
inclinagdo de L, €
x?2-1
x—1
Aqui, a restrigdo algébrica x # 1 reflete o fato geométrico que € preciso dois pontos

distintos para determinar uma reta. Refere-se, também, evidentemente, ao fato que fragdes
com denominador 0 ndo tem sentido.

m, = (x #1).

Tragaremos agora o grafico de y = m,(x # 1). Temos
y=my=x+1(x#1).

O gréfico ¢ uma reta da qual um ponto foi suprimido. Para x = 1, ndo existe nada parecido
com a reta secante por (1,1) e (1,12); para x = 1, ndo existe a fragio m; = 0/0. Mas isto
ndo causa nenhuma duvida porque ¢ facil ver que m, estd proximo de 2 quando x esta
proximo de 1. Expressamos isto escrevendo

limm, = 2.
x—-1

Leia-se: “o limite de m,,, quando x se aproxima de 1, ¢ igual a 2”. Ao explicar o que isto
significa, usamos o termo proximo, bastante ndo matematico, cujo significado parece um
pouco vago. Vocé pode ser capaz de pensar num modo mais exato de expressar esta ideia
(Moise, 1972, p. 44 — 46).

E esse “ser capaz de pensar num modo mais exato de expressar esta ideia” nos leva a
discutir outro aspecto a ser considerado numa abordagem contextualizada da Matematica que
vise também a compreensao relacional por parte do estudante: os significados dos simbolismos
envolvidos nas defini¢des matematicas e, consequentemente, os significados das proprias
defini¢des. Spivak (1975) traz em seu manual um encaminhamento da nogao de limite que leva
em consideracdo este aspecto e que nos parece bastante adequado do ponto de vista didatico. O
autor apresenta, inicialmente, aquilo que chama de “defini¢ao provisoria” de limite: “a funcdo f
tende ao limite [ para valores de x proximos de a, se pudermos tomar f(x) tdo proxima quanto
quisermos de [ tornando x suficientemente préximo de a, mas sendo diferente de a” (p. 99).
Salienta ainda que ndo interessa o valor da fun¢do no ponto a € nem mesmo se a funcao esta
definida em tal ponto. Destaca também que uma maneira conveniente de representar a afirmacao
de que f tende a [ para valores de x préximos de a ¢ desenharmos duas retas, cada uma delas
representando R, e flechas que vao desde um ponto x de uma até f(x) da outra. Esta
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representacdo, se explorada pelo professor, possivelmente podera contribuir para uma
compreensao relacional, por parte do estudante, da defini¢ao de limite e dos elementos
simbolicos nela presentes, uma vez que ilustram de maneira bastante intuitiva, ideias
fundamentais envolvidas em tal definicao, como, por exemplo, as nog¢des de intervalo e de
vizinhanga.

Considere agora a fungdo cuja representacdo tenha o aspecto da figura 3. Suponhamos que se
exija que f(x) esteja proximo de I, que esta no interior do intervalo aberto B desenhado na
figura 3. Esta exigéncia ¢ automaticamente satisfeita se considerarmos somente os nimeros
x do intervalo A da figura 3. (Neste diagrama elegemos o maior intervalo entre todos aqueles
que cumprem a exigéncia; qualquer intervalo menor contendo a seria valido). Se elegermos
um intervalo B” menor (figura 4), precisamos eleger um A" menor € por menor que seja o
intervalo escolhido B, tera sempre que haver algum intervalo aberto A correspondente”.

Hr

"y

FIGURE 3

FIGURE 4
(Spivak, 1975, p. 100-101).

E Spivak torna a discussao ainda mais rica afirmando que “é possivel uma interpretacao
grafica parecida em termos do grafico de f, porém, neste caso, o intervalo B deve ser desenhado
sobre o eixo vertical e o conjunto A sobre o eixo horizontal” (p. 101). E, neste caso, “o fato de
f(x) estar em B quando x estd em A significa que a parte do grafico que esta por cima de A esta
contida na regido limitada pelas retas horizontais que passam pelos extremos de B” (p. 101).

ApOs explorar estas representacdes por meio de diversos exemplos, Spivak passa a destacar
os problemas presentes na definicao provisoria de limite apresentada anteriormente, encadeando
as ideias de forma a inter-relacionar o que foi trabalhado até entdo com os elementos que estarao
presentes na defini¢ao de limite, dando maiores condigdes aos estudantes para que estes, de fato,
possam compreender os significados deste objeto matematico em seu ambiente de ocorréncia (o
que caracteriza um tratamento contextualizado do mesmo) e possam compreendé-lo ndo somente
como uma conjunto de técnicas, mas sim como um conceito fundamental em Matematica (o que
caracteriza uma compreensao relacional). O autor afirma que, na defini¢do provisoria, “ndo esta
claro como se pode “fazer” f(x) proximo a [ (qualquer que seja o significado da palavra
proximo) “fazendo com que” x esteja suficientemente proximo de a (por mais proximo que
tenha que ser o “suficientemente proximo”)” (p. 109). A este respeito, Protter & Morrey (1962)
também apresentam consideragdes em seu manual que podem ser utilizadas pelos professores de
Célculo para que estes evidenciem aos estudantes o porqué da linguagem simbolica-formal
utilizada nas definicdes matematicas. Os autores afirmam que, ao se apresentar, no manual, a
nocao intuitiva de limite, fez-se referéncias aintervalos se tornando “pequenos”, nimeros “se
aproximando”, quantias “aproximadamente nulas”, e assim por diante, mas que, no entanto, os
sentidos dessas expressdes “ndo-matematicas” podem variar enormemente de pessoa para pessoa
e, por essa razdo, ndo podem servir de base para a definicdo de uma estrutura matematica, sendo
necessario formular as defini¢des recorrendo-se para isso a um rigor simbolico-formal especifico
da linguagem matematica.
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E exatamente essa ‘traduc¢iio’ de uma linguagem imprecisa para outra adequada segundo os
principios do rigor matematico que Spivak (1975) propde ao destacar em seu manual que ¢
possivel chegar por etapas a defini¢ao precisa de limite de uma fungdo, esclarecendo, em cada
uma destas etapas, aquilo que ainda estiver obscuro:

Voltemos, mais uma vez, para nossa defini¢éo provisoria: A fungfo f tende para o limite [
para valores de x proximos de a, se pudermos fazer f(x) tdo préximo de [ quanto
desejarmos fazendo com que x esteja suficientemente proximo de a, mas seja diferente de a.
A primeira mudanga que precisamos fazer nesta definigdo consiste em esclarecer que fazer
f(x) proximo a [ significa fazer |f(x) — l| pequeno, e 0 mesmo para x e a. A fungao f
tende para o limite [ para valores de x proximos de a, se pudermos fazer |f(x) — [| tdo
pequeno quanto desejarmos fazendo |x — a| suficientemente pequeno, porém x # a. A
segunda alteraco e ainda mais crucial, consiste em esclarecer que fazer |f(x) — [| “tao
pequeno quanto desejarmos” significa fazer|f (x) — [| < € para qualquer € > 0 que nos for
dado. A fung@o f tende para o limite [ para valores de x proximos de a, se para todo € > 0
pudermos fazer |f (x) — | < € fazendo com que |x — a| seja suficientemente pequeno e x #
a. (...) Para cada nimero € > 0 encontramos algum outro ntimero positivo, que chamamos &,
com a propriedade de que se x # a ¢ [x — a| < §, entdo|f (x) — | < €. (...) A condigdo

|x —al < & é a que nos expressa a pequenez do “suficientemente” pequeno: A fungdo f
tende ao limite [ para valores de x proximos de a, se para todo € > 0 existe algum & > 0 tal
que, para todo x, se |[x — a| < § e x # a, entdo |f(x) — | < €. Esta é praticamente a
defini¢do que iremos adotar. Faremos somente uma alterag@o trivial, destacando

que|x — a| < § e x # a pode ser igualmente expresso por 0 < |x — a| < §. (Spivak, 1975,
p. 109-110).

Salienta-se que essa abordagem que estd sendo proposta ¢ totalmente distinta daquelas
presentes em cursos de Calculo que priorizam os procedimentos algoritmicos para o calculo de
limites e/ou que apresentam diretamente a definicdo de tal ente matematico, sem relaciona-la a
outros conceitos, sem sequer discutir os elementos nela envolvidos ou refletir a respeito do
significado da mesma. O encaminhamento proposto neste trabalho, além de dar condigdes para
que o estudante perceba de fato o significado da defini¢ao de limite de uma funcao e de todo o
simbolismo nela presente, também a relaciona explicitamente a outros conceitos matematicos,
como, por exemplo, as ideias de reta tangente ao grafico de uma fung¢ao, intervalos, vizinhangas
e distancias.

E claro que a abordagem da nogio de limite de uma fungéo envolve diversos outros
aspectos além destes considerados neste artigo. O objetivo de apresentar, neste trabalho algumas
das preocupagdes didaticas manifestadas por autores de livros de Calculo como Spivak,
Protter&Morrey e Moise foi apenas ilustrar, recorrendo-se para isso as reflexdes a respeito de
como introduzir a no¢ao de limite e sobre como construir de maneira significativa a definicao de
tal objeto matematico de forma a permitir que os estudantes possam perceber o papel
desempenhado por cada um dos elementos presentes em tal defini¢do, como trabalhar com este
conceito de forma contextualizada e visando possibilitar ao aluno uma compreensao relacional
do mesmo.

Consideracoes Finais

Frente a necessidade de se construir uma identidade para a disciplina inicial de Calculo a
ser ministrado nas graduacdes da area de Ciéncias Exatas, ¢ urgente que o professor busque por
uma abordagem contextualizada, que procure trabalhar cada um dos conceitos fundamentais da
disciplina de forma a relaciona-los com outros entes matematicos, possibilitando com que os
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alunos se apropriem dos significados daquilo que estd sendo estudado. Neste processo, deve ser
também objetivo do docente proporcionar ao estudante nao somente uma compreensao
instrumental dos objetos que estdo sendo estudados, mas também uma abordagem relacional dos
mesmos; o foco ndo devem ser as técnicas, mas sim 0s conceitos, suas inter-relacdes e os
diferentes elementos presentes em cada um deles.

Ressalta-se que preocupacgdes deste tipo sdo importantes ndo somente no (ou para) o
Célculo, mas sim em todas (ou para todas) as disciplinas a serem ministradas em qualquer nivel
de ensino. Especificamente em relacdo a busca por uma identidade para o curso inicial de
Célculo, tema central deste trabalho, tais reflexdes sdo apenas algumas das que devem ser
realizadas. Esta pesquisa deve prosseguir iluminando outros aspectos ainda nao contemplados,
dentre os quais, os niveis de rigor com que os conceitos devem ser tratados e o papel das
demonstragdes em um primeiro curso de Célculo.
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos parte da pesquisa sobre o ensino e aprendizagem da
Algebra na educagéo basica no Brasil considerando a transigdo entre as trés etapas
que compdem o ensino obrigatorio, ou seja, do inicio da alfabetizacao até o final do
ensino médio. O objetivo ¢ identificar as relagdes institucionais existentes e as
relagdes pessoais esperadas dos estudantes para compreender as dificuldades
apresentadas pelos estudantes, em particular, aqueles que terminam o ensino
secundario. Para tal, utilizamos a TAD de Chevallard e as no¢des de quadro e
mudanga de quadros de Douady e niveis de conhecimento esperado dos estudantes
segundo definicao de Robert. O estudo realizado segue a metodologia das pesquisas
qualitativa, documental e estudo de multiplos casos, esse tltimo analisado por meio
de um teste diagndstico. Os resultados mostram que a tendéncia em tratar a algebra
como aritmética generalizada conduz os estudantes a um confinamento no quadro da
aritmética.

Palabras chave: élgebra, ensino, aprendizagem, relagdes institucionais, relagdes
pessoais, ostensivos, ndo ostensivos.

Introducio

Questoes referentes as dificuldades, potencialidades e desafios do ensino e aprendizagem
da algebra originam um grande numero de publica¢cdes em eventos e revistas cientificas. Cremos
que ha ainda muito para se explorar, principalmente, devido as inimeras mudangas que ocorrem
na sociedade, fazendo com que repensemos continuamente a abordagem dos contetidos
matematicos no processo de ensino aprendizagem.

Partimos de uma situagdo vivenciada e relatada por um dos autores desse artigo, a saber:
para uma turma uma turma do 4° ano do Ensino Fundamental anos iniciais, o entdo professor
propos uma tarefa como desafio para que os alunos resolvessem. O desafio era baseado em um
problema muito comum no ensino de sistemas de equagdes, que ocorre com frequéncia, no 8°
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ano do Ensino Fundamental anos finais. O desafio versava sobre uma fazenda que entre os
animais que l& habitavam, tinham coelhos e galinhas. Informou-se aos alunos que haviam 35
animais, entre galinhas e coelhos, e que, além disso, haviam 94 pés. Logo, perguntou-se quantos
coelhos e galinhas haviam na fazenda.

A hipétese do professor ¢ que tal problema nao seria resolvido com facilidade pelos alunos
do 40 ano, pois nao tinham os conhecimentos algébricos necessarios para desenvolver a solugao
com facilidade, mas o mesmo foi surpreendido com as respostas dos alunos e também com a
técnica de resolugcdo dos mesmos. Os alunos mostraram que era possivel resolver o desafio
proposto apenas com contagens e ideias aritméticas e utilizando representacdes graficas
(desenhos dos animais). Uma das solucdes que podemos citar ¢ o desenho de 35 animais, para os
quais foram colocados dois pés em todos e apos isso foram distribuidos os restantes podendo
entdo verificar quais eram coelhos e quais eram galinhas.

No entanto, fomos surpreendidos com outros tipos de resolugdes, as quais ndo estamos
habituados, pois, em geral, ndo trabalhamos com os alunos do ensino fundamental anos iniciais e
raramente sdo proporcionalizados espagos de discussao entre os professores das diferentes etapas
escolares.

Nosso interesse por estudar a algebra na educagdo basica, em particular, na transi¢do entre
os ensinos fundamental anos iniciais (6 — 10 anos), fundamental anos finais (11 — 14 anos) e
médio (15- 17 anos), ¢ de compreender as dificuldades dos estudantes ao aprender algebra
basica.

Uma das possibilidades para a compreensado das dificuldades, potencialidades e desafios no
processo de ensino aprendizagem da algebra ¢ entender a evolugado historica deste dominio, em
particular, como se deu o desenvolvimento da linguagem algébrica desde seu inicio até a forma
como a mesma ¢ utilizada atualmente.

A algebra antes e pos Viéte

Descrever a evolucgao histérica da algebra demandaria grande estudo, o que nao seria
possivel concluir neste trabalho, por isso optamos por fazer uma exposi¢ao breve da histéria do
desenvolvimento do conhecimento algébrico divindo em dois momentos: antes e apos Viéte.

Essa breve descricdo da evolugdo historica da dlgebra segundo texto de Robinet (1989) e o
estudo do artigo de Radford (1991) sobre a dlgebra pré simbdlica nos conduziu a uma reflexao
sobre as dificuldades que encontramos atualmente quando no ensino superior precisamos utilizar
elementos da algebra elementar que ndo sao disponiveis e que levam nossos estudantes a um
grande desinteresse pelos cursos superiores em que a matematica se apresenta como uma
ferramenta importante para o seu desenvolvimento.

Baseado na divisao citada acima, iniciamos com a exposi¢ao da situa¢do da algebra antes
de Viete, que corresponde a varios séculos da antiga Babilonia e Egito, nos quais foram
encontrados problemas de resolucao algébrica. Um exemplo de problema algébrico no Egito (por
volta de 1700 antes de Cristo) seria “Paes de 10, 1000 trocados por paes de 20 e 30. Quantos?”
(Problema 76 do Papirus de Rhind), que na linguagem algébrica atual podemos escrever:
1000/10 = x/20 + x/30. E interessante observar que neste periodo o discurso era utilizado na
resolucdo de problemas, logo existia pouca formalizacdo. Essa formalizag¢do aparecera nos
trabalhos de Diophante 300 anos depois de Cristo conforme Robinet (1989).
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O que podemos destacar nos trabalhos de Diophante ¢ que ele utilizava o simbolismo para
abreviar a escrita, mas nao operava sobre o simbolismo para resolver problemas. Além disso,
para a demonstracdo ele utilizava exemplos numéricos e ainda o discurso. Aproximadamente trés
séculos mais tarde os indianos incluiram suas contribui¢des ao formalismo, quando elaboram o
sistema de numera¢ao decimal. Sdo encontrados, ainda, em alguns documentos a inser¢ao de
mais simbolos para representar incognitas e suas variagdes, mas ndo muda muito em relagdo a
utilizacdo destes simbolos para resolver problemas, quando comparado ao periodo anterior, pois
0 apoio sobre o discurso ainda esta presente na resolugao de pequenos problemas.

Na continuidade do estudo sobre as contribui¢cdes dos indianos, Robinet (1989) afirma que
¢ possivel reconhecer premissas do calculo algébrico e teoria das equacdes, uma vez que os
mesmos utilizam os nimeros irracionais € negativos. Mas, segundo a autora sdo os arabes que
fardo avangar o célculo algébrico, com a resolug¢do de problemas “tedricos” de algebra. Alguns
arabes se destacaram neste avango como Al Kwarizmi, Abu Kamil, Al Karagi e Al kayyam,
todos trabalhando com teoria das equagdes, transpondo os calculos aritméticos para os calculos
com as incognitas.

Assim, podemos considerar o periodo de atuacao dos arabes como o periodo transitério
para o segundo momento de nosso comentario sobre a evolugado historica da algebra, que foi
indicado por Robinet (1989) como o periodo apos Viéte. E oportuno afirmar, que as descobertas
de Viete ndo surgiram do nada, mas foram preparadas por matematicos antigos e pelos arabes.
Ainda segundo Robinet (1989) Viéte também foi influenciado por alguns trabalhos de
matematicos europeus do século XV, que de um lado redescobrem os matematicos gregos e por
outro se iniciam nas matematicas arabes e cujos trabalhos foram desenvolvidos em duas
direc¢des, a saber: sobre o simbolismo e sobre a teoria das equagdes.

Assim sendo, Viete trouxe ganhos ao desenvolvimento da algebra, pois com ele simbolizar
indica identificar coisas indeterminadas e operar sobre as equagdes algébricas. Inicialmente, a
idéia de Viete parece pouco favoravel, pois os simbolos nao ajudavam em equagdes de grau
muito elevado, mas a simbologia foi evoluindo de forma a possibilitar que o calculo algébrico
atingisse seu pleno desenvolvimento.

Observamos nesse breve trecho, que a génese da algebra ocorre por meio do estudo de
problemas que eram resolvidos de forma aritmética, mesmo utilizando uma simbologia, que
servia apenas de ferramenta para facilitar a escrita do problema. Apos varios séculos chegou-se a
resolucao de problemas utilizando plenamente a simbologia e introduzindo também as
operagoes.

Assim, com base na experiéncia relatada acima e no recorte histérico que fizemos da
evolucdo da dlgebra consideramos que ¢ importante verificar o que acontece atualmente nos
livros didaticos em relagao aos problemas associados a introdugdo da algebra na educagao
basica.

Dessa forma, nosso objetivo ¢ analisar as praxeologias existentes em livros e materiais
didaticos do 7° a0 9° ano do Ensino Fundamental, verificando a necessidade ou ndo da resolugdo
algébrica dos problemas propostos. Certamente, nesse artigo apresentamos apenas parte desse
trabalho uma vez que explicitaremos na metodologia da pesquisa qual o material analisado que
fundamenta os resultados e consideracdes que ja somos capazes de avangar.
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Assim, para alcangar o objetivo proposto nos baseamos na Teoria Antropologica do
Didatico Chevalllard (1992, 1994, 1999), mais especificamente, nas nogoes de relagdes
institucionais e pessoais, praxeologia e objetos ostensivos e ndo ostensivos, que explicitaremos
na se¢ao a seguir e nas nogoes de quadro e mudanca de quadros definidas por Douady (1984,
1992) e de niveis de conhecimento esperados dos estudantes segundo definicdo de Robert
(1998).

Referencial Tedrico

A Teoria Antropologica do Didatico de Chevallard ¢ central na pesquisa e para esse
trabalho utiizamos as nog¢des de relagdes institucional e pessoal que sdao definidas em Chevallard
(1992, 1994, 1998, 1999) e Bosch e Chevallard (1999) ao considerarem que a organizagao do
estudo supde uma modelagem minima da estatica e sobretudo da dindmica cognitiva, assim, na
perspectiva antropoldgica a primeira no¢do fundamental ¢ a de objeto, que corresponde a toda
entidade, material ou imaterial, que existe para pelo menos um individuo. Segundo o autor, a
noc¢ao de objeto ¢ a mais geral, pois tudo € objeto, inclusive as pessoas. Apds explicitar o que
significa objeto, Chevallard (1998) introduz a segunda nog¢ao fundamental que ¢ a de relagdo
pessoal de um individuo x com um objeto o, que segundo o autor corresponde a todas as
interagdes, sem exce¢do, que o individuo x pode ter com o objeto o, isto €, x pode manipulé-lo,
utiliza-lo, falar sobre ele, sonhar com ele, etc. Assim, dizemos que o existe para x se ele tem uma
relacdo pessoal com o, ou ainda se sua relagdo pessoal com este objeto € ndo vazia, o que se
indica por R(x, 0) # ¢.

Ap6s definir universo cognitivo como o conjunto das relagdes pessoais ndo vazias
Chevallard (1992, 1998) introduz a nogao de instituicao /, isto €, um dispositivo social que
permite e impde as pessoas que vém a ocupar diferentes posi¢des oferecidas na mesma,
envolvendo maneiras proprias de fazer, e mais amplamente, adotar praxeologias determinadas.
Isso conduz o autor a definir relagdo institucional a o em posi¢do p, a relagdo com o objeto o, que
deveria ser, idealmente, aquela dos sujeitos de / em posigao p. Dizer que x € um bom sujeito de /
em posicao p, € o mesmo que afirmar que a relagdo pessoal do individuo x esta em conformidade
ou ¢ adequada a relagdo institucional em posigao p.

Sendo a nogao de praxeologia, que indica a conformidade ou adequagdo do individuo x em
relagdo ao objeto o para uma posi¢ao p em uma instituicdo, passamos aqui a sua definicao, ou
seja, segundo Chevallard (1999) uma praxeologia corresponde aos tipos de tarefas (T) que para
serem executadas necessitam de uma maneira de fazer que o autor denomina técnica (7 ). A
associacao tarefa-técnica ¢ definida como um saber fazer que nao sobrevive isoladamente,
solicitando um ambiente tecnoldgico-teodrico, que corresponde a um saber formado por uma
tecnologia (@), ou seja, um discurso racional que justifica e torna a técnica compreensivel, e de
uma teoria (©® ) que justifica e esclarece a tecnologia utilizada. O sistema composto por tipo de
tarefa, técnica, tecnologia e teoria [T, 7, €, ©® ] constitui o que Chevallard denomina
praxeologia, sendo ela que articula uma parte pratico técnica, que corresponde ao saber fazer, a
uma parte tecnologica teorica, que corresponde ao saber. A base de toda praxeologia ¢
constituida por um sistema de tarefas em torno das quais se desenvolvem e se organizam
técnicas, tecnologias e teorias.

Assim, Chevallard (1994), ap6s observar que toda a atividade humana pode ser
decomposta em certo nimero de tarefas e que para cada tipo de tarefa existe uma técnica,
questiona sobre de que ingredientes ¢ composta essa técnica € em que consiste sua execugao, o

Comunicaciéon X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Algebra na Educagdo Bdsica Brasileira e a transi¢do entre as diferentes etapas escolares 17

que o conduz a estabelecer uma distingdo fundamental entre dois tipos de objetos: os objetos
ostensivos e os objetos nao ostensivos. Dessa forma, Chevallard (1994) define os objetos
ostensivos como aqueles que tém para ndés uma forma material, e os objetos ndo-ostensivos,
denominados usualmente de nogdes, conceitos, ideias, etc., como aqueles que nao podem ser
manipulados, mas s6 podem ser evocados por meio da manipulagdo dos ostensivos associados.
Chevallard (1994) observa ainda que existe uma dialética necessaria entre ostensivos € nao
ostensivos, pois os ostensivos sdo manipulados por meio de regras, cuja distingdo ¢ feita pelos
ndo ostensivos, enquanto que os nao ostensivos sao evocados por meio da manipulagdo dos
ostensivos.

Além dos nogdes acima descrita da TAD utilizamos como referencial tedrico de apoio as
nog¢des de quadro e mudanga de quadro conforme defini¢do de Douady (1992), segundo a autora
um quadro ¢ constituido de objetos de um ramo das matematicas, das relagdes entre os objetos,
de suas formulagdes eventualmente diversas e das imagens mentais associadas a esses objetos e
essas relacdes. Essas imagens tém um papel essencial e funcionam como ferramentas dos objetos
do quadro. As mudangas de quadro, segundo a autora, correspondem a um meio de obter
formulacdes diferentes de um problema que sem ser, necessariamente, equivalentes, permitem
um novo acesso as dificuldades encontradas para fazer funcionar as ferramentas e técnicas que
nao se impunham na primeira formulagao.

Finalmente, consideramos a nogao de niveis de conhecimento esperados dos estudantes
segundo definicao de Robert (1998), a saber: nivel técnico que corresponde as ferramentas e
defini¢des utilizadas para resolver uma determinada tarefa; nivel mobilizavel que corresponde a
um inicio de justaposi¢cdo de saberes de certo quadro, podendo até corresponder a uma
organizagdo. Varios métodos podem ser mobilizados. O carater ferramenta e objeto do conceito
estdo em jogo, mas o que se questiona ¢ explicitamente pedido; nivel disponivel que
corresponde, a saber, responder corretamente o que € proposto sem indicagdes. Nesse nivel,
existe a possibilidade de dar contra exemplos (encontrar ou criar), mudar de quadro, aplicar
métodos ndo previstos.

Robert (1998) ressalta que esse nivel esta associado a familiaridade, ao conhecimento de
situagdes de referéncia variadas que o estudante sabe que as conhece e que para ele servem de
terreno de experimentagao, o que conduz a ser capaz de fazer questionamentos. Como essas
situacdes de referéncia dependem da forma como os conhecimentos sdo organizados, esses
podem funcionar para uma Unica tarefa ou possibilitam a realizacdo de resumos que por sua vez
auxiliam na execucao de diversas tarefas em que esses conhecimentos estdo em jogo. A grande
diferenca entre os conhecimentos mobilizaveis e disponiveis esta na organizacao dos mesmos
para os estudantes e, principalmente, na forma como sdo encontrados nos enunciados, pois 0s
mobilizaveis sdo pedidos explicitamente nos enunciados enquanto que os disponiveis devem ser
reconhecidos pelos estudantes.

Metodologia da Pesquisa

Esse estudo est4 centrado na analise de documentos oficiais para determinar as relagdes
institucionais existentes e as relacdes pessoais esperadas dos estudantes, seguindo assim as
técnicas da pesquisa documental que segundo Liidke e André (1986) esta associada a pesquisa
qualitativa, pois permite complementar informacdes obtidas por outras técnicas e/ou desvendar
aspectos de um tema ou problema.

Comunicaciéon X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Algebra na Educagdo Bdsica Brasileira e a transi¢do entre as diferentes etapas escolares 18

Dessa forma, os documentos analisados sdo o caderno do professor para o 7° e 8° anos do
ensino fundamental anos finais, que corresponde ao material distribuido pela Secretaria estadual
da educagdo como elemento que compde a implementagdo do curriculo do estado de Sao Paulo
iniciada em 2008 e nos quais sdo introduzidas as primeiras nog¢des de algebra e os relatorios
pedagdgicos da mesma secretaria publicados anualmente ap6s a avaliagdo anual do Sistema de
Avaliagao do Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo — SARESP para a qual a Matematica
¢ aplicada para todos os alunos do 3° e 5° anos do ensino fundamental anos inciais (6 — 10 anos),
7° e 9° anos do ensino fundamental anos finais (11 — 14 anos) e no 3° ano do ensino médio (15 —
17 anos).

Analisamos, ainda, um dos livros didaticos de matematica dos 7° € 8° anos do ensino
fundamental, anos finais, indicado para o pelo Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD,
que distribui os livros avaliados apods escolha dos professores para todas as escolas do pais. O
livro analisado ¢ o de Dante (2012) e a opgao por essa obra se deve ao fato que a mesma tem
sido indicada desde o inicio da avaliagdo dos livros didaticos pelo Ministério da Educacao e
Cultura.

Na analise dos documentos foram estudados os problemas propostos aos estudantes e se
verificou quais as técnicas propostas e aquelas que poderiam ser utilizadas em fung¢ao dos
conhecimentos retrospectivos dos estudantes, ou seja, verificamos se a algebra era necessaria ou
se correspondia a uma ferramenta para facilitar a escrita, como ocorre no seu desenvolvimento
historico.

A partir dos dados encontrados e em funcdo da experiéncia de um dos autores desse
trabalho, foi proposto um teste diagndstico junto a um grupo de estudantes do 5° ano do ensino
fundamental anos iniciais para identificar quais as técnicas por eles utilizadas para o
desenvolvimento das tarefas propostas e compara-las com os outros grupos, ou seja, com 0s
resultados apresentados pelos estudantes do 1° e 2° anos do ensino médio, que segundo nossas
expectativas deveriam apresentar técnicas algébricas apds 0s quatro anos que passaram no ensino
fundamental anos finais.

Os grupos de estudantes foram escolhidos aleatoriamente, pois consideramos que os
estudantes do 5° ano utilizariam apenas conhecimentos aritméticos e que os estudantes do ensino
médio seriam capazes de utilizar ferramentas algébricas para facilitar a solucao das questoes
propostas.

Isso justifica a escolha do teste diagnostico que segundo Yin (2005) corresponde a um
estudo caso, pois o autor define este método de pesquisa como sendo uma investigagdo empirica,
que abrange planejamento, técnica de coleta de dados e analise dos mesmos. Nesse estudo, o
teste diagnostico foi planejado para ser aplicado em diferentes grupos com o objetivo de
comparar as técnicas utilizadas pelos estudantes em funcao das relagdes institucionais existentes
quando se introduz a dlgebra no ensino fundamental. Esse teste era composto de duas questdes
que possibilitavam tanto a solu¢do aritmética quanto a algébrica, permitindo assim comparar as
relacdes pessoais dos grupos de estudantes analisados e as marcas das relagdes institucionais
sobre essas relagdes pessoais.

Apresentamos a seguir os resultados da analise dos documentos indicados acima e do teste
diagnostico.
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Resultados da analise das relacoes institucionais
Analise das relacdes institucionais existentes

Iniciamos pela analise do livro didatico de Dante (2012) por se tratar de uma obra usada
em escolas brasileiras em ambito nacional uma vez que esté entre as dez (10) indicadas e
ditribuidas pelo Ministério da Educagao.

As obras de Dante (2012) — “Projeto Telaris — Matemdatica™

Analisamos os livros do 7° e 8° anos do ensino fundamental anos finais, pois as expressoes
algébricas, as equagdes do primeiro grau e os sistemas de equagdes lineares sao introduzidas no
7° ano e revisitadas no 8° ano, que corresponde a0 momento em que se introduz ainda as nogdes
de polindmios.

Os tipos de tarefas e técnicas privilegiados com suas respectivas tecnologias e teorias, isto
¢, as praxeologias ¢ desenvolvidas na obra sdo apresentadas na figura 1:

¢, - Tipo de tarefa 7/: Dada uma expressdo algébrica, calcular seu valor numérico para um valor dado.

Técnica,tecnologia: substituir o valor dado na expressdo e efetuar as operagoes indicadas. Teoria: regras €
leis das operagdes aritméticas e introduc¢do da nocdo de incognita.

§,- Tipo de tarefa 72: Resolver equagdes do primeiro grau. Técnica,tecnologia: utilizar as propriedades

da adicao e multiplicagdo, as operagoes inversas e as propriedades da igualdade (relagdo de equivaléncia e
principios aditivo de multiplicativo da igualdade). Teoria: teoria das equagoes.

5 - Tipo de tarefa 73: Representar expressdes por meio de letras, por exemplo, a metade de um niamero

mais seus dobro. Técnica-tecnologia: passagem do ostensivo da lingua materna para o ostensivo
algébrico. Teoria: algebra e propriedades dos nimeros.

§,- Tipo de tarefa 74: Situagdo intramatematica, em geral, utilizando conhecimentos de geometria.

Técnica-tecnologia: passagem do ostensivo da lingua materna e numérico para o ostensivo equagao e
resolugdo de uma equagdo do primeiro grau. Teoria: teoria das equagoes.

- Tipo de tarefa T5: Situa¢do extramatematica, em geral, associadas ao cotidiano. Técnica,tecnologia:
passagem dos ostensivos da lingua materna e numérico para o ostensivo equagao e resolucdo de uma
equagdo do primeiro grau. Teoria: teoria das equacoes.

§¢- Tipo de tarefa 76: Determinar a geratriz de uma dizima perddica Técnica-tecnologia: passagem dos
ostensivos dizima periddica (0,33333....) para o ostensivo algébrico fracionario (1/3) por meio de uma
equagdo e resolucdo de equacdo. Teoria: teoria das equagdes.

- Tipo de tarefa 77: Resolver uma equacdo do primeiro grau com duas incognitas. Técnica,tecnologia:
Escolher um valor para uma das incognitas e determinar a outra, ou seja, determinar um dos pares
ordenados solucdo da equacdo. Teoria: teoria das equagoes.

. - Tipo de tarefa T§: Situa¢do extramatematica, em geral, associadas ao cotidiano. Técnica,tecnologia:
passagem dos ostensivos da lingua materna e numérico para o ostensivo sistema de equagdes e resolucao

do sistema pelos métodos da substitui¢do, adigdo e grafico. Teoria: teoria das equagdes e representacio de
pontos no sistema cartesiano ortogonal.

§, - Tipo de tarefa 79: Situa¢do intramatematica, em geral, utilizando conhecimentos de geometria.

Técnica,tecnologia: passagem do ostensivo da lingua materna ¢ numérico para o ostensivo sistema de
equacdes e resolucao resolugdo do sistema pelos métodos da substitui¢ao, adicao e grafico. Teoria: teoria
das equagdes e representacao de pontos no sistema cartesiano ortogonal.
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§,,- Tipo de tarefa 7/0: Discussdo de um sistema de duas equacdes do primeiro grau e duas incoginitas.

Técnica,tecnologia: passagem do ostensivo de algébrico de equagdo para o ostensivo grafico. Escolher
valores para uma das incognitas, determinar a outra e representar os pares ordenados no sistema
cartesiano ortogonal. Teoria: teoria das equagdes e representagdo de pontos no sistema cartesiano
ortogonal.

Figura 1. Praxeologias desenvolvidas nas obras de Dante (2012).

A andlise das praxeologias matematicas desenvolvidas na obra de Dante (2012) nos
permitiu observar que:

As tarefas de tipos 71 e T6 sdao enunciadas nos quadros algébrico e numérico
respectivamente e a solugdo das mesmas exige conhecimento da técnica de determinacao do
valor numérico para 7'/ e das regras e leis para solugdo de uma equagao do primeiro grau para
T6, ou seja, para ambas o nivel esperado do trabalho dos estudantes ¢ o técnico.

As tarefas de tipos 72, T7 e T10 sao enunciadas no quadro algébrico e para resolvé-las ¢
preciso mobilizar conhecimentos sobre as regras e leis do calculo algébrico para 72 e 77 e da
representacdo grafica de equacdes para 770. Assim, o nivel esperado dos estudantes para as
solugao dessas tarefas ¢ o mobilizavel.

A tarefa de tipo 73 ¢ enunciada no quadro da aritmética e exige a passagem para o quadro
algébrico, sendo este pedido explicitamente o que corresponde a mobilizacao do conhecimento
esperado pelos estudantes.

As tarefas de tipos 74, T5, T8 e T9 sdo enunciadas, em geral, no quadro geométrico e de
situagdes contextualizadas e espera-se que os estudantes utilizem o quadro algébrico para a sua
solucao. Mas, muitas vezes essas tarefas podem ser resolvidas no quadro aritmético, dependendo
dos conhecimentos disponiveis dos estudantes e da interpretacdo que os mesmos sdo capazes de
efetuar em relagcdo ao enunciado da tarefa.

Observamos que nas obras de Dante (2012) os tipos de tarefas utilizados para a introducao
as nogdes de equagoes e sistemas de equagdes lineares ¢ adequado, mas € preciso ficar atento ao
fato que as tarefas de tipos 74, T35, T8 e T9 para as quais o nivel esperado dos estudantes ¢ o
disponivel, muitas delas podem ser resolvidas no quadro aritmético o que pode ser uma
dificuldade para a introdugdo da algebra uma vez que os estudantes nao percebem o interesse de
trabalhar no quadro algébrico.

O caderno do professor

O caderno do professor (Sao Paulo, 2014) ¢ um dos documentos que compde o curriculo
do estado de Sao Paulo. Neste material a dlgebra ¢ introduzida no 7° ano por meio da
identificacao de padrdes em diversos tipos de sequéncias até aquelas em que € possivel utilizar
letras para representa-las e, consequentemente, generalizé-las seguidas da determinagdo do valor
numérico de formulas e equacdes para valores dados. A partir deste estudo ¢ indicada a
apresentacdo da resolu¢do de equacdes por meio da analogia entre equilibrio na balanca e
igualdade na equacao, técnica que serd aplicada para o estudo das razdes e propor¢des. No 8° ano
a nocao de equagdo ¢ revisitada e propde-se novamente os trabalho com sequéncias e
generalizagdo das mesmas. Apos o desenvolvimento de fatoracdo e produtos notaveis sao
propostos problemas aritméticos para serem resolvidos utilizando conhecimentos de algebra e
geometria, a énfase ¢ dada aos problemas que envolvem sequéncias e generalizagdo das mesmas.
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Na sequéncia sdo propostos problemas para serem resolvidos por meio de equagdes e sistemas de
equagoes, para estes ultimos sao indicados os métodos da adi¢do, substitui¢do e grafico. Para o
método grafico ¢ apontado o estudo das possiveis solu¢cdes de um sistema de duas equagdes
lineares e duas incognitas.

Assim, os tipos de tarefas e técnicas privilegiados com suas respectivas tecnologias e
teorias sao 72 e a técnica, tecnologia proposta ¢ o calculo aritmético, seguido de um exemplo em
que se utilizam as regras e leis do calculo algébrico sem explicitacao das propriedades que os
sustentam. 74, 75, T8, T9 e T10 sao introduzidas utilizando a aritmética e suas propriedades para
na sequéncia indicar a possibilidade de trabalho com o célculo algébrico que ¢ explicitado por
meio das de suas regras e leis sem associa-las as propriedades que as justificam.

E importante ressaltar que existe o caderno do aluno, no qual as atividades propostas no
caderno do professor sdo praticamente as mesmas e que, além disso, supde-se que os professores
complementem o estudo proposto com elementos do livro didatico indicado pela escola e
distribuido pelo Ministério da Educacgao.

Resultados da analise das relacoes pessoais esperadas e das dificuldades apresentadas pelos
estudantes

Para a analise das relagdes pessoais esperadas dos estudantes discutimos neste artigo
apenas o resultado apresentado no relatorio pedagdgico da avaliagdo institucional SARESP do
ano de 2012 para tarefas associadas as noc¢des de equacao e sistemas de equagdes lineares.

O material apresenta uma tarefa em que se pede a solugdo de uma equagao do tipo ax+b=c,
a saber: 2x+5=>5. Trata-se de uma tarefa de tipo 72 e da forma como ¢ proposta o valor de x
poderia ser determinado mentalmente. Observamos aqui que apenas 34,8% dos estudantes do 7°
ano indicaram a alternativa correta, mesmo tendo sido considerada a possibilidade de determinar
x sem calculo quando da proposta institucional (caderno do professor) das escolas publicas do
estado de Sao Paulo.

Neste mesmo material ¢ indicada ainda uma tarefa do 9° ano sobre sistemas de equagdes

: o : x=3 : .
lineares, ou seja, ¢ dado o sistema y40 e se pede para resolver o sistema pelos métodos
y+x=
da adicdo ou substitui¢do. Essas técnicas sdo introduzidas e utilizadas em diversas tarefas do tipo
78 e T9 no 8° ano.

O resultado ¢ que apenas 21,5% dos estudantes indicam uma resposta correta, o que parece
mostrar que os estudantes utilizam os métodos de resolucao de sistemas de equacdes lineares e
trabalham também com as tentativas quando em aulas, mas ndo sdo capazes de utilizar nem
mesmo as técnicas quando sao avaliados, pois ao desenvolver tarefas dos tipos 78 € 79 e nao
exercitar as técnicas, os estudantes acabam nao sendo capazes nem mesmo de aplicar essas
técnicas.

Os resultados da analise das relagdes pessoais esperadas dos estudantes colocam em
evidéncia que no ensino fundamental anos finais esperava-se que os estudantes fossem pelo
menos capazes de utilizar as técnicas desenvolvidas nesta etapa escolar, o que os resultados da
avaliacdo SARESP mostram nao corresponder a realidade.

Para compreender como os estudantes reagem quando sdo confrontados com tarefas que
podem ser resolvidas tanto por meio da aritmética como da algebra propusemos um teste
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diagndstico com duas questdes que correspondem a tarefas sobre sistemas de equagdes, a
primeira podendo ser descrita algebricamente por meio de duas equagdes lineares a duas
incognitas, mas que também supde solugdes por meio de contagem ou tentativas e a segunda que
corresponde a um sistema com duas equagdes sendo uma linear e a outra nao linear.

Resultados do teste diagnodstico e analise das relacdes pessoais dos estudantes que
participaram da pesquisa

Analise a priori e a posteriori do teste diagnostico e resultados apresentados pelos
estudantes que participaram da pesquisa

Foram propostas para vinte e seis estudantes do 5°ano do ensino fundamental dos anos
iniciais, vinte e cinco estudantes do 1° ano do ensino € médio e cinco estudantes do 2° ano do
ensino médio as mesmas tarefas, pois elas poderiam ser resolvidas utilizando diferentes técnicas.
Observamos aqui que os estudantes foram convidados para participar da pesquisa e a escolha das
turmas foi aleatoria.

Analise da tarefa 1

Tarefa 1: Uma fabrica produz carrinhos de bebé e triciclos. Hoje, os operarios produziram 11
unidades e, para monta-las, usaram 40 rodas. Quantos triciclos foram produzidos?

Técnica I: Contagem — desenhar a quantidade total de carrinhos de bebé e triciclos e distribuir trés rodas
para todos eles, na sequéncia distribuir as rodas que sobram, o que permite determinar a quantidade de
carrinhos de bebé e triciclos.

Técnica 2: Tentativa — utilizar os valores possiveis para a quantidade total de carrinhos de bebé e triciclos
¢ considerando que um tem trés rodas e o outro 4 rodas, fazer as multiplicagdes e somar os resultados até
encontrar o par de numeros que satisfaz o enunciado da tarefa.

Técnica 3: Representar a tarefa por meio de um sistema de duas equagdes e duas incognitas e utilizar um
método de resolucdo de sistemas lineares.

Figura 2. Técnicas associadas as relagdes institucionais existentes para a tarefa 1.

Em relacdo a analise dos resultados das respostas encontradas na tarefa 1, podemos verificar
que os estudantes que acertaram a tarefa 1 sdo: nove alunos do 5° ano , no 1° ano ano do ensino
médio 19 estudantes acertaram e no 2° ano do ensino médio todos os cinco acertaram.

Na tabela 1 a seguir podemos ver a porcentagem de alunos que acertaram as questdes
distribuidos pela utilizagdo das técnicas.

Tabela 1

Tipos de técnicas utilizadas pelos estudantes

Tarefa 1 Técnica 1 Técnica 2
5° ano do Ens. Fund. 15,4% 19,2%
1° ano do Ens. Méd. 4% 72%
2° ano do Ens. Méd. 20% 80%

Fonte: pesquisa privada. 2014,

Esses resultados mostram que os estudantes que acertaram a tarefa 1 utilizaram
prioritariamente as técnicas 1 e 2. Algo, que faz sentindo quando analizamos as turmas do 5° ano
do ensino fundamental, pois ndo foram inciados as ideias da algebra, da utilizacdo de sistemas de
duas equacdes. No entanto, as turmas de 1° e 2° anos do ensino médio ja tiveram contato com o
método de resolucdo da técnica 3, e mesmo assim, priorizam a utiliza¢do das técnicas 1 e 2.
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Analise da tarefa 2

Tarefa 2: Encontrar dois nimeros cuja soma ¢ 20 e o produto entre eles ¢ 96.

Técnica 1: Tentativa — fazer as multiplicagdes e somar os resultados até encontrar o par de numeros que
satisfaz o enunciado da tarefa.

Técnica 2: Representar a tarefa por meio de um sistema de duas equagdes e duas incognitas e utilizar um
método de resolucdo de sistemas lineares.

Figura 3. Técnicas associadas as relagdes institucionais existentes para a tarefa 2.

Da mesma forma que fizemos na tarefa 1, analisamos os acertos dos alunos envolvidos na
pesquisa. Como resultado obtivemos que dois alunos do 5° ano responderam corretamente a
tarefa 2. Em relagdo ao 1° ano do ensino médio tivemos como resultado que dezenove alunos
responderam corretamente e por fim o 2° ano do ensino médio teve todos os alunos respondendo
corretamente.

Vejamos na tabela 2 a seguir como ficou distribuido os acertos dos alunos relacionados as
técnicas utilizadas para a solucdo da tarefa 2.

Tabela 2
Tipos de tecnicas utilizadas pelos estudantes
Tarefa 1 Teécnica 1
5° ano do Ens. Fund. 7,6%
1° ano do Ens. Méd. 76%
2° ano do Ens. Méd. 100%

Fonte: pesquisa privada. 2014,

Esses resultados mostram que na mesma perspectiva do resultado da tarefa 1, os estudantes
que acertaram a tarefa 2 ndo utilizaram a algebra como ferramenta para solucionar a atividade
proposta.

Conclusio e perspectivas futuras

Para as relagdes institucionais existentes analisadas, aqui, por meio de um livro didatico e
do caderno do professor observamos, que entre as praxeologias encontradas as que se referem
aos tipos de tarefas 7'/ e T6 correspondem a exercitar as técnicas de determinagao do valor
numérico de passagem de um ostensivo de representacao para outro. J4 as praxeologias que
correspondem aos tipos de tarefas 72, T3, T7 e T10 estdo associadas a mobilizacao das regras e
leis do calculo algébrico e/ou das propriedades de resolucdo de equagdes para 72, da mobilizagdo
da passagem do ostensivo da lingua natural para o ostensivo algébrico para 73, da mobilizacao
da técnica de resolucdo de equagdes com duas incognitas para 77 e da mobilizagdo da passagem
da representacao do ostensivo de equagdes para o ostensivo grafico para 7/0. As praxeologias
associadas aos tipos de tarefas 74, 75, 76 e T9 que correspondem a aplicagdo dos conhecimentos
sobre equacdes e sistemas de equagdes nem sempre exigem que os estudantes disponham de
conhecimentos sobre o trabalho algébrico associado uma vez que muitas delas podem ser
resolvidas por meio das regras e leis do célculo aritmético, ndo exigindo assim conhecimentos
associados a algebra, isto €, varias tarefas propostas aos estudantes sdo tratadas como aritmética
generalizada.

Para as relagdes pessoais esperadas dos estudantes sobre as no¢des de equagdes e sistemas
lineares, analisadas via SARESP - 2012, observamos que os estudantes nao dominam as técnicas
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do célculo algébrico mesmo tendo trabalhado com tipos tarefas para as quais a solugdo esperada
consistia na aplicacao da algebra, mesmo quando seu enunciado permite considera-las como
tipos de tarefas aritméticas.

Observamos que tanto os estudantes do 5° ano do ensino fundamental como os do 1° e 2°
ano do ensino médio ndo recorrem a algebra para resolver as tarefas e ambos utilizam aritmética
e as técnicas de contagem e tentativa, sem explicitar o trabalho realizado, pois apresentam apenas
uma série de desenhos ou céculos. Certamente, essa forma de funcionar ¢ adequada para os
estudantes do 5° ano, mas coloca em evidéncia a dificuldade dos estudantes do ensino médio
para utilizar a dlgebra enquanto ferramenta para o desenvolvimento de outros conceitos e nogdes
que € o objetivo do trabalho com a algebra nessa nova etapa escolar.

Ressaltamos ainda que as relagdes pessoais dos estudantes do ensino médio que
participaram da pesquisa ndo correspondem as relagdes institucionais existentes. Assim, nossa
proposta ¢ de trabalhar com um grupo de estudantes e seguir os mesmos desde o 5°ano até o final
do 1° ano do ensino médio para verificar como um trabalho que mostre explicitamente a func¢ao
da algebra a principio como ferramenta facilitadora para a solu¢ao dos problemas propostos na
educacao basica.

Referéncias e bibliografia

Bosch, M., & Chevallard Y. (1999). La sensibilité¢ de 1activité mathématique aux ostensifs. Recherches
en Didactique des Mathématiques 19(1), 77-124.

Chevallard,Y. (1992). Concepts fondamentaux de la didactique: perspectives apportées par une approche
anthropologique. Recherches en didactique des mathematiques 12(1), 73-112.

Chevallard, Y. (1994). Ostensifs et non-ostensifs dans [’activité mathématique. Recuperado em 17 de
setembro de 2014 de http://yves.chevallard.free.fr/

Chevallard, Y. (1998). Analyse des pratiques enseignantes et didactique des mathématiques: L approche
anthropologique. Recuperado em 17 de setembro de 2014 de http://yves.chevallard.free.fr/

Chevallard, Y. (1999). La recherche en didactique et la formation des professeurs: problématiques,
concepts, problemes. Recuperado em 17 de setembro de 2014 de http://yves.chevallard.free.fr/

Dante, L. R. (2012). Projeto Teldris Matemdatica. Sio Paulo: Atica.

Douady, R.(1992). Ingénierie didactique et évolution du rapport au savoir. Recuperado em 12 de
setembro de 2014 de
http://www.cndp.fr/entrepot/fileadmin/docs/education_prioritaire/Maths et ZEP/reperes15rd.pdf

Liidke, M., & André, M.E.D.A. (1986). Pesquisa em educag¢do: abordagens qualitativas. Sdo Paulo: EPU.
Radford, L. (1991). Diophante et I’algebre pré-symbolique. Bulletin AMQ, 63(4).

Robert, A. (1998). Outils d’analyse des contenus mathématiques a enseigner au lycée a I’université.
Recherches en didactique des Mathématiques, 18(2), 139-190.

Robinet, J. (1989). La genese du calcul algébrique (une esquisse). Paris : IREM Paris 7.

Sao Paulo. (2009). Caderno do Professor: Matematica, Ensino fundamental. Sao Paulo: Secretaria de
Educacao.

Yin, R. K. (2005). Estudo de caso: planejamento e métodos. Porto Alegre: Bookman.

Comunicacion X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.


http://yves.chevallard.free.fr/
http://yves.chevallard.free.fr/
http://yves.chevallard.free.fr/
http://www.cndp.fr/entrepot/fileadmin/docs/education_prioritaire/Maths_et_ZEP/reperes15rd.pdf

25

Aprendizagem de Calculo:
dificuldades e sugestoes para a superacao

Lilian Nasser

Universidade Federal do Rio de Janeiro
Brasil

liliannasser@uol.com.br

Geneci Alves de Sousa

Universidade Federal do Rio de Janeiro
Brasil

prof.geneci@yahoo.com.br

Marcelo André Abrantes Torraca
Universidade Federal do Rio de Janeiro
Brasil

torraca@gmail.com

Resumo

Os altos indices de reprovagao e de evasao nos cursos de Céalculo remetem a diversas
investigacdes sobre suas causas, buscando sugestdes para tentar reverter esse quadro.
O baixo desempenho de alunos calouros em Calculo ¢ atribuido, em geral, a lacunas
na aprendizagem de Matematica na Escola Bésica. Este trabalho ¢ parte de uma
pesquisa, desenvolvida no ambito do Projeto Fundao (IM/UFRIJ), com os objetivos
de investigar como se da a transi¢cao do Ensino Médio para o Superior e empreender
acoes para diminuir esses indices. Neste trabalho sdo apresentados exemplos de erros
relacionados a obstaculos a aprendizagem de Calculo e sdo sugeridas algumas
estratégias que podem ajudar a superar essas dificuldades.

Palavras chave: Célculo, obstaculos a aprendizagem, andlise de erros.

Transicao do Ensino Médio e seu impacto na aprendizagem de Calculo

As dificuldades em Célculo tém sido tema de estudos nacionais e internacionais, que
investigam suas causas. Para amenizar tal situacdo, varias estratégias tém sido empreendidas, tal
como a inclusdo de disciplinas de Matematica Bésica (também chamadas de pré-Calculo ou
Célculo 0). Em alguns casos, sao oferecidas atividades concomitantes de monitoria ou mesmo
cursos de Fundamentos ou Complementos de Calculo. Entretanto, a solu¢do para minimizar esse

problema ainda esta por ser encontrada.

Rezende (2003) afirma que as dificuldades em Calculo sdo de natureza epistemologica,
requerendo uma preparagdo anterior ao inicio dos estudos de Célculo. Ele sugere que um
trabalho no Ensino Médio sobre a variabilidade de fungdes pode facilitar a aprendizagem nessa
disciplina. Outra pesquisa sobre o tema foi desenvolvida por Palis (2010), com enfoque nos
cursos de pré-Caélculo da PUC-Rio, indicando a tecnologia como ferramenta que pode auxiliar no
dominio de fungdes e seus graficos. Nasser (2009) investigou o desempenho de alunos de
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Calculo no tragado de graficos, constatando que as dificuldades se devem, principalmente, a falta
de preparagdo prévia em relagdo ao conteudo de fungdes e sugere acdes que podem ajudar a
supera-las, como “desenvolver estratégias de ensino apropriadas, de acordo com os estilos de
aprendizagem dos alunos, em particular, enfatizando exercicios sobre transformagdes de
graficos” (p. 54).

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCN/EM, 1999) destacam a
dissociacdo existente entre varios contetidos nesse nivel de ensino, o que enfatiza a necessidade
de uma proposta curricular diferente da praticada atualmente.

Um primeiro exemplo disso pode ser observado com relagdo as funcgdes. O ensino isolado
desse tema ndo permite a exploragdo do carater integrador que ele possui. Devemos observar
que uma parte importante da Trigonometria diz respeito as fungdes trigonométricas e seus
graficos. As sequéncias, em especial progressdes aritméticas e geométricas, nada mais sao
que particulares fungdes. As propriedades de retas e parabolas estudadas em Geometria
Analitica sdo propriedades dos graficos das fungdes correspondentes. Aspectos do estudo de
polinémios e equagdes algébricas podem ser incluidos no estudo de fungdes polinomiais,
enriquecendo o enfoque algébrico que ¢ feito tradicionalmente. (PCN/EM, 1999, p. 225)

Analisando os desafios enfrentados por alunos ao iniciar os estudos em Matematica
avancada, Robert e Schwarzenberger (1991) apontam mudangas quantitativas:

mais conceitos, menos tempo, necessidade de mais reflexdo, mais abstragdo, menos
problemas significativos, mais énfase em demonstragdes, maior necessidade de
aprendizagem versatil, maior necessidade de controle pessoal sobre a aprendizagem. A
confusdo causada pelas novas defini¢des coincide com a necessidade de mais pensamento
dedutivo abstrato. A jung@o dessas mudangas quantitativas gera uma mudanca qualitativa
que caracteriza a transi¢ao para o pensamento matematico avangado. (Robert e
Schwarzenberger, 1991, p. 133)

Tall (1991) também aponta a falta de dominio do pensamento matematico avangado como
uma das causas para um resultado insatisfatorio dos alunos nas disciplinas de Calculo, ao afirmar
que “[...] a mudanca do pensamento matematico elementar para o avancado envolve uma
transicao significativa: da descri¢do para a defini¢do, do convencimento para a demonstracao de
uma maneira logica, baseada naquelas defini¢des.” (Tall, 1991, p.20)

De acordo com Caracga (1984), o conceito de fungao esta ligado a ideia de correspondéncia
entre dois conjuntos. A funcao ¢ vista como uma busca da compreensao da ‘Realidade’, com
suas caracteristicas fundamentais: a interdependéncia e a fluéncia (p. 109). Isto €, a funcdo surge
da necessidade de interpretar fenomenos da natureza, observar a interdependéncia entre duas
grandezas e descrever regularidades. Como exemplo, Caraga apresenta a variagdo quantitativa de
espaco e tempo no fendmeno da queda livre de um corpo no vacuo (Caraga, 1984, p. 126).

As orientagdes do PCN/EM (2006) seguem na mesma direcao, sugerindo que

o estudo de fungdes pode ser iniciado com uma exploragdo qualitativa das relagdes entre
duas grandezas em diferentes situagoes: idade ¢ altura; area do circulo e raio; tempo e
distancia percorrida; tempo e crescimento populacional; tempo ¢ amplitude de movimento de
um péndulo, entre outras. (PCN/EM, 2006, p.72)

Por sua vez, Tinoco (1989) defende que € possivel conseguir bons resultados com o estudo
das fungdes a partir do segundo segmento do Ensino Fundamental, por meio da observagao de
exemplos praticos e sua representacdo grafica. Mesmo sem exibir uma expressao analitica para
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representar a fungdo, os alunos podem, por exemplo, relacionar as variagdes das distancias de
reagdo e frenagem, em funcao da velocidade do veiculo (Tinoco, 1989, p. 13).

Even (1990) também observou dificuldades no dominio de fun¢des em sua pesquisa. Ela

X, se x € um numero racional

relata a dificuldade de futuros professores em decidir se & (x ) ={ 0. se x & um nimero irracional

¢ ou ndo uma func¢do. Checando com a defini¢ao de fungdo, um sujeito da pesquisa afirmou que
¢ uma fungao, ja que “ha uma imagem tUnica para cada nimero” (p. 528). No entanto, na
tentativa de tragar o grafico dessa funcdo, esse futuro professor marcou alguns niimeros

irracionais no eixo dos X : 7, NG - (considerando uma fragdo impropria como um nimero

irracional) e esbogou uma parte da reta y = x com buracos, conforme ilustrado a seguir na figura
1.

Figura 1. Grafico de um futuro professor para a fungao g(x).
Even (1990) afirma ainda que

essa situacdo ¢ compreensivel — quase todas as fungdes encontradas por alunos do Ensino
Meédio e mesmo de faculdades sdo do tipo que tém um grafico “simples” e podem ser
descritas por uma formula, de modo que o seu conceito imagem de uma fungéo é
determinado pelas fungdes que eles vivenciam, e nao pela definic¢do moderna de uma fungéo,
que enfatiza a sua natureza arbitraria. (p. 529)

Obstaculos a aprendizagem em Calculo

Em relagdo a aprendizagem, diversos pesquisadores apontam a existéncia de obstaculos,
cuja nocao esta relacionada a algum entrave como causa das dificuldades. Os obstaculos
epistemologicos foram estudados inicialmente por Bachelard e explorados por varios
matematicos como Brousseau (1983) e Artigue (1989). Citando Igliori (2002, p. 101), Nasser
(2009) destaca que

Brousseau distingue trés tipos de obstaculos a aprendizagem: os de origem onfogénica, que
se referem a limitagdes do proprio sujeito, os de natureza diddtica, que dependem das
experiéncias de aprendizagem vivenciadas; e os de ordem epistemologica, inerentes ao
conhecimento. (Nasser, 2009, p. 44)

Especificamente em relagdo a aquisicao do conceito de fungdo, Sierpinska (1992) destaca
16 obstaculos e 19 atos fundamentais, que sdo estratégias para transpor esses obstaculos.
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Em nossas pesquisas com alunos do Ensino Médio e calouros universitarios na disciplina
de Calculo, observamos algumas respostas que exemplificam a presenca de algum obstaculo a
aprendizagem, que destacamos a seguir.

- a concep¢ao ingénua de que “o grafico de uma fun¢io nao precisa ser exato”. Essa
concepcao explica alguns dos problemas observados nas tentativas de alunos de Célculo I ao
~(x+3)*+4, s x<-1
tragar graficos de fungdes simples como /() = 0, s el <x<3 A figura?2
(x=5) -4, s %>3

mostra o descuido de um aluno de Calculo I, em marcar os pontos criticos na representagao
grafica dessa fun¢ao.

W oru s

m» /.

B pea—— R — T :
a
o
-

Figura 2. Grafico sem exatiddo nos pontos criticos

- a concepcao de que “apenas relacoes representaveis por formulas analiticas sdo dignas
de serem chamadas funcées”. De fato, muitos alunos sé reconhecem como fungdes as relagoes
que sdo representadas por uma expressao algébrica, e apresentam dificuldades, por exemplo, ao
lidar com fungdes definidas por varias sentencas.

A Figura 3 mostra o grafico apresentado por um aluno de Célculo para a fung@o definida
por
-4,p a ¥<a3
f(xX)={-x>+5,p a +3ax<2
xX=2,p a ¥>@ :

Figura 3. Grafico incorreto de fungdo definida por varias
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- a crenca de que o grafico de uma funcio ¢ obtido marcando alguns pontos no plano
cartesiano e unindo-os por segmentos de reta, deixando de considerar a lei de formagao da
funcdo. Na figura 4 ¢ apresentado o grafico tracado por uma aluna de Célculo I com bom
desempenho. Ela foi capaz de perceber a translagao horizontal aplicada a fun¢do y = sen(x)

T
para obter o grafico da fungdo V = Sen (x + 5) marcando os pares ordenados, mas ligou-os por

segmentos de reta.

@) ocFco de Ry (> *%)

\
N2 ')ﬁ.’ b
l\\ I P i

A .Y

Figura 4. Exemplo de grafico utilizando segmentos de reta para a liga¢do dos pontos.

Em sua pesquisa, Even (1990) ressalta que a primeira abordagem de funcdes, marcando
pontos, ndo ¢ dificil de aprender, mas

uma abordagem com marcacao de pontos para o tragado de graficos de fungdes ¢, em muitos
casos, menos poderosa que um método que enfatiza uma analise mais global do
comportamento da fun¢do. Por exemplo, fazer o grafico de uma fungdo quadratica que tem

(—1007 78) como vértice pela marcacio de varios pontos proximos de (0, 0) ndo vai
produzir um grafico informativo. Também, tracar o grafico de uma fung¢do que é descontinua

em Xx=0,3 pela marcagdo de pontos com coordenadas inteiras e liga-los vai produzir um
grafico errado. (Even, 1990, p. 534)

- as dificuldades na transposicio da representacio verbal (descri¢ao da situagdo problema)
para uma representacao analitica, isto ¢, escrever uma sentenga matematica que relacione as
grandezas envolvidas no problema.

De acordo com Duval,

Ha uma pluralidade de registros de representacdo de um mesmo objeto, e a articulagdo
desses diferentes registros € a condi¢do para a compreensdo em matematica, embora varias
abordagens didaticas ndo levem em conta esse fato. (Duval, 2003, p. 31).

Em geral, a interpretagdo do enunciado de uma situagdo problema e sua transposi¢ao para
uma expressao analitica da funcao que envolve nao sdo tarefas faceis para alunos do Ensino
Meédio, e mesmo no inicio da graduagdo. O seguinte problema foi proposto a alunos de Calculo I:

A taxa de inscri¢@o num clube de natagdo ¢ de R$450,00 para o curso de 12 semanas. Se uma pessoa se
inscreve apos o inicio do curso, a taxa ¢ reduzida linearmente.
Expresse a taxa de inscrigdo em fungdo do numero de semanas transcorridas desde o inicio do curso.

Figura 5. Questdo aplicada na pesquisa
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O problema demandava uma anélise dos dados apresentados e a representagdo dessa leitura
de forma analitica, onde a taxa de inscri¢ao fosse escrita em fun¢ao do nimero de semanas
passadas ap0s o inicio do curso. Os alunos deveriam interpretar o enunciado, percebendo que se
tratava de uma funcao afim, e que o grafico de uma fun¢do que decresce linearmente ¢ uma reta.
Pelos resultados observados na nossa pesquisa, os alunos do curso de engenharia apresentaram
um bom desempenho nessa questdo, com cerca de 80% de acertos. O mesmo nao foi verificado
no desempenho dos alunos de uma turma de licenciatura em Matemadtica, onde menos de 30%
conseguiram apresentar a expressao analitica da fun¢do corretamente. Alguns alunos chegaram a
expressao analitica da fun¢do por meio do seu grafico, demonstrando dominio da transposicao
entre as representagdes verbal, grafica e analitica, como mostra a figura 6.

il

4] Tocady anicph 24 459,00 [3)

fu’

p MWWN{_ ! 5 ¥ axth _“&: aﬁ'f}
slop) * o antly 0= 0eALHHS0
a['ﬁl ) oz k {IJE::-‘!SQ

21 - 7] ’

STt

Figura 6. Resolugdo que denota a transposicdo entre as representagdes da situa¢do problema.

- dificuldades na transposicao da representacio verbal para uma representacio grafica

Em sua pesquisa, Balomenos, Ferrini-Mundy e Dick (1994) apresentam diversos exemplos
de problemas do Calculo que poderiam ser facilitados, por uma abordagem adequada da
geometria ensinada no Ensino Médio, desenvolvendo a prontidao para o Calculo. Os autores
afirmam que

o verdadeiro desafio esta na habilidade de desenvolver uma representagdo geométrica de
situacdes fisicas a partir de uma descrigdo verbal complicada. Muitas vezes, a chave da
solugdo consiste em resolver um problema geométrico em que o tempo ¢ “congelado. (p.
247)

Essa dificuldade foi observada em nossa pesquisa, na resolugdo do seguinte problema de
taxas relacionadas:

Um tanque tem a forma de um cone invertido, com 36 m de altura e uma base com 9 m de
raio. A 4gua flui no tanque a uma taxa de 4 m*/min. Com que velocidade o nivel da 4gua estara

se elevando no instante em que sua profundidade for de 15 m? Dado: V., , =5 *h

3

Figura 7. Questao de taxas relacionadas

A Figura 8 mostra a solu¢ao de um aluno que aplicou corretamente a razao de semelhanga
para encontrar o raio correspondente a profundidade de 15 m, mas substituiu a altura por 15
antes de derivar.
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Figura 8. Erro tipico em questdes de taxas

- dificuldades em questdoes de maximos e minimos

Na resolucdo de problemas de maximos e minimos observamos grande numero de erros no
trato algébrico, na sentenca matematica que equaciona o problema e no céalculo de derivadas. A
figura 9 a solucdo de um aluno, que cometeu erro ao equacionar o problema.

iUma caixa sem tampa deve ser construida de um pedaco retangular de papeldo com dimensGes 8

im por 5 dm. Para isso, deve se retirar quadrados de lado x de cada canto e depois dobrar,
conforme mostra a figura. Expresse o volume V da caixa como uma fungao de x.

o oA L ) -
_./-:/-,(\ d

-
®

Figura 9. Erro ao equacionar um problema de maximos ¢ minimos
Recomendacdes para minimizar as dificuldades:

Com base nas pesquisas citadas e na experiéncia dos membros do grupo, algumas acoes
podem ser destacadas como favoraveis a superacao de obstaculos, a constru¢do do conceito de
funcdo e ao dominio do tragado de graficos, minimizando as dificuldades.

v" o reconhecimento de padrdes em sequéncias de figuras constitui uma boa prontidiao
para o conceito de func¢ao, que pode ser explorado desde os primeiros anos do Ensino
Fundamental. Candido (2000) relata uma experiéncia propondo um carater dindmico para o
ensino de funcdes. Inicialmente, a énfase ¢ na familiarizagdo com a variagao de grandezas,
observando a dependéncia entre as varidveis. A seguir, numa segunda etapa, as atividades
abordam a analise e comparagao de variagdes, em que as grandezas sao diretamente
proporcionais, inversamente proporcionais ou nem direta nem inversamente proporcionais.
A partir dai, passa-se a familiarizagao com as idéias que dao suporte ao conceito de fungao
do 1° grau, com suas caracteristicas algébricas e geométricas. A seguir ¢ apresentada uma
atividade proposta nesse trabalho.
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v as progressdes devem ser tratadas como fungdes, cujo dominio é o conjunto dos
numeros naturais.

Est4 ¢ uma recomendagdo destacada anteriormente na citagdo do Pcn/EM (1999, p.225), e
reforga a idéia de relacionar o topico de funcdes com outros contetdos da Matematica e de outras
Ciéncias.

v’ é recomendavel o uso de transformacdes no plano para chegar ao grafico pretendido
por meio de translagdes e reflexdes nos graficos basicos.

Os alunos devem ser incentivados a tragar graficos de fungdes afim e quadraticas usando
transformagdes a partir dos graficos basicos de y = x e y = x%, respectivamente. A Figura 10
mostra as transformagdes aplicadas a parabola y = x’ para obtencdo da parabola y = x’ — 4x + 3.
E preciso completar o quadrado e expressar essa fungdo pory = (x—2) > — 1.

\

—_2 =t
Figura 10. Grafico obtido a partir de translagdes

Esse método também pode ser usado, em Calculo I, para tracar graficos de funcdes
envolvendo y = In(x) e y = €*. Mais adiante, em Célculo III, o mesmo procedimento pode ser
usado com fun¢des de duas varidveis, para facilitar a identificagdo de paraboloides, cones,
cilindros e esferas por meio de transformagdes de superficies centrais basicas (Nasser, 2009,
p.52). Numa turma habituada com essa estratégia em Calculo I, foi constatado o raciocinio de um
aluno de Calculo II, que utilizou a translagao de graficos para resolver a seguinte questao:

Determine todos os pontos de interse¢do das cardidides:

R=1+cos® ¢ R=1-sen, 0<6<L2n

O objetivo era que os alunos igualassem as duas equagdes polares, percebendo que os

pontos de intersecdo se referem ao angulo O que satisfaz a igualdade cos0=—sen0  ou seja,

3n r

0= 7 ou 0= 7 No entanto, um aluno apresentou a solu¢cdo mostrada na figura 11,

aplicando a translag@o de gréaficos, enfatizada em outro contexto.
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Figura 11. Solugdo de um aluno de Calculo II usando transformagdes.

v’ a tecnologia pode ser utilizada para a observacio de modificacdes no tracado de
graficos.

Perspectivas de melhoria do ensino—aprendizagem podem ser criadas com o uso de
softwares para visualizar graficos de func¢des (Torraca, 2005), tais como Excel, Derive, Maple e
Winplot. Além desses, podem ser usados o Geogebra e o Régua e Compasso, de facil aplicagao.
Por exemplo, os alunos podem ser desafiados a investigar o que ocorre com o grafico da fungao
quadratica f(x)=a b xc quando sdo feitas altera¢des nos coeficientes a, b € ¢,
separadamente. Em particular, utilizando o Winplot, ¢ possivel tracar uma familia de fun¢des da

forma /(x) =x” +b #*1quando o coeficiente de b varia no intervalo—4 <b <4, O lugar
geométrico dos vértices dessa funcdo quadratica quando b varia € uma fun¢do quadratica da

forma f(x)=—x>+1, que pode ser observada na figura 12.

I

24

| \7 ' |

Figura 12. Lugar geométrico dos vértices do grafico de f(x)=x’+b #1 quando o coeficiente b varia.

Consideracoes finais

As dificuldades na aprendizagem de Célculo e em particular na aquisi¢cdo do conceito de
fungdes tem sido motivo de preocupagdo, gerando varios trabalhos de pesquisa O objetivo deste
trabalho ¢ empreender mobilizagdes didaticas para a aprendizagem significativa do conceito de
funcdes e das estratégias para a resolugdo de problemas em Célculo. Resultados de pesquisas
indicam a existéncia de alguns obstaculos epistemologicos para a aquisi¢do desse conceito, como
a concepcao ingénua de que o grafico de uma fungdo ndo precisa ser exato, a concepcao de que
apenas relagdes representaveis por formulas analiticas sdo dignas de serem chamadas fungdes, a
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crenga de que o grafico de uma fungdo ¢ obtido marcando alguns pontos no plano cartesiano e
unindo-os por segmentos de reta. Destacam-se ainda as dificuldades na transposicao entre as
representacdes verbal (descri¢cdo da situagdo problema), analitica (expressdo por meio de uma
funcdo ou equacdo) e grafica.

Foram aplicadas atividades investigativas a alunos do Ensino Médio e de cursos de
Célculo, que comprovaram a existéncia desses obstaculos. A anélise das solucdes e dos erros
desses alunos a questdes propostas sobre diversos aspectos do conceito de fungdes, sobre taxas
relacionadas e sobre maximos € minimos mostrou que a maioria dos erros se deve a lacunas na
aprendizagem de Matematica da Escola Bésica. Isso indica a necessidade de uma abordagem
significativa dessa disciplina, visando ultrapassar possiveis obstaculos. Considerando a evolugao
historica do conceito de fungdo e as sugestdoes de Caracga, ¢ possivel desenvolver uma abordagem
moderna para esse topico, baseada na observacdo de fendmenos. A tecnologia pode ser usada
para facilitar a visualizacdo e a constru¢do desse conceito pelos alunos. Desse modo, 0s
resultados indicam que uma abordagem adequada de alguns topicos da Educacao Basica, como o
de fungdes, pode minimizar as dificuldades e a reprovacao na disciplina de Célculo L.
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Resumo

Considerando o modo como conceitos de Célculo sao apresentados nos livros
didaticos, e a preocupacao de educadores matematicos, que principiou com o
movimento da Reforma do Célculo — na qual propde-se a integracao das tecnologias
digitais como uma maneira de tornar os conceitos significativos para os estudantes —,
realizamos um exercicio de compreender o modo como a componente tecnologica
tem sido privilegiada em livros de Calculo, possibilitando abordagens que
ultrapassem a abordagem algébrica dos conceitos. Assim, tomamos livros didaticos
adotados em Cursos de Matematica (na modalidade licenciatura e bacharelado) em
seis unidades universitarias estaduais paulistas fazendo uma analise comparativa
entre as obras, buscando evidéncias de como a abordagem visual, pautada no uso de
tecnologias, ¢ privilegiada. Da analise desenvolvida, evidenciamos fragmentagdes na
apresentacao de alguns topicos em algumas obras e um brusco movimento de
mudanca em obras atuais ao trazer algumas abordagens considerando a utiliza¢ao das
tecnologias.

Palavras chave: célculo diferencial e integral, tecnologias digitais, livros didaticos,
educagdo matematica, geogebra.

Consideracoes Iniciais

Mundialmente, cursos de Célculo Diferencial e Integral (CDI) tém como subsidio basico a
utilizacao de livros didaticos. Estes constituem-se em um importante suporte para o Curso, quer
seja para a leitura primeira dos alunos, quer seja como complemento das aulas ministradas, quer
seja como motor da realizagdo de pesquisas por parte dos discentes ou, at¢ mesmo, para a
resolucdo de exercicios (Weinberg, 2010).
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Assim, a abordagem dos conceitos presentes em um livro de Calculo revela indicios de
como os conceitos podem ser construidos. Considerando o modo como os conceitos de Célculo
se apresentam nos livros didaticos, e a preocupagdo da comunidade de Educa¢do Matematica que
principiou com o movimento da Reforma do Calculo a partir do século XX, enfatizando a
qualidade dos processos de ensino aprendizagem e propondo a integracdo da tecnologia como
uma maneira de tornar os conceitos mais significativos para um maior numero de estudantes
(Tall, Smith & Piez, 2008), nos dedicamos a analisar o modo como a abordagem visual, pautada
no uso de tecnologias, tem disso privilegiada em livros didaticos de Calculo Diferencial e
Integral.

Conforme Richit (2010), as mudangas referentes ao ensino de CDI ancoradas no
movimento da Reforma do Calculo sugerem: a) mudanca no foco do ensino de Célculo,
atentando para ideias fundamentais ao invés de enfatizar regras, técnicas € procedimentos; b)
mostrar a importancia e aplicagdo do Curso de Calculo em diversas areas do conhecimento bem
como no campo de Educacao Matematica e ¢) introducao das tecnologias da informacgao e
comunicacao no curriculo de Calculo (Frid, 1994).

Porém, ao sugerirmos que o processo de ensino e aprendizagem de Calculo necessita ser
modificado de acordo com o que propde a Reforma do Calculo, ndo estamos sugerindo que tais
cursos devam simplesmente ser modernizados no sentido de utilizar calculadoras graficas,
computadores, softwares ou quaisquer recursos das tecnologias informaticas de representacao
grafica. Entendemos, sim, que em um curso de calculo, os CAS (Computer Algebra System) ou
demais recursos tecnologicos nao transformardo estudantes com grandes dificuldades em
Matematica em grandes matematicos, mas estes podem proporcionar melhores entendimentos
acerca dos conceitos estudados (Richit, 2010).

Nessa perspectiva, Miskulin, Escher e Silva (2007) destacam que a implementacao de
atividades que levem em conta a utilizagdo de recursos tecnoldgicos, resgata a exploragao de
conceitos matematicos por meio de uma abordagem metodologica diferenciada que auxilia no
processo de exploracdo, visualizagdo e representacdao do conceito matematico.

Considerando a natureza dinamica do Calculo, acreditamos que esta caracteristica
dificilmente seja trabalhada em um ambiente tradicional de ensino, no qual priorizam-se estudos
de natureza algébrica, onde o foco das atividades centra-se na busca de solugdes para os
problemas apresentados, expressas por formulas fechadas e técnicas especificas para resolucao
de determinados problemas. A respeito da utiliza¢ao de recursos tecnoldgicos no contexto do
ensino e aprendizagem da Matemadtica, Villarreal (1999, p.362) diz que

[...] o computador pode ser tanto um reorganizador quanto um suplemento nas atividades dos
estudantes para aprender Matematica, dependendo da abordagem que eles desenvolvam
nesse ambiente computacional. Do tipo de atividades propostas, das relagdes que for
estabelecida com o computador, da frequéncia no uso e da familiaridade que se tenha com
ele.

Observa-se, nessa perspectiva, que a literatura de um modo geral e os pesquisadores da
area, cujo interesse centra-se na articulagdo das tecnologias da informagao e comunicagao (TIC)
aos processos de ensinar e aprender CDI, tém argumentado que as TIC sdo extremamente
importantes na discussdo de atividades que podem ser trabalhadas de modo algébrico e também
as que ndo podem, trazendo consigo a possibilidade de remover um pouco do “fardo” algébrico
inerente a esta disciplina.
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Além disso, as TIC caracterizam-se como recursos que favorecem a constituicdo de
ambientes investigativos de aprendizagem na medida em que propiciam o fortalecimento das
relagdes entre os sujeitos do processo, bem como por propiciar questionamentos, reflexdes,
analises e fazem com que a sala de aula se torne espago de didlogo, possibilitando ao estudante
propor e verificar conjecturas, construindo, assim, conhecimentos sobre CDI.

Embora visualizemos no cenario académico um movimento de articulacao das TIC aos
processos de ensinar e aprender CDI, tal movimento decorre de iniciativas individuais. Nesse
sentido, alguns livros didaticos tém sido permeados, de maneira incipiente, por abordagens
pedagogicas que fazem alusdo a utilizagdo de alguns softwares matematicos no estudo de
conceitos de CDI. E a este ponto que nos debrugaremos neste artigo.

Considerando todo o movimento de articulagdo das TIC aos processos de aprender e
ensinar CDI, realizamos um exercicio de compreender de que modo a componente tecnologica
tem sido privilegiada em livros de Calculo, possibilitando abordagens que ultrapassem a
abordagem algébrica dos conceitos. Deste modo, o presente artigo esta assim estruturado:
inicialmente traz uma breve revisdo da literatura que discute as potencialidades das TIC nos
processos de ensinar e aprender CDI; na sequéncia apresenta uma descricao da processualidade
metodoldgica relativa ao uso de TIC no estudo de Célculo; por conseguinte traz uma analise dos
livros didaticos de Célculo, focando a presenga das TIC na abordagem dos conceitos; por ultimo
expde algumas consideragdes finais relativas a analise empreendida.

Calculo Diferencial e Integral e Tecnologias Digitais: Possibilidades para a abordagem de
conceitos

Miskulin, Escher e Silva (2007) ressaltam que a utilizagao das atividades que tomam a
utilizagdo de recursos tecnolégicos como complemento a abordagem de conceitos de CDI,
propicia um enfoque diferenciado, o qual possibilita a exploragdo e a visualizagao, bem como a
coordenac¢do de diferentes representagdes dos conceitos matematicos. A titulo de exemplo, a
coordenagdo e mobilidade das representacdes em uma perspectiva semidtica, foco da dissertagao
de Farias (2007), foram evidenciadas em uma atividade envolvendo o conceito de continuidade
que contava com o Winplot. Esta atividade consistia em avaliar a continuidade da funcao

kx? +1sex<1
f(x)= :
2x—3sex>1

No despontar das discussdes sobre a referida atividade os estudantes afirmaram,
intuitivamente, que tratava-se de uma funcao continua. Na sequéncia, langam mao do recurso
“animagdo” do software Winplot para verificar, a partir da visualizacdo da representacdo da
funcdo, o que haviam conjecturado inicialmente. Entretanto, somente ao animarem a fungao,
fazendo variar o parametro k, ¢ que puderam visualizar que para k = — 2 a funcao tornava-se
continua. Também pautaram-se na abordagem algébrica para comprovar a conjectura inicial.

Observemos, assim, que em face dos processos de investigacao e exploragdo matematica
realizados pelos estudantes com o software Winplot, as dividas foram se esclarecendo. Ademais,
puderam confrontar as conclusdes produzidas a partir das investigagdes realizadas com o
software aquela obtida pela manipulacao algébrica da fungao. Ou seja, por meio da coordenagao
de representacdes matematicas puderam repensar sobre o “equivoco” cometido sobre a
afirmacao inicialmente feita.
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Menk (2005) desenvolve uma investigagcdo sobre Maximos e Minimos de Fungdes,
principalmente aqueles que estao relacionados a conceitos e propriedades geométricas, tomando
como apoio o software Cabri-Géometre II. Dentre as atividades propostas, uma delas consistia
em encontrar a forma mais econdmica de instalar um cabo de eletricidade, que ligava uma usina
hidrelétrica situada a margem de um rio de 900 metros de largura a uma fabrica situada na outra
margem do rio, 3000 metros a jusante da usina. Nesse problema considerava-se que o custo de
instalagdo do cabo submerso era de R$ 25,00 por metro, enquanto que em terra era de R$ 20,00
por metro.

Apos a construcao desta situacdo no Cabri-Géometre 11, depois de um amplo processo de
experimentacao matematica e intensa discussao, os estudantes apresentam uma proposta sobre a
forma como o cabo deveria ser ligado de modo a minimizar o custo de instalagao.

Assinalamos que tais conjecturas s6 foram possiveis quando os estudantes compararam as
duas situagdes representativas do custo minimo e maximo para instalagdo do cabo, articulando as
representacoes graficas produzidas no software Cabri e, também, a representagao algébrica
esbogada em papel.

Ao final da investigacao Menk (2005) destaca que esses procedimentos podem criar
condicdes, que possibilitam facilitar a interpretagdo, a observagado, a analise e a resolugdo dos
problemas considerados. A forma como foram desenvolvidas as atividades, privilegiando a
simula¢do e a visualizac¢do, permitiram criar situacdes nas quais se pdde “ver” o processo de
como se desenvolveu o raciocinio dos alunos em varias situagoes.

Em seu doutoramento, Javaroni (2007) analisou possibilidades de ensino e aprendizagem
de Introducao as Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO) com estudantes do Curso de
Matematica, trabalhando em uma perspectiva de abordagem qualitativa com alguns modelos
matematicos (modelos de objeto em queda, de crescimento populacional de Malthus, de
crescimento populacional de Verhulst e da lei de resfriamento), auxiliada por planilhas do Excel,
dos softwares Winplot € Maple e alguns applets. A partir do estudo a autora destaca que ao
trabalhar seguindo esta abordagem fica evidente que a interagdo dos alunos com as TIC
propiciou novas possibilidades para a abordagem qualitativa dos modelos estudados. Ademais,
sugere a necessidade de repensar o ensino das EDO, enfatizando o aspecto geométrico de
modelos matematicos, além do aspecto algébrico.

Sumarizando, os estudos mencionados nessa se¢do, embora sejam sustentados por vieses
teoricos distintos, evidenciam o importante papel do aspecto visual da abordagem dos conceitos
matematicos, cuja representagdo grafica possibilita uma perspectiva mais ampla desses conceitos
¢ a no¢ao de totalidade do conhecimento matematico. Dando continuidade a nossa discussao
trazemos, na proxima se¢ao do artigo, a perspectiva tedrica subjacente a analise empreendida em
nosso estudo.

Perspectiva Teorica do Estudo

Tomamos por pressuposto tedrico o entendimento de que o aspecto visual, que ¢
privilegiado na abordagem de conceitos de CDI por meio de representagdes graficas de fungdes,
as quais permitem analisar caracteristicas importantes da situagdo em estudo, permite uma
analise ampla de um conceito matematico. Sobre isso Dugdale (1993) e Schwartz et al. (1993)
reconhecem a necessidade de um melhor entendimento do aluno no que diz respeito ao grafico
de fungdes, os quais possibilitam compreensdes que partem de um aspecto visual.
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Sobre a questao do aspecto visual, materializado por representagdes graficas, estas muitas
vezes seguem uma abordagem apenas de observagao, ou seja, os alunos fazem a construgao e
apenas a observam, sem conseguir pensar ou vislumbrar outras possibilidades a partir daquele
grafico. Este ¢ também um procedimento bastante frequente nos livros didaticos de CDI, onde os
alunos ndo sabem por que fazem o que fazem e a atividade acaba tornando-se mecanica. Além
disso, nos cursos de CDI aborda-se familias de fungdes, cujo tratamento grafico apresenta-se de
modo falho, entre tantos outros conceitos que possuem natureza dindmica, mas a representacao
segue uma natureza estatica.

Aspectos Metodologicos da Analise

Este estudo foi guiado pela seguinte questdao: O que os livros didaticos usados em cursos de
matematica sugerem quanto a construcao de conceitos e estratégias de ensino e aprendizagem do
Célculo Diferencial e Integral a partir das TIC? Em outras palavras, preocupamo-nos sobre o
modo como livros didaticos de CDI abordam qualitativamente conceitos da disciplina
supracitada considerando a componente tecnologica, analisando-se o tipo de abordagem
pedagbgica proposta, entre outras coisas.

Para tanto, tomamos as ementas da disciplina de Célculo Diferencial e Integral de seis
unidades universitarias paulistas (UNESP), a saber: Bauru, Guaratingueta, [lha Solteira,
Presidente Prudente, Rio Claro e Sdo José do Rio Preto. Nestas ementas, encontramos um total
de vinte e cinco livros textos indicados como referéncia para o Curso de CDI.

Dos livros encontrados, tomamos para analise aqueles que propunham alguma abordagem
de conceito matematico considerando a utilizacdo de softwares gréaficos, de calculadoras graficas
ou planilhas eletronicas.

Dentre os livros classicos de Calculo Diferencial e Integral citados nas seis unidades
universitarias consultadas, constatamos que a cole¢ao de Hamilton Luis Guidorizzi ¢ adotada em
todas elas. As colecdes de Diva Fleming & Mirian Gongalves, Earl Swokowski e Louis Leithold
sao adotadas em cinco unidades universitarias pesquisadas. A obra de James Stewart ¢
referenciada em quatro unidades universitarias, a obra de George Thomas em trés e as obras de
Mustafa Munen & David Foulis e Howard Anton sdo referenciadas em duas unidades
universitarias. Por fim, as obras de Geraldo Avila, Alberto Flavio Aguiar et al, Howard Anton et
al, Ron Larson et al, Henry Edwards & David Penney, Robert Hostetler, Paulo Boulos, Al
Shenk, Richard Courant ¢ Fritz John, Placido Taboas, Martin Braun, Valéria Medeiros & Fred
Safier sdo mencionadas nos programas curriculares de Calculo de apenas uma unidade
universitaria.

A analise empreendida sobre os vinte e cinco livros didaticos indicados nas ementas dos
cursos de CDI nas seis unidades universitarias, revela que destes apenas um faz mengao a
utilizacao de alguma tecnologia na abordagem dos conceitos: James Stewart. Nessa obra
identificamos algumas proposicdes de atividades matematicas que tomam as TIC na abordagem
de conceitos de CDI. O autor enfatiza que a disponibilidade das tecnologias como calculadoras
graficas e computadores constituem-se em ferramentas valiosas na descoberta e compreensao
dos conceitos. Sob esse entendimento, em alguns exercicios ha referéncia a utilizagao de algum
recurso ndo sendo este recurso especificado e em outros momentos, ¢ sugerida a utilizagao de
CAS, tais como o software Derive e o Mathematica ou a calculadora TI-82. Entretanto, o autor
deixa claro que o uso desses recursos nao exclui o uso de lapis e papel e das técnicas algébricas
comumente empregadas em aulas de CDI.
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Analisando as atividades que sugerem a utilizagdo de CAS no estudo de conceitos de CDI,
evidenciamos que as mesmas, do modo como estdo propostas, ndo exploram satisfatoriamente as
potencialidades das TIC, recursos esses que possibilitam conjecturar e testar ideias, além de
propiciar a experimentacao matematica (Villarreal, 1999). Nessa perspectiva consideramos que a
componente informatica nas atividades propostas nesse livro didatico serve apenas como
ambiente para a “observacao” ao estudante, sem que ele experimente e observe o que acontece
com a situagdo em estudo. Ou seja, a proposicao de uso das TIC nessas atividades consiste na
ilustragdo de alguma ideia ou conceito matematico.

A analise evidencia, também, que as TIC ainda ndo sdo tomadas na abordagem dos
conceitos na maioria dos livros didaticos. Além disso, observamos que edi¢des mais antigas de
livros ndo fazem mencao as TIC, aspecto esse que pode estar associado ao fato de que este
movimento iniciou por volta dos anos oitenta, com o movimento da Reforma do Calculo, ja que
o Célculo foi a area da Matematica que recebeu os primeiros investimentos neste sentido. Com
relagdo aos livros que trazem alguma investigagao que tome a utilizacao das tecnologias,
notadamente livros mais atuais, sdo os que seguem esta linha metodoldgica. Entretanto, os livros
didaticos de modo geral, ainda ndo trazem a investigacao de conceitos como Limites, Derivadas
e Integrais que ultrapasse apenas a observagao. Tomemos a defini¢cdo de Limite, por exemplo,
conforme expressa Guidorizzi (2001, p. 72):

Sejam fuma funcdo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um dos intervalos
que compdem o dominio de /. Dizemos que ftem limite L, em p, se, para todo ¢ > 0 dado, existir

um 0 >0 tal que, paratodo xe D, 0< |x - p| <o=> |f(x) — L| < & .-Tal nimero L, que quando

existe € unico, serd indicado por lim f(x). Assim,
xX—>p

V &>0,36 >0tal que, paratodo x €D,

limf(x)=L <
x=p O<|x—p|<s=|f(x)-L<e

A compreensdo inerente ao conceito de Limite apresenta-se de modo caotico aos
estudantes. Ademais, a defini¢do épsilon-delta muitas vezes ¢ motivo de caos, pois o estudante
muitas vezes nao entende que “para qualquer epsilon > 0 deve existir um delta > 0, tal que

‘ f(x)-L | < epsilon sempre que 0 < ‘x -a |< delta.” Entretanto, por meio das tecnologias,

tomando, por exemplo, o Software GeoGebra, o estudante pode através da simulagao,
experimentar, e visualmente observar: sera que para cada delta, tdo pequeno que seja, encontrara
um ¢épsilon correspondente?

Para ilustrar, tomemos o seguinte exemplo: Seja a fungdo dada por f(x) = x+1. Avalie o
que acontece com os valores de y quando x se aproxima de 2 (pela direita e pela esquerda).
Seguindo a natureza algébrica, o estudante pode utilizar-se da defini¢ao e encontrar o limite da
funcao dada, sendo este limite igual a 3. Entretanto, muitos estudantes apenas calculam o valor
do limite pela defini¢dao, sem compreender o que de fato este conceito representa. Por outro lado,
a abordagem grafica, conforme apresentamos a seguir, oportuniza ao estudante que ele reflita
sobre a defini¢do e compreenda o que o limite geometricamente significa. O aspecto ao qual nos
referimos € expresso na figura a seguir:
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Lancando mao do recurso animar do GeoGebra, o estudante pode ensaiar: o que acontece

x+1 na vizinhanca de 2.
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Por fim, por acreditarmos nas possibilidades de uma abordagem de “constru¢ao” de
conceitos, na qual o estudante possa ter uma compreensao abrangente dos conteudos, € nao
apenas observacional, como se as TIC viessem apenas para aperfeicoar a constru¢do dos graficos
que podem ser feitos em lapis e papel, argumentamos em favor da incorporagao desses recursos
nas praticas pedagogicas em CDI e da necessidade de uma revisdo nos livros didaticos adotados
nesses cursos, como uma forma de fomentar novos modos de ensinar e aprender Calculo.

Consideracoes Finais

Este artigo aponta para uma linha metodologica na qual o algebrismo ndo seja a tinica
maneira de representacdo dos problemas do CDI e tal proposta pressupde que a abordagem de
conceitos de CDI propicie uma compreensao mais integral considerando o aspecto visual bem
como a coordenagdo das multiplas representacdes, na qual quando possivel os problemas devem
ser abordados em contextos algébricos, graficos e numéricos. A possibilidade de estratégias
multirepresentadas possibilita uma leitura mais completa dos problemas, a qual, por sua vez,
pode ser privilegiada por meio da insercdo de softwares como ambientes de investigagao
matematica.

Conforme ja assinalamos, buscamos evidenciar dentre livros didaticos utilizados em
Cursos de CDI em universidades estaduais paulistas, aqueles que faziam mencgao a utilizacao das
TIC na abordagem de seus conceitos. Dos vinte e cinco livros, apenas trés deles fazem mencao a
utilizagdo da TIC, sendo que apenas um propde atividades pautadas no uso desses recursos.

Diante desse cenario e considerando que as TIC possibilitam mudangas qualitativas em
termos das abordagens matematicas, argumentamos em favor da incorporagdo desses recursos
nas praticas pedagogicas em CDI e a necessidade de uma revisao nos livros didaticos adotados
nesses cursos, como uma forma de fomentar novos modos de ensinar e aprender Calculo
Diferencial e Integral.
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Resumo

O presente artigo ¢ resultado de um estudo mais amplo que teve por objetivo
identificar as concepgdes de funcdo manifestadas por estudantes do Ensino Médio e
Superior, e a partir delas desvelar algumas peculiaridades envolvidas no processo de
aprendizagem desse conceito; tendo como fundamentagao teorica as ideias de Sfard e
Sierpinska. A pesquisa de carater qualitativo, contou com a participagdo de 128
estudantes de duas escolas publicas de Ensino Médio e uma universidade publica
localizadas no interior do estado de Sao Paulo. Os dados foram coletados por meio
de duas listas de atividades que foram realizadas por todos os participantes em dois
momentos distintos. Os resultados mostraram que no Ensino Médio as concepgoes
transitavam entre a operacional e a estrutural, sendo muito presente a concepgao
pseudoestrutural, € no Ensino Superior as concepgdes eram bem proximas da
estrutural, porém, ndo foi possivel identificar a reificacdo do conceito.

Palavras chave: fungao, concepgoes de funcao, aprendizagem, obstaculos
epistemologicos, ensino médio e superior.

Introducio

O conceito de fungdo ¢ um tema amplamente debatido no ambito da Educa¢cdo Matematica,
as questoes relacionadas ao ensino e a aprendizagem dessa nocao frequentemente motivam a
realizacdo de pesquisas na area.

Uma das explicacdes para o grande volume de produgdes a respeito da tematica pode
residir no fato de que mesmo sendo um assunto bastante discutido, os fendmenos inerentes ao
ensino e a aprendizagem da no¢do de fungdo apresentam caracteristicas intrinsecas que
contribuem para a constituicdo de um vasto campo de exploracdo, do qual varios aspectos ja
foram desvelados, porém ainda existe muita coisa a ser investigada.

Nessa perspectiva, o presente estudo procurou trazer a tona algumas particularidades
relacionadas a aprendizagem da nogao de funcao que sdo reveladas por meio das concepgdes
desse conceito que sdo apresentadas por estudantes dos ensinos Médio (alunos de 15 a 17 anos) e
Superior, considerando que a concepgao que o individuo apresenta sobre um objeto matematico
tem relagdo estreita com o nivel e profundidade do conhecimento que o sujeito carrega consigo
sobre 0 assunto em questao.
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No Brasil, documentos que orientam a atuacao do professor como os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN, 1998), sugerem que o trabalho com as nog¢des preeliminares de
funcado tenha seu inicio nos anos finais do Ensino Fundamental e as orientagdes complementares
aos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCN+, 2000) enfatizam que nesse
nivel de escolaridade, tal assunto deve ser explorado com mais intensidade e profundidade,
devido a importancia e a riqueza do tema no préprio Ensino Médio e para o prosseguimento dos
estudos em nivel Superior. Entretanto, apesar de toda a aten¢ao dada ao assunto na Educacao
Basica brasileira, relatorios de macroavaliagoes como a do Sistema de Avaliagao de Rendimento
escolar do Estado de Sao Paulo (SARESP, 2010) e da Avaliagdo Nacional da Educagido Basica
(ANEB, 2009) mostram que os estudantes concluintes do Ensino Médio apresentam déficits no
aprendizado quando o assunto em questdo sdo as nogdes de fungao.

Diante desse panorama, a intengao dessa pesquisa foi trazer a tona alguns elementos que
possam auxiliar no entendimento de como certas concepgdes apresentadas por estudantes estdo
relacionadas com o seu fazer Matematica e com o nivel de entendimento apresentado por esses
sujeitos no que se refere ao objeto fungao.

Fundamentacao tedrica

As dificuldades apresentadas pelos estudantes com a nog@o de funcdo, tem sido foco de
diversos estudos relacionados ao ensino e a aprendizagem de Matematica. Estudiosos como
Sierpinska (1992) e Stard (1992) ressaltam isso e enfatizam que na maioria das vezes eles ndo
conseguem fazer ligagdes entre as diferentes representacdes: grafica, algébrica, diagramas,
sentencas que descrevem inter-relagdes, como também a interpretacdo de graficos e a
manipulagdo de simbolos que descrevem e representam fungdes, tais como: f(x),x =
y,sen(x + t) , etc. Contudo, fazer tais relagdes e manipular tais simbolos ndo ¢é tarefa simples,
pois o0 que gerencia essas agoes € o processo de compreensao que se trata de algo um tanto
quanto complexo.

De acordo com Sfard (1992), os objetos matematicos sao vistos como algo inquestionavel,
pronto e acabado e ¢ dessa maneira que as no¢des de um objeto matematico sdo apresentadas aos
estudantes. Contudo, logo ap0s essa introdugao, espera-se que eles manipulem o novo objeto
com a naturalidade de alguém que olha para ele como algo real que faca parte de sua vida. No
entanto, muitos estudantes ndo sao capazes de desenvolver essa habilidade, e ndo conseguem
olhar e manipular os objetos matematicos com tanta naturalidade. Basta olhar para o longo e
dificultoso processo de nascimento de um objeto matematico para entender que o processo de
compreensao ¢ permeado de caminhos sinuosos e cheio de obstaculos. Entdo, a génese do objeto
pode ajudar a desvelar algumas das origens das dificuldades apresentada pelos estudantes.

Nessa dire¢do, Sierpinska evidenciou dezesseis obstaculos epistemologicos relacionados ao
conceito de funcao e dezenove agdes importantes para a compreensao da nogao desse mesmo
objeto. Porém, para efeito desse trabalho, foram selecionados apenas quatro obstaculos e cinco
acoes. Quanto aos obstaculos epistemoldgicos, foram considerados os seguintes:

1) Identificacdo dos sujeitos da mudanga ao identificar a mudanca. Trata-se de um obstaculo
relacionado ao fendmeno de transformagao, que apresenta estreita relacdo com a nocao de
funcdo, uma vez que transformacgao pode ser considerada pelo estudante como sendo um
dos significados de funcgao.
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2) Uma heterogenia concepcao de nimero. Outro fato que esta relacionado a nocao de funcao
¢ o uso de letras na algebra, assumindo o papel de nimero ou grandeza abstrata. Essa
abstragdo ndo evidencia a distin¢do entre nimeros discretos e grandezas continuas. Na
resolucdo de um problema, por exemplo, usamos algumas letras para denotar nimeros ou
grandezas continuas, e essa distingdo desaparece no momento em que manipulamos as
equagodes. Durante essa manipulagdo, a letra assume papel de variavel, a equacao traduz
uma relacdo quantitativa e, em algumas situacdes, a variavel passa a ter dominio numérico.

3) Forte crenca no poder das operagdes formais em expressoes algébricas.

4) Apenas relagdes descritas por formulas analiticas (registros algébricos) sdo dignas de
receber o nome de fungao.

Segundo a autora, nos séculos XVII e XVIII os matematicos, na procura de meios para
descrever relagdes, ja haviam acumulado uma larga experiéncia com a diversidade dos resultados
encontrados até aquele momento, e os mais bem-sucedidos eram aqueles obtidos por meio da
relagdo de expressoes analiticas. Assim, as ferramentas algébricas para descrever relagoes se
tornam mais importantes do que as proprias relacdes.

Com relacdo as agdes, as cinco que foram consideradas neste estudo sdo as seguintes:

1) Discriminagdo entre dois modos de pensamento matematico: Um em termos de
quantidades conhecidas e desconhecidas, outro em termos de quantidades variaveis e
constantes. Os papeis desempenhados pelas varidveis x e y no contexto funcional ndo sao
simétricos, por isso a importancia de saber identificar a variavel dependente ¢ a
independente, pois elas ndo desempenham o mesmo papel e uma ndo pode assumir o lugar
da outra em uma relagdo funcional. Essa assimetria entre as varaveis, segundo Sierpinska,
leva a segunda a¢do de compreensao.

2) Discriminagao entre a variavel independente e a variavel dependente.

3) Discriminagdo entre uma fun¢ao e as ferramentas analiticas (algébricas) usadas para
descrever essas leis. Essa acdo de compreensao tem um papel fundamental no
entendimento do conceito de fun¢do, uma vez que uma relacao funcional ndo esta
diretamente ligada a uma representagao algébrica de tal relacao.

4) Discriminacdo entre definicdes matematicas e descricdo de objetos.

A discriminacao entre defini¢do de um objeto e a descri¢ao dele ¢ fundamental para o
processo de compreensdo, pois isso ajuda a entender o verdadeiro sentido das definigdes,
que nao ¢ descrever objetos, € sim determinar o objeto por ela definido. Isso faz com que o
individuo desenvolva um poder de sintese, levando-o a uma concepgao geral do objeto.

5) Discriminacao entre os diferentes meios de representacao de fungdes e as proprias fungoes.

Isso remete a uma discussao feita por Duval (2011) sobre a importancia de ndo se
confundir o objeto de conhecimento com a sua representacao. A nao distingdo entre a
representacdo e o objeto impede a compreensao do conceito.

Além das agdes importantes para a compreensao da nocao de funcao e dos obstaculos
epistemologicos relacionados a esse conceito, também estd em jogo o que Sfard (1992) chama de
dualidade ontologica das concepgdes matematicas. Ela destaca que normalmente um novo
conceito ¢ introduzido a partir de outro ja conhecido pelos estudantes e cita como exemplo a
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introducao dos niimeros complexos que comumente ¢ apresentado como um par ordenado (X, y)
de nimeros reais.

Essa abordagem que utiliza um conceito ja conhecido como ponto de partida para chegar
em outro, a autora chama de abordagem estrutural, na qual os conceitos que sao familiares aos
estudantes sdo tidos como os tijolos da constru¢ao de uma casa que vao se encaixando visando o
produto final que ¢ a casa. Na Matematica esses conceitos vao sendo utilizados visando o
surgimento de um novo conceito, todavia, esse tipo de abordagem ndo possibilita um
posicionamento critico do aprendiz, uma vez que o ponto de partida normalmente ¢ um conceito
jé& conhecido e ¢ tido como algo pronto e acabado, e o objetivo dessa abordagem ¢ a combinagao
de estruturas visando um produto final, como na construcao de uma casa que muitas vezes nao
hé preocupacao com o processo de edificagao.

A autora ainda destaca que esse tipo de concepcao estrutural parece prevalecer entre os
matematicos modernos, ndo sendo aceitas definicdes que admitam abordagens bastante
diferentes, como a operacional, em que uma no¢ao ¢ concebida como um processo operacional e
ndo como uma construcao estatica. Esse tipo de dualidade ¢ muito frequente no tratamento de
funcdo, que em alguns casos descreve processos computacionais € em outros, relacdes estaticas.

Ao se referir a concepgao operacional e estrutural, a autora esta se reportando as crengas
implicitas dos alunos sobre a natureza das construgdes matematicas, e nao a suas habilidades e
competéncias, e ainda afirma que h4 a existéncia de uma concepgao inferior a estrutural, a
pseudoestrutural, que se manifesta quando o individuo descreve fungao como uma féormula
computacional, ao associar tal objeto a uma expressao algébrica.

Diante desse fato, pode-se questionar se nao ¢ natural associar fun¢ao a uma expressao
algébrica, haja vista que historicamente isso também aconteceu com Euler. No entanto, hd uma
grande diferenca entre o conceito pseudoestrutural e o que aconteceu historicamente. Euler
associava funcdo a duas entidades distintas, as expressdes analiticas e as curvas e sempre que
possivel procurava estabelecer uma relacao entre elas. Ja os estudantes tém uma forte tendéncia
em associar fun¢do a uma expressao algébrica, mas 0 mesmo ndo acontece com mesma
intensidade com os graficos, e muitas vezes ndo véem relagdo entre as duas representagoes.

Assim, as ideias aqui apresentadas procuraram evidenciar alguns aspectos envolvidos no
processo de compreensdo da nocao de funcao que vao desde as concepgdes do sujeito até
obstaculos relacionados a génese do conhecimento (obstaculos epistemologicos).

Metodologia

O estudo de cunho qualitativo contou com a participagdo de 128 estudantes, sendo 73
alunos da primeira e terceira série do Ensino Médio de duas escolas publicas (instituicdo A e B)
localizadas no interior do estado de Sao Paulo e 55 estudantes do Ensino Superior que cursavam
o primeiro semestre dos cursos de licenciatura em Matematica, Fisica, Quimica e Biologia em
uma universidade publica (instituicdo S) também localizada no interior de Sao Paulo.

Esses estudantes compuseram oito grupos, o GEM1A e o GEM3A — (Grupo de Estudantes
da 1* e 3% série respectivamente do Ensino Médio da instituicdo A), o GEM1B e GEM3B —
(formado por estudantes da 1* e 3* série do Ensino Médio da institui¢ao B), o GESM, GESF,
GESQ e GESB — (constituidos por alunos dos cursos em licenciatura em Matematica, Fisica,
Quimica e Biologia da institui¢ao S).
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Os dados da pesquisa foram coletados por meio de duas listas de atividades contendo treze
tarefas cada uma, relacionadas as nog¢des de funcao que foram realizada pelos alunos em
momentos distintos. A primeira lista denominada teste I foi apresentada aos estudantes do Ensino
Médio de ambas as institui¢des no inicio do ano letivo, momento em que eles ainda nao tinham
estudado tal assunto na escola aquele ano. Ja os estudantes do Ensino Superior tiveram contato
com o teste [ na primeira semana de aula do curso, pois durante o semestre cursaram uma
disciplina chamada Fundamentos de Matematica Elementar 1, na qual tiveram contato com a
nocao de fungao.

A segunda lista que recebeu o nome de teste II continha as mesmas tarefas do teste I,
porém organizadas em disposicao diferente daquela apresentada no primeiro teste. Os alunos dos
cursos de licenciatura realizaram o teste II no final do primeiro semestre, ou seja, por volta de
quatro meses apoés a realizacao do teste I, ja os do Ensino Médio desenvolveram a mesma lista de
atividades oito meses ap0s terem realizado o teste I, o que assegurava que todos os sujeitos ja
tivessem contato com a no¢ao de fung¢ao em suas respectivas instituicdes naquele periodo de
tempo.

Quanto as atividades que compuseram os testes, para efeito de formatagao desse relato,
algumas serdo apresentadas no momento discussdo dos resultados. Contudo, vale frisar que as
doze primeiras versavam sobre as funcdes afim e quadratica e envolviam no enunciado ou na
realizacdo as representagdes algébrica, grafica, tabular ou em lingua natural desses dois tipos de
funcdo. E a décima terceira era um questionamento, no qual foi perguntado para o estudante
“qual ¢ o significado de fun¢do?”’; com essa pergunta o intuito era trazer a tona algumas
concepgoes de fungao que eles explicitavam.

Analise e discussao dos resultados

Os resultados aqui apresentados e discutidos tratam de uma sintese da analise realizada na
pesquisa, na tentativa de evidenciar os principais resultados obtidos. Nesse sentido, para efeito
desse relatorio foram destacadas algumas atividades que trouxeram resultados cosiderados mais
significativos. Os dados aqui presentes ilustram os principais achados que foram recorrentes em
todos os grupos.

Inicialmente destaca-se que foi possivel notar que no testes I nas atividades realizadas
pelos estudantes da 1? série do Ensino Médio de ambas as instituigdes (A e B) que prevaleceu o
que Sfard chama de aspectos computacionais, fato que permitiu que muitos alunos tivessem
sucesso na realizagao de atividades como a representada pela figura a seguir.

Atividade 09: Um técnico em informatica cobra R$ 26,00 por hora de servico mais um valor fixo de R$
14,60 de taxa de visita. Nessas condigdes, qual sera o valor cobrado pela manutenc@o da rede de
computadores de uma empresa que demorou 12 horas e 15 minutos para ser concluida?

(ESPAGO PARA OS CALCULOS)

Resposta: b 333 10

Figura 1. Atividade realizada no teste I por um estudante do GEM1A.

Essa predominancia de procedimentos puramente computacionais foi observada em grande
parte dos estudantes tanto do GEM1A, quanto do GEM1B no teste I (momento em que eles
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ainda ndo haviam tido contato com a nog¢@o de fun¢do na escola) o que lhes garantiu sucesso na
realizagdo da tarefa. Contudo, no teste Il para desenvolver a mesma atividade comecam a fazer
uso de procedimentos algébricos, conforme ¢ possivel observar na seguinte ilustragao.

Atividade 10: Um técnico em informatica cobra R$ 26,00 por hora de servigo mais um valor fixo de R$
14,60 de taxa de visita. Nessas condigdes, qual sera o valor cobrado pela manutencdo da rede de
computadores de uma empresa que demorou 12 horas e 15 minutos para ser concluida?

(ESPACO PARA OS CALCULOS)

L6+ 1,60 o
A6+ 1 .Qu"rj,-iﬁ
,;L+H1 4

( L03;3 Resposta: Lbag 03;3

Figura 2. Atividade realizada no teste II por um estudante do GEM1B.

A figura ilustra um fato que foi bastante recorrente nos dois grupos da 1? série. No teste 11
momento em que os alunos j& haviam estudando funcao, eles passaram a utilizar artificios
algébricos para realizar a mesma atividade que no teste I utilizavam procedimentos puramente

aritméticos, e surpreendentemente eles passaram a apresentar erros no tratamento algébrico no
teste II.

Uma explicacdo para esse fenomeno possa estar em um dos obstaculos epistemologicos
elencados por Sierpinska, que € a crenc¢a no poder das operagdes formais em expressoes
algébricas, pois antes de terem um contato formal com a nog¢do de fun¢do de funcao, os
estudantes realizavam a atividade em questdo sem muitos problemas fazendo uso de
procedimentos aritméticos. Porém, no teste Il apds o contato com a nogdo de fungao, eles
comegaram a usar expressoes algébricas na excussao da tarefa, o que leva a entender que para
eles, o emprego de tais elementos algébricos seria agarantia de sucesso na execucao da tarefa, no
entanto, o desempenho apresentado mostra o contrario, revelando resultados incorretos.

Ainda no GEM1A e GEM1B, no teste I quando foi perguntado qual o significado de
funcao poucos alunos tentaram responder algo, a grande maioria dizia nao saber. Ja no teste II,
foi possivel observar a predominancia da concepgao pseudoestrutural, associando o objeto
matematico a uma expressao algébrica, calculos, etc., conforme mostra a figura.
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Figura 3. Atividade realizada no teste Il por um estudante do GEM1A e outro do GEM1B

Pela figura, ¢ possivel notar que na segunda etapa da pesquisa, momento em que 0s
estudantes tinham trabalhado com a nog¢ao de fungdo em suas institui¢des, eles passaram a
associar ao objeto Matematico uma de suas representacdes, o que segundo Sfard ¢ indicio de
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uma concepc¢ao pseudoestrutural, que € inferior a concepgao estrutural e pode trazer
consequéncias nao tao boas para o aprendizado, uma vez que se corre o risco do estudante nao
associar o objeto a suas diferentes representagoes.

Ainda quanto ao entendimento de funcao explicitado pelos estudantes na décima terceira
atividade, os alunos da terceira série no teste I mostraram um entendimento diferente daquele
observado nos estudantes da primeira série o que ¢ ilustrado na figura.

Atividade 13: Explique com suas palavras qual & o significado matematico de fungao.
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F igura 4. Atividade realizada no teste I por um estudante do GEM3A.

Nessas turmas foi possivel observar a predominancia do entendimento de fungao como
sendo uma relagdo, ficando mais proximo de uma concepgao estrutural, porém suas respostas
ainda apresentavam aspectos da concepg¢ao pseudoestrutural. Assim, foi possivel inferir que as
concepgoes apresentadas por esses sujeitos estavam em uma fase de transi¢ao da
pseudoestrutural para a estrutural. Contudo, no teste Il ndo foi possivel notar uma evolugao nas
concepgoes apresentada por eles, pois suas respostas para essa atividade permaneceram quase
que as mesmas.

No ensino superior, com as mesmas atividades foi possivel evidenciar outros aspectos que
nao sobressairam nas respostas dadas pelos estudantes do Ensino Médio. Um exemplo disso
pdde ser observado na atividade 03 ilustrada pela seguinte figura.

Atividande 03: Seu Juca pretends construir um campo de Tutebol para seus Netos, para tanto, dispde de 100
metres lineares de tela para fechar o campo. Para ter um malhor aproveitaments da tela, ele decidiu fazer o
carcade encostado na parede de sua casa, COMo Mostra a figura a seguir

parcde MNessas condiges, preencha ll_\bﬁrl._-‘ et

=
[ Largura do cercado ISm]78m] 12 m || m | ._-\u m | = m
x i |I x | Cemprimento do carcado [ac | wau | *6 5 | | =
[ O0—2x | Area do cercado [ s FALTE [ReSrarey ru " |
R 3 (Esraco FARA O CALCULOS) e
[ - : 1 s T e

PR = LESS pliutl ST SR L

- L I P 3 : ik e 1250 i > N fER T B

Analise a tabela que acabou de presncher e, escreva algebricaments a relaciio existente entre a area,
largura & © compriments do cercado e, cmphque com suas palavras como & essa rnlar,:tn
> e L a A
= ,r.\_u‘ * - b

= N = ST Ju\.._b_.u_wa\.aca_:..;__ =

Atividade 03: Sau Juca pretende construir um campo de futebol para seus Netos, para tanto, dispSe de 100
s lineares de tela para fechar © campo. Para ter um malhor aproveitaments da tela, ele decidiu fazer o
& sncostade na pareds de sua casa, CoOMo Mostra a figura a seguir
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Analise a tabela que acabou de precncher &, escreva algebricamente a relagio existente entre a area, a
largura e o comprimente do cercado e, explique com suas palavras como & essa relagio.

Figura 5. Atividade realizada no teste I por um estudante do GESM e outro do GESF respectivamente.

O primeiro protocolo ¢ um exemplo do que mais se repetiu nos dois grupos nessa
atividade, e o outro ocorreu com menos frequéncia. Observando o que foi apresentado na
primeira situacao presente na figura, € possivel perceber que ao explicar como acontece a relacao
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entre o comprimento, a largura e a area do cercado, o estudante reconhece que o comprimento
depende da largura e a area esta em fungao dessas duas dimensoes, e, além disso, ele demonstra
entender que a largura assume o papel de varidvel independente e o comprimento e a area o de
variaveis dependentes, pois ao alterar a largura, o comprimento ¢ a area também se alteram. Isso
mostra que grande parte dos estudantes desses dois grupos fizeram uso de uma das agdes
necessarias para a compreensao da nocao de funcao que segundo Sierpinska ¢ a discriminagao
entre a variavel dependente e a independente. Saber identificar e discriminar esse dois elementos
da relagdo funcional ¢ fundamental, principalmente quando se olha fungdo como uma
transformagao, pois somente essa discriminagdo ¢ que dard ao individuo condi¢des de saber qual
foi a transformagao e o que causou essa transformagao.

Com relacdo ao segundo protocolo, o que chamou a aten¢ao foi o fato de o estudante ao
explicar como era a relagdo entre a largura, o comprimento ¢ a area do cercado, ter dito que o
comprimento era constante e a largura estava em funcao de x. Diante disso, ¢ possivel notar que
ele ndo percebe que o comprimento varia em fun¢do da largura e consequentemente a area
também varia. Isso, segundo Sierpinska, se constitui em um dos obstaculos para a compreensao
da noc¢ao de funcao, reconhecer a transformagao, mas nao reconhecer o que e quem realiza tal
transformagao.

Do grupo dos estudantes do curso de Licenciatura em Fisica, foi possivel extrair um
protocolo que representa um erro bastante recorrente com os estudantes do Ensino Superior, que
esta ilustrado pelo protocolo da figura a seguir.

Atividade 05: Dois taxistas cobram suas corridas da seguinte maneira:

>0 taxista A cobra R$ 1,50 por km rodade mais um valor fixo de R$ 15,00, sendo essa relacéo expressa
por v=1{,5x+15 (v & o valor cobrado pela corrida e x a quantidade de km rodados);

+0 taxista B cobra R$ 4,00 por km rodado, sendo essa relac@o expressa por v=4x (v & o valor cobrado pela
corrida e x a quantidade de km rodados).

Com base nessas informacdes, esboce no mesmo plano cartesiano os graficos que representam os valores

cobrados pelos taxistas em fungado da guantidade de quildmetros rodados.

N Esbocg aqui seu grafico \
o

)

No teste I, os estudantes do Ensino Superior, e principalmente aqueles dos cursos de
Quimica e Biologia responderam que a partir do sétimo quildometro seria mais vantajoso viajar
com o taxista A. Uma possivel explica¢ao para isso pode estar no fato de que para a construcao
dos gréficos, eles utilizaram apenas valores inteiros no eixo das abscissas, isso pode ter feito com
que eles ndo atentassem para o fato de que o dominio das fungdes ¢ R > 0, o que acarreta que
entre dois valores inteiros do dominio ha infinitos outros valores, ou seja, para qualquer valor

Figura 6. Atividade realizada no teste I por um estudante do GESF.
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maior que 6 no dominio, ndo sendo necessariamente 7, a quantidade de quilometros que esta
associada ao valor cobrado pelo taxista A sera menor que o valor praticado pelo taxista B,
quando percorridas distancias iguais. Esse fato possivelmente esteja ligado a outro obstaculo
epistemologico elencado por Sierpinska que esté relacionado com a nogdo de nimero, pois
muitas vezes o uso da letra na dlgebra assumindo o papel de nimero ou grandeza abstrata faz
com que a abstragdo nao deixe evidente a distingdo entre nimeros discretos e grandezas
continuas.

Quanto ao entendimento de funcao explicitado pelos alunos do Ensino Superior, a
principio o que chamou a atenc¢ao foram as resposta dadas pelos alunos do GESM e do GESF no
teste I, cujas respostas mais recorrentes podem ser observadas na figura a seguir.

Atividade 13: Explique com suas palavras qual é o significado matematico de fungo.
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Figura 7. Atividade realizada no teste I por um estudante do GESM e outro do GESF respectivamente.

O entendimento expressado pelo primeiro estudante foi o que mais se repetiu em ambos os
grupos. Observando o protocolo € possivel notar que o aluno entende que fun¢do ¢ uma relagao
de dependéncia entre quantidades. Apesar de restringir essa relagdo a apenas quantidades,
ressalta que essa relacdo pode ser ou ndo expressa por uma formula matematica, que indica que
tal relagdo pode ter uma regularidade ou ndo. Assim, deixa explicito que reconhece fun¢ao como
uma relacdo, mesmo ndo sendo possivel observar uma regularidade, o que caracteriza, de acordo
com Sfard, um entendimento que aponta para uma concepgao estrutural.

J& o que expos o segundo estudante aconteceu com menos intensidade nos dois grupos.
Apesar de conceber fungdo como uma relagdo, ele explicita essa relagcdo entre elementos de dois
conjuntos, o que também aponta para uma concepgao estrutural como a que foi evidenciada no
entendimento expresso no primeiro protocolo. Vale ressaltar que ambos os entendimentos
comentados indicam semelhangas com a defini¢ao apresentada por Dirichlet no sentido de nao
levar em consideragdo a presenc¢a de uma expressao analitica, ¢ ainda, a ultima parte explicitada
no protocolo do segundo estudante somente ¢ verdadeira no caso de a fungdo ser sobrejetora.

No GESQ e no GESB foram encontradas concepgoes diferentes daquelas explicitadas no
GESM e GESF. Um exemplo pode ser observado na seguinte figura.

Comunicacién X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Concepgoes de fungdo de estudantes do ensino médio e superior 55

Atividade 13: Explique com suas palavras qual é o significado matematico de fungao
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Figura 8. Atividade realizada no teste I por um estudante do GESQ.

Esse tipo de entendimento expressado por um estudante do GESQ, também foi bastante
recorrente no GESB. Pelo exposto pelo aluno, € possivel perceber que ele e outros pertencentes
aos dois grupos entendiam fun¢do como uma relacdo, seja ela entre grandezas, como mostra a
figura, bem como entre nimeros ou elementos de dois conjuntos, enfatizando a dependéncia
entre as varidveis como também foi evidenciado em outras respostas. Essa maneira expressa
pelos alunos de entender fungao aponta para uma concepgao estrutural.

Destaca-se que no teste II em todos os grupos do Ensino Superior ndo foram observadas
alteracdes nas concepgdes apresentadas pelos estudantes.

Ao concluir a andlise das estratégias empregadas pelos estudantes na realizagao das
atividades e examinar o que eles disseram na décima terceira em ambos os testes, em suma, ¢
relevante destacar que nos grupos do Ensino Médio foi evidenciada uma predominancia das
concepgoes operacional e pseudoestrutural, sendo possivel observar em alguns momentos a
transicao de uma concepg¢ao para outra e o aparecimento de alguns aspectos relacionados a
concepgao estrutural comparando os dois testes. Ja no Ensino Superior a situagao foi um pouco
diferente; houve uma predominancia de uma concepg¢ao que aponta para a estrutural nos dois
testes, porém nao foi possivel observar se esses sujeitos chegaram a reificacao do conceito, uma
vez que sem ela, segundo Sfard, o processo € puramente operacional, e que isso ¢ algo demorado
que ndo acontece em um curto espaco de tempo, podendo levar anos e as vezes, dependendo do
conceito, nao acontece.

Ainda segundo Sfard, a predominancia da concepcao operacional sobre a estrutural
normalmente acontece com os estudantes, porque eles véem fun¢do como um processo, € nao
como um objeto permanente.

Consideracoes finais

A realizagdo dessa pesquisa permitiu que ao final da analise do material coletado fosse
feita uma reflexdo a respeito dos aspectos desvelados que estdo envolvidos no processo de
compreensao da no¢ao de fungdo. Isso permitiu entender que a aprendizagem de um conceito
matematico envolve além das nogdes relacionadas a tal conceito, muitas vezes elementos que
remetem a génese do conhecimento em questao (obstaculos epistemoldgicos) e também, sofre
interferéncia da maneira como o individuo concebe o objeto matematico.

Identificar as concepgdes de um sujeito a respeito de um objeto matematico, permite
entender um pouco do dinamismo envolvido na aprendizagem, como também pode ajudar a
explicar a recorréncia de alguns erros. Contudo, identificar uma concepgao e classifica-la nao foi
tarefa simples, pois muitos individuos, e principalmente aqueles em que a compreensao de
funcdo estava em processo de construgao, mostraram estar passando por uma fase de transi¢ao da
operacional para a estrutural, e, como toda transi¢do cognitiva, o encadeamento ndo segue uma
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unica diregdo. Isso dificultou determinar com certeza se a concepgao de funcdo que o individuo
apresentava era operacional ou estrutural.

Partindo dessa perspectiva, a concepgao operacional foi facilmente identificada e mais
frequente em boa parte dos estudantes, e principalmente naqueles provenientes do Ensino Médio,
no teste I. No entanto, a evolugdo apresentada por eles no teste II, em especial daqueles do
Ensino Superior, culminou em um tipo de concepcao que trazia em seu bojo aspectos da
concepgao estrutural. Todavia, para se chegar a tal concepgao, a evolucao do conceito no
individuo deve passar por trés estagios: a interiorizagao, a condensacao e a reificagao, sendo este
ultimo indispensavel para uma concepg¢ao estrutural, pois, se ndo existir a reificagdo, todo
processo ¢ puramente operacional. Assim, nos estudantes do Ensino Médio foi possivel notar no
teste II um tipo de concepcao intermediaria que estava entre a operacional e a estrutural, a
pseudoestrutural. J& nos estudantes do Ensino Superior a classificacao do tipo de concepgao nao
foi tdo simples, pois a consisténcia de algumas respostas apontava para a concep¢ao estrutural,
porém, em virtude de certas limitagdes dos instrumentos de coleta, ndo foi possivel identificar se
esses sujeitos atingiram ou nao a reificagao.

Quanto as concepgoes operacional e pseudoestrutural, vale ressaltar que, enquanto a
primeira ¢ saudavel no processo de ensino e aprendizagem, sendo indispensavel para dar
respostas a questdes matematicas, a segunda, nao, pois ela limita a compreensdo, podendo ser
prejudicial para o processo, porém de certa forma ela ¢ quase inevitavel quando se faz uma
abordagem estrutural.

Diante dos resultados, foi possivel vislumbrar que ainda existem muitos aspectos a serem
explorados a respeito das concepgdes de estudantes no que se refere ao conceito de fungao. No
que tange a essa investigacdo, a abrangéncia do estudo merece destaque, no sentido de
contemplar tanto o Ensino Médio quanto o Superior, todavia a quantidade de informacgdes
coletadas fez com que algumas dificuldades surgissem no momento da interpretacao delas.
Assim, uma adequacdo dos instrumentos de coleta, diminuindo o niimero de atividades
realizadas pelos estudantes, propondo questdes mais abertas e permitindo que eles expressem seu
raciocinio de maneira mais espontanea, poderia fornecer dados mais esclarecedores acerca dos
estagios das concepcdes apresentadas. Entrevistas com alguns alunos poderiam ajudar a desvelar
outros aspectos, como a reificacao.

No que se refere a pesquisas futuras, um trabalho no Ensino Médio e Superior a longo
prazo, como por exemplo, o acompanhamento de uma mesma turma ao longo de todo o Ensino
Meédio poderia fornecer dados bastante significativos a respeito do processo de aprendizagem e
da forma como vao se manifestando as concepcoes dos estudantes, visando a construgao do
conceito.

Por fim, vale salientar que as analises e as reflexdes realizadas ao longo deste estudo, bem
como os apontamentos feitos no decorrer das consideragdes finais, se constituem em
interpretagdes possiveis nos limites desta pesquisa. Assim, mesmo acreditando nos argumentos e
achados que foram explicitados aqui, existe a necessidade de vislumbrar os resultados
alcancados com certa criticidade, devido ao carater desta pesquisa, uma vez que outros estudos

podem ser realizados e trazer elementos que ampliem ou até mesmo consolidem as ideias aqui
defendidas.
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Resumo

Este artigo se propde a identificar e discutir por meio da teria APOS de Ed Dubinsky
as concepgoes acao, processo € objeto evidenciadas por graduandos de um curso de
Licenciatura em Matematica a respeito do conceito de Combinagdo Linear, conceito
esse estudado na disciplina de Algebra Linear. Para isso, foram realizadas entrevistas
semiestruturadas com dois licenciandos de uma universidade publica paranaense.
Percebe-se por meio da anélise das entrevistas que dentre as concepgdes
evidenciadas por esses graduandos estao as concepgdes agao e objeto.

Palavras-chave: Algebra Linear, Concepg¢des de Combinagdo Linear, Teoria APOS,
Licenciandos, Entrevistas.

Introducio

A Algebra Linear é extremamente importante para a Matematica como também para outros
campos do conhecimento que fazem uso dela, como a Ciéncia da Computagdo. A ideia da
relevancia da Algebra Linear pode ser confirmada em Dorier (1998), citado em Celestino (2000,
p. 9-10) que diz:

E fato que a Algebra Linear constitui uma parte importante no conteudo matemético que é
ensinado no inicio da universidade, sendo vista como uma disciplina fundamental por quase
todos os matematicos € por muitos cientistas que a utilizam como ferramenta. Além disso, as
dificuldades dos estudantes em Algebra Linear parecem, tdo importantes e visiveis quanto
em analise.

Mediante os dizeres de Dorier (1998) vé-se que, além da sua importancia como conteido
matematico, as dificuldades apresentadas nessa disciplina também sao importantes, e assim
perceber que concepgdes sao evidenciadas pelos estudantes ¢ relevante, uma vez que revelam
como estes construiram o seu conhecimento matematico e que de certa forma transparece as
dificuldades encontradas pelos mesmos.
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A disciplina de Algebra Linear é uma disciplina obrigatéria em todos os cursos de
licenciatura do Brasil (Bianchini & Machado, 2013), devido a sua importancia ja comentada.
Sendo assim, este artigo busca responder a seguinte pergunta: que concepgoes sdo evidenciadas
por licenciandos em Matematica a respeito do conceito de Combinagao Linear? Ja que o conceito
de Combinacio Linear ¢ um conceito considerado elementar no estudo de Algebra Linear, uma
vez que auxilia na compreensdo de outros, como Dependéncia Linear ¢ Base.

Para atender ao objetivo desse trabalho, identificar e discutir as concepgdes agdes, processo
e objeto evidenciadas pela teoria APOS, buscou-se realizar entrevistas semiestruturadas com dois
licenciandos em Matematica a respeito do conceito de Combinagdo Linear.

Abstracao Reflexionante

Piaget diferencia trés tipos de abstracdo: empirica, pseudo-empirica e reflexionante. Na
abstracdo empirica o individuo tira propriedades dos objetos por meio da observagdo. Na pseudo-
empirica, que ¢ um tipo de abstracdo intermediaria entre a empirica e a reflexionante, ¢
constatado que as propriedades observadas nos objetos sao introduzidas pelo individuo aos
objetos (Elias, 2013; Becker, 1990).

A abstragdo reflexionante proposta por Piaget consiste em estruturas que permitem ao
sujeito captar um determinado conteudo por meio de suas atividades cognitivas a fim de extrair
novos caracteres e utiliza-los para outras finalidades. Essa abstracdo possui dois sentidos que se
complementam: reflexionamento e reflexdo (Nogueira & Pavanello, 2008).

O reflexionamento corresponde a projecao do que foi retirado de um patamar inferior para
um superior, como, por exemplo, a representa¢do de uma acdo. Ja a reflexdo ¢ o “ato de
reconstrugao e reorganizacao sobre o patamar superior daquilo que foi transferido do interior”
(Nogueira & Pavanello, 2008, p. 119).

De acordo com Prado (2010, p. 28), Piaget apresenta alguns tipos de abstragao
reflexionante, entretanto Dubinsky admite quatro, por considera-las “[...] importantes no
desenvolvimento do pensamento matematico avangado” e acrescenta uma quinta, que nao foi
considerada por Piaget. Esses tipos de abstracdo reflexionante sdo:

¢ Interiorizagdo que ocorre quando o individuo usando simbolos consegue construir
processos internos a fim de dar sentido aos fendmenos observados (Dubinsky, 2001).

¢ Encapsulagdo, que de acordo com Dubinsky (2001, p. 101), € a “[...] conversdo de um
processo (dindmico) em um objeto (estatico)”.

e Generalizagdo, que segundo Dubinsky (1991, p. 101), acontece quando o individuo “[...]
aplica um esquema existente para uma ou para uma vasta colecao de fenomenos”.

e Coordenacdo, que de acordo com Dubinsky (1991, p. 101) é “a composi¢ao ou
coordenacdo de dois ou mais processos para construir um novo”.

e Reversibilidade, que para Dubinsky (1991) ¢ um novo processo que consiste em reverter o
processo original.

Esses tipos de abstracdes propostos por Piaget possibilitam a construcao de objetos mentais,
e desse modo Dubinsky os considerou no contexto do pensamento matematico avangado,
mostrando que novos objetos podem ser construidos a partir de objetos ja existentes.
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Em relagdo a construcdo do conhecimento matematico, Asiala et al. (1996, p. 6) considera
que passa primeiro pela manipulacao de objetos mentais ou fisicos para formar a agdo; as agoes
sdo interiorizadas formando processos que sdo encapsulados para formar objetos. Os objetos por
sua vez podem ser desencapsulados para voltar aos processos que os formaram inicialmente. Por
fim, acdo, processo e objetos podem ser organizados em esquemas. A figura a seguir retrata essa
situacao:

interionizacio
agdo
OBJETOS PROCESS05S
Coordenagio
Reversibilidade
Encapsulacio
Desencapsulagio

Figura 1. Construgdo do conhecimento matematico.
Fonte: Asiala, et al., 1996, p. 6.

Mediante a figura 1, € possivel perceber a construgdo do conhecimento matematico por
meio da teoria APOS (Action, Process, Object, Schema) passando pelas etapas: acao, processo,
objeto e esquema, ndo necessariamente nessa ordem. E nessa teoria, para se passar de uma etapa
para outra usa-se a abstracao reflexionante. A seguir sera abordada brevemente a Teoria APOS.

A Teoria APOS

A Teoria APOS foi desenvolvida pelo grupo de pesquisa Research in Undergraduate
Mathematics Education Community (RUMEC) com o intuito de “compreender o mecanismo da
abstragao reflexionante proposto por Piaget para descrever o desenvolvimento do pensamento
logico nas criangas, estendendo a ideia para conceitos da matematica avangada” (Dubinsky &
Mcdonald, 2001, p. 4).

Essa teoria se baseia na hipotese de que o conhecimento matematico “consiste em uma
tendéncia individual para lidar com percep¢des matematicas de situacdes-problema por meio da
constru¢do mental acdo, processo, € objeto organizando-os em um esquema para dar sentido as
situagdes e resolver problemas” (Dubinsky & Mcdonald, 2001, p. 2).

A Teoria APOS, como visto no topico anterior, compreende as etapas acao, processo,
objeto e esquema para explicar a constru¢do de um conhecimento matematico. A seguir, sera
descrito cada uma das etapas dessa Teoria, baseando-se em Dubinsky e Mcdonald (2001) e
Asiala et al. (1996). Essas etapas serao utilizadas na analise das entrevistas com os licenciandos.

A agdo na APOS corresponde a uma transformagao que o individuo realiza sobre um
objeto matematico, sendo essa transformagao externa ao individuo, ou seja, acontece mediante a
reacdo a indicacdes que fornece os passos a serem seguidos. Para obter essas indicacdes, as
vezes, o individuo recorre a sua memoria sem ter controle consciente do que esta fazendo.

Um exemplo de a¢@o ¢ quando o estudante tenta verificar se um conjunto de vetores ¢
linearmente dependente pela possibilidade de escrever um vetor como combinagdo linear dos
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outros, assim este executa a acao de verificar se € possivel escrever ou ndo como combinacao
linear (Prado, 2010).

Quando o estudante se limita a apenas “[...] operar com ag¢des, sem outras etapas do
processo de construcao do conhecimento, tratando os conceitos de forma algoritmica, apenas
reproduzindo os passos para verificar [...], consideraremos que esta na concepgdo agdo” (Elias,
2013, p. 54).

O processo ocorre quando o individuo reflete sobre o que esté realizando, quando
interioriza a a¢do transformando-a em um processo. E uma construgdo interna ao individuo, em
que o mesmo realiza uma acdo, sem ser necessariamente conduzida por estimulos externos, isto
¢, ele passa a realizar uma transformacao consciente no objeto, conseguindo descrever os passos
envolvidos sem explicita-los, além de poder inverter os passos quando for necessario.

Como exemplo de processo, € possivel pensar no estudante que consegue refletir que um
vetor do R? pode ser combinagao linear de mais de trés vetores (Bianchini & Machado, 2013)

Se ao resolver problemas o estudante der indicios de utilizar transformagdes do tipo
processo, diz-se que possui uma concepg¢do processo do conceito matematico em estudo.

O objeto refere-se a uma reflexao sobre o processo, realizando transformagdes sobre o
mesmo por meio de agdes ou de outros processos. Quando o individuo consegue realizar essas
transformagdes de forma consciente € dito que o individuo “[...] encapsulou os processos
envolvidos em um objeto” (Prado, 2010, p. 36).

Para exemplificar a concepgao objeto imagina-se um estudante que encapsulou, por
exemplo, a no¢ao de base, “[...] como sendo um conjunto gerador de vetores linearmente
independentes” (Prado, 2010, p. 113).

Um esquema de um conceito matematico ¢ um conjunto estruturado de agdes, processos e
objetos que um individuo possui em sua mente.

Procedimentos metodoldgicos

Para identificar e interpretar as concepgdes apresentadas por licenciandos a respeito do
conceito de Combinagdo Linear optou-se por realizar uma pesquisa de natureza qualitativa.

A pesquisa contou com a participagdo de dois licenciandos em Matemadtica de uma
universidade publica paranaense. Para selecioné-los foi realizado um convite em uma turma que
ja havia cursado a disciplina de Algebra Linear no ano de 2013 e consequentemente ja haviam
estudado o conceito de Combinagdo Linear. Dois dos estudantes da turma se prontificaram a
participar da pesquisa e em seguida foi marcado o dia, o horario e o local para realizar a mesma.

Como instrumento de coleta de informagdes optou-se pela entrevista semiestruturada, uma
vez que ela “[...] se desenrola a partir de um esquema basico, porém nao aplicado rigidamente,
permitindo que o entrevistador faga as necessarias adaptacdes” (Liidke & André, 2012, p. 34).
Dessa forma, esse tipo de entrevista apresenta certa maleabilidade permitindo inserir ou alterar a
ordem das questdes presentes no roteiro elaborado para realizar a entrevista, de acordo com as
respostas dadas pelos participantes da pesquisa a fim de contribuir com a identificagao das
concepgoes a respeito do conceito de Combinacao Linear.
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No decorrer das entrevistas, que foram dudio-gravadas, foram fornecidas folhas em branco
para que os licenciandos registrassem tudo o que achassem necessario. Assim, apresenta-se nas
analises trechos transcritos e escritos.

O roteiro elaborado ¢ composto por trés questoes, sendo uma retirada e adaptada de um
questionario apresentado na pesquisa de Elias (2013) e as outras duas elaboradas pela primeira
autora deste artigo.

A analise das entrevistas foi realizada mediante a leitura dos protocolos obtidos, bem como
da leitura das transcri¢cdes das entrevistas, com a finalidade de encontrar indicios que
permitissem identificar as concepgdes evidenciadas por meio da Teoria APOS, como a
concepcao agdo, processo e objeto, dos licenciandos participantes da pesquisa.

A seguir serdo apresentadas as andlises das entrevistas realizadas.
Analise das entrevistas

Para preservar a identidade dos participantes da pesquisa foram adotados codigos para
identifica-los. O codigo escolhido foi a letra E precedida de um numero, o primeiro estudante
entrevistado foi denominado de E1 e o segundo de E2.

No momento da entrevista foi explicado novamente o objetivo da mesma, uma vez que
esse foi exposto no momento do convite, e da autorizacdo entregue aos participantes, sendo
solicitada também autorizagao para audio-gravar as entrevistas. Apds isso, eles assinaram o
termo de consentimento e assim iniciou-se a entrevista que teve uma duragdo de
aproximadamente vinte minutos.

A seguir serdo apresentadas as analises e as discussdes de cada questdo que fez parte do
roteiro de entrevista.

Questao 1: O que vocé entende por combinacio linear? (Adaptada de Elias, 2013)

Nessa primeira questdio o estudante E1 comenta que uma Combinacio Linear “E a
combinagdo de dois vetores com um terceiro, por meio da adi¢do desses vetores igualando com
o terceiro, contendo variaveis diferentes de zero que multiplica os vetores combinados”. Por
meio dessa resposta vé-se que o estudante estd acostumado a trabalhar com tarefas do tipo
escreva o vetor w como combinagao linear dos vetores u e v.

Todavia, quando questionado a respeito das “variaveis”, que correspondem aos escalares,
se essas nao podem ser iguais a zero, o estudante comenta que “... pode ter um zero, mas para ter
combinagdo linear...” Para por um momento e apos “... porque anula o vetor”. Com isso, pode-
se perceber que ele compreende que se todos os escalares forem nulos nao € possivel escrever
uma Combinagdo Linear.

Mediante as falas de E1, mesmo essas ndo apresentando uma linguagem adequada, ¢
possivel inferir que este licenciando possui concepgao objeto sobre Combinacao Linear, ja que
compreende a Combinagdo Linear como sendo um objeto matematico com caracteristicas
proprias.

Ao realizar essa mesma questdo ao E2, este comenta “... lembro que tem assim... no caso
tem um vetor... né? E alguma coisa que combine assim... tem o valor do vetor v e o valor de
outro vetor, ha uma combinagdo de dois vetores para da um terceiro...” Nesse momento, o E2
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faz uma representagdo do que estd falando em uma folha que foi dada pela primeira autora,
conforme a figura abaixo:

ui+yb:!’/

Figura 2. Representacdo Combinagdo Linear E2.

Ao terminar a representagdo, a primeira autora o questiona sobre essa representacao e E2
comenta “tem alguma coisa errada ai...” Mesmo sabendo que faltava algo E2 ndo consegue se
lembrar do que falta.

Mediante as falas de E2 ¢ possivel inferir que o0 mesmo possui concepgao agao sobre
Combinac¢ao Linear, ja que tenta recorrer 8 memoria para lembrar o que € esse objeto
matematico, além de que possui ainda um entendimento equivocado da Combinagao Linear.

Questao 2: Em cada caso escreva, se possivel, o vetor w como combinacio linear dos
vetores u e v. Explique por que pode ou ndo ser uma combinacio linear.

Para essa questdo foram apresentados os seguintes vetores:

a) w=(2,2),u=(1,3)ev=(0-2)
b) w=(3,-1,-2),u=(1,1,1)ev =(0,—4,—-1)

O E1 pegou a folha fornecida pela primeira autora e comegou a fazer as verificagcdes
dizendo que o primeiro era possivel escrever w como combinacdo linear de u e v. Quando
questionado sobre o porqué de sua afirmagao comenta “Porque quando tenho dois vetores aqui
(aponta para o papel) u e v e tendo as incognitas a; e az, quando colocadas num sistema vocé
tem uma resposta real e quando multiplicada por esses vetores como resposta da o w”.
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Figura 3. Resolucao Questdo 2 item a) E1.

Pode-se inferir que E1 reconhece e sabe valer-se do que ¢ uma combinagdo linear para
mostrar a possibilidade de se escrever um vetor dado como combinagao linear de outros. Um fato
interessante € que apoOs encontrar os valores dos escalares e escrever a combinacao linear E1
realizou a verificagdo, para ter certeza de que com esses valores era realmente possivel escrever
o vetor w como combinagdo de u e v.

No proximo item dessa questdo E1 comeca a fazer a verificagdo e chega a conclusao que
ndo ¢ uma combinacdo linear. Quando questionado sobre o porqué disso, responde: ...
porque,..., por exemplo, quando vocé coloca aqui o x (referindo-se a primeira equag¢do do
sistema) ¢ igual é a 3...” Mostra para a folha e volta a comentar os valores obtidos “...o 3 e o - 2,
as incognitas, ddo a combinagao linear, mas quando vocé compara com o y (referindo-se a
segunda equacgdo do sistema) ele ndo da, ele da respostas diferentes, entdo ndo é combinagdo
linear”
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Figura 4. Resolucao Questdo 2 item b) E1.

Novamente, ¢ possivel perceber a preocupagao em realizar a verificagdo, uma vez que E1
retorna em uma das equagdes ndo utilizadas no sistema para ver se os resultados encontrados
satisfariam essa equacao, e ao perceber que isso ndo era possivel constata que nao se pode
escrever a combinacao linear solicitada.

Esses itens apresentados mostram que o estudante reconhece o processo de resolugdo e a
necessidade de utiliza-lo para escrever um vetor como Combinagdo Linear de outros, refor¢cando
a inferéncia que E1 possui uma concepg¢ao objeto sobre o conceito, foco de estudo deste artigo.

Em relacdo ao entrevistado E2, esse tenta fazer a verificagao na folha cedida pela primeira
autora, entretanto E2 equivoca-se e ndo representa a Combinagdo Linear solicitada, como ¢
possivel ver em seu registro escrito:

Lends 7

Oz ‘Z},: 7
vt
X ==/

Figura 5. Resolugdo Questao 2 item a) E2.

Depois de um tempo, E2 fala “... hd outro jeito de fazer isso”. O estudante E2 tenta
recordar, mas sé lembra que pode utilizar sistema para chegar a resolugdo, tanto que comenta:
“... eu usava sistema para resolver...”.

Como E2 nao conseguiu recordar o que tem que fazer para poder escrever uma
Combinagao Linear, nao resolveu o outro item da questdo. Entretanto, a afirmacao de E2 revela
que o mesmo decorou o que tinha que fazer para se encontrar escalares que fossem possiveis
para escrever uma Combinacgdo Linear, nesse caso esse estudante mostra ter uma concepgao acao
desse conceito matematico, uma vez que tenta fazer manipulagdes sobre objetos matematicos
recorrendo a fatos que estdo na memoria, sem refletir sobre a razao de fazer isso.

Questio 3: A seguinte interpretacio geométrica corresponde a uma combinacio linear? Se
sim, escreva a combinacao linear que o grafico representa.
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Fonte: Steinbruch & Winterle, 2009, p. 43

A respeito dessa questdo E1 comenta “acho que sim... porque o v tem que ser a soma
desses dois (apontando para a figura, mostrando aivi e axv»), eu acho que é, porque quando vocé
representa aqui, esse ¢ igual a esse (mostrando novamente para a figura)”. Conclui dizendo “... é
uma combinagdo linear”. Por meio do grafico E1 diz que a interpretagdo corresponde a
[ 2

v=aivitaxvz

Com essa sua ultima resposta a entrevista fez com que se reforcasse ainda mais a inferéncia
que o estudante E1 possui a concepgao objeto sobre o conceito de Combinagao Linear, visto que
0 mesmo possui a percep¢ao de reconhecer uma Combinagdo Linear pelo seu gréfico,
conseguindo descrevé-la em linguagem algébrica.

Em relacdo a essa ultima questdo da entrevista o E2 diz “eu lembro do grafico, mas se é ou
ndo ¢, ndao lembro”. Por meio de seus dizeres vé-se que E2 teve contato com representacdes
graficas, entretanto como faz um tempo que viu tal conteudo nao afirma se tal interpretagao
geométrica ¢ ou nao uma Combinagdo Linear.

Discussao dos resultados

Por meio da anélise dos protocolos e das transcri¢cdes das entrevistas foi possivel responder
a questdo “que concepgdes sao evidenciadas por licenciandos em Matematica a respeito do
conceito de Combinacao Linear?” delimitada no inicio deste trabalho.

Como resultado observou-se que um estudante, E1, apresentava concepcao objeto do
conceito de Combinagdo Linear, no sentido da teoria APOS, pois 0 mesmo consegue perceber tal
conceito como um objeto matematico que possui propriedades que o caracterizam.

Ja o estudante E2 apresentou a concepgao agdo a respeito da Combinagdo Linear, segundo
a Teoria APOS, uma vez que se recorda dos procedimentos que utilizava, restringindo a sua
compreensao a realizar agoes.

Consideracoes finais

Neste artigo foi apresentado o resultado de uma pesquisa, cujo objetivo era identificar e
discutir as concepcdes a respeito de Combinagao Linear de graduandos que ja cursaram a
disciplina de Algebra Linear no curso de licenciatura em Matematica.

Para atingir o objetivo proposto no artigo realizou-se uma entrevista semiestruturada com
dois licenciandos que concluiram a disciplina de Algebra Linear, a fim de verificar como eles
construiram o seu conhecimento sobre Combinagdo Linear, utilizando para tanto a Teoria APOS.

Como resultado obteve-se que o estudante E1 apresentou ter concepgao objeto a respeito
da Combinacdo Linear, enquanto o E2 apresentou concepcao acdo sobre esse conceito.
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Mediante a andlise realizada foi possivel perceber que os dois licenciandos possuem certa
dificuldade com a notagdo e nomenclatura algébrica, o que corrobora com pesquisas, como a de
Dorier (2002), que mostram que uma das dificuldades dos estudantes ¢ de se apropriarem da
linguagem utilizada em Algebra Linear.

De modo geral, espera-se que esse artigo possibilite uma reflexao por partes dos docentes a
respeito de como os estudantes entendem e constroem seus conhecimentos acerca de algum
conceito matematico, bem como, a realiza¢do de pesquisas futuras a fim de identificar
concepgoes, segundo a teoria APOS, a respeito de outros conceitos matematicos.
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Resumo

O uso da linguagem matematica formal em cursos introdutorios de Célculo,
ministrados no ensino superior, pode representar, para uma parte significativa dos
alunos, uma barreira intransponivel para a constru¢ao de significado. No Brasil, a
barreira torna-se ainda maior, dado que os alunos ndo t€ém qualquer contato com os
conceitos basicos de Calculo no Ensino Médio. Propde-se neste trabalho a
contextualizagdo como uma estratégia para diminuir essa barreira, especificamente
no entendimento do conceito de limite. O estudo de caso apresentado exemplifica
como a contextualiza¢do envolvendo o calculo do imposto de renda pode contribuir
para a criagdo de significado em relagdo aos conceitos de continuidade e limite,
iniciando a sua constru¢do em uma etapa anterior a introducao da linguagem formal.

Palavras chave: Célculo Diferencial, limite, continuidade, linguagem
matematica,contextualizag¢do, imposto de renda.

Como apontado por Costa (2011, p.167), o estudo do Calculo Diferencial nao faz parte do
curriculo do Ensino Médio brasileiro, nem mesmo em carater introdutorio, diferentemente do
que ocorre em paises como Portugal, Espanha, Franca e Estados Unidos (DGE — Portugal; BOE
147 — Espanha;Boletim 2011 — Franga; NCTM — Estados Unidos). Tal particularidade ndo pode
ser ignorada quando se planeja o ensino dessa disciplina nos cursos universitarios brasileiros.
Pelo contrario, devem-se buscar alternativas que diminuam o impacto causado pela apresentacao,
com todo formalismo matematico, de um contetido cujas ideias fundamentais nao foram
trabalhadas em um nivel mais bésico.

Porém, diversos trabalhos (Barufi, 1999; Rezende, 2003; Lima, 2014) revelam um quadro
desalentador para o ensino de Calculo na maioria das universidades brasileiras, com médias de
aproveitamento sofriveis e elevados indices de reprovagdo nessa disciplina. Esses indicadores
mostram que, na maioria das vezes, o degrau existente entre a experiéncia dos alunos no Ensino
Médio e a apresentacao formal do Célculo Diferencial em nivel superior tem sido extremamente
alto.
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Neste texto, apresentamos um estudo de caso que leva em conta a importancia da
contextualizagdocomo estratégia facilitadora do processode criacao de significado, pelos
alunos,diante da exposicdo a um novo conceito matematico. O estudo de caso, aplicado ao 1°.
semestre deum curso de Economia e Administragdo de Empresas, objetiva introduzir os
conceitos de limite e continuidade invertendo a ordem tradicionalmente adotada nos livros
didaticos de Calculo. Partindo da investigagcdo do mecanismo de célculo do Imposto de Renda no
Brasil, assunto que potencialmente desperta o interesse dos estudantes das areas envolvidas,
surge naturalmente o conceito de continuidade de uma fun¢ao. Em seguida, a resolugdao de um
conflitomotiva a formalizagdo matematica das ideias até entdo trabalhadas, permitindo que o
conceito de limite seja introduzido de maneira mais significativa para os alunos.

O contexto do ensino de Calculo no Brasil

Um curso de Calculo oferecido na universidade costuma introduzir os alunos a um
formalismo matematico com o qual eles ndo estdo acostumados, o que j& representa um potencial
obstaculo ao aprendizado da disciplina. No contexto brasileiro, em que o Calculo nao ¢
apresentado no Ensino Médio de maneira introdutoria, o risco ¢ ainda maior. Nao tendo tido
contato prévio com os conceitos mais fundamentais do Célculo,os alunos tendem a encontrar
maior dificuldade para identifica-los e compreendé-los em uma apresentagdo com todo o
formalismo requerido em um curso de nivel superior.Em relacao ao ensino de Célculo nas
universidades brasileiras, Barufi (1999) destaca que:

Para a maioria dos alunos, o conhecimento matematico, desenvolvido anteriormente na
escola secunddria, pouco ou nada tem a ver com o que lhe ¢ apresentado no curso de Célculo, e o
carater de analise com o qual passa a se defrontar parece constituir uma grande dificuldade. Isto
ocorre principalmente quando as questdes do Célculo sdo apresentadas dentro de um contexto
formal, logicamente bem estruturado, no qual o conceito de nimero real ¢ preponderante e o
estudo das fungdes de varidvel real aparece como um fim em si mesmo (...).

Dessa forma, qualquer proposta relacionada ao ensino de Calculo no contexto brasileiro
deve ser muito cuidadosa em relagdo a forma de apresentacdodos conceitos mais fundamentais
dessa disciplina, de modo que os principais objetivos de aprendizagem nao sejam eclipsados pela
necessidade do uso de argumentagdes matematicas mais formais. Para tanto, ¢ preciso ter clareza
sobre tais objetivos.

Sofronas et al. (2011) apresentam um mapeamento dos principais aspectos que
caracterizam o entendimento de um aluno que cursa a disciplina de Calculo no inicio de um
curso superior, considerando a perspectiva de 24 especialistas. Como resultado, enumeram os
seguintes objetivos gerais de aprendizagem: (a) dominio dos principais conceitos do Célculo
(sendo derivadas, integrais e limites, nesta ordem, os principais), (b) construcdo de conexdes e
inter-relagdes entre esses conceitos, (¢) habilidade de aplicar os conceitos do Calculo (resolucao
de problemas e modelagem), e (d) conhecimento do contexto e da finalidade do Calculo.

Considerando tal perspectiva e o conhecimento prévio dos alunos brasileiros, suas
primeiras experiéncias em um curso de Calculo devem:(I) contemplar os objetivos (¢) e (d), de
modo a favorecer que os alunos enxerguem sentido no estudo do Calculo, (IT) ter como ponto de
partida situacdes em que os conceitos fundamentais do Calculo aparecam de modo informal,
aproximando essas experiéncias do conhecimento desenvolvido na escola secundaria, e (III)
mostrar a necessidade de que os conceitos, posteriormente, sejam formalizados levando em conta
o rigor do pensamento matematico.
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Linguagem matematica e a criacdo de significado

Desde a educagdo basica, a linguagem com a qual a matematica se expressa apresenta-se
como uma barreira a aprendizagem, antes de funcionar como algo que a promova, como conclui
Pimm (1987). H4a uma diferencga significativa entre a maneira como a matematica ¢ apresentada
nos livros e por muitos professores e as linguagens e os codigos de uso cotidiano dos alunos.
Alguns autores propdem uma comparagao entre o aprendizado da linguagem matematica e o
aprendizado de uma lingua estrangeira, como sintetiza Ervynck (1992).

A existéncia dessa barreira provocada pela linguagem torna inviavel, para a maioria dos
alunos, a criacdo de significado em relagdo a um conceito matematico a partir do dominio da
linguagem formal. Apesar disso, muitas disciplinas de matematica ministradas em cursos
superiores ainda se organizam segundo essa logica, expressa no esquema da figura 1.

Dominio da linguagem

Exposicio ao conceito e
; matematica formal

Criacdo de significado

Figura 1. Esquema para dominio da linguagem matematica formal antes da criagdo de significado.

Diferentes estratégias sdo usadas com o intuito defacilitar a superacdodessas barreiras
durante o processo de aprendizagem.

A despeito de quase sempre conduzir a uma aprendizagem mecanica, a repeti¢do no uso de
um novo conceito ¢ uma dessas estratégias. Espera-se que o aluno,reproduzindo a aplicacao do
mesmo conceito diversas vezes,va evoluindo gradativamente no seu entendimento
conjuntamente com o dominio da linguagem. Ao aprender a desenvolver (a + b)? em produtos
notaveis, o aluno pode nao ter clareza do significado de a e b na expressao, assim como pode nao
entender bem o que é o quadrado de algo que ndo é um numero especifico. E dificil esperar que,
ao reproduzir esse desenvolvimento para expressoes similares tais como (x + 3)? ou (3m + 2n)?,
o aluno possa construir progressivamente esses significados, ajudando-o a dominar a linguagem.

Machado (2012) destaca o uso de metaforas como uma possibilidade para diminuir o
impacto nesse processo, na medida em que elasestabelecem pontes entre diferentes contextos, a
despeito da diversidade de campos semanticos existentes entre eles. Naturalmente, deve-se estar
atento as limitacdes existentes nessautilizacdo, uma vez que as metaforas caracterizam-se por
relagdes de analogia, e ndo de equivaléncia.

O uso combinado de multiplas representa¢des da linguagem matematica também pode
levar o aluno a construir o significado de algo que ele ndo conhece, com base em algo que lhe
seja mais familiar. Para a funcaof : R—R dada pela lei f(x) = 2x + 3,por exemplo, pode-se
construir um grafico no plano cartesiano, uma tabela ou apresentar um texto como “o valor da
grandeza y ¢ igual a duas vezes o valor da grandeza x acrescido de 3 unidades”.

Tais estratégias t€ém por objetivo levar o aluno a criar o significado dos conceitos
matematicos a que esta sendo exposto, a partir de um entendimento parcial da linguagem e,
portanto, antes do desenvolvimento da linguagem necessaria para opera-los, como ilustra o
esquema da Figura 2.
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Entendimento parcial
da linguagem

Dominio da linguagem

Exposi¢do ao conceito e
: matematica formal

Criacdo de significado

Figura 2. Esquema para criagao de significado antes do dominio da linguagem matematica formal.

Entre as estratégias que facilitam a cria¢ao de significado, a contextualizacao se destaca
por possibilitar que o aluno opere com um conceito antes mesmo do entendimento parcial da
linguagem. Por exemplo, a fungdof citada anteriormente, dada por f(x) = 2x + 3, poderia ser
apresentado por meio da contextualizacdo:

Um album de figurinhas custa $3 e cada pacote de figurinhas custa $2.Gustavo gostaria de
saber quanto ira gastar se comprar o album e as figurinhas, dependendodo total de pacotes
que precisar comprar. Como Gustavo pode fazer esse calculo?

Sobre a importancia da contextualizagao no processo de criagdo de significados, Machado
(2002) defende que:

(...) sempre conhecemos, sobre qualquer tema, muito mais do que conseguimos expressar,
linguistica ou conscientemente, e esse conhecimento tacito é absolutamente fundamental
para a sustentagdo daquele que se consegue explicitar. Como as avaliagdes levam em
consideragdo essencialmente a dimensdo explicita, é necessario desenvolver-se estratégias de
enraizamento de tais formas de manifestagdo nas componentes da dimensdo tacita do
conhecimento, continuamente alimentadas por elementos culturais de natureza diversa.

Esse enraizamento na construgdo dos significados constitui-se por meio do aproveitamento
e da incorporagdo de relagdes vivenciadas e valorizadas no contexto em que se originam, na
trama de relagdes em que a realidade ¢ tecida; em outras palavras, trata-se de uma
contextualizagdo. (...) Na medida em que incorpora relagdes tacitamente percebidas, a
contextualizagdo enriquece os canais de comunicagdo entre a bagagem cultural, quase sempre
essencialmente tacita, e as formas explicitas ou explicitaveis de manifestagcdo do conhecimento.

Nesse texto, assumimos que, por meio da contextualizacao, pode-se promover a criagdo de
significado pelo aluno antes mesmo do entendimento parcial da linguagem, conforme sugere o
esquema da Figura 3.

Exposicdo ao conceito em
uma situacio Criacdo de significado
contextualizada

Reproducio do conceito Dominio da linguagem
em outros contextos matematica formal

Figura 3. Esquema para criagdo de significado antes do dominio da linguagem matematica formal.
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Limites e continuidade

Do ponto de vista de uma constru¢do logicamente bem estruturada, o conceito de limite ¢
fundamental para a teoria do Calculo Diferencial e Integral, pois esta na base tanto do conceito
de derivada (taxa de variacdo instantanea) quanto de integral (somas de Riemann). Tal
caracteristica integradora ¢ evidenciada no mapeamento realizado por Sofronas et al. (2011),
onde os limites, além de comporem o conjunto dos principais conceitos do Calculo, aparecem no
grupo de conexdes e inter-relagdes entre os conceitos fundamentais da disciplina.

O argumento acima pode ser usado para justificara sequéncia didaticaescolhida pela grande
maioria dos autores delivros de Calculo,que iniciam o estudo da disciplina pelos limites. No
entanto, a construgao historica do Calculo aponta para um caminho diferente: foram os conceitos
de derivada e integral, mais diretamente ligados aos fendmenos naturais e cotidianos,que
motivaram o desenvolvimento inicial da disciplina. Essa diferenca mostra a necessidade de que
se busquem estratégias para que o conceito de limite seja apresentado de forma mais significativa
aos alunos, ainda mais quando se pensa no contexto brasileiro.

Ao longo do Ensino Médio, a experiéncia dos alunos brasileiros com o estudo de fungdes
restringe-se, quase que inteiramente, as fungdes continuas. Porém, para introduzir o conceito de
limite, as fungdes continuas ndo sdo as mais apropriadas, uma vez que, em qualquer ponto de seu
dominio, o limite ¢ igual ao proprio valor da fungao. Por isso, na maioria dos livros didaticos, o
conceito de limite ¢ introduzido a partir de uma fun¢ao que apresente uma descontinuidade em
um ponto, que pode ou nao pertencer ao seu dominio.

Por exemplo, em um livro didatico de Célculo (Stewart, 2011), a ideia de limite ¢
introduzida a partir do problema da obtencao da reta tangente ao grafico de uma fungao.
Aproximando a reta tangente por sucessivas retassecantes, o autor constrdi a funcdo de R — {1}

x?%-1 . , .
em R dada pory = gy analisando seu comportamento para valores de x proximos de 1. Neste

caso, o ponto X = 1, que ndo pertence ao dominio da funcao, representa a descontinuidade
referida anteriormente.

Apesar do uso de uma descontinuidade para a introducao da ideia de limite,mostrada pelo
exemplo, a continuidade de uma fun¢ao ¢ abordada apenas depois da defini¢ao formal de limite,
quando o nivel de formalizagdo matematica requerido dos alunos ja ¢ bastante sofisticado se
comparado as suas experiéncias no Ensino Médio. Dessa forma, perde-se a oportunidade de
explorar um conceito mais intuitivo, a continuidade, antes de serem introduzidos todos os
formalismos que caracterizam o conceito de limite.

Neste trabalho, propomos que seja feita uma inversao na apresentagdo dos conceitos de
limite e continuidade, pelo menos antes de sua formalizacao matematica. Como mostrado, a
ideiade descontinuidade ja ¢ usada como ponto de partida para introduzir os limites. Reforcar a
oposi¢ao entre continuidade e descontinuidade em situagdes cotidianas, que despertem o
interesse dos alunos, permite construir o conceito de limite de maneira mais significativa.

Método

Um contexto em que naturalmente surge a oposi¢ao entre continuidade e descontinuidade,
potencialmente motivador para alunos das areas de Administracdo de Empresas e Economia, € o
calculo do imposto de renda. Neste trabalho, descrevemos a aplicagdo de um estudo de caso
relacionado a esse tema aos alunos da disciplina Calculo 1, ministrada no 1°. semestre dos cursos
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de Administracdo de Empresas e Economia do Insper. Na sua maioria, sdo alunos que nunca
tiveram contato com o Calculo Diferencial.

O estudo de caso foi dividido em trés partes, todas relacionadas ao calculo do imposto de
renda no Brasil. As partes 1, 2 e 3 foram realizadas na segunda, terceira e quinta aulas do curso,
respectivamente.

Como em varios outros paises do mundo, a cobranga de imposto de renda no Brasil
contempla diferentes aliquotas, dependendo da faixa de renda do contribuinte. A tabela 1 mostra
as aliquotas praticadas no Brasil no ano de 2015, com as faixas de renda arredondadas para
finalidades didaticas.

Tabela 1
Aliquotas do imposto de renda no Brasil

Faixa de renda até mais de 1.800,00, mais de 2.700,00, mais de 3.600,00, mais de
mensal (R$)  1.800,00 até 2.700,00 até 3.600,00 até 4.500,00 4.500,00

Aliquota 0,0% 7,5% 15,0% 22,5% 27,5%

Fonte: Site da Receita Federal (http://www.receita.fazenda.gov.br/aliquotas). 2014.

As diferentes aliquotas praticadas, aliadas a um desconhecimento geral da populacao sobre
o sistema de célculo do imposto, podem gerar a crenca de que, em determinados casos, um
aumento da renda de um contribuinte leve a uma diminuic¢ao de seus ganhos liquidos, uma vez
que, ao cair em outra faixa, ele deverd pagar um percentual significativamente maior de imposto.

Estudo de caso — Parte 1

A motivagao do estudo de caso ¢ a situagdo de uma pessoa que tinha uma renda mensal de
R$ 1.780,00 e, apds receber um aumento salarial, passou a ter renda de R$ 1.900,00. De acordo
com a tabela 1, essa pessoa ndo pagava Imposto de Renda, mas, depois do aumento, passou a ser
tributada. Equivocadamente, acreditou que passaria a ter um desconto de 7,5% em seu salario,
recebendo R$ 1.757,50 — quantia inferior ao que recebia antes do aumento.

O conflito gera a oportunidade de uma investigagao mais profunda. Os alunos receberam a
tarefa de construir o grafico da fung¢ao I, que relaciona o imposto pago por uma pessoa em
funcao de sua renda mensal (x), considerando o raciocinio realizado pela pessoa que recebeu o
aumento (figura 4). Apos a construgdo do grafico, duas perguntas foram langadas a eles:

(Q1) Qual caracteristica da fun¢do I explica a queda doganho liquido da pessoa, mesmo
tendo recebido um aumento de salario?

(Q2) Como tal caracteristica pode ser descrita matematicamente?
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Figura 4. Grafico do imposto devido I(x) em fun¢do da renda x conforme interpretagao inicial do calculo
do imposto.

Trabalhando em duplas, os alunos construiram suas interpretacdes para as duas perguntas,
que foram posteriormente socializadas com a classe.

Estudo de caso — Parte 2

A tarefa proposta na parte 2 do estudo de caso consistiu em propor uma interpretagdao da
tabela de aliquotas do imposto de renda (tabela 1) para a qual ndo seja possivel que um aumento
de renda leve a uma diminui¢ao dos ganhos liquidos de um contribuinte, independentemente da
sua faixa de renda. Para guiar a discussao dos alunos, organizados em duplas, foram propostas as
duas perguntas a seguir.

(Q3) Qual caracteristica deve ter a fun¢do I para que o ganho liquido de uma pessoa nunca
diminua quando sua renda aumentar?

(Q4) O grafico construidona parte 1 € constituido de varios segmentos de reta. Qual
caracteristica desses segmentos pode ser identificada com a aliquota em cada faixa de renda?

Inicialmente, os alunos tentaram resolver o problema graficamente, buscando tragar o
grafico da funcao I a partir de suas reflexdes sobre as duas perguntas. Considerando as respostas
as perguntas (Q3) — a fun¢do ndo deve apresentar descontinuidades, e (Q4) — cada aliquota ¢
caracterizada pela inclinagcdo do segmento de reta correspondente, ¢ possivel construir o grafico
mostrado na figura 5.

Em seguida, foi pedido aos alunos que determinassem a lei da funcao I.

As partes 1 e 2 do estudo de caso foram realizadas na segunda e terceira aulas do curso,
respectivamente. A partir das discussdes feitas nessas aulas, o conceito de continuidade de uma
fung¢@o em um ponto foi apresentado. Na quarta aula, foi feita a formalizagdo do conceito de
continuidade, o que gerou a oportunidade da introducao do conceito de limite. Com isso, a turma
estava preparada para a parte 3 do estudo de caso, que foi aplicada na quinta aula do curso.
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Figura 5. Grafico do imposto devido I(x) em fungdo da renda x conforme interpretac¢do correta do calculo
do imposto.

Estudo de caso — Parte 3

A parte 3 do estudo de caso teve como objetivo tratar do limite de uma funcao no infinito.
Para isso, analisou-se o comportamento da aliquota efetiva do imposto de renda, que consiste no
percentual efetivo pago de imposto por um contribuinte, em relagdo ao total de sua renda.
Chamando a aliquota efetiva de A(x), tem-se que A(x) = 100-1(x)/x. Considerando a
interpretagdo correta do calculo do imposto de renda (parte 2 do caso), a aliquota efetiva ¢
sempre menor do que 27,5%, mas tende a esse valor a medida que a receita X cresce muito.

Para observar o comportamento da funcao A, os alunos construiram uma tabela com os
valores da aliquota efetiva para valores crescentes de x. Para facilitar a construcao da tabela, foi
usado um programa da Receita Federal brasileira' que simula o calculo do imposto de renda. A
partir da tabela, os alunos construiram o grafico de A(x) em fun¢do de x (figura 6) e procuraram
responder as duas perguntas a seguir.

A(x) T A R (SR S S P S U P P S R s

5000 10000 15000 20000 25000 30000
Figura 6. Grafico da aliquota efetiva do imposto de rendaA(x) em fungdo da renda x.

(Q5) Qual o comportamento da fungdo A para valores muito grandes de x?

(Q6) Apresente um argumento algébrico para justificar sua resposta a pergunta (Q5).
Resultados

Durante o planejamento do estudo de caso, admitiu-se que o calculo do imposto de renda
seria um assunto potencialmente motivador para alunos do 1°. semestre de cursos de Economia e
Administragdo de Empresas. Dessa forma, procurou-se coletar, durante a aplicagdo do caso,
evidéncias que confirmassem ou nao tal hipotese. Um dos instrumentos usados para isso foi a

"Disponivelemhttps://www.receita.fazenda.gov.br/Aplicacoes/ ATRJO/Simulador/TelaOptMenAnu.htm.
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adesdo dos alunos as leituras prévias. Tais leituras eram disponibilizadas dois dias antes da aula e
tratavam de aspectos nao matematicos do imposto de renda, com o objetivo de que os alunos
compreendessem o contexto em que tal imposto era cobrado (finalidade da cobranga, aspectos
historicos, politicos € econdmicos, sistema de cobranga em outros paises).

Os alunos nao foram cobrados em relacdo as leituras prévias, que eram discutidas nos dez
primeiros minutos de cada aula.Mesmo assim, nas trés aulas, mais de 90% dos alunos realizaram
a leitura e trouxeram outras questdes, como o calculo do imposto de renda para empresas e
aplicacoes financeiras. Observou-se ainda que o engajamento dos alunos nas discussdes iniciais
se mantinha durante a realiza¢ao doestudo de caso, sendo maior do que em atividades realizadas
em outras aulas, que nao exploravam a contextualizagao.

Elaboracao intuitiva do conceito de continuidade

Na parte 1 do estudo de caso, os alunos rapidamente chegaram a lei matematica da fungao I
considerando a interpretagdo errada sugerida pelo raciocinio da personagem. No entanto,
encontraram dificuldade na construcao do grafico dessa funcao, principalmente nos pontos de
mudanga da aliquota. Foi feita, entdo, uma interven¢ao pelo professor, que sugeriu que fossem
desenhadas, em linha tracejada, as diferentes retas cujas equagdes compunham a lei da fungao I
(y=0; y=0,075x; y = 0,15x; y = 0,225x; y = 0,275x) e destacados os trechos das retas
correspondentes ao intervalo de cada aliquota, como mostrado na figura 4.

Durante a discussao que se seguiu a construcao do grafico, motivada pelas perguntas Q1 e
Q2, emergiu o conceito de continuidade de uma funcao, enunciado ainda de maneira intuitiva. A
discussdo concentrou-se no comportamento da funcdo no intervalo de 1.780 a 1.900, valores
inicial e final da renda da personagem. Por isso, as respostas referem-se ao ponto x = 1.800. A
tabela 2 mostra as explicacdes mais frequentes elaboradas pelos alunosapos a socializacdo das
ideias individuais com toda a classe.

Tabela 2
Respostas tipicas para as perguntas Q1 e Q2
Ql Q2
Depois de x;lif’(,)o, a funcdo I da um “I(1800) = 0 ¢ I(x) > 135 para x > 1800”
“O imposto pago por uma pessoa que ganha
1.801 ¢ muito maior do que o de uma pessoa que “I(1800) = 0, mas I(1801) = 135,075~
ganha 1.800.”

No modelo analisado pelos alunos na parte 1, destacavam-se os pontos de descontinuidade
da fungao I. Para contrapor-se a esse modelo, a situagdo proposta na parte 2 levava a construg¢ao
de uma funcao continua.

A maioria dos alunos respondeu com facilidade a pergunta Q3, identificando que a nova
funcdo I ndo poderia apresentar “saltos”. Isso pode ser justificado pelo enfoque dado a
descontinuidade da funcao I na discussdo feita ao final da parte 1. Na pergunta Q4, alguns alunos
encontraram dificuldade para relacionar a aliquota ao coeficiente angular da reta. Pudemos
identificar que muitos desses alunos nao estavam habituados, no Ensino Médio, a trabalhar com
o coeficiente angular de uma reta.
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A principal dificuldade dos alunos consistiu em combinar as respostas das perguntas Q3 e
Q4 para construir uma solugdo grafica para o problema, como mostrado na figura 5. Também foi
dificil para muitos deles encontrar uma interpretacdo da tabela de aliquotas condizente com o
novo grafico construido — cada aliquota so6 incide sobre a parte da renda que excede a faixa da
aliquota anterior. A dificuldade apresentada evidencia a pouca desenvoltura dos alunos com a
resolucao de problemas e modelagem que, como apontado por Sofronas et al. (2011), deve ser
um dos quatro grandes objetivos de um curso de Célculo. Esse fato reforca a importancia de que
o curso de Calculo exponha os alunos a situacdes desse tipo com frequéncia.

Ao final das partes 1 e 2 do estudo de caso, a descri¢do matematica da descontinuidade da
funcao I no ponto x = 1.800 na pergunta Q2 e a facilidade encontrada pelos alunos na pergunta
Q3 mostrou que a ideia intuitiva desse conceito comegava a ser formada. Com isso, ja era
possivel passar para a formalizagcdo do conceito de continuidade, o que foi feito na quarta aula do
curso.

Formalizacao do conceito de continuidade

Durante a discussao da parte 1 do estudo de caso, muitos alunos, ao exemplificarem uma
renda “um pouco maior do que R$ 1.800,00”, citaram a quantia R$ 1.800,01. E natural queesse
raciocinio apareca no sistema monetario, em que as quantias variam de 1 em 1 centavo. Porém,
para formalizar o conceito de continuidade, desejava-setrabalhar com o conjunto dos nimeros
reais.Dessa forma, no inicio da quarta aula do curso, foi preciso abstrair o contexto do imposto
de renda, considerando que a renda x de uma pessoa poderia assumir qualquer valor real nao
negativo.

Trabalhando no conjunto dos reais, a pergunta “o que ¢ um niimero proximo de 1.800?”
traz muitas davidas aos alunos. Assim, fica evidente a necessidade de formalizar a ideia inicial
de continuidade traduzida pelas respostas da tabela 2 — sex estd proximo de 1.800, entdo I(x)
deve estar proximo de 1(1.800).

Tal argumentagao acrescenta um elemento a mais ao esquema da figura 3. A exposicao ao
conceito em uma situagdo contextualizada permite ao aluno criar significado para aquele
conceito e reproduzi-lo em outros contextos, o que subsidia a sua apresentacao na linguagem
matematica formal. E importante, porém, que o aluno perceba a necessidade e os beneficios da
representacao desse conceito em uma linguagem formal, para que se engaje na tarefa de superar
o obstéculo representado pelo formalismo.

O conceito de limite

A partir da formalizagao do conceito de continuidade, tornou-se bastante natural passar a
ideia de limite. Para isso, foi explorada a func¢ao I dada pelo gréafico da figura 4, focando-se a
discussdo no comportamento dessa fun¢ao em torno do ponto x = 1.800, o que permitiu abordar
o conceito de limites laterais (nessa fungao, tem-se I(1.800)= 0, mas x_)lligg) o I(x) = 135). Depois

de analisar outros exemplos, foi apresentado, ainda na quarta aula, o conceito de limite de uma
fungdo, de maneira formal.

Na quinta aula do curso, o conceito de limite foi ampliado para o caso em que x tende ao
infinito, por meio da realizacdo da parte 3 do estudo de caso. A utilizagdo do programa de
calculo do imposto de renda disponibilizado pela receita federal tornou a atividade bastante
dindmica e favoreceu o engajamento dos alunos. Além disso, permitiu aos alunos que ainda
tinham alguma diivida no mecanismo de célculo do imposto esclarecé-las.
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Na pergunta Q5, a maioria dos alunos percebeu que a funcao A tendia a se estabilizar a
medida que x crescia muito. O plano cartesiano fornecido para desenhar o grafico de A trazia
valores de x no intervalo de 0 a 30.000. Como A(30.000) = 24,7, muitos alunos tiveram a
iniciativa de calcular a aliquota efetiva para valores bem maiores do que 30.000, verificando que
ela tendia a 27,5. No entanto, o programa fornecia a aliquota efetiva com apenas duas casas
decimais, arredondando os valores calculados. Com isso, para valores de x superiores a
17.000.000, ele apontava que a aliquota efetiva era 27,50%. Com base na descoberta dos alunos,
foi langada a seguinte pergunta: “existe algum valor de x para o qual a aliquota efetiva ¢
exatamente 27,5?”. Como nao houve consenso, foi solicitado que passassem a questao QO6.

Para x >4.500, a funcao I ¢ dada por I(x) = 0,275x — 832,5. No mesmo intervalo, a
aliquota efetiva ¢ dada por A(x) = 27,5 — 83.250/x. A partir da analise dessa expressao, os alunos
foram capazes de justificar a resposta da pergunta Q5 e compreender que, para a fungdo A em
particular, o valor 27,5 nunca ¢ atingido, embora ele aparega no programa de calculo do imposto.
A partir dessemomento,foi formalizado o conceito de limite de uma fung¢ao no infinito.

Conclusoes

Desde o trabalho de Tall e Vinner (1981), muitos autores tém desenvolvido pesquisas nas
quais se identifica grande concordancia de que os alunos, de modo geral, apresentam dificuldade
com o conceito de limite. Contribui¢cdes importantespara a busca de estratégiasque permitam
superar essas dificuldades tém sido feitas desde entdo (veja, por exemplo, Cottrill et al., 1996;
Szydlik, 2000; Cappetta e Zollman, 2013).

A questdo do formalismo matematico com o qual os estudantes se deparam em seus cursos
iniciais de Célculo ¢, sem duvida, um elemento que contribui para essa dificuldade. No Brasil,
essa situacdo ¢ ainda mais critica, uma vez que os alunos nao trazem conhecimentos basicos de
Célculo Diferencial do Ensino Médio onde possam ancorar os novos conceitos apresentados,
muitas vezes, com excessos de formalismo.

O estudo de caso apresentado neste trabalho exemplificou como a contextualizacdo pode
ser umaestratégia valiosa para diminuir a barreira ao aprendizado de limites, observada na
maioria dos cursos iniciais de Calculo. Durante a aplicagdo do caso,ja emergiram as principais
ideias envolvidas nos conceitos de continuidade e limite,facilitando muito a compreensao dos
alunos da posterior formalizacdo matematica.

Nao se trata, portanto, de diminuir o rigor matematico com que 0s conceitos sao
apresentados. Esta ¢ uma prerrogativa do professor, que deve levar em consideragao os objetivos
de aprendizagem que deseja alcangar, o conhecimento prévio dos alunos, as caracteristicas do
curso, entre outros aspectos.Pelo contrario, trata-se de uma estratégia que objetiva preparar
melhor os alunos para o formalismo que ¢ introduzido nos cursos iniciais de Calculo.

Em termos de aprofundamento do estudo, uma questdo emerge com base nessas
conclusdes: existe alguma relagdo entre a criacao de significado no conceito de limites e a
motivagao dos alunos para aprender Calculo? Com base no comportamento dos alunos, ha sinais
de que possa existir alguma relacao, mas € necessaria uma investigacao mais profunda para
coletar evidéncias que possam refutar ou nao essa hipotese.
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Resumen

Basandonos en la teoria APOE (Acciones, Procesos y Esquemas) (Arnon, Cottril,
Dubinsky, Oktag, Roa, Trigueros y Weller, 2014) investigamos los niveles de
coherencia en el esquema del concepto Transformacion Lineal, entendiendo este
como una articulacion entre diferentes interpretaciones, las que hemos denominado
interpretacion funcional, matricial y geométrica; todas ellas entrelazadas por la
combinacion lineal. En este reporte de investigacion, damos cuenta de una segunda
etapa en la investigacion, referida especificamente al proceso de validacion del
modelo multinterpretativo para el concepto transformacion lineal, a partir de
entrevistas semiestructuradas, desde donde se concluye, por ejemplo que el concepto
de kernel es determinante en la evolucion del esquema del concepto transformacion
lineal.

Palabras clave: Esquema, Transformacion Lineal, APOE.
Introduccion

Analizamos el concepto transformacion lineal considerando tres formas en que este se
presenta, donde cada una de ellas fue descompuesta en sus elementos fundamentales y
articulados basicamente por el concepto combinacion lineal; es asi que nuestro estudio propuso,
y basandose en la metodologia propia de la teoria APOE, una descomposicion genética, por cada
interpretacion del concepto transformacion lineal que permiti6 una descripcion detallada del
esquema para el concepto, estas descomposiciones genéticas aparecen en forma detallada en
Alme 27, bajo el titulo “Construcciones y Mecanismos Mentales para el Aprendizaje de la
Matriz Asociada a una Transformacion Lineal” (Maturana, Parraguez ,2014) y en acta CIBEM
VII, bajo el titulo “Una Mirada Cognitiva a las Transformaciones Lineales. Articulacion entre
sus Tres Interpretaciones: Funcional-Matricial-Geométrica” (Maturana, Parraguez ,2013), en esta
ultima se muestran las primeras evidencias obtenidas donde se incorporan las tres
interpretaciones, desde donde emerge un modelo multinterpretativo para el estudio del concepto
transformacion lineal.
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Sobre el concepto de transformacion lineal, la documentacion hasta ahora obtenida, da
cuenta que su aprendizaje presenta una dificultad mayor, y son diversas las investigaciones en
didactica de la matematica que han abordado su problematica. Algunas de ellas en la tltima
década, corresponden a los aportes de Uicab y Oktag (2006), Molina y Okta¢ (2007) ambas
investigaciones abordan la problematica de aprendizaje en un contexto geométrico del concepto,
identificando aquellos modelos que pueden tener los estudiantes en relacion al concepto
transformacion lineal y el grado de interferencia de estos. Por otra parte, Roa y Oktag (2010),
dan cuenta de su investigacion sobre la construccion de una Descomposicion Genética del
concepto transformacion lineal, la cual se sustenta en la teoria APOE, proporcionando como
resultado de investigacion dos formas de construccion para concepto, ambas basadas en lo que
llamaos interpretacion funcional del concepto. Por su parte, Bagley, Rasmussen y Zandieh
(2012) centran su investigacion en la relacion conceptual que los estudiantes establecen entre las
matrices y las funciones lineales. Son algunos de los antecedentes que constituyeron la base para
el disefo del modelo de investigacion, entendido este como una propuesta desde APOE, que
describe en detalle las construcciones y mecanismos mentales necesarios para la construccion y
evolucion del esquema concepto transformacion lineal, es asi que nuestros hallazgos, dan cuenta
de los niveles de coherencia en el esquema del concepto transformacion lineal, esto es la triada:
Nivel Intra- Transformacion Lineal, Nivel Inter-Transformacion Lineal y Nivel Trans-
Transformacion Lineal.

La Teoria APOE

Dubinsky (Arnon et al., 2014) basado en el concepto de abstraccion reflexiva, de Piaget,
para describir la construccion de objetos mentales, distingue los siguientes mecanismos:
interiorizacion, coordinacion, encapsulacion, y reversion. Estos, a su vez, originan diferentes
construcciones mentales: acciones, procesos, objetos, esquemas (APOE).

Consideremos F un concepto matematico. Un individuo posee una concepcion accion de F
si las transformaciones que hace sobre €l se realizan paso a paso, obedeciendo a estimulos que
son y percibe como externos. El interioriza la accion en una concepcion proceso de F si puede
realizar una operacion interna que hace esencialmente la misma transformacion enteramente en
su mente, sin necesariamente recorrer todos los pasos especificos. Si piensa en un proceso como
un todo, y realiza y construye transformaciones sobre su totalidad ha encapsulado el proceso en
una concepcidn objeto de F. Un esquema de aquel trozo es una coleccion de acciones, procesos,
objetos y otros esquemas que estan relacionados consciente o inconscientemente en la mente del
individuo en una estructura cognitiva coherente. Una descomposicion genética, describe en
detalle los aspectos constructivos de F para explicitar un camino factible de su aprendizaje en
términos de construcciones y mecanismos mentales.

Diseiio metodolégico de la investigacion

Incorporamos a la metodologia propia de la teoria APOE el estudio de caso (Stake, 2010).
La unidad de estudio que constituyo el “caso”, son 20 alumnos chilenos de una universidad del
pais, estudiantes de la carrera de pedagogia en matematica. La seleccion de dichos estudiantes se
vincul6 con las siguientes categorias: estudiantes exitosos académicamente, avance curricular,
ejercitan ampliamente en matematica, voluntarios, heterogeneidad en los procesos de formacion
de los estudiantes, accesibilidad de los investigadores. Es preciso dejar en clara que al caso de
estudio se aplico el ciclo de investigacion previsto en la teoria APOE, el cual establece: un
analisis teorico, conocido como descomposicion genética; un disefio, basado en la
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descomposicidon genética teodrica, y aplicacion de instrumentos; seguido de un analisis y
verificacion de datos (Asiala et al., 1996).

En este reporte damos cuenta de la etapa final en la investigacion relacionada con la
busqueda de los indicadores para la construccion del esquema para el concepto transformacion
lineal, esto es mostraremos las evidencias obtenidas desde las entrevistas realizadas a los
estudiantes del caso que mostraron construcciones proximas a la objeto para el concepto
transformacion lineal. Establecimos la articulacion entre las interpretaciones del concepto como
criterio de seleccion para establecer el nivel de la coherencia en el esquema para el concepto de
transformacion lineal. Para ello trabajamos en un resumen tabular de la informacion sobre las
construcciones mentales mostradas en un cuestionario previo, para algunos tramos de las
descomposiciones genéticas propuestas.

Denominaremos por las siglas M, F y G a las interpretaciones Matricial, Funcional y
Geométrica del concepto transformacion lineal.

Tabla 1
Estudiantes del caso que mostraron construcciones metales proximas a la de objeto en la interpretacion
funcional. Fuente propia aiio 2013

ORDEN CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL

ESTUDIANTE PARA MOSTRADA
DAR RESPUESTA EN LA INTERPRETACION
AL CUESTIONARIO FUNCIONAL

E3 MFG PROCESO
E6 FMG PROCESO
E9 GMF OBJETO

El5 FMG PROCESO
E16 FMG PROCESO
E17 FGM PROCESO
EI8 MFG PROCESO

Tabla 2

Estudiantes del caso que mostraron construcciones metales proximas a la de objeto en la interpretacion
matricial. Fuente propia aiio 2013

ORDEN CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL

ESTUDIANTE PARA MOSTRADA
DAR RESPUESTA EN LA INTERPRETACION
AL CUESTIONARIO MATRICIAL

E3 MFG PROCESO

E9 GMF PROCESO

E13 MFG PROCESO

E18 MFG PROCESO

Tabla 3

Estudiantes del caso que mostraron construcciones metales proximas a la de objeto en la interpretacion
geométrica. Fuente propia aiio 2013

ORDEN CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL
ESTUDIANTE PARA MOSTRADA
DAR RESPUESTA EN LA INTERPRETACION
AL CUESTIONARIO GEOMETRICA
E3 MFG PROCESO
E5 MGF PROCESO
E7 GFM PROCESO
E9 GMF OBJETO
E18 MFG PROCESO
E19 FGM PROCESO
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Se realizd un proceso de triangulacion de los datos y la informacion de las tablas anteriores
(tablas 1, 2 y 3), el proposito es encontrar quienes son los estudiantes del caso que mostraron
construcciones mentales proximas a la de objeto para el concepto de TL; es asi que: E3, E9 y
E18 fueron los candidatos para ser entrevistados. En tabla 4 se muestra el resumen de este
procedimiento.

Tabla 4

Triangulacion de los datos de la investigacion. Fuente propia ario 2013

(0)20)) I CONSTRUCCION CONSTRUCCION CONSTRUCCION
ELEGIDO MENTAL MENTAL MENTAL
ESTUDIANTE PARA MOSTRADA MOSTRADA MOSTRADA

DAR EN LA EN LA EN LA
RESPUESTA INTERPRETACION INTERPRETACION INTERPRETACION
AL FUNCIONAL MATRICIAL GEOMETRICA
CUESTIONARIO
E3 MFG PROCESO PROCESO PROCESO
E9 GMF OBJETO PROCESO OBJETO
E18 MFG PROCESO OBJETO PROCESO

La informacién mostrada por los estudiantes seleccionados, E3, E9 y E18, sobre la
articulacion de las interpretaciones, permitioé planificar el guion de sus entrevistas.

» E3, muestra una construccion mental proceso en todas las interpretaciones, sobre la
articulacion, entre la interpretacion funcional y geométrica, esta basada en el teorema
fundamental del 4lgebra lineal, no presenta evidencias claras de articulacion con la
interpretacion matricial, lo que es contradictorio con: primeramente el orden en que
selecciono responder al cuestionario fue MFG, y que mostr6 una construccién mental
proceso en las respuestas a las preguntas de la interpretacion matricial del concepto. Para la
entrevista de E3, se debi6 considerar que no mostrd algin tipo de preferencia por
interpretacion.

» E9 muestra una construccion mental objeto en dos interpretaciones, la funcional y a
geométrica, sobre esta articulacion evocando el teorema fundamental del algebra lineal, sin
dar evidencias sobre coordinacion con otras interpretaciones. Para su entrevista
consideraremos que ha mostrado una articulacién, y su tratamiento al concepto emerge
desde lo geométrico, lo que queda confirmado en su seleccion para escoger el orden en el
cuestionario (GMF).

» E18 muestra una construcciéon mental objeto en la interpretacion matricial, sobre la
articulacion, da evidencias de coordinaciones entre lo funcional y lo geométrico, no
muestra articulaciones con lo matricial. E18 responde al cuestionario es MFG, por lo que
en su entrevista profundizaremos en sus articulaciones desde lo matricial.

El esquema y el modelo multinterpretativo

Nuestra propuesta para analizar los esquemas de los estudiantes seleccionados del caso se
basa en el modelo multinterpretativo para el concepto de transformacion lineal. El concepto de
transformacion lineal es un concepto unificador para el 4lgebra lineal, por esta razon para la
caracterizacion de su esquema como construccion mental, proponemos considerar las
interpretaciones como esquemas mentales que nos permitiran determinar los niveles de
coherencia en el esquema global del concepto. Entonces, para obtener evidencias sobre estos
niveles de coherencia en el esquema del concepto, consideramos el “exterior” de nuestras
interpretaciones, que forman parte del concepto, pero que no fueron consideradas como
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elementos fundamentales en la construccion del concepto transformacion lineal, es decir no
aparecen como construcciones o mecanismos mentales en ninguna de las descomposiciones
genéticas de cada interpretacion, el proposito es poner a prueba cada descomposicion genética
como modelo descriptivo para el aprendizaje, y al mismo tiempo obtener evidencia de los
elementos emergentes que construyen al concepto transformacion lineal.

En la figural damos cuenta de esta idea, sobre la estructura para el concepto
transformacion lineal, donde posee componentes de origen funcional, matricial y geométrico,
pero no desconocemos que es mas que esto. Un ejemplo importante de un concepto en este
“exterior”, es el de isomorfismo de espacios vectoriales, el que puede servir para examinar los
elementos emergentes, pues posee caracteristicas transversales para el algebra en general.

4 Y

ESQUEMA
MATRICIAL

L A

Figura 1. Las componentes propuestas para ¢l Estudio del esquema del concepto transformacion lineal.

Para analizar la coherencia en el esquema del concepto transformacion lineal y determinar
sus componentes, proponemos que un estudiante muestra un nivel de esquema Intra para el
concepto transformacion lineal, si en alguna de sus interpretaciones da cuenta de poseer una
construccion mental objeto, la que le permite realizar ciertas acciones sobre algunas estructuras
fundamentales, pero no ha articulado las tres interpretaciones, por lo que responde a las
preguntas que dan cuenta de la construccion del objeto del concepto transformacion lineal en
alguna de sus interpretaciones, sin establecer correspondencia con las otras interpretaciones del
concepto. Es asi que al enfrentarlo a situaciones referidas al concepto transformacion lineal, de
un nivel superior, por ejemplo en relacion al teorema del isomorfismo de espacios no podria
responder en forma adecuada.

Un estudiante muestra un nivel de esquema Inter del concepto transformacion lineal, es
aquel que por lo menos ha articulado dos de las interpretaciones de este esquema, es de esta
forma que responde a las preguntas que dan cuenta de la construccién del objeto del concepto
transformacion lineal, lo que le permite establecer las primeras correspondencias o
concordancias con los teoremas propios de las transformaciones lineales. Para finalizar un
estudiante muestra un nivel de esquema 7rans del concepto transformacion lineal, si responde a
las preguntas que dan cuenta de la construccion del objeto del concepto transformacion lineal, y
es capaz de establecer correspondencia con todas las otras interpretaciones del concepto. Por lo
que estableceria conexiones con los teoremas propios de las trasformaciones lineales, como por
ejemplo el teorema del isomorfismo de espacios vectoriales. Es asi que incorporamos en algunas
de las preguntas seleccionadas para la entrevista la nocion de isomorfismo de espacios
vectoriales; a modo de poner a prueba todas las componentes del esquema del concepto
transformacion lineal. Pensamos que las nociones desde la perspectiva funcional como las de
injectividad y epiyectividad debieran emerger, junto con la de linealidad, estas deben coordinarse
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con el concepto kernel y de dimension, para en lo posible dar una respuesta que construya una
funcion que respete la estructura de espacio vectorial. Los conceptos de grupo cociente y clase
estarian en el limite del concepto transformacion lineal, por lo que este tipo de construccion
obedeceria a un nivel Trans siempre que dé muestras de su coherencia.

Hemos dado cuenta de la forma en que fueron seleccionados los estudiantes del caso para
las entrevistas, ademas se mostro el criterio para analizar los esquemas lo que constituye la
directriz de andlisis de nuestros datos.

Algunas evidencias obtenidas en las entrevistas

A continuacion presentaremos un extracto de los relatos de los tres entrevistados para dar
respuesta a la siguiente pregunta desde donde se pudo obtener algunas de las evidencias que
sostenemos. Las entrevistas se realizaron por separado y se video gravaron.

-1/ 5
A
1/ -1
hh
=((1,0,1),(1,1,0),(2,1,2)) y D’=((1,1),(1,—1)), determine si la transformacién lineal F es un

isomorfismo de espacios vectoriales.

Dada la transformacion lineal 7 :[1° — 112, definida por [F][D; = , donde

Extracto de la respuesta de E3:

Realiza algunos célculos que aparecen en la figura 2, los que corresponden a la busqueda del
kernel de la transformacion lineal.
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Figura 2. Los calculos realizados por E3.
[Ent-267]  (Es un isomorfismo de R® en R??
[E3--267] No. No, no, no. Porque quizas no es inyectivo. Hay que hacerlo.

Realiz6 los célculos mostrados en la figura 2, donde el kernel le permite dar respuesta a la
pregunta, y por otra parte, reconstruir la funcion preservando la estructura algebraica de espacio
vectorial.

[E3--281] Claro, pero por el Kernel no era 0.
[Ent-282] (Como calculaste el Kernel?

[E3--282] Las tres imagenes dan cero.

[E3--284] ...Es que me huele que si uno de estos me da 0... No me va a dar 0
[E3--287] Si, es un conjunto de preimagenes del 0.

[E3--288] También es un subespacio. Ademas los puntos de R® que van a dar al 0 de la
transformacion.
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Responde que no es un isomorfismo, pero frente a la situacion de reformular la funcién
para que si lo sea E3 muestra que el esquema de la interpretacion matricial le permite reconstruir
la transformacioén en su interpretacion funcional y responder a esta pregunta sobre el
isomorfismo.

Extracto de la respuesta de E9:
[E9--36] Nuevamente la dimension de los espacios es distinta, asi que no puede

haber un isomorfismo.

[Ent-37] (Estas seguro? Entonces tu dices que no hay un isomorfismo.
[E9--37] Si.
£
Nn Jl’-." & > J[MKZ
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Figura 3. Muestra los argumentos de E9.
[Ent-39] LY, no es posible redefinir?

[E9--39] No, no es posible, porque si... Porque el espacio en el conjunto es de
dimension 3, asi que nosotros, aqui abajo no puede generar todo...

Tenemos una base aqui de dimension 2.

[E9--41] Y en la imagen. Y conjunto de dimension 2 no puede generar .... que tiene que
aparecer aqui. Asi que no puede haber un isomorfismo aunque sean iguales.

E9 para dar respuesta a la pregunta 5 coordina las construcciones mentales proceso del
concepto de dimension con el concepto de funcidon, mediante el teorema fundamental del algebra
lineal. Lo que no alcanza para construir el teorema del isomorfismo de espacios vectoriales, pues
falta coordinar con el concepto de ntcleo de la TL que le permitiria construir el grupo cociente lo
que permitiria construir un isomorfismo.

Extracto de la respuesta de E18:
Lee la pregunta y reflexiona sobre las dimensiones de los espacios de partida y de llegada:
[E18-126] Pero si vamos al teorema, este tiene tres, y si se confirma que tiene que

ser cero, mas dos... No nos daria la igualdad.
[Ent-127] A ver, como. Explicame. Qué¢ es ese juego de numeros.
[E18-127]  Ya. Es que la dimension de los espacios de partida... La dimension...
[E18-128] Es 3. Si fuera un isomorfismo, el Kernel, o sea la dimension del Kernel,

tendria que ser cero. Si, porque para que nos podamos devolver y esa sea
invertida. Y la dimensién del espacio de llegada tendria que llegar a todo
el espacio, pero ese es dos. Entonces no nos va a dar dos.

[Ent-129] Ya. Entonces, ;cual es tu respuesta?
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En figura 4 se aprecia el trabajo de E18, donde se muestra que coordina los conceptos de
funcion, dimension, kernel e imagen, mediante el teorema de las dimensiones, Este corresponde
a establecer que una TL entre espacios vectoriales finito dimensionales cumplen con la siguiente

relacion dim(ker7')+dim(Img7)=dim() donde ¥ es el espacio vectorial de partida.
= Y“m ge‘Kl-‘fr",\
)}m Tones)e z .

()_"""\

Figura 4. Trabajo de E18.

Comienza su explicacion a su conclusion de que la transformacion lineal de la pregunta es
un isomorfismo.
[E18-129]- Que no. ...Y esos de ahi son LI. Quiero ver eso. (1,0, 1), (1,1,0)y
(2, 1, 2). [Piensa en voz alta, trabaja.] (...) Entonces...
[Ent-130] ,Son LD?
[E18-130] Estoy viendo si es LD. Y si es una contradiccion, entonces es LI
[Ent-131] LY llegan a donde?
[E18-131] Ese proceso tiene que ser dos. El 1 tiene que ser igual a B y ahi me
tendria que dar C igual a dos, pero si beta es uno, entonces tendria que
ser uno, entonces si es LI
[E18-134] Si es isomorfismo.

(A011) 'l‘\t“lol (2,4.1)

@ian) = Lo g) & g (4 40)

dip=1¢
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Figura 5. Célculos realizados por E18.

Su argumentacion segun transcripcidon de audio y escrito consiste en primeramente
verificar que el espacio de partida dado como un generado sea un conjunto linealmente
independiente, esto es verificacion de que es una base, por lo que esta mostrando una
construccion proceso del concepto base de un espacio vectorial, posteriormente al concluir que
son linealmente independiente asegura que la transformacion lineal es un isomorfismo de
espacios vectoriales. Lo que muestra que no ha coordinado el concepto de funcién con el de
espacio vectorial mediante la combinacion lineal.

Por esta razon se invita a comparar esta respuesta con la dada anteriormente.
[Ent-135] ¢Es un isomorfismo? Te recuerdo que antes tu dijiste algo.
[E18-135]  Ah,si.

[E18-136] Por el determinante. El teorema es el que determina. ..
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[Ent-137] LY se puede calcular ese determinante?

[E18-137] Entonces no podemos.

[Ent-143] Por qué?

[E18-143] Porque... Es que... No quiero, no s¢, no quiero como usar... Ya, porque
no cumple eso. Y no puedo calcular el determinante.

Se da cuenta que no puede calcular el determinante y comienza a trabajar con el concepto
del kernel de la transformacion lineal. Esto muestra que la construccion mental asociada al
concepto de kernel es proceso, pues recurre a ella desde el concepto de determinante de la matriz
asociada a la transformacion lineal.

Algunas conclusiones

Desde el estudio de las entrevistas sobre el concepto de transformacion lineal, nos fue
posible establecer que al analizar el proceso de articulacion de las interpretaciones del concepto
se pone a prueba su esquema, es asi que los tres entrevistados mostraron en términos generales,
las siguientes construcciones mentales: espacio vectorial, vector, base, conjuntos linealmente
independientes y linealmente dependientes, combinacion lineal, funcion lineal, inyectividad,
matriz, coordenada, Matriz asociada a una transformacion lineal, dimension, kernel,
isomorfismo, teorema fundamental del algebra de espacios vectoriales.

Cada una de ellas como construcciones mentales proceso u objeto sobre las cuales
efectuaban acciones o coordinaciones; las que estuvieron dispuestas en nuestras
descomposiciones genéticas, pero la diferencia en la coherencia de sus esquemas se pudo
establecer mediante la introduccion del concepto de isomorfismo de espacios vectoriales, donde
dos de los tres estudiantes entrevistados, mostraron que las construcciones mentales de los
conceptos de dimension y kernel eran fundamentales, ambos lo relacionaron a la interpretacion
funcional del concepto transformacion lineal , donde la estructura algebraica de espacio vectorial
era fundamental. Por otra parte, en ambos emerge el concepto de grupo cociente, vinculado a la
estructura de espacio vectorial, pensamos que estos estudiantes lograron relacionar el algebra
abstracta con el algebra lineal mostrando asi uno de ellos un esquema para el concepto de
transformacion lineal de nivel Trans, el que logro articular las tres interpretaciones y construir el
isomorfismo ente espacios vectoriales. Las diferencias con los otros entrevistados radicaron, por
una parte, en: las interpretaciones no construidas como construccion mental objeto, lo que
impidieron levantar respuestas claras, por otra el uso mecanizado de algunos teoremas sobre la
dimension de espacios vectoriales y su relacion con el isomorfismo de espacios vectoriales. La
inyectividad resulto ser otro indicador, pues no siempre se coordina con el concepto de kernel lo
que limita la construccion del esquema para el concepto de transformacion lineal.
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Resumo

Este artigo apresenta uma analise de um material de estudo sobre o contetido
Equagdes de 1° grau, produzido no ambito de uma pesquisa em nivel de mestrado,
que buscou investigar em que medida uma Sequéncia Didatica Eletronica, com o
tema Equagoes de 1° grau, disponivel no Sistema Integrado de Ensino e
Aprendizagem (SIENA), favorece a recuperacao de conteudos para alunos do 7° ano
do Ensino Fundamental. A anélise produzida tem como aporte teorico o Enfoque
Ontosemiotico do Conhecimento e a Instru¢do Matematica (EOS) desenvolvido por
Godino e colaboradores (2002, 2008, 2010, 2011, 2012). Especificamente neste
artigo sera destacada a ferramenta de analise epistémica (FAE) que trata da
representatividade dos significados institucionais implementados ou pretendidos em
torno de um objeto matematico, neste caso, as Equacdes de 1° grau. A analise
realizada aponta que as situagdes propostas podem ser melhoradas no sentido de
possibilitar estabelecer mais relagdes entre os objetos matematicos envolvidos, assim
como explorar mais os aspectos de generalizacdo e particularizagdo a partir das
situacoes dadas.

Palavras chave: equagdes de 1° grau, enfoque ontosemiotico, ferramenta de analise
epistémica (FAE), situagdes problemas, sequéncia didatica.

Introducio

As equacdes desempenham um papel importante na Matematica e em muitas de suas
aplicacdes, de maneira que o aprendizado da resolu¢do de equagdes se constitui em elemento
essencial no estudo da Algebra (Melara & Souza, 2008). Os autores ponderam, ainda, que as
Equacdes de 1° grau se constituem em um contetido abrangente, que se apresenta em varios
momentos da vida estudantil, ndo s6 na Matematica, mas em outras areas.

Outro aspecto a ser ressaltado sobre este conteudo ¢ que o mesmo se constitui em contetido
no qual os alunos apresentam dificuldades de aprendizagem. Estas dificuldades, ndo se
restringem somente ao processo de resolucdo das equagdes, encontrando-se, também, na
compreensao do conceito de igualdade, assim como, na ambientagao dos estudantes em
trabalharem com letras, no caso, incognitas, caracteristica esta da transicdo do pensamento
aritmético para o algébrico (Lins & Gimenez, 1997; Silva & Costa, 2010; Freitas, 2002).
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Neste contexto, Lins e Gimenez (1997) ressaltam que deve-se propor, aos alunos,
sequéncias didaticas, nas quais devem ser tratados todos os aspectos relevantes sobre um
determinado tema. Particularmente, no caso das equagdes, devem ser considerados os conceitos
de equacao e de incognita, o significado do sinal de igualdade (=), a “homogeneidade” da
equacao e os aspectos ligados a problemas contextualizados.

Diante da pertinéncia de se discutir aspectos e estratégias para o ensino Equagdes de 1°
grau, buscou-se investigar questdes didaticas e epistemoldgicas referentes ao seu processo de
ensino e aprendizagem, com a intengdo de produzir uma Sequéncia Didatica Eletronica sobre o
tema que possibilitasse aos alunos uma retomada de conceitos e procedimentos. A Sequéncia
Didatica Eletronica desenvolvida fez parte de uma pesquisa de mestrado (Lemos, 2013),
realizada no ambito do Observatdrio da Educagdo do Programa de Pés-Graduacdo em Ensino de
Ciéncias e Matematica — PPGECIM/ULBRA, que objetivou investigar em que medida uma
Sequéncia Didatica Eletronica, com o tema equagdes de 1° grau, favorece a recuperagdo de
conteudos para alunos do 7° ano do Ensino Fundamental. A Sequéncia Didatica Eletronica ¢
constituida por materiais de estudo, atividades no software JClic e Scratch, atividades online,
objetos de aprendizagem, videos, entre outros recursos, em torno de seis conceitos principais,
sendo eles: expressoes algébricas, igualdade e equivaléncia, conceito e resolucao de Equacdo e
Situag¢des Problemas.

Para a constitui¢ao e constru¢do da Sequéncia Didatica Eletronica, buscou-se apoio no
Design Instrucional o qual, segundo Filatro (2009), consiste em uma agao intencional e
sistematica de ensino que envolve o planejamento, o desenvolvimento e a aplicagcdo de métodos,
técnicas, atividades, materiais, eventos e produtos educacionais em situagoes didaticas com a
finalidade de promover a aprendizagem, destacando que o Design Instrucional “[...] ¢ um
processo (conjunto de atividades) de identificar um problema (uma necessidade) de
aprendizagem e desenhar, implementar e avaliar uma solugdo para esse problema.” (Filatro,
2009, p.3). Ainda, de acordo com a autora, um projeto de design instrucional deve estar sempre
em um processo de avaliagdo, realizando revisdes do mesmo, para refletir sobre a eficacia e
eficiéncia das estratégias adotadas e implementas.

Na investigagdo realizada por Lemos (2013) em que a Sequéncia Didatica Eletronica
Equagdes de 1° grau, foi desenvolvida e aplicada junto a estudantes do 7° ano de uma escola
publica, o objetivo de promover uma recuperagao de contetidos para alunos que apresentassem
dificuldades no tema foi alcancado e os resultados obtidos foram considerados satisfatorios uma
vez que o trabalho desenvolvido possibilitou aos estudantes superar dificuldades referentes a
conceitos e procedimentos em torno das Equagdes de 1° grau.

Por se considerar pertinente disponibilizar o material produzido para ser utilizado por
outros professores e estudantes, sentiu-se a necessidade de proceder uma avaliagdo do mesmo.
Para essa avaliag@o, encontrou-se nos construtos teoricos propostos pelo Enfoque Ontosemidtico
do Conhecimento e a Instrugdo Matemética (EOS), desenvolvido por Godino e colaboradores’,
um aporte que se julgou adequado, tendo em vista que este enfoque abrange dimensdes de
analise tanto para a constituicdo como para a avaliagao de um processo de ensino e
aprendizagem.

1 Godino e Batanero, 1994; Godino, Contreras ¢ Font, 2006; D’amore, Font ¢ Godino, 2007; Godino e
Font, 2007; Godino, Font € Wilhelmi, 2007; Godino, Batanero e Font, 2008; Godino, 2002, 2012.
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Assim, considerando a pertinéncia e o interesse em avaliar a Sequéncia Didatica
Eletronica Equacdes de 1° grau desenvolvida, apresenta-se, neste artigo, uma analise de um dos
materiais de estudo produzidos para a Sequéncia Didatica Eletronica.

O Enfoque Ontosemidtico do Conhecimento e a Instrucio Matematica (EOS): aspectos
teoricos e ferramentas de analise

O Enfoque Ontosemiotico do Conhecimento e a Instru¢do Matematica (EOS) visa integrar
marcos teoricos ja utilizados em investigacdes na Educacdo Matematica, com a intencdo de
construir um enfoque que articule o conhecimento matematico e a instrugao matematica, com
pressupostos antropologicos e socioculturais, um modelo cognitivo, embasado na semidtica, e
um modelo instrucional com bases sdcio-construtivistas para o estudo do processo de ensino e
aprendizagem (Godino, Batanero & Font, 2008).

Ainda, segundo os autores, o EOS tem como foco a formulagao de uma ontologia de
objetos matematicos que contemple o triplo aspecto da Matematica: como atividade socialmente
compartilhada de resolucao de problemas, como linguagem simbolica e sistema conceitual
logicamente organizado. De acordo com os autores, tomando como nog¢ao primitiva a de
situagdo-problematica, definem-se os conceitos tedricos de pratica, objeto (pessoal e
institucional) e significado, com a finalidade de tornar evidente e operativo, por um lado, o triplo
carater da Matematica mencionado, e, por outro, a génese pessoal e institucional do
conhecimento matematico, assim como sua interdependéncia.

Assim, segundo Godino (2012) o conjunto de nogdes tedricas que compdem atualmente o
EOS ¢ classificado em cinco grupos, sendo eles: Sistema de Praticas, Configuracao de
Objetos e Processos Matematicos, Configuracao Didatica, Dimensao Normativa e
Idoneidade Didatica. O autor destaca que cada um destes grupos, permite um nivel de analise
do processo de ensino e aprendizagem de topicos especificos de Matematica. No quadro da
Figura 1, apresenta-se uma sintese destes cinco niveis de analises tomada de Andrade (2014).

Niveis de Andlise Didatica Caracteristicas
Planificacdo ¢ implementag@o de um processo de estudo de uma nogao,
Sistemas de Praticas conceito ou contetido matematico, bem como as praticas relacionadas a

€sse processo.
Centrado nos objetos matematicos e nos processos que intervém na
Configuracdes de Objetos realizagdo das praticas e o que emerge delas. Tem a finalidade de

e Processos descrever a complexidade das praticas como fator explicativo dos
conflitos semidticos produzidos em sua realizacao.

Considera as interagdes entre professor e estudantes. Objetiva a
Configuracdes Didaticas identificacdo e descri¢ao das interagdes, relacionando-as com a
aprendizagem dos estudantes (trajetoria cognitiva).

Referem-se ao sistema de normas referentes a convengoes, habitos,
Dimensdes Normativas costumes, leis, diretrizes curriculares que regulam o processo de ensino
e aprendizagem e que condicionam as configuragdes e trajetorias
didaticas.

Necessita da reconstrugdo de um significado de referéncia para os
objetos matematicos e didaticos pretendidos. Essa nogdo ¢ desdobrada
Idoneidade Didatica em seis dimensdes, devendo ser tomados como referéncia, resultados de
investigagdes didaticas relativas as diferentes dimensdes que compdem
esse nivel.

Figura 1. Quadro sintese dos niveis de analises.

Fonte: Andrade (2014, p.28).

Comunicacion X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Equacgoes de 1° grau: andlise de um material de estudo sob o olhar do Enfoque Ontosemiotico 92

Godino, Batanero e Font (2008, p. 26) destacam que os quatro primeiros niveis de analise,
sao ferramentas para uma didatica descritiva-explicativa, ou seja, servem para compreender e
responder a pergunta “o que esta acontecendo aqui e por qué?”’ Ponderam, porém, que a Didatica
da Matematica nao deveria limitar-se a uma mera descricao que deixa tudo como estava, mas
aspirar @ melhora do funcionamento dos processos de estudo. Assim, sdo necessarios critérios de
adequacdo que permitam avaliar os processos de ensino efetivamente realizados, a fim de
orientar sua melhora, sendo o objetivo do ltimo nivel.

Godino (2011, p. 05) considera que “A nogao pode servir como um ponto de partida para
uma teoria do design instrucional que leve em consideragdo, de forma sistémica, as dimensdes
epistémica-ecologica, cognitiva-afetiva, interacional-mediacional envolvidas em processos de
estudo de areas curriculares especificas”.

No que segue serdo discutidos aspectos em torno da Idoneidade Didatica, mas
especificamente a Idoneidade Epistémica, tendo em vista, que a analise produzida est4 focada
nesta dimensao.

Idoneidade Didatica

Godino (2012) aponta que a Idoneidade Didatica pode ser utilizada como um critério geral
de pertinéncia e relevancia das acdes dos educadores, do conhecimento posto em jogo, dos
recursos utilizados em um processo de estudo matematico, servindo como uma ferramenta para a
analise e reflexdo sistematica que fornece critérios para a melhoria progressiva do processo de
ensino e aprendizagem.

Para Godino, Contreras e Font (2006), a Idoneidade Didatica de um processo de instrugdo
se define como a articulagao coerente e sist€émica de seis dimensdes relacionadas entre si €
destacados no que segue:

¢ idoneidade epistémica: se refere ao grau de representatividade dos significados
institucionais implementados ou pretendidos, com relagdo a um significado de referéncia.
Por exemplo, o ensino da adi¢do nos anos iniciais pode ser limitado a aprendizagem de
rotinas e exercicios de aplicagdo de algoritmos (baixa adequa¢ao), ou considerar os
diferentes tipos de situagdes aditivas e incluir a justificagdo dos algoritmos (alta
adequacdo);

¢ idoneidade cognitiva: expressa o grau em que os significados pretendidos ou
implementados estdo na area de desenvolvimento potencial dos alunos, assim como o grau
de proximidade entre os significados pessoais atingidos e os significados
pretendidos/implementados. No caso do ensino da adi¢do, um processo de ensino e
aprendizagem com um alto grau de idoneidade cognitiva seria alcancado através do estudo
das operagdes aritméticas com nimeros de trés ou mais algarismos, de forma que o
professor realizasse uma avaliagdo inicial para saber se a maioria dos alunos dominam as
operagdes com niumeros de um e dois algarismos e, caso contrario, iniciasse o processo de
instru¢ao trabalhando com estes nimeros;

¢ idoneidade interacional: ocorre quando as configuragdes e trajetorias didaticas permitem,
por um lado, identificar conflitos semidticos potenciais e, por outro lado, resolver os
conflitos que sdo produzidos durante o processo de ensino;

¢ idoneidade mediacional: refere-se ao grau de disponibilidade e adequacao dos recursos
necessarios para o desenvolvimento do processo de ensino e aprendizagem;
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¢ idoneidade emocional: refere-se ao grau de envolvimento dos alunos no processo de
ensino. Esta relacionada com fatores de dependem da institui¢do como com fatores que
dependem do aluno e da sua historia escolar prévia;

¢ idoneidade ecologica: refere-se ao grau em que o processo de estudo se ajusta ao projeto
educacional, a escola, a sociedade e ao ambiente em que se desenvolve.

Os autores ressaltam que a idoneidade de uma dimensao nao garante a idoneidade global
do processo de ensino e aprendizagem, e que essas dimensdes sdo uteis para analise de projetos e
experiéncias de ensino, onde os distintos elementos podem interagir entre si, evidenciando assim,
a complexidade do processo de ensino e aprendizagem.

Neste artigo sera apresentada a andlise realizada em um material de estudo da Sequéncia
Didatica Eletronica Equacdes de 1° grau tomando como referéncia a dimensao epistémica, sendo
utilizados os componentes e indicadores propostos por Godino (2011), Godino, Rivas e Arteaga
(2012), situagdes-problema, linguagem, regras, argumentos, relagdes, e denominados por
Andrade (2014) como “Ferramenta de Analise Epistémica (FAE)”, conforme apresentado no
quadro da Figura 2.

Componentes Indicadores
Situacées- a) apresenta-se uma mostra representativa e articulada de situa¢des de
problema contextualizacdo, exercicios e aplicagdes;

b) propdem-se situa¢des de generalizagdo de problemas (problematizagéo).
Linguagem a) uso de diferentes modos de expressdo matematica (verbal, grafica,

simbdlica), tradugdo e conversdo entre as mesmas;
b) nivel de linguagem adequado aos estudantes;
¢) propor situacdes de expressdo matematica e interpretagao.

Regras a) as defini¢cdes e procedimentos sdo claros e corretos e estdo adaptados ao
(definicoes, nivel educativo a que se dirigem;
proposicoes, b) apresentam-se enunciados e procedimentos fundamentais do tema para o

procedimentos) nivel educativo dado;

¢) propdem-se situacdes onde os estudantes tenham que generalizar ou
negociar defini¢des, proposicdes ou procedimentos.

Argumentos a) as explicagdes, comprovagdes e demonstragdes sdo adequadas ao nivel
educativo a que se dirigem;

b) promovem-se situacdes onde os estudantes tenham que argumentar.
Relacoes a) os objetos matematicos (problemas, defini¢des, proposi¢des) se
relacionam e se conectam entre si.

Figura 2. Ferramenta de Analise Epistémica (FAE).

Fonte: Godino (2011, p.8); Andrade (2014, p.103).

Aspectos metodologicos da analise produzida

O material de estudo que serd apresentado neste artigo faz parte de uma Sequéncia
Didatica Eletronica constituida, pelas autoras, com o objetivo de retomar conceitos e
procedimentos relativos a Equacdes de 1° grau para alunos que apresentem dificuldades no tema.
A andlise aqui realizada visa identificar as potencialidades e limitacdes deste material de estudo,
frente aos componentes e indicadores propostos pelo EOS para a idoneidade didatica, buscando
realizar uma avalia¢do do material produzido (Filatro, 2009), a fim de possibilitar uma reflexado
sistematica para a adequagao e melhoria deste material de estudo. Como ja apontado, neste
artigo, serdo destacados os aspectos referentes a dimensao epistémica da idoneidade didatica
(Godino, 2011), utilizando a Ferramenta de Analise Epistémica (FAE) (Andrade, 2014),
destacada na Figura 2.
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Considera-se pertinente utilizar esta ferramenta de andlise, pois conforme destaca Godino
(2011), a nocao de idoneidade didatica pode ser utilizada na analise de um processo de estudo
pontual implementado, no planejamento e desenvolvimento de uma unidade didatica, ou ainda de
maneira mais global, no desenvolvimento de um curso ou curriculo. Também, pode ser util, para
analisar aspectos parciais de um processo de estudo, como materiais didaticos, respostas de
estudantes para uma tarefa especifica e incidentes didaticos pontuais.

Neste contexto, selecionou-se um material de estudo da Sequéncia Didatica Eletronica
Equagdes de 1° grau que se refere aos processos de resolugao das Equagdes de 1° grau, no qual
sdo apresentadas duas situagdes e, a partir destas, sdo discutidos os conceitos e procedimentos
envolvidos, a fim de resolver as situagdes propostas. A analise deste material sera realizada a
partir da apresentagdo das telas do material de estudo e, posteriormente, serdo discutidos os
componentes ¢ indicadores da idoneidade epistémica, através da Ferramenta de Analise (FAE).

Apresentacio e discussdo da analise produzida

A constru¢do do material de estudo baseou-se nas indicagdes de Alcala (2002), o qual
pondera que se deve trabalhar com problemas no estudo de equagdes de 1° grau e que o grau de
complexidade destes seja crescente. No que segue, apresentam-se, na Figura 3, as telas da
primeira situag@o apresentada no referido material.

Retomando o
problema:
/ o dobro de um
O dobro de um I numero wdemz
Vamos escrever nimero & igual -k representar por 2x.
uma equagio LA : Como € igual a 4,
Rara eote : entio podemos
problema? 2, T ] { |

Bom uma equagio é uma
igualdade, entdo temos que
pensar gual nimero
multiplicado por dois é 47

0 nimero que multiplicado
por 2resultaem 4,é0
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Iss0 mesmo Gabil 3
O que fizemeos é uma
resolucdo através de ciloulo
mental!

E 02 échamado de solugdo

f@. \_ ou ralldoequfio. \_/ 3 .

Entdo o valor
dexé2E
podemos

escrever:

Isso mesmo,
pois2.2= 4

—

Figura 3. Situagdo 1 do material de estudo.
Fonte: Lemos (2013).

No material, inicialmente, ¢ apresentada a situacao “ o dobro de um numero é igual a 4”

sendo realizada a representacdo algébrica da expressao que estava em lingua natural e, em
seguida, ¢ discutida a resolugdo da questdo. A seguir apresenta-se no quadro da Figura 4, a

analise da situacdo 1 (figura 3), a partir dos componentes e indicadores propostos pela FAE.

95

Componentes

Analise

Situacdes-problema

Considera-se que a situagdo proposta tem um carater procedimental,
ndo configurando uma situagdo de contextualizagdo ou aplicagdo. As
discussdes realizadas possibilitam uma particularizagdo, quando ¢é
realizado o questionamento “ qual é o numero que multiplicado por 2
resulta em 4.

Linguaguem

A situagdo apresenta dois modos de expressdo matematica, uma na
linguagem natural e a outra algébrica, ¢ realizada uma conversao
entre elas, embora considera-se que esta, seja uma simples
codificacdo.

Regras

As definigdes, enunciados e procedimentos sdo apresentados de forma
clara e adequada ao nivel de educativo dos estudantes, no caso 7° ano
do Ensino Fundamental.

Argumentacdes

Considera-se que ao longo da situacdo sdo apresentadas explicagdes,
comprovagoes e justificativas das resolugdes.

Relagoes

Entende-se que a situagdo proposta apresenta poucas relagdes entre os
objetos matematicos. Percebe-se a presenga de relagdes no final do
processo de resolugdo, onde é retomado o método utilizado e a
solucdo encontrada.

Figura 4. Analise da situagdo 1 através da FAE

Fonte: Autoras.

A partir da analise dos componentes e indicadores considerando a FAE, observa-se que a
situacdo proposta nao contempla satisfatoriamente todos os indicadores. Considera-se que, para
uma maior adequacao desta situacdo, fossem explorados outros tipos de representacdes, assim
como, a situacdo poderia ser melhor contextualizada, porém trabalhando no mesmo nivel de
complexidade, uma vez que, neste momento do estudo, a proposta € iniciar com situagdes
simples, onde as resolucdes fossem realizadas de maneira mais intuitiva e através de relagdes ja

estabelecidas.

Na Figura 5, destacam-se as telas da segunda situacdo apresentada no material de estudo.

Comunicacion
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Leonardo economizou sua mesada por um ano, pois queria Retomando o problema:
comprar uma bicicleta e um par de roller. O preco dos produtos é
dado da seguinte forma: a soma do dobro do prego do roller com |:::::.‘: l | s || neego da ” &iguala | I RS 73000 |
o prego da hlnbcleta é de RS 734 00. Sabendo que a bicicleta
g E 3 - -
2x + 426 = 734
Vamos usar a letra X para representar o preco do par de
roller,
X . preco do par de roller % Assim temos a equagio:
2X . dobro do prego do par de roller o 2x+426 =734
RS 426,00 prego da bicicleta

o '2 3 A equacgao para descobrir o valor do roller é:
G 2x +426 = 734
T_Q i

Onde € a incégnita que representa o valor que

queremos descobrir.
Retomando a ideia da balanga de dois pratos temos:

equagio & uma

igualdade,
comao ja vimos! acho que pelo
Vamaos tentar cilculo mental

usar o
raciocinio da
balanga ?

fica mais
dificil de

Utilizando o principio aditivo da igualdade temos:
2x + 426 =734
—

2x +0 =308

Bom, vamos anal
2x+426=734
Queremos descobrir o valor de x,
entio teremos que deixar ele
sozinho em um lado da igualdade,
certo?
Vamos utilizar entdo os principios
da igualdade!

utilizando o principio multiplicativo da igualdade
temos:
2x =308
X =154

Veja Ana! Encontramos o
wvalor de x, que & 1541
Rezpoandenda a
problema o roller custa
R% 154,00

Figura 5. Situagao 2 do material de estudo.
Fonte: Lemos (2013).
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A segunda situacao proposta estd centrada na descoberta do valor (prego) do roller que
Leonardo quer comprar. A partir da situacao, expressa em lingua natural, ¢ destacada a equacao
correspondente sendo a mesma resolvida considerando a utilizagdo do principio da igualdade por
meia da analogia a balanca de dois pratos. O quadro da Figura 6 apresenta a analise da situacao 2
(figura 5), a partir dos componentes e indicadores propostos pela FAE.

Componentes Anilise x indicadores

Considera-se que a situag@o proposta tem um carater de
contextualiza¢do ou aplicagdo do objeto matematico em estudo.
As discussdes em torno da utilizagdo dos principos de igualdade
para a resolucdo da equagdo correspondente ao problema,
encaminham para uma generalizacdo sobre a possibilidade de
utilizar estes para a resolucdo de qualquer equacao.

Situacdes-problema

A situag@o apresenta diferentes modos de expressdo matematica
( linguagem natural, algébrica e grafica).

Para a resolugdo da situacao sao realizadas conversoes, tanto da
Linguaguem lingua natural para algébrica, como para a simbolica através da
analogia a balanca de dois pratos.

Considera-se que a situagdo possibilita a interpretagao de
expressdo matematica para o encaminhamento da solugao.

As definigdes, enunciados e procedimentos sdao apresentados de
Regras forma clara e adequada ao nivel de educativo dos estudantes, no
caso 7° ano do Ensino Fundamental.

Considera-se que ao longo da situacdo sdo apresentadas as
Argumentacdes explicagdes, comprovagoes e justificativas pertinentes para a
solucdo do problema proposto.

Entende-se que a situag@o proposta apresenta relagdes entre os
Relagdes objetos matematicos, principalmente na analogia a balanga de
dois pratos e os principios de igualdade.

Figura 6. Analise da situagdo 2 através da FAE.

Fonte: Autoras.

Observa-se a partir da analise dos componentes e indicadores da FAE, que a situacao dois
estd em consonancia com a maioria dos indicadores, ja que ¢ proposto um problema onde, para
sua solucdo, sao apresentados diferentes tipos de representagdes € os conceitos, procedimentos e
definigdes estdo articulados com estas representagdes, a fim de possibilitar que sejam
estabelecidas relagdes entre a compreensao do objeto matematico envolvido, no caso as equacoes
de 1° grau, e os procedimentos e conceitos envolvidos no seu processo de resolucao.

A partir da analise das duas situagdes propostas no material de estudo considera-se que
estas devem se completar, no sentido de compor um conjunto de situagdes que contemplem os
conceitos, defini¢des e procedimentos pertinentes de serem discutidos no ambito do estudo da
resolucdo de equacgdes de 1° grau, conforme indicado por Alcald (2002) quando refere-se a
trabalhar com problemas de complexidade distintas. As situacdes propostas podem ser
melhoradas no sentido de possibilitar estabelecer mais relagdes entre os objetos matematicos
envolvidos, assim como explorar mais os aspectos de generalizacdo e particularizacao a partir
das situagoes dadas.

Consideracoes Finais

Conforme destacado, na investigagdo realizada por Lemos (2013), foi desenvolvida a
Sequéncia Didatica Eletronica Equacdes de 1° grau, com o objetivo de promover uma
recuperagdo de conteidos para alunos que apresentassem dificuldades no tema. Os resultados
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obtidos nessa investigagdo, junto a estudantes do 7° ano de uma escola publica, foram
considerados satisfatorios e atingiram os objetivos propostos, particularmente o principal deles,
de possibilitar aos estudantes superacao das dificuldades referentes a conceitos e procedimentos
em torno das Equagdes de 1° grau.

Por se considerar pertinente disponibilizar o material produzido sentiu-se a necessidade de
proceder uma avaliagdo do mesmo. Para essa avaliacdo, encontrou-se nos construtos tedricos e
nos niveis de analises didaticas propostas pelo Enfoque Ontosemidtico do Conhecimento e a
Instru¢ao Matematica (EOS) um aporte que julgou-se adequado, uma vez que este enfoque
abrange ferramentas teoricas tanto para a constitui¢do como para a analise de um processo de
ensino e aprendizagem. Além disso, 0 EOS discute e aproxima questdes referentes ao proprio
conhecimento matematico, como também, a instru¢do matematica, ampliando a visdo e o
conceito do objeto matematico, atribuindo significados pessoais e institucionais, assim como, a
pertinéncia e relevancia das agdes realizadas, dos conhecimentos apresentados e dos recursos
utilizados em um processo de ensino e aprendizagem de Matematica.

Neste artigo foi apresentada uma analise referente a dimensao epistémica de um dos
materiais de estudos produzidos no ambito do desenvolvimento de uma Sequéncia Didatica
Eletronica sobre Equagdes do 1° grau. Destaca-se que esta em andamento uma analise completa
do material sob todas as dimensdes da idoneidade didatica. A anélise produzida considerando a
Ferramenta de Andlise Epistémica (FAE) permitiu perceber que as situagdes propostas no
material, atendem as indicacdes apontadas no referencial tedrico utilizado, porém sob a
perspectiva do EOS, as situagdes poderiam ser aprimoradas no sentido de explorar mais as
relagdes entre os objetos matematicos envolvidos, assim como propor situagdes que oportunizem
a generalizagdo e particularizagao.

Destaca-se, também, que os resultados da investigacao conduzida por Lemos (2013),
aliadas a analise dos materiais de estudos da Sequéncia Didatica sob a perspectiva do EOS
originaram uma investigacao em torno do desenvolvimento de uma proposta de recuperagao
contetidos constituida a partir de um grupo colaborativo de professores considerando os aportes
do enfoque. Nessa investigacao as ferramentas de anélise estdo sendo utilizadas com o objetivo
de discutir, analisar e construir de forma conjunta estratégias para a viabilizagdo de uma proposta
de recuperagao no ambito da Matematica, o que destaca o potencial do enfoque como aporte
teorico e metodoldgico para o trabalho com a Matematica.
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Resumo

Este artigo teve como objetivo analisar a introdu¢ao do conceito de equacao do
primeiro grau em duas coleg¢des de livros didaticos brasileiros do Ensino
Fundamental, sendo uma escrita anteriormente a criagdo do Programa Nacional do
Livro Didatico (PNLD) e outra aprovada no PNLD de 2014, ambas das mesmas
autoras. A Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD), proposta por Yves Chevallard e
colaboradores, norteou tedrica e metodologicamente nossa pesquisa. No presente
trabalho discutimos tal referencial bem como o delineamento metodologico proposto
para a analise dos dados. Os resultados indicam que as organizacdes existentes
nessas colecdes nem sempre sdo feitas de forma a esclarecer as diferencas existentes
entre os subtipos de tarefas trabalhadas, como as potencialidades das técnicas
organizadas ou sistematizadas. Além destes, as colegdes nao alteraram as
praxeologias matematicas, mas sim as praxeologias didaticas.

Palavras chave: Anélise de Livro Didatico de Matematica; Equacao do Primeiro
Grau; TAD; Institui¢cdes; Praxeologias.

Introducio

Em nossa experiéncia em sala de aula um dos aspectos que caracteriza o inicio do estudo
da introducdo formal da Algebra ¢ o estudo das equagdes e, consequentemente, a utilizagdo de
letras para representar valores desconhecidos. Quando as letras representam valores
desconhecidos, elas sao usualmente denominadas de incognitas. Entretanto, no decorrer das
séries subsequentes, as letras tém outros atributos. Assim, com o objetivo de investigar como
essas nogoes sao introduzidas no livro didatico, analisamos duas colecoes de livros didaticos
brasileiros do Ensino Fundamental, um aprovado no Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD) e a outra anterior a instituicdo do PNLD. Para isso, tomamos como referencial a Teoria
Antropoldgica do Didatico de Yves Chevallard, a qual parece atender mais adequadamente nossa
questao de pesquisa, isto €, introdugdo do conceito de equacao do primeiro grau presente nas
duas colegoes.

No ambiente escolar existe a ideia de que a Aritmética trata de nimeros e a Algebra de
letras. Tenta-se também estabelecer limites entre contetidos, sendo que no curriculo da escola a
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Aritmética ¢é trabalhada desde a educacdo infantil até o 6° ano do Ensino Fundamental e os
conteudos tradicionais da Algebra, tais como equagdes, calculo com letras, expressdes
algébricas, sdo abordados a partir do 7° ano do Ensino Fundamental, além de considerar que os
contetdos aritméticos sdo conhecimentos prévios para a introdugdo da Algebra.

Partimos do principio de que, segundo considera Chevallard (1998), ndo existe um mundo
institucional ideal no qual as atividades humanas sejam geridas por praxeologias bem
apropriadas que permitam realizar todas as tarefas desejadas de uma maneira eficaz, segura e
inteligente. As praxeologias envelhecem na medida em que seus elementos (tipos de tarefas,
técnicas, tecnologias ou teorias) perdem seus créditos ou tornam-se opacos, dando origem a
constituicdo de novas praxeologias, necessarias ao melhor funcionamento de uma determinada
instituicao, em consequéncia dos novos tipos de tarefas (tipos de problemas) que se apresentam a
essa instituigao.

Sendo assim, apresentamos o artigo em duas secdes. A primeira com relagdo a
fundamentagao tedrica, modelizacao a priori, selecao e caracterizacdo das obras analisadas. A
segunda se¢do discute os principais resultados e algumas consideragoes.

Algebra escolar: aspectos historicos e concepgoes

Traduzindo de forma literal o titulo do livro de Al-Khowarizmi encontramos a ciéncia da
restauragdo (ou reuniao) e redugdo. Matematicamente seria melhor ciéncia da transposi¢ao e do
cancelamento, ou ainda “a transposicao de termos subtraidos para o outro membro da equagdo e
o cancelamento de termos semelhantes (iguais) em membros opostos da equagdo” (Boyer, 1996,
p.156).

No Brasil, Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) fizeram uma abordagem historica e
evidenciam trés concepgdes de educacao algébrica que vém exercendo maior influéncia no
Ensino de Matematica elementar.

A primeira, chamada de linguistico-pragmatica, baseia-se no papel do Ensino da Algebra
buscando fornecer um instrumental técnico (superior ao da Aritmética) para a resolugdo de
equacdes ou de problemas equacionaveis. Para o aluno adquirir essa capacidade considera-se
necessario e suficiente primeiro dominar, ainda que de forma mecanica, as técnicas requeridas
pelo transformismo algébrico (sintaxe).

O curriculo de Ensino da Algebra tem, portanto, como ponto de partida, o calculo literal
(operagdes de adi¢do, subtracdao, multiplicacdo/fatoragdo e divisdo de expressdes algébricas), o
qual ¢ desenvolvido por meio de muitos exercicios visando capacitar os alunos no manejo
preciso dessas expressoes algébricas. SO depois disso € que sdo introduzidos problemas do tipo
aplicacao algébrica.

Os mesmos autores apresentam a segunda concepcao, Fundamentalista-estrutural, que
surge aproximadamente, na segunda metade do século XX, predominantemente nas décadas de
1970 e 1980, e vem contrapor a ideia anterior com um cunho fundamentalista. O papel do Ensino
da Algebra seria o de fornecer os fundamentos lgico-matematicos para toda a Matematica
escolar, inclusive aqueles tradicionalmente considerados algébricos, como o calculo algébrico e
o estudo das equagodes. Isto € realizado por meio da introdug¢ao dos campos numéricos, da Teoria
dos Conjuntos, das estruturas e das propriedades (fechamento, comutativa, elemento neutro,...),
das relacdes e funcdes. Assim, o emprego das propriedades estruturais das operagdes serve para
justificar logicamente cada passagem presente no transformismo algébrico.
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A terceira concepc¢do, Fundamentalista-analdgica, ¢ uma sintese das duas anteriores, pois
tenta recuperar o valor instrumental da Algebra e preserva a preocupagdo fundamentalista, ndo
mais com base nas propriedades estruturais, por meio do uso de modelos analdgicos geométricos
(blocos de madeira ou mesmo figuras geométricas) ou fisicos (como a balanga) que visualizam
ou justificam as passagens do transformismo algébrico. A Algebra geométrica era didaticamente
superior a qualquer outra abordagem logico-simbdlica, pois tornam visiveis certas identidades
algébricas.

O ponto problematico e comum entre essas trés concepgoes, segundo Fiorentini, Miorim e
Miguel (1993), é que elas praticamente reduzem o Ensino da Algebra aos seus aspectos
linguisticos e transformistas, dando mais énfase a sintaxe da linguagem algébrica que ao
pensamento algébrico e seu processo de significacdo (a semantica).

As trés concepgoes enfatizam o Ensino de uma linguagem algébrica ja constituida,
priorizando o dominio, por parte do aluno, de habilidades manipulativas das expressoes
algébricas. Além disso, a Algebra nio se reduz a um instrumento técnico-formal que facilita a
resolucdo de certos problemas.

De acordo com Miguel, Fiorentini e Miorim (1992), desde 1799, momento em que a
Algebra passa a fazer parte do curriculo no Brasil, até o inicio da década de 1960 prevaleceu um
Ensino de carater reprodutivo, sem clareza, no qual tudo era essencial. A matematica escolar
apresentava-se dividida em compartimentos estanques. Primeiro estudava-se a Aritmética, depois
a Algebra e, em seguida, a Geometria. Neste periodo, segundo os autores, a Algebra apresentava
um carater mais instrumental, Gtil apenas para resolver equagdes e problemas.

Algebra no curriculo da educacgio basica

Educadores demonstram preocupacio com a compreensdo da Algebra no ensino da
Matematica, e especialmente as nogdes que devem ser trabalhadas para a compreensao do que
venha a ser uma equacao (Brito MenezeS, 2006). De acordo com os Parametros Curriculares
Nacionais (Brasil, 1998), o estudo da Algebra constitui um espago bastante significativo,
propiciando ao aluno o desenvolvimento e o exercicio de sua capacidade de abstragdo e
generalizagao.

Lee (1996) propde que a Algebra é uma minicultura na cultura da Matematica. Nesse
sentido, existem concepgdes e perspectivas especificas acerca desse saber que se faz necessario
de serem compreendidas para que possamos ter uma noc¢ao da dimensdo e do potencial da
Algebra, sobretudo focalizando o seu ensino (Brito Menezes, 2006).

Lins e Gimenez (1997) caracterizam a Algebra como sendo um conjunto de afirmagdes
para as quais € possivel produzir significado em termos de numeros e operagdes aritméticas,
possivelmente envolvendo igualdade ou desigualdade.

Segundo Souza e Diniz (1996), a Algebra ¢ a linguagem da Matematica utilizada para
expressar fatos genéricos. Como toda linguagem, a Algebra possui seus simbolos e suas regras.
Para Garcia (1997) a Algebra revoluciona por ser uma ferramenta a servigo da resolugio de
problemas e ser um objeto matematico em si, um ramo autdnomo das Matematicas de que todas
as disciplinas cientificas se nutrem para estabelecer melhores € mais comodas vias de
comunicacao entre elas e com o exterior.
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Equacdes do Primeiro Grau: elementos

O estudo de equagdes do 1° grau com uma incégnita baseia-se na estrutura algébrica
denominada anel dos polindmios a uma indeterminada. Este anel ¢ simbolizado usualmente por
R[x]R, representando o corpo dos numeros reais e consiste das expressdes formais

p(x)=a, +...+a,x", num nimero natural, no qual se definem as operagdes de adi¢do de dois

polindomios e de multiplicagdo de um polindmio por um numero real, as quais se supdem,
satisfazem as propriedades expressas nas regras usuais da Algebra, (Aratjo, 2009, p. 35):

A operagdo de adi¢do de dois polindmios p(x) =a, + 4,...+ a,x" com um polindmio
p(x)=a,+...+a,x" comum polindbmio p(x)=b, +bx...+ b, x" € definida por: p(x)+q(x)=
p(x)=a,+a,..+ax"+px)=b,+bx..+bx"= (a,+b,)+(a, +b)x+..+(a, +b,)x" €
satisfaz as seguintes propriedades:

a) p(x)+q(x)= p(x)+q(x)
b [p(x)+q(x)]+ () = g(x) +[p(x)+r(x)]

c) p(x)+0(x)=0(x)+ p(x), em que 0(x) representa um polinémio nulo 0, + 0x +...0x"
,neN.

d) Para todo p(x)+g(x)=a,+ax+..a,x" existe o polindmio p'(x) tal que
P(x)+p'(x) =0(x) .
Sabe-se que p'(x) =(-a,)+ (—a,)x...+ (-a,)x"
A operacao de multiplicagdo de um ntimero real K por um polindmio
p(x)=a, +ax+..+a,x" édefinida por:
Kp(x) = (Ka,) + (ka0)x + ...+ (Ka, )x"
e satisfaz as seguintes propriedades:
Paratodo K,K,,K, € Re p(x) e g(x) eR[x],
K[p(x)+q(x)]=kp(x) + kg(x)
a) K, [k,p(0)]=(kik,)p(x)
b) 1p(x) = p(x)
O polindmio, assim definido, tem grau » se a, # 0. No caso em n =1, dizemos que

p(x)=a,+a,x tem grau 1. Nesse caso, p(x) ¢ denominado polindmio do 1° grau na
indeterminada x.

Por outro lado, para cada polinémio p(x)=a, +a,..+a,x" € R[x] ¢ possivel definir uma
funcdo polinomial f:R — R, indicada por f(x)=a,x" +...a,. A fungdo assim definida,
associada cada numero k€ R ¢y f(k)eR .
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Se existe um nimero k € R tal que f(k)=0, dizemos que k ¢ raiz (zero) de f(x). Nesse
caso, para determinar as raizes do polindmio € necessario determinar os valores de x € R tal que
f(x)=0, ouseja, a,x" +...4+a, =0. Essa ultima igualdade ¢ denominada de equagao polinomial

de grau »n. No caso em que n =1, temos uma equacdo polinomial do 1° grau (a, +a,x=0), que

¢ 0 nosso objeto de estudo. Os numeros reais tais que f(oc) = 0sdo denominados solucdes da
equacdo f(x)=0 (Araujo, 2009).

Com base nas defini¢cdes anteriores, denomina-se equagdo do 1° grau toda equagao na
formaax+b =0, onde a incognita possui expoente 1. A equagdo do 1° grau é chamada linear,
pois sua representacao grafica ¢ uma linha reta.

As operagdes e propriedades dos polindmios, enunciadas anteriormente, nos permitem
ainda elaborar os principios que fundamentam a resolug¢do de equacdes (Aratjo, 2009, p. 45):

¢ Principio aditivo: se adicionarmos a ambos os membros (por exemplo: 3x+5=x—1 antes
da igualdade chamamos de 1° membro e apos a igualdade de segundo membro) de uma
equacao um mesmo nimero ou uma mesma expressao algébrica, obteremos uma equagao
equivalente a primeira; e,

¢ Principio multiplicativo: se multiplicarmos ambos os membros de uma equagao pelo
mesmo numero (diferente de zero) ou uma mesma expressao algébrica (nao nula),
obteremos uma equacao equivalente a primeira.

Estes dois principios acima sdo usados na elaborag@o de técnicas para resolver, por
exemplo, equacdes do 1° grau.

Em relacdo ao ensino de resolucdes de equagdes, Bernard e Cohen (1995) recomendam um
conjunto gradativo de ensino para encontrar as raizes de uma equagao, sendo descrito em quatro
métodos, assim denominados: (1) gerar e avaliar; (2) esconder; (3) desfazer e (4) equagdes
equivalentes. Para estes autores, cada novo método ¢ subsequente de resolugdo deriva de seu
anterior, beneficiando a passagem de procedimentos aritméticos para o algébrico.

O método de gerar e avaliar incide em levar o aluno a pensar no conceito de niamero e a
provocar diferentes valores para serem testados por tentativa e erros. Bernard e Cohen (1995)
analisam que nesse de gerar e avaliar, o aluno nao se limita a ficar fazendo tentativas e erros,
aleatoriamente. Para estes autores, intuitivamente, o aluno segue um esquema de calculo de
valores que se realimenta no processo de geracao de valores.

O método de esconder consiste em levar o aluno a resolver a equagdo pensando sobre o ela
pede. Por exemplo, a equacao 10 — x = 6 esconde-se o0 x € pergunta-se que numero devemos
subtrair de 10 para 6? Os autores consideram que este método permite chegar a uma
conceituagdo mais ampla de incognita, levando o aluno a perceber que uma expressao pode ser
uma incognita.

O método de desfazer fundamenta-se na nogao de operagdes inversas e na reversibilidade
de um processo, envolvendo um ou mais passos invertiveis. Desse modo, o aluno deve ser
orientado a raciocinar sobre o que esta acontecendo operacionalmente com uma incognita e criar
uma sequéncia de perguntas dirigidas sobre como voltar ao ponto de partida, isto €, a incognita.
7(2x—-3)-5

10

Assim por exemplo, no caso da equagao =5
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Figura 1. Modelo gerado pelo método de desfazer.
Fonte: Bernard e Cohen (1995, p.117).

Esse procedimento de voltar ao ponto de partida, utilizando apenas célculo aritmético,
estimula o aluno a desenvolver a reversibilidade, a andlise e a resolu¢ao de problema.

O método de equagoes equivalentes fundamenta-se em efetuar operagdes de equilibrio nos
dois membros da igualdade (somando um niimero ou expressao aos dois membros da igualdade)
até que um lado esteja a incognita e do outro, um nimero. As novas equagdes obtidas por esse
processo preservam o mesmo conjunto de solucdes e por isso sdo denominadas equagdes
equivalentes.

Teoria Antropologica do Didatico

Segundo Chevallard (1999, p.1), “essa teoria estuda o0 homem perante o saber matematico,
e mais especificamente, perante situacdes Matematicas. Um motivo para utilizagdo do termo
antropologica é que a TAD situa a atividade Matematica e, em consequéncia, o estudo da
Matematica dentro do conjunto de atividades humanas e de institui¢cdes sociais”. Assim, a Teoria
Antropologica do Didatico (TAD) considera como elementos primitivos INSTITUICOES (I),
INDIVIDUOS (X) e OBJETO (O).

Chevallard (1999, p.1) considera que uma institui¢do (I) € um dispositivo social total que
pode ter apenas uma extensao muito reduzida no espago social, mas que permite e impoe a seus
sujeitos (...) maneiras proprias de fazer e de pensar. Sob a 6tica da TAD cada saber ¢ saber de
pelo menos uma instituicdo; um mesmo objeto do saber pode viver em institui¢cdes diferentes e
para viver em uma instituicdo; um saber necessita submeter-se a certas imposigoes, o que o
conduz a ser transformado.

A TAD consiste no desenvolvimento da noc¢ao de organizacao praxeologica que, de acordo
com Chevallard, acrescenta as no¢des acima descritas, as nog¢des de (tipo de) tarefa, técnica,
tecnologia e teoria. Para ele, tais nogdes vao permitir modelizar as praticas sociais em geral as
atividades Matematicas, como descritas a seguir.

Organizac¢ao Praxeologica

Podemos entender uma organizacao praxeolodgica como a realizacdo de certo tipo de tarefa
t que se exprime por um verbo, pertencente a um conjunto de tarefas do mesmo tipo t, através de
uma técnica t, justificada por uma tecnologia 0, que por sua vez, ¢ justificada por uma teoria ©.
Parte do postulado que qualquer atividade humana pde em pratica uma organizacao, denominada
por Chevallard (1998) de praxeologia, simbolizada pela notacao [t, t, 6, O].

Chevallard (1998) considera ainda que o par [t, T] estd relacionado a pratica, e pode ser
compreendido como um saber-fazer, e o par [0,0] relacionado a razao, ¢ compreendido como o
saber. O autor define assim a Organizagdo Praxeoldgica [t, 1, 6, ®], em que temos um bloco
pratico [t, t], composto das tarefas e técnicas, o chamado saber fazer, e um bloco tedrico [0, O],
composto pelas tecnologias e teorias, o bloco do saber. Considera ainda que a existéncia de um
tipo de tarefa matematica em um sistema de ensino esta condicionada a existéncia de, no
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minimo, uma técnica de estudo desse tipo de tarefa e uma tecnologia relativa a esta técnica,
mesmo que a teoria que justifique essa tecnologia seja negligenciada.

Os tipos de tarefas (t) que se situam em acordo com o principio antropoldégico supdem a
existéncia de objetos bem precisos € que ndo sdo obtidos diretamente da natureza. Eles sao
artefatos, obras, construtos institucionais, como por exemplo, uma sala de aula, cuja reconstru¢ado
¢ inteiramente um problema, que € o objeto da didatica (Chevallard, 1998). Por exemplo, resolva
a equacdo 3x + 6 =30. A nocao de tarefa, ou especificamente do tipo de tarefa, tendo como um
objetivo bem definido, por exemplo, encontrar o valor de x ¢ um tipo de tarefa, mas calcular ndo
explicita o que ¢ calcular. Assim, calcular o valor de uma equagdo ¢ um tipo de tarefa, mas
somente calcular ndo seria um tipo de tarefa. Para esse exemplo, calcular ¢ género de tarefa.

Uma técnica (t) ¢ uma maneira de fazer ou realizar as tarefas t € t. Segundo Chevallard
(1998), uma praxeologia relativa a um tipo de tarefa t necessita, em principio, de uma técnica t
relativa. No entanto, ele afirma que uma determinada técnica t pode ndo ser suficiente para
realizar todas as tarefas t € t. Ela pode funcionar para uma parte p(t) das tarefas t e fracassar
para t/p (t). Isso significa que em uma praxeologia pode existir uma técnica superior a outras
técnicas, a0 menos no que concerne a realizagdo de certo niumero de tarefas de t (Chevallard,
1998). Por exemplo, a multiplicagdo no conjunto dos niumeros naturais sempre aumenta, mas que
pode fracassar em outro conjunto numeérico.

A tecnologia (0) ¢ definida inicialmente como um discurso racional sobre uma técnica T,
cujo primeiro objetivo consiste em justifica-la racionalmente, isto €, em assegurar que a técnica
permita que se cumpra bem a tarefa do tipo t. Na Matematica, tradicionalmente, a justificagao de
uma técnica ¢ realizada por meio de demonstragdo. O segundo objetivo da tecnologia consiste
em explicar, tornar inteligivel e esclarecer uma técnica t-, isto €, em expor por que ela funciona
bem. Além disso, a tecnologia tem também a fun¢ao de reproduzir novas técnicas, mais
eficientes e adaptadas a realizacdo de uma determinada tarefa (Chevalard, 1998).

A teoria (®) tem como objetivos justificar e esclarecer a tecnologia, bem como tornar
inteligivel o discurso tecnologico. Passa-se entdo a um nivel superior de justificagdo-explicacao-
producao, [...] retomando com relagdo a tecnologia o papel que esta tem em relacdo a técnica. O
autor adverte, no entanto, que geralmente essa capacidade de justificar e de explicar a teoria ¢
quase sempre obscurecida pela forma abstrata como os enunciados teoricos sdo apresentados
frequentemente (Chevallard, 1998).

Uma organizagdo matematica ¢ elaborada em torno de uma nogao, ou conceito, inerente a
propria Matematica. As Praxeologias Matematicas (OM) sdo as respostas (a rigor) a questdes do
tipo como realizar o estudo de determinado assunto. Refere-se ao modo que possibilita a
realizacdo do estudo de um determinado tema, o conjunto de tarefas, de técnicas, de tecnologias,
entre outras, mobilizadas para o estudo de um tema. Por exemplo, encontrar o valor de uma
incognita de uma equagao.

Quaisquer que sejam as escolhas adotadas nos cursos dos trabalhos de estudo de dada OM
algumas situacdes estdo necessariamente presentes, mesmo que estas se apresentem de formas
variadas, tanto de forma quantitativa como qualitativamente falando. Estas situacdes serao
denominadas de momentos de estudos, ou momentos didaticos, porque podemos dizer que
qualquer que seja o caminho escolhido ele conduzird inevitavelmente a um momento de fixacao,
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ou de institucionalizagdo, ou a um momento que demandara o questionamento do que ¢ valido
acerca do que foi construido, que caracteriza o momento de avaliagao, dentre outros.

O primeiro momento € o primeiro encontro com a organizagao que esta sendo estudada. O
segundo ¢ o da exploragdo do tipo de tarefas t e de elaboracao de uma técnica 1 relativa a este
tipo de tarefas. O terceiro momento ¢ o da constitui¢do do ambiente tecnologico-tedrico relativo
a técnica. O quarto ¢ o do trabalho da técnica que visa melhora-la, torna-la mais confiavel, o que
geralmente exige aprimorar a tecnologia até entdo elaborada e aumentar o controle que se tem
sobre a técnica. O quinto momento ¢ o da institucionalizagdo que mostra o que realmente ¢ a OM
constituida, apontando os elementos que permanecerdo definitivamente na OM e os que serdo
dispensados.

Finalmente, o sexto momento, o da avaliagdo, que se articula com o momento da
institucionalizagdo e permite relangar o estudo, demanda a retomada de alguns dos momentos, e
eventualmente do conjunto do trajeto didatico.

Analisando as Colecoes

A metodologia seguida para a caracterizagdo, analise e comparagao das organizacgdes
matematicas e didaticas existentes sobre o ensino de equagdes do 1° grau nessas duas colegdes
para Aprender Matematica (ndo avaliada no PNLD) e Ideias e Desafios ambas de Iracema e
Dulce (aprovada no PNLD 2014) constitui-se em duas etapas de trabalho. A primeira trata-se da
modelizagdo a priori, das praxeologias matematicas pontuais existentes em torno da resolucgao de
equagoes do 1° grau, ao menos em termos de subtipos de tarefas, técnicas e tecnologias, a partir
de estudos teoricos e didaticos. A segunda etapa constitui-se da caracterizagdo das obras
analisadas, apresentando sua identificagdo, os motivos da escolha, descricdo da estrutura e da
forma de organizagdo dos contetdos.

Modelizacao a priori

Tomando como base estudos tedricos, encontramos basicamente dois tipos de defini¢des
para equagdes. A primeira, mais geral, define equacao como uma igualdade que envolve uma ou
mais quantidades desconhecidas (incognitas) (Cunha, 1887; Calado, 1952; Costa e Dos Anjos,
1970); a segunda, mais especifica, sobre equacdes do 1° grau, como toda equagao que se pode
reduzir a forma ax=5b,com a,be Re a#0 (Calado, 1952).

Chevallard (1994) classifica os procedimentos de resolugdes de equacdes do primeiro grau
em duas categorias: (1) equagdes do tipo ax + b = ¢, que podem ser resolvidas por
procedimentos aritméticos e (2) equagdes do tipo a,x + b, = a,x + b, , que ndo podem ser
resolvidas por procedimentos que se apoiem especificamente em operagdes aritméticas. Nessa
defini¢do, x ¢ a incognita e a,,b, € R com a, #0.

No entanto, nem sempre as equagdes do 1° grau apresentam-se escritas nas formas
simplificadas. Frequentemente, numa atividade, elas aparecem sob diferentes formas, dentre as

quais destacamos outras duas categorias: equagoes dos tipos A(x) =ce 4,(x)=4,(x), em que
A(x), A/(x)e A,(x)sdo expressdes polinomiais, na variavel x, que ainda ndo foram reduzidas a
forma candnica ax+b,e a,b e Re a # 0, mas que podem ser reduzidas a esta forma por
processo de desenvolvimento e redugao.
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Portanto, para este estudo, classificamos e caracterizamos a priori os seguintes subtipos de
tarefas relativos a resolugdo de equacdes do 1° grau com uma incognita, no campo do R, em
quatro categorias: (1) resolver equagdo uma equagdo do tipo ax +b = ¢ (t1), como por exemplo,
2x+5=15; (2) resolver uma equagdo do tipo A(x) =c, sendo A(x)uma expressdao polinomial
nao reduzida a forma (t2), por exemplo, 3(x + 2) + x = 20; (3) resolver uma equagao do tipo
a,x+b, = a,x+b, (t3), por exemplo, 2x —4 = x +5; (4) resolver uma equacdo do tipo
A (x)=A4,(x),sendo 4 (x)ou 4,(x),expressdes polinomiais ndo reduzidas a forma candnica
(t4), por exemplo, 2(x —3)+ x=x—8.

Para resolver tais subtipos de tarefas foram identificadas e categorizadas a priori as
seguintes técnicas (1): a) Testar a igualdade (tr1), por tentativas e erros; b) Transpor termos ou
coeficientes (t111c), invertendo as operagdes; ¢) Neutralizar termos ou coeficientes (Tntc),
efetuando a mesma operagdo nos dois membros da igualdade; d) Reagrupar os termos
semelhantes (Trts), invertendo o sinal dos termos transpostos.

Além dessas técnicas proprias de resolugdes de equacdes, para os casos dos subtipos de
tarefas T2 € 14, temos também a seguinte técnica: €) Desenvolver ou reduzir expressoes (Tpre),
eliminando parénteses e/ou agrupando termos semelhantes. Enfim, dependendo das varidveis
mobilizadas na construc¢do das equagdes, podemos mobilizar uma ou mais técnicas, dando
origem as técnicas mistas.

Para justificar as técnicas caracterizadas acima para resolver equagdes do 1° grau com uma
incognita, foram identificadas e caracterizadas a priori as seguintes tecnologias: a) Principios de
equivaléncia entre equagdes: equagdes com as mesmas solugdes ou raizes (Oppe); b) Principio
aditivo: quando aos dois membros de uma equagao se adiciona (ou deles se subtrai) a mesma
quantidade, obtém-se uma nova equacao equivalente a primeira; ¢) Principio multiplicativo:
quando aos dois membros de uma equacao se multiplica (ou deles se divide) a mesma quantidade
(diferente de zero), obtém-se uma nova equagdo equivalente a primeira; d) Propriedades das
operagoes inversas em ‘R (conjunto dos nimeros reais) ou leis da transposi¢do de termos (6poi):
1) Se a, b, ¢ sdo nimeros reais tais que a + b =c, entdo a=b —c; 2) Se a, b e ¢ sdo nameros reais
tais que a.b=c, entdo a =c + b, b # 0; 3) Propriedades gerais da igualdade (6pc1) ou lei do
cancelamento: 1) Se a+b=a+c<b=c; 2)Se ab=ac<b=ccom a#0, 3) Propriedades
distributivas (6ppm): Se k,a,b,ce e d sdo numeros reais, entdo k(a+b) =ka+kb ¢

(a+b)(c+d)=ac+ad +bc+bd.

Apos apresentagdo e categorizagdo das tarefas, bem como de suas tecnologias, analisamos
duas colegoes didaticas do 7° ano do Ensino Fundamental, sendo elas Para Aprender
Matematica e Ideias e Desafios, ambas de Iracema e Dulce, apresentamos os principais
resultados desse estudo comparativo das organizagdes existentes nessas colegoes.

Principais resultados

Aqui analisamos os principais resultados do estudo das organizagdes didaticas e das
praxeologias matematicas nessas duas cole¢des didaticas do 7° ano, especificamente o capitulo
de equacdes do 1° grau. Desse modo, utilizamos as categorias modelizadas a priori relativas as
praxeologias matematicas relativas ao subtipo de tarefa resolver equagdes do primeiro grau, em
termos de subtipos de tarefas, técnicas e tecnologias:
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Na colecdo Para Aprender Matemadtica as relagdes da transposicdo das Praxeologias
Matematicas pontuais existentes em torno dos subtipos de tarefas referentes as resolugdes de
equacdes do 1° grau ocorrem em trés momentos: primeiro momento- introdu¢do de um problema
ou situagdo realizada para formar ou sistematizar a técnica eletiva para resolver a equagao (subtipo
de tarefa) procurada na situagdo, por meio da explicagdo do procedimento de resolugdo. Além
disso, nesse momento se enunciam as propriedades ou afirmacgdes que integram os elementos
tecnoldgicos que explicam ou justificam a técnica sistematizada.

® utilizando uma tabela:
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Figura 2. Exercicio para introduzir a nogao de expressdes algébricas.
Fonte: Iracema; Dulce (1998, p.112).

O segundo momento ¢ destinado a avaliagdo dos elementos técnico-tecnologicos,
ocorrendo de forma implicita nos enunciados.

-I goca poct

- O namero 1 & raiz da equagado 2x 3 — 5. Identifigue as equacoHes equivalentes

caguagao:

a) Zx = —2 b) = 1 c) 2Zx = 3 d) 2x 2 - 4
2. Identifique as equagdes que tém o zero como raiz:

a) 3x 2 <) x =4 % e) 2 Sng == 2

by = + 1 = 0O cy 1 Sx = =2 h x = O

Figura 3. Extrato com reflexos sobre equagdes
Fonte: Iracema; Dulce (1998, p.124).

O terceiro momento ¢ dedicado ao trabalho da técnica, indicado nas se¢des intituladas
facga facil e faca exercicios complementares. Concluimos que nessa colegdo a passagem de
procedimentos aritméticos para procedimentos algébricos ndo ¢ realizada de forma explicita,
posto que as autoras afirmam que ha as regras praticas(técnicas) principais que podem ser
agrupados para resolver equacdes. As autoras ndo deixam claro quais tipos de equagdes podem
ser resolvidos utilizando-se das operagdes inversas e quais tipos s6 podem ser resolvidos
efetuando a mesma operagdo nos dois membros da equagao.

Na colegao Ideias e Desafios a transposi¢ao das praxeologias matematicas existentes em
volta dos subtipos de tarefas referentes a resolugcdo de equacdes do 1° grau se ddo por meio de
trés momentos: o primeiro momento introducao de um problema ou uma situacao realizada para
formar ou sistematizar a técnica eletiva para resolver a equacgao (subtipo de tarefa) procurada na
situagdo, por meio de uma explica¢ao do procedimento de resolugdao. No entanto, ¢ nesse
momento que se enunciam as propriedades ou afirmagdes que integram os elementos
tecnologicos que explicam ou justiﬁcam a técnica sistematizada.

j/ Nru-r'u"r‘o da’ horas Ve e .»_())

F‘:ro_dug:ao de calgas
Tampo {hnras} I nuantadade tuﬂ de cal(,.asl
| 20
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Figura 4. Exercicio para introduzir a nog¢ao de expressdes algébricas
Fonte: Iracema; Dulce (2012, p.147).
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O segundo momento ¢ destinado a avalia¢do dos elementos técnico-tecnologicos que
surgem na situacao e ocorrem nas se¢oes denominadas troque ideias e resolva. Assim, nesse
momento o aluno tem chance de participar de maneira significativa de sua aprendizagem, pois €
nele que as autoras apresentam questionamentos que permitem ao aluno fazer indagacdes sobre
os conceitos e procedimentos explorados no momento anterior.

Fazer e aprender

Faca todas as atividades desta secd@o em seu caderno
2 2. As equacdes a seguir tém raiz igual a —3.

4-x = —12 =k T ——85

a) Que expressdao utilizamos quando falamos
dessas equacgdes em relagao a._essa ralz’r‘
guivalentes.
b) Escrewva duas. equagoes equwalentes a2 essas.

Figura 6. Extrato com reflexos sobre equagdes
Fonte: Iracema; Dulce (2012, p.164).

O terceiro momento ¢ dedicado ao trabalho da técnica, indicado nas segoes exercicios;
exercicios complementares e problemas.

Concluimos que a transposi¢do dos procedimentos aritméticos para os procedimentos
algébricos nao sao realizados de forma explicita nessa cole¢ao. As autoras indicam dois
processos (técnicas): o processo geral para resolugdo de equacdes em que adota procedimentos
para encontrar a raiz da equacao e o outro processo em que a regra pratica resumiria as etapas,
isto ¢, isolar o x para o 1° membro invertendo os sinais dos coeficientes ou incognitas.

No que concerne a organizagdo didatica, o mesmo se da em dois momentos didaticos. O
primeiro, denominado de elaboracdo e sistematizacdo das técnicas eleitas para resolver equacdes
(subtipos de tarefas) exploradas nas situacdes introdutdrias que se realizam por meio da
explicagdo do processo de resolugio. E nesse momento que se enunciam as propriedades ou
afirmagdes que constituem os elementos tecnologicos que explicam ou justificam as técnicas
sistematizadas. O segundo, denominado momento do trabalho das técnicas, ocorre através da
realizagao de exercicios apresentados logo em seguida ao processo de sistematizagao:

] L L ! ! " M tarefa 4
Livro Ideias e Desafios 2014 = [
i 1 1 i tarefa 3
Para Aprender Matematica 1998 [ X H tarefa 2

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% @Tarefal

Grdfico 1.Comparativos Subtipos de Tarefas Coleg¢do Para Aprender Matematica e Ideias e Desafios.

Na colecdo Para Aprender Matematica a técnica priorizada foi t; com 42%, ou seja,
equacdes do tipoax + b =c. Por exemplo x+8 =26. A colegao Ideias e Desafios de 2014 sofreu
alteragdo em relacdo a de 1998. A técnica priorizada foi t4, com 48% equacdes do tipo
x+5

A, (x) = 4,(x) . Por exemplo: 3(x —2)+ x =

Em relacao ao uso das tecnologias, a colecdo Para aprender Matematica concentrava-se na
tecnologia da propriedade Principios de equivaléncia entre equagoes, com 32%. Em 2014, a
colecdo Ideias e Desafios alterou as prioridades das tecnologias, priorizando as propriedades
distributivas da multiplicacdo/propriedades gerais inversa com 61%.
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Algamos ainda que a cole¢do de 2014 faz uso de capitulo intitulado de equacdes, geometria
e medidas, como preconiza os Parametros Curriculares Nacionais a ligagao entre os blocos de
conteudos.

Podemos enfatizar que na colegdo Ideias e Desafios houve uma reducao significativa em
relacdo ao nimero de equagdes prontas para serem resolvidas que em 1998 foi na ordem de 47%
e em 2014 esse percentual foi de 35%, como mostra o Gréfico 2:

1 | | |

Colegdo Ideias e Desafios 2014
H Problemas

Colecdo Para Aprender Matematica .
588 e a Equages

0% 20% 40% 60% 80%

Grdfico 2. Comparativo de equagdes nas colegcdes Para Aprender Matematica e Ideias e Desafios.

Ainda inferimos que as cole¢des passaram por mudancgas no tocante ao quantitativo de
exercicios. Assim, percebemos como positivo a mudanga de enfoque na medida em que os
alunos nao recebem as equagdes prontas apenas para encontrarem o valor desconhecido
(incognita).

Consideracoes finais

Tomando como referéncia uma cole¢@o aprovada no PNLD de 2014 e outra colecdo anterior
a avaliacdo do PNLD, ambas das mesmas autoras, nos permitiu concluir que ao longo desses 15
anos a cole¢do sofreu modificagdes significativas em sua estrutura, bem como o avango da parte
da diagramagao.

As colecdes analisadas desenvolvem trabalhos de elaboracdo e sistematizagdo de diferentes
técnicas para realizar os diferentes subtipos de tarefas relativos a resolucao de equagdes do 1°
grau. Todavia, tais colecdes ndo justificam a existéncia dessas diferentes técnicas, assim, nao
deixam claro os limites ou potencialidades de cada técnica, além de ndo esclarecerem a distingao
entre procedimentos aritméticos e algébricos (Chevallard, 1984).

As transposi¢des didaticas realizadas nessas colegdes relativas ao conceito de equacao do
1° grau falham em ndo deixar claro a transicdo dos métodos de resolugdo aritméticos para os
métodos de resolugdo algébricos, assim como ndo realizaram adequadamente a passagem da
Aritmética para Algebra, como também apontou Araujo (2009). As colegdes Para Aprender
Matematica e ldeias e Desafios definem equagao do primeiro grau como sendo igualdades que
contém letras representando nimeros desconhecidos, denominadas incégnitas, isto ¢, igualdades
entre expressoes algébricas. Em ambas as cole¢des o uso da metafora da balanga de dois pratos ¢
utilizado nas demonstracdes das técnicas, de modo que ¢ constante o uso desse recurso.

Por fim, verificamos que as cole¢des ndo modificaram as praxeologias matemdaticas ao
longo dos anos. Contudo, percebemos que as autoras modificaram suas cole¢des em relagdo as
praxeologias diddaticas.
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Resumen

Presentamos algunas conclusiones sobre habilidades de pensamiento variacional que
poseen estudiantes de primer aflo de ingenieria en una universidad chilena. Objetivo
del estudio es comprender como se manifiesta la presencia de pensamiento
variacional en sus razonamientos y las representaciones utilizadas para manifestarlo.
Para conseguir tal objetivo, se analizo material escrito, fotografico y filmico
recopilado en las clases, talleres y sesiones de estudio de los grupos de estudiantes en
que se organizo un curso inicial de calculo. Material basico para los talleres y
sesiones de estudio, fueron guias de estudio especialmente confeccionadas para el
efecto. Este trabajo forma parte de una investigacion mas amplia, cuyo objetivo es
estudiar las relaciones que los estudiantes producen cuando analizan situaciones
dinamicas buscando covariaciones de magnitudes, que permitan la formulacion de
modelos matematicos de las situaciones en estudio, entendiendo que el pensamiento
variacional se desarrolla y se justifica en la formulacién de modelos. Los resultados
reflejaron algunas aproximaciones al Pensamiento Variacional, lo que refleja la
necesidad de su desarrollo en los distintos niveles de escolaridad.

Palabras clave: pensamiento variacional, covariaciones, modelos, habilidades.
Introduccion

El pensamiento variacional ha tomado un lugar central en la investigacion de los procesos
de aprendizaje de la matematica y desarrollo de habilidades para representar y comprender la
realidad. De acuerdo con Vasco (Vasco, 2010) “El objeto del pensamiento variacional es la
captacion y modelacion de la covariacion entre cantidades de magnitud, principalmente —pero no
exclusivamente— las variaciones en el tiempo. Una manera equivalente de formular su proposito
rector es pues tratar de modelar los patrones que se repiten en la covariacion entre cantidades de
magnitud en subprocesos de la realidad”. Si, en coherencia con esta concepcion del pensamiento
variacional, nos situamos en contextos cercanos a los estudiantes, en los cuales puedan investigar
sobre los procesos de cambio que viven a diario, éstos podran poner en evidencia sus
concepciones pre matematicas y, a través de un curriculum adecuado, conducirlos a un
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aprendizaje mas significativo de los conceptos matematicos que el sistema educativo busca
entregar, sistematizar y formalizar.

En este punto y, desde una perspectiva mas all4 del pensamiento variacional, afirmamos
que la matematica no se comienza a aprender en la sala de clases. Esta afirmacion es coherente
con la descripcion que Cantoral (Cantoral, 2000) hace del pensamiento matematico:

Por un lado se le entiende como una reflexion espontanea que los matematicos realizan sobre
la naturaleza de su conocimiento y sobre la naturaleza del proceso de descubrimiento e
invencion en matematicas. Por otra, se entiende al pensamiento matematico como una parte
de un ambiente cientifico en el cual los conceptos y las técnicas matematicas surgen y se
desarrollan en la resolucion de tareas; finalmente, una tercera vision considera que el
pensamiento matematico se desarrolla en todos los seres humanos en el enfrentamiento
cotidiano a multiples tareas.

Desde ésta perspectiva, se convierte en una necesidad didactica, conocer las pre
concepciones y experiencias pre matematicas que los estudiantes traen cuando llegan a la sala de
clases. Conocer estas preconcepciones, forma, entonces, parte del quehacer docente, pero
también del quehacer del investigador en didactica de la matematica. Godino (Godino, 2011),
comentando la posicion de ciertos autores (Wittman, 1995; Hjalmarson y Lesh, 2008; Lesh y
Sriramn, 2005), acerca del enfoque de la Didéctica de las Matematicas como una “ciencia de
disefio” comenta sus reflexiones sobre la naturaleza del campo de investigacion de la educacion
matematica:

(Deberian los educadores matematicos pensar sobre si mismos como siendo psicologos
educativos aplicados, psicdlogos cognitivos aplicados, o cientificos sociales aplicados? ;Se
deberian considerar como los cientificos en el campo de la fisica, o de otras ciencias puras?

(O mas bien se deberian considerar como ingenieros u otros cientificos orientados al disefo,
cuya investigacion se apoya sobre multiples perspectivas practicas y disciplinares y cuyo
trabajo esta guiado por la necesidad de resolver problemas reales como también por la
necesidad de elaborar teorias relevantes? La posicion defendida por estos autores es
considerar la educacion matematica en este ultimo sentido, o sea, como una ciencia orientada
al disefio de procesos y recursos para mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas.

Nuestra vision del disefio en la investigacion educativa se basa, en parte, en las semejanzas y
paralelismos entre la educacion y la ingenieria como campos que simultaneamente buscan
avanzar el conocimiento, resolver problemas humanos, y desarrollar productos para su uso
en la practica (Hjalmarson y Lesh, 2008, p. 526, en Godino, 2011).

Adhiriendo a esta ultima posicion y considerando la falta de propuestas explicitas para
enfrentar el problema del aprendizaje y ensefianza del fendémeno del cambio y la variacion,
particularmente con el fin de aportar al surgimiento de una propuesta de ensefianza del célculo en
el nivel inicial de la educacion superior, nos interesa poner en evidencia las manifestaciones que,
a pesar de un sistema educativo que no ha puesto atencion en el particular, hayan podido
desarrollar los estudiantes que llegan a este estadio en su proceso educativo.

Marco Teodrico

Como ya fue dicho en la introduccién y en coherencia con Vasco (Vasco, 2010),
entendemos por pensamiento variacional aquel tipo de pensamiento matematico que se preocupa
de estudiar la variacion y el cambio, caracteristicos de los procesos dinamicos presentes en la
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naturaleza en los que ocurren covariaciones que representan generalmente relaciones de
causalidad. En relacion a las manifestaciones mediante las cuales los estudiantes expresan la
presencia de pensamiento variacional, consideramos como referente la Teoria de
Representaciones de Raymond Duval y asociamos las manifestaciones de los estudiantes, a
diferentes registros de representacion desde una interpretacion pre matematica de sus
manifestaciones. Entendemos como pre matematica una manifestacion que desde el lenguaje
verbal y puramente cotidiano y no matematico en la concepcion del alumno, encierra
potencialmente un concepto matematico expresable en algun registro de representacion, ya sea
geométrico, algebraico, numérico, tabular u otro.

Ejemplos de expresiones pre matematicas aparecen en el dialogo de los estudiantes cuando
hablan, por ejemplo, de distancias sin interpretar la distancia como un concepto matematico, no
se sitlian en un contexto métrico sino que hablan de la distancia entre dos objetos de manera
aislada. En la ensefianza parvularia los nifios juegan a relacionar objetos, animales con sus
expresiones fonicas, los nifios no perciben que estén haciendo matematica, sin embargo ubicados
en contextos funcionales ellos estan construyendo relaciones susceptibles de formalizacion
matematica. A estos ultimos se les conoce como conceptos pre-numéricos por su proyeccion
hacia los conceptos de ordinal y cardinal. En nuestra interpretacion son, de manera genérica,
manifestaciones pre matematicas.

Un tercer referente tedrico en este trabajo corresponde a la visualizacion matematica.

De acuerdo con Torregrosa y Quesada, (Torregrosa y Quesada, 2007), la definiciéon y
caracterizacion de los procesos de visualizacidon y razonamiento, es un avance en la linea de
conocimiento del fendbmeno cognitivo, ya que separa la accion cognitiva (proceso) de las
distintas representaciones e imagenes mentales.

Segun Arcavi (1999), la visualizacioén no esta solamente relacionada con la ilustracion,
sino también es reconocida como una componente clave del razonamiento (profundamente unida
a lo conceptual y no meramente a lo perceptivo), a la resolucion de problemas e incluso a la
prueba. Por esta razon, concordamos con Torregrosa y Quesada que afirman: “vemos a los
procesos de visualizacion y de razonamiento, junto con su coordinacion, como elementos
esenciales de un modelo conceptual que nos permite conocer la actividad de los alumnos; en la
linea abierta por Bishop (1983), para conocer en la medida de lo posible el interfaz de la
actividad matematica cuando se enfrentan a la resolucion de problemas en geometria.” En
nuestro caso, cuando se enfrentan al analisis de situaciones dinamicas en las que intervienen
correlaciones de variables.

Metodologia

El presente trabajo se enmarca en un enfoque cualitativo de corte interpretativo pues busca
conocer el nucleo de las significaciones que grupos de estudiantes manifiestan en las respectivas
sesiones de estudio y actividades de taller. Es cualitativo por la naturaleza de sus datos.

La investigacion se desarrolld con un curso de calculo de primer afio de ingenieria de una
universidad chilena. Los estudiantes, 40 en total, se constituyeron en grupos de estudio por
afinidad lo que significd que no todos los grupos tenian el mismo nimero de alumnos, sin
embargo ninguno llegd a tener mas de 7 integrantes ni menos de 4. Los grupos se constituyeron
para la realizacion de trabajos en la modalidad de talleres los que eran evaluados con nota vy,
sesiones de estudio sin nota pero, de acuerdo a la participacion activa de los alumnos, influirian
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conceptualmente si las notas logradas en las pruebas llegaran a estar ligeramente bajo los niveles
de aprobacion.

Los talleres se realizaron de manera presencial en la sala de clases, estudiantes ayudantes
de cursos avanzados filmaron el trabajo de los distintos grupos.

Las sesiones de estudio de los diferentes grupos se realizaron en los lugares que los
estudiantes estimaron convenientes, generalmente lo hicieron en la casa de alguno de los
alumnos del grupo y, en horarios que todos los integrantes de los respectivos grupos tuvieran
disponibles. Los grupos entregaron filmaciones que ellos mismos realizaron de sus sesiones de
estudio.

Para la recoleccion de la informacion se usaron las filmaciones y fotografias de los talleres
y de las sesiones de estudio. También fueron considerados los trabajos escritos producto de los
talleres y de las pruebas escritas.

El método utilizado, se describe a continuacion:
1. Se tomo una prueba de diagnostico.

2. En base a las respuestas de la prueba de diagnostico y las consideraciones tedricas de
Vasco (2006, 2010) y Duval (1999), se establecieron categorias de analisis.

3. Se construyeron situaciones de estudio para los grupos, en base a procesos dindmicos, que
permitieran observar en sus procesos de razonamiento, la presencia de pensamiento
variacional de acuerdo a las categorias de analisis.

Se construyeron situaciones problematicas para la realizacion de los talleres.
Se filmaron las actividades de los talleres y las sesiones de estudio.

Se analizaron los videos y las pruebas

N ok

Se hicieron las conclusiones.

Con el empleo de esta metodologia se pretendia que los estudiantes se potenciaran entre
ellos, tuvieran espacios de libertad en los cuales pudieran expresar, sin la presencia de una figura
institucional sus ideas, sus aportes, sin temor al error y asi, generaran razonamientos discursivos
o inferencias a partir de los datos registrados, en cualquier tipo de lenguaje que manifestara una
comunicacion ya fuese verbal, grafica, algebraica o de otro tipo y que pudiera ser interpretada
como una manifestacion de pensamiento matematico o pre matematico, en particular como
pensamiento variacional o pre variacional.

Descripcion de la prueba de diagndstico

De acuerdo a los objetivos planteados, en la prueba de diagnostico se consideraron
situaciones que los alumnos pudieran interpretar como dindmicas e intentaran establecer
relaciones entre variables, que les permitieran conjeturar comportamientos covariacionales a la
vez que pudieran describirlos o representarlos mediante diversos tipos de expresiones. Este
objetivo no fue declarado a los estudiantes para no influenciar sus reacciones.

Las situaciones planteadas en esta prueba, se detallan en el Apéndice A.

Seguidamente presentamos un reactivo de la prueba de diagnostico y algunas
consideraciones de las producciones estudiantiles.
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Reactivos de la Prueba de Diagndstico

Presentamos en este apartado, el reactivo uno de la prueba de diagndstico, las respuestas de
los estudiantes y su respectivo analisis.

Reactivo 1.

La figura que se muestra a continuacion, estd construida mediante una sucesion de
hexagonos regulares construidos, cada uno, en el interior del precedente tomando como vértices
los puntos medios de sus lados.

Figura 1. Hexégonos inscritos

a. Haga todos los comentarios que considere pertinentes si el proceso de construccion de la
figura contintia indefinidamente.

b. Agregue otros comentarios que estime pertinentes, si supone que el lado del primer
hexagono de la figura mide 1 metro.

Este reactivo fue de gran motivacion para los estudiantes ya que la mayoria de ellos
presento planteamientos respecto de las cuestiones planteadas.

Utilizaremos la codificacion E1, E2, E3,... En, para referirnos a cada estudiante en
particular.

Los estudiantes expresaron en este reactivo que la variacion mas frecuente en la
construccion de los hexagonos era la de dos magnitudes. En ese proceso de construccion de
hexagonos, el cambio de tamafio de las figuras con la longitud de los lados del hexagono fueron
observaciones que emergieron en sus producciones, por ejemplo:

E2: Siempre el hexagono interior va a ser mas pequefio que el exterior y sus lados sean la mitad
del hexagono del hexagono antes definido

E5: El proceso de tomar un pentagono de un tamafio, este se ird achicando, es decir, la medida
de sus lados ir4d disminuyendo hasta llegar a un punto que no se puede sacar mas distancias.
Ambas citas expresan la variacion de tamaio de la figura y la longitud.

Los estudiantes ademas relacionaron longitud, perimetro y area de la figura sefialando que
varian conjuntamente en el proceso de construccion de los hexdgonos. En el siguiente enunciado
se aprecia:

E8: A medida que existan més hexdgonos dentro del inicial, el &rea de estos ird decreciendo a
medida que avanza. Lo mismo ocurre con sus perimetros y la longitud de sus lados.

Algunos estudiantes no explicitaron la variacién de magnitudes ya que expresaron que esta
dependera de las variables seleccionadas. La siguiente expresion da cuenta de esa afirmacion.
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E7: Considero que para que el proceso de construccion contintie indefinidamente, todo depende
de sus variables (como pueden ser sus medidas).

Con respecto a la variacion que observaron los estudiantes, la expresaron mediante
lenguaje coloquial utilizando palabras tales como: “achicando”, “decreciendo” para referirse a la
disminucion del tamafio de la figura en relacion al hexdgono inicial. Otras expresiones como “el
proceso de seguir construyendo hexagonos inscritos contintia hasta llegar a tamafos
microscopicos y a dimensiones que no se puede medir” emergen en este primer reactivo de la
prueba.

Un estudiante (E8) expres6 que “si el proceso de construccion continuara llegaria un
momento que la figura debera ser microscopica ya que el hexdgono se construye con los puntos
medios del anterior como estos son medidas numéricas siempre existira la mitad de un numero
por mas pequefio que sea’.

Por su parte E5, expres6 que “si el primer lado mide 1m, el segundo lado mediré la mitad y
asi sucesivamente, y como lo explicado anteriormente el hexdgono tendra infinitos hexagonos
mas dentro de é1”. Lo expresado por el estudiante induce a pensar en cierta madurez en el
proceso de construccion que se le planted, a su vez proporciona evidencias de conocimientos y
desarrollo de pensamiento variacional, ademas se observa desarrollo habilidades de pensamiento
superior ¢ indicios de una mirada de calculo infinitesimal.

En términos porcentuales, un 10% de los estudiantes expresaron que el proceso de
construccion de hexagonos finaliza, es decir que es finito. Otro 10% manifest6 que el proceso
puede continuar indefinidamente, pero sujeto a ciertas condiciones.

En las siguientes citas se recopilan evidencias de la categoria antes sefialada. E6, expresa
que el proceso de tomar un pentagono de un tamafio, este se ird achicando, es decir, la medida de
sus lados ira disminuyendo hasta llegar a un punto que no se puede sacar mas distancias. Por su
parte E3 considera que para que el proceso de construccion continte indefinidamente, todo
depende de sus variables (como pueden ser sus medidas).

En la primera cita anterior, se observa que el estudiante reconoci6 con claridad de lo que
sucede con el tamafio de la figura; sin embargo el estudiante argumenta que a partir de un
momento no se puede continuar obteniendo otra distancia. Esta afirmacion esta ligada a una
posible creencia de que las magnitudes se obtienen tnicamente de la medicion mediante un
instrumento.

La segunda cita da cuenta que el estudiante visualiza el proceso de construccion de
hexagonos es dependiente y estd condicionado por sus medidas (longitud del hexagono).

Las dos argumentaciones anteriores reflejan que los estudiantes poseen mayor desarrollo
de pensamiento numérico que algebraico.

La mayoria de los estudiantes realizaron sus desarrollos escritos presentando sus
argumentaciones en lenguaje natural escrito, sin realizar ningln tipo de célculo.

El 80% de los estudiantes comprendio la situacion problema, a pesar de que cometieron
errores al relacionar el punto medio del hexagono, con la longitud de los lados.

E6 expresa lo anterior, ya que para ¢l tomando al principio un hexdgono regular, la
construccion de estos hexdgonos tomando como puntos medios de los lados y asi formar otro
hexagono, en mi opinidn se seguiran construyendo hexdgonos cada vez mas pequeno. Por lo que
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puedo observar que la figura disminuye sus lados (dependiendo del valor de la primera)
(suponiendo que es 5), la figura tiende a disminuir cada vez mas su medida en una fraccion. Si el
primer hexagono mide 1m, a medida que se van construyendo més hexagonos, su medida de los
vértices de los otros hexagonos serd menor, sus lados también lo seran, si el lado del hexagono
midel, tomando los puntos medios se pueden formar tridngulos con 2 lados iguales con medidas
72, pudiendo asi sacar la medida de sus lados.

Lo anteriormente expresado por el estudiante hace referencia al proceso de construccion de
hexagonos, donde se considera un hexagono inicial, y en base a este, se construyen otros mas de
manera indefinida. La argumentacion que plasmo el estudiante, evidencia cierto desarrollo de
pensamiento variacional y habilidades de orden superior, y visualizacion del proceso.

Respecto a la manera de objetivar sus registros de representacion en el reactivo propuesto,
el 10% de estudiantes mezclaron diferentes registros de representacion, puesto que expresaron
sus argumentaciones combinando lenguaje natural escrito y graficas (hexagonos,
circunferencias). Mientras que otro 10% de los estudiantes desarrollaron argumentos mediante lo
numérico y lo escrito. E§ da cuenta de la utilizacion de estos registros. Para ¢él, si el proceso de
construir indefinidamente, la cantidad de hexagonos ird creciendo con hexagonos cada vez mas
pequefios, la cantidad de hexagonos crece indefinidamente. Si el hexagono grande mide 1metro

, . . , V3 .
de lado(a)...entonces el lado del hexdgono inmediatamente menor sera( g) y el que vendra sera

V3 V3 _ 3 3 V3 _ 3 3 V3 _ 9 , .
7.7—4yel otro 5. — =2 \/3,yel otro — V3. o = 7¢ Y asi sucesivamente.

Analisis del reactivo 1 de la prueba diagndstico

Los estudiantes en su mayoria reconocieron que el proceso de construccion de hexagonos
se realiza de manera infinita. Esto fue expresado mediante diferentes argumentaciones
discursivas de los estudiantes. En este particular se hizo referencia a la construccion de
hexagonos inscritos fue realizada mediante la union de los puntos medios del hexagono
circunscrito anterior. En este orden de ideas, los estudiantes sostuvieron que siempre existird otro
hexagono inscrito, construido en los puntos medios del hexagono circunscrito anterior.

En este proceso de construccion de hexagono se reportan varias visiones al respecto.
Algunos estudiantes, expresaron que este proceso se podra continuar hasta que un lado del
hexagono llegue a cero y siga manteniendo la forma de hexagono. Por su parte, otros estudiantes
sostuvieron la longitud del lado que sera proxima a cero pero no llegaré a serlo. Uno de ellos,
menciond que las dimensiones de “algunos hexagonos™ seran microscopicas. Otro estudiante, se
refiri6 que el tamafio de los hexagonos se ira achicando, es decir la medidas de su lado se hara
tan pequea hasta un punto que “no se puedan sacar mas distancia”. Otro, mencion6 que el
proceso de construccion de hexagonos es “infinito hacia dentro”, con la posibilidad que el
proceso de construccion podria generar una sucesion de hexagonos hacia “afuera del primero”

Respecto la variacion de magnitudes en la construccion del hexdgono fueron recurrentes
ciertas expresiones en las producciones estudiantiles tales como: “al interior va disminuyendo su
lado”, “se va achicando el lado”, “la figura se hace mas pequefia”’. En algunos casos, variacion de
dos magnitudes como “el perimetro y el area” y en otros, variacion conjunta de tres magnitudes:
longitud del lado, perimetro y area.

Otros aspectos de analisis de la prueba diagnoéstica responden al andlisis de como los
estudiantes expresaron sus argumentos y qué procedimientos realizaron. En el primer aspecto,
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los estudiantes utilizaron con mayor frecuencia el lenguaje natural escrito, con excepcion de
algunos estudiantes que combinaron dos registros. En el segundo aspecto algunas producciones
estudiantiles reportan la descomposicion del hexagono en triangulos congruentes. En este
sentido, algunos estudiantes mencionaron que se originaron “pequefios triangulos™ al ir
construyendo un hexagono dentro del otro. Para ilustrar este proceso, deconstruyeron la figura y
le calcularon la longitud de los lados de los tridngulos, iniciando por el hexagono mas grande y
luego por cada uno de los inscritos hasta encontrar un patrén en la construccion.

Sesiones de Estudio

Con base en los objetivos propuestos tanto para la clase, como para la investigacion y, en
los resultados del diagndstico se disefiaron diferentes situaciones en distintos contextos con el
proposito de organizar el estudio de los estudiantes de tal manera que en el estudio de éstas, sus
argumentaciones nos revelaran la presencia de elementos del pensamiento variacional
emergente. A manera ilustrativa, presentamos la descripcion de una de las actividades de las
secuencias de aprendizaje elaborada con los propositos declarados.

Descripcion de la primera situacion de estudio

Situacion de estudio 1.

Figura 2. Situacion problema relacionada con funciones trigonométricas

Se describe la sesion de estudio mediante episodios. En ella participa un grupo de cuatro
estudiantes que designamos como E1, E2, E2, E3, y E4 en la transcripcion de esta.

En la primera parte solicitada, uno de los estudiantes presenta una situacion particular,

E1 expresa que una persona que iba pasando por una plaza y frente a ¢l habia un poste a 12
metros de distancia, detras del poste habia un arbol y arriba del arbol habia un gato. E1 hombre
sabia que desde ¢l hacia el arbol habia 15 metros de distancia y €l queria saber a qué distancia se
encontraba el gato.

Ahora para hacer el calculo se debe hacer con la altura de la persona, ésta debe ser 1,80
aproximadamente. Pero mirando el angulo para calcular desde la perspectiva del ojo de la
persona, 1,70 aprox. El angulo de vision de la persona hacia el poste habian 20°, ahora la altura
del poste. Primero hay que calcular la medida del poste.

E2: Muestra el dibujo y expresan: Ahi esta el dibujito, el angulo alfa por teorema de Thales
mide 70° ya que aqui hay una proporcion (mostrando los elementos de los tridngulos). Hacen
mas cuentas y deducen la altura del arbol.

Respecto a la variacion los estudiantes discuten y expresan algunas ideas, E3 menciona
Analizando las situaciones de variacion planteadas comentan: Cuando ¢ disminuye el angulo b
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aumenta para que se mantenga la igualdad de estos triangulos y se mantenga la igualdad de todos
los lados interiores de (murmullo)...

E4: Si el angulo c disminuye, el angulo C también disminuye,

Todos: murmullos...

El: Es que estoy diciendo angulo y angulo, ahi hay un error...

Todos: murmullos...

E2: Si pregunta por c esta es una distancia del angulo A al 4ngulo B...

E3: Ah! esta preguntando por este c, ¢ lado ya, si ¢, este ¢ aumenta, el angulo C también
aumenta, para mantener la igualdad de los angulos interiores que deben sumar 180. Porque
si el angulo B esta aumentando el angulo C debe estar disminuyendo.

E2: Si by c varian simultdneamente, por ejemplo si ¢ crece y b disminuye, a2) deberian hacerlo
en la misma proporcion.

E3: claro para que no se alterara el tridngulo dentro deberian aumentar y disminuir juntos, si lo
hacen por separado varian las medidas del tridngulo.

E2: para que se mantenga la propiedad de ser un triangulo rectangulo al) hummmm cuatro.

4. seno (pausa)...aaah aqui la craneamos toda la... (No se entiende) seno (murmullos)
seno...seno del angulooo c e igual aaa opuesto partido por a, murmullos

E2: seno de éste llega...silencio...eeehhh, con los catetos opuestos la adyacente y la hipotenusa
dependiendo de cada dngulo se pueden calcular todas las demés funciones trigonométricas
que hay en el triangulo.

E3: el seno de C seria 3, no, seria, cuatro quintos y, a ver la tangente dee,
E4: espérate, de B, la tangente de B es cuatro tercios...murmullos...
Analisis de la actividad

Los estudiantes describen una situacion problema que involucran en su solucion las
funciones trigonométricas, sin embargo la situacion no representa variaciones. Se trata de una
situacion estatica y sin pretensiones de representar alguna dindmica o proceso variacional, en
efecto las distancias involucradas en el problema son fijas y, aunque la persona que “pasa” por la
plaza permanece aparentemente en movimiento, se tiene como referente un punto fijo de su
trayectoria. En relacion a una actividad de visualizacion matematica, esta se revela en la
aplicacion del teorema de Thales, donde consideran un dibujo a partir del cual atribuyen
propiedades matematicas a la situacion, justificando la presencia de proporciones que permiten
movilizar el calculo. En el proceso de confeccion de la situacion problema van descubriendo la
necesidad de nuevas hipdtesis pero en ningun caso descubren motivaciones para integrar a la
situacion elementos dinamicos.

Las siguientes situaciones que se plantean, movilizan en los estudiantes habilidades para
una lectura variacional de la situacion, pero debemos considerar que las situaciones son
explicitamente variacionales y solicitan a los estudiantes directamente estudio de las variaciones,
pero sus aproximaciones a una respuesta que analice y explique las variaciones, responden solo y
de manera explicita a las solicitudes hechas. Los estudiantes no analizan las diversas
posibilidades de variacion, excepto cuando se plantea la variacion simultanea de dos lados del

Comunicaciéon X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Evidencias de pensamiento variacional en estudiantes que inician ingenieria 122

triangulo, esto lo entendemos producto de la insinuacion de esta posibilidad en la naturaleza de la
variacion presentada.

Los estudiantes conjeturan acerca de las variaciones de las funciones trigonométricas sin
establecer relaciones formales que les permitan estudiar la dependencia entre las variables que
intervienen en las respectivas situaciones presentadas.

Algunas Conclusiones

Las actividades propuestas tanto en la fase diagndstico, como en la etapa de intervencion
didactica pusieron en evidencia la necesidad de desarrollo de habilidades cognitivas asi como
también de pensamiento matematico en diferentes niveles de escolaridad. Si bien es cierto en las
producciones desarrolladas por los estudiantes se observaron diferentes estrategias de resolucion,
se observo ademas la debilidad para detectar covariaciones en procesos dindmicos y establecer
modelos matematicos. Lo anterior pone en evidencia la necesidad de trabajar con el desarrollo de
Pensamiento Matematico desde los primeros niveles de escolaridad utilizando diferentes recursos
y situaciones problemas que permitan que la comprension de variacion se desarrolle como un
aspecto natural en la vida del individuo.
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Apéndice A
Prueba Diagnéstico

Le agradecemos resolver los problemas planteados, con el maximo de acuciosidad y poniendo en
juego, si es posible, diferentes estrategias dentro del marco de sus conocimientos y originalidades.

Por favor lea las siguientes solicitudes especiales:
Realice todos los célculos que estime necesarios.

Deje plasmado en la hoja de respuestas todo lo que realice.
No borre lo realizado aunque le parezca incorrecto.

Si considera que algo es erréneo y no debe ser considerado en la revision, sélo enmarquelo y
advierta que lo es.

Garantizamos la confidencialidad de la prueba y el uso de la misma para el proposito que la
investigacion persigue.

SU APORTE SERA MUY VALIOSO Y AGRADECEMOS DE MANERA MUY ESPECIAL SU
PARTICIPACION

Problema 1 La figura que se muestra a continuacion, esta construida mediante una sucesion de
hexagonos regulares construidos, cada uno, en el interior del precedente tomando como vértices
los puntos medios de sus lados.

Figura 1. Hexagonos inscritos

a. Haga todos los comentarios que considere pertinentes si el proceso de construccion de la
figura contintia indefinidamente.

b. Agregue otros comentarios que estime pertinentes, si supone que el lado del primer hexdgono
de la figura mide 1 metro.

Problema 2 La poblacién de cierta especie evoluciona en el tiempo de acuerdo al modelo
representado por la féormula:

E(t)=5+3"
Haga un analisis de la evolucién de la poblacion.

Problema 3 Un cierto estanque tiene capacidad para contener 6.000 litros de agua. Si inicialmente
L : . , 6t .. , .
el estanque esta vacio y se vierte agua en ¢l a razon de A(t) = v litros por hora ;Cuénto tiempo

debera esperar para que el agua vertida en el estanque supere los 5.000 litros? ;Cuando llegara a
llenarse el estanque?
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Problema 4 Relacione cada una de las siguientes graficas con el texto que mejor describe la
informacion proporcionada por €sta. Si alguna de las situaciones planteadas no se refleja en alguna
de las graficas que se le presentan, haga una grafica que a su criterio represente la situacion.
Ademas explique la razén del por qué considera cada caso.

AR

Heutpo Hentpo Hempo
graf. 1 graf. 2 graf. 3

.

a) La permanencia de una medicina en el cuerpo de un paciente, la cual es administrada por
medio de una inyeccion.

b) La permanencia de una medicina en el cuerpo de un paciente, la cual es administrada por
medio de pildoras cada cierto tiempo.

c) La permanencia de una medicina en el cuerpo de un paciente, la cual es administrada por
medio de una mezcla del medicamento con suero y via intravenosa.

Problema 5 Se presentan 7 frascos y 6 graficas. Asocie una grafica con cada frasco y explique el
criterio utilizado para ello.

Si considera que, de acuerdo al criterio utilizado, alguna (s) de las graficas no puede (n) asociarse
a frasco alguno, o vice versa, puede disefiar un frasco o proponer una grafica para completar las
asociaciones. En estos casos, escriba las justificaciones pertinentes.

GAGVITE

Volum en Volum en WV ol et L
graf. 1 tempo graf. 2 Hempo graf. 3 | Hompo
1
W olum en Volumen Volumn en l
graf.4 | Hawpo graf. 3 Hempo graf. 6 | Hewpo

Problema 6 Bosqueje una gréafica que represente cada una de las siguientes situaciones:

a) La altura de los rebotes de una pelota que cae desde la azotea de una casa con respecto al
tiempo.
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b) La altura con respecto al tiempo de izar manualmente una bandera en un asta.

Problema 7 Seleccione el texto que mejor describe la siguiente grafica. Presente argumentos para
justificar su seleccion o rechazo de cada texto.

Velocidad

-/

Tiempo

a) Ricardo sali6 a caminar cerca de una pendiente y le tom6 menos tiempo bajar por el lado mas
bajo que por el mas alto.

b) Maribel manejaba su coche a cierta velocidad, un policia le dijo que se detuviera y después
de recibir una infraccion y de que el policia se retird, ella manejé mas rapido, llegd a una
velocidad mayor a la que venia circulando y mantuvo esa velocidad durante cierto tiempo
para recuperar el tiempo perdido por la infraccion.

c¢) En un tanque habia cierta cantidad de agua que quedé de la noche anterior. Pedro se empezd
a banar e hizo que la velocidad del flujo de salida de agua se redujera a cero. Tiempo después
lleg6 el agua al tanque hasta que quedo lleno.

d) Beatriz vive en una casa con desniveles. Se encuentra sentada en la cocina de su casa durante
cierto tiempo. Sube las escaleras hacia la sala de su casa y se queda viendo la television
durante algun tiempo, finalmente sube las escaleras hacia su recdmara y se queda dormida.
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Resumen

Esta comunicacion es una sintesis de los resultados de un trabajo de investigacion'
que se centra en el disefio, implementacion y andlisis de una secuencia didéctica para
desarrollar el pensamiento variacional en la Educacion Basica Primaria (grado
tercero) a partir de la generalizacion de patrones, con el fin evitar el corte didactico
en el paso de la aritmética al algebra. La secuencia didactica se desarrolld con base
en la adaptacion de un cuento infantil y se hizo énfasis en la identificacion de
diferentes tipos de patrones y su expresion, tanto en lengua natural como simbdlica.
Entre los resultados sobresale la facilidad para reconocer qué es un patrén e
identificar y expresar en lengua natural patrones en secuencias numéricas y
geométricas diferenciando claramente su nucleo, la identificacion de la variacion y el
cambio, la relacion entre variables y la posibilidad de expresion simbolica.

Palabras clave: Generalizacion, patrones numéricos, pensamiento variacional,
secuencias numéricas, variacion, aritmética, algebra.

Antecedentes, problematica y disefio de la propuesta

126

Este trabajo de investigacion, nace de las diversas dificultades que se han observado en la

transicion del pensamiento aritmético al pensamiento algebraico y que han sido investigadas

afios atras desde diferentes perspectivas (Filloy, E., & Rojano, T. (1989), Kieran, C., & Chalouh,
L. (1993), Lins & Kaput (2004), Carraher & Schliemann (2007)). Estas dificultades se presentan
vinculadas al estudio del algebra desde la comprension y tratamiento de las expresiones: el grado

de abstraccion, la utilizacion de simbolos para representarla, sus caracteristicas sintacticas,
signos de operacion, uso de paréntesis, sentido de las letras, sus reglas de utilizacion y sus
diferencias con el lenguaje aritmético; y a los conceptos enfocados en sus diversas formas de

presentacion: manipulacion de expresiones algebraicas, resolucion de problemas y tratamiento de

conceptos fundamentales como el de variable.

! El trabajo de investigacion se titula: Desarrollo del pensamiento variacional en la Educacion Basica

Primaria: Generalizacidon de patrones numéricos. Dirigido por la Licenciada y Magister Ligia Amparo
Torres, docente del Instituto de Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle, en el marco de la

Licenciatura en Educacion Basica con énfasis en Matematicas.
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Desde una perspectiva didactica, diferentes estudios muestran que estas dificultades en el
aprendizaje del algebra se visualizan en gran medida porque a pesar de los intentos que se han
direccionado desde las propuestas curriculares nacionales (MEN, 1998) y las investigaciones
sobre perspectivas del trabajo algebraico en la escuela (Bednarz, Carolyn, Lesley, & Lee, 1996)
para que la transicion de la aritmética al dlgebra sea mas sencilla de afrontar por los estudiantes,
continta existiendo un corte didactico’ entre los dos tipos de pensamiento, el aritmético y el
algebraico. Se piensa que el dlgebra debe iniciar después de haber terminado la lista de
contenidos aritméticos dejando de lado la relacion entre ellas. No se establecen conexiones
explicitas entre estas dos areas del conocimiento, de modo que las experiencias de los estudiantes
con la aritmética constituyen obstaculos para el aprendizaje del algebra. No se tiene presente que
en gran parte, el éxito de los estudiantes con el dlgebra es muy dependiente de su experiencia con
la aritmética (Warren, 2003). Otra dificultad relacionada con el aprendizaje del algebra como lo
mencionan Blanton & Kaput (2011), radica en que es vista como una herramienta para la
manipulacion de simbolos y para resolver problemas, totalmente desprovista de significado. Se
debe notar que el hecho de que existan letras no quiere decir que se esté desarrollando el
pensamiento algebraico, ni la falta de ellas indica incapacidad de razonar algebraicamente.

Teniendo en cuenta lo anterior, se propuso abordar los aspectos mencionados a través del
disefio e implementacién de una secuencia didactica para el grado tercero de Educacion Basica
Primaria, que involucre actividades que permiten a los estudiantes adquirir herramientas
conceptuales y procedimentales, para la busqueda de regularidades, generalizaciones,
justificaciones, reconocimiento de variaciones y formalizacion de relaciones estructurales; lo que
a su vez posibilita desarrollar la capacidad para razonar algebraicamente.

Para el disefo, implementacion y andlisis de resultados se trabajo con las cuatro etapas
planteadas por Mason (1985) relacionadas con la generalizacion desde el estudio de patrones,
dada su importancia para preparar el aprendizaje significativo de los sistemas algebraicos y su
manejo simbolico mucho antes de llegar a la educacion secundaria. Las etapas mencionadas se
resumen asi:

“Ver”, hace relacion a la identificacion mental de un patron o una relacion, y con
frecuencia esto sucede cuando se logra la identificacion de un algo comtn. “Decir” ya sea a uno
mismo o a alguien en particular, es un intento de articular en palabras, esto que se ha reconocido.
“Registrar”, es hacer visible el lenguaje, lo cual requiere un movimiento hacia los simbolos y la
comunicacion escrita (incluyendo los dibujos). “Probar la validez de las férmulas”, para que una
formula tenga validez debe probarse de diferentes formas. Pero también es importante que la
regla sea correcta y, para eso, se necesita tener una nocion de lo general, lo cual involucra la idea
de como un ejemplo particular puede mostrar lo general. Para mostrar lo general es necesario
reestructurar el ejemplo particular y sefialar caracteristicas generales, lo que se logra observando
caracteristicas especificas en cada caso y haciendo notar que, a pesar de que cambien, lo hacen
de manera regular (Mason, 1985, p. 17).

2 Tal como lo muestran Gallardo & Rojano (1998) citando a G. Brousseau; se refiere al tipo de obstaculo
que no puede, ni debe escapar al hecho mismo de su papel constitutivo del conocimiento al que se apunta
y que es frecuente encontrar en la historia de los conceptos mismos. La palabra corte o ruptura se emplea
para enfatizar el hecho de que el obstaculo en cuestion (el operar lo representado) se localiza en la
frontera entre dos tipos de pensamiento, el aritmético y el algebraico.
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Un patrén es una sucesion de signos (orales, gestuales, graficos, geométricos, numéricos,
etc.) que se construye siguiendo una regla o algoritmo, ya sea de repeticion o de recurrencia
(Secretaria Técnica de Gestion Curricular, 1996). Los patrones se presentan en diferentes
contextos y dominios de las matematicas, tales como, lo numérico, lo geométrico, lo aleatorio y
lo variacional; permiten la interpretacion de regularidades presentes en diversas situaciones de la
vida diaria por ejemplo en la musica, en el movimiento, la economia, la geografia y la variacion
en general.

A continuacion se presentan algunos tipos de patrones:
De reproduccion (copia de un patron dado).
De identificacion (deteccion de la regularidad).

De extension (dado un tramo de la sucesion el alumno debe extenderla de acuerdo al
nucleo que la rige).

De extrapolacion (completamiento de partes vacias).

De traslacion (utilizacion del mismo patron sobre propiedades diferentes, Por ejemplo:
cambiar formas por colores; cambiar una representacion visual por una auditiva, etc.).

Con relacion a todo lo anterior, la secuencia fue disefiada con base en una adaptacion del
cuento Hansel y Gretel y estd divida en cuatro situaciones, que a su vez estan conformadas por
varias actividades relacionadas entre si. Cada una de las situaciones se desprende de un aspecto
mencionado en el cuento, con el fin de presentar una propuesta distinta, atractiva, motivadora y
que les signifique a los estudiantes, pues la idea es integrar diferentes procesos matematicos a
través de un contexto literario infantil.

A continuacion, se describen los objetivos principales de cada una de las situaciones que
componen la secuencia.

Tabla 1

Situacion 1

Situacion 1 Acerquémonos a los patrones

Cantidad de actividades 3 Numero de preguntas por actividad
4 3 3

Objetivo y/o proposito

Esta situacion empieza con la lectura de la adaptacion del cuento Hansel y Gretel, a partir
del cual se desprenden todas las actividades.

Est4 enfocada hacia el reconocimiento visual de patrones geométricos desde disefios
artisticos, aspecto propuesto desde la primera fase que plantea Mason (1985), es decir, el ver.
Inicialmente, a través de unas preguntas, se hace énfasis en dos aspectos: el primero relacionado
con la organizacion de las figuras que componen el patron, con el fin de que se empiece a
reconocer su estructura (en este caso son patrones de extrapolacion que permiten completar las
partes vacias); y el segundo concerniente a la cantidad de figuras y la relacion entre ellas
(proceso que permite el trabajo con patrones de extension, en el cual dadas unas figuras del
disefo, el estudiante debe continuar la secuencia de acuerdo al nucleo presentado).
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Finalizando la situacion uno, se propone una actividad de disefio, utilizando material
concreto (masmelos y palillos de dientes), para la creacidon personal de una secuencia, con el
proposito de corroborar los conocimientos sobre patrones adquiridos por los estudiantes al
terminar la situacion.

Tabla 2

Situacion 2

Situacion 2 Hansel y Gretel y los patrones numéricos
Cantidad de actividades

2 | Numero de preguntas por actividad

6 5

Objetivo y/o proposito

Tiene como objetivo realizar la transicién desde el reconocimiento de los patrones
geométricos hacia los patrones numéricos. Para esto, la primera actividad involucra imagenes,
que permiten la identificacion del patron (patron de identificacion), pero al mismo tiempo,
intenta que el estudiante reconozca la regularidad y continte la sucesion, sin necesidad de
apoyarse en tales imagenes. Posteriormente se les propone que expresen de forma general como
podrian encontrar un término cualquiera de la sucesion. Esto con el fin de potencializar, ademés
del ver, la segunda fase planteada por Mason (1985), el decir. De esta forma, los estudiantes
ademas de identificar el patron, logran expresarlo verbalmente. Finalmente, al igual que con la
primera situacion, se propone al estudiante la creacion de una secuencia que tenga un patron,
pero esta vez, dada desde lo numérico y sin el uso de material concreto.

Tabla 3

Situacion 3

Situacion 3 Patrones y productos con piedritas
Cantidad de actividades

2 | Namero de preguntas por actividad

7 4

Objetivo y/o proposito

El propdsito va enfocado al trabajo con los multiplos y divisores de un mismo niimero y de
numeros distintos; esto con la finalidad de que los estudiantes puedan reconocer que existe una
forma general para expresar el resultado, y que ademas, identifiquen las relaciones funcionales
existentes entre las dos variables, tomando la multiplicacién como una operacion cuaternaria, en
la que se hace énfasis desde el analisis escalar. La situacion se desarrolla mediante la utilizacion
del registro en tablas que permiten establecer relaciones estructurales.

Tabla 4

Situacion 4

Situacion 4 Estrategias multiplicativas
Cantidad de actividades

3 | Numero de preguntas por actividad

3 4 4

Objetivo y/o proposito
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El objetivo es continuar con el trabajo de la multiplicacion como operacion cuaternaria que
viene desarrollandose desde la situacion anterior, en la que se identifican unas relaciones de
variacion entre los dos espacios de medida; ademas se potencia el trabajo con las propiedades
multiplicativas (asociativa y conmutativa), las cuales permiten la construccion de generalidades y
de argumentaciones para justificarlas, a través de formas estructuradas. De este mismo modo, se
pretende que a través de dos variables dadas como el nimero de tridngulos y el namero de
barquillos, se encuentre una relacion y se pueda expresar de forma general de tal manera que se
verifique para cualquier nimero que cumpla esa condicion.

Metodologia de investigacion

La secuencia se disei6 conservando el orden de las situaciones que se presentan, esto
debido a que en cada situacion aumenta el nivel de complejidad y se va desarrollando cada una
de las fases que llevan a la escritura de la expresion general; es decir, se inicia la primera
situacion con el ver, la segunda se enfoca en el decir y la tercera y la cuarta en el registrar.

Para la aplicacion de la secuencia propuesta, se conto con 8 secciones de clase las cuales
tenian una duracion aproximada de 45 y 50 minutos cada una. En algunas de las actividades los
estudiantes trabajaron en parejas y en la actividad en la cual se utilizo material concreto,
trabajaron en grupos de cuatro.

Las personas encargadas de dirigir las actividades fueron las dos autoras de este trabajo y
en dos sesiones intervinieron otras dos profesoras del colegio, cada una en sesiones distintas con
el propdsito de conocer de cerca la investigacion, que posteriormente haria parte del curriculo de
la institucion.

Para tener un registro de toda la aplicacion, se cont6 con dos camaras digitales; una para
grabar las secciones de aplicacion de la secuencia y la otra para realizar el registro fotografico,
también se utilizo la toma de notas como estrategia metodoldgica de recuperacion de
informacion; esto con el fin de tener acceso a las expresiones de los estudiantes y analizar de
forma mas detallada los procedimientos registrados.

Para el analisis y la interpretacion de resultados se utilizaron unas tablas en las que se
observan las siguientes convenciones:

C.E.: Cantidad de Estudiantes

T(n): T significa tipo de respuesta y n el numero de respuesta, por ejemplo: T1, T2, etc.
S(n): S Significa situacion y n el nimero de la situacion.

A(n): A significa actividad y n el namero de la actividad.

L: Literal.

Ejemplo:

Comunicaciéon X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



La generalizacion de patrones: ...

Actividad 2

elaborados a base de cubos de chocolate.

Cn T an T mn T s

1 2 3 4

1. Observa los anteriores asientos de chocolate.

a. Descrbe como cambia cada uno de ellos respecto al

anterior, teniendo

Gretel al entrar a la casa observa varios asientos de diferentes tamafios y formas los cuales estén

en cuenta la

forma.

Tipo de respuesta C.E | Porcentaje Justificacion Porcentaje
Estudiantes gque Tienen en cuenta gue se 190
describen como aumenta un cubo en la
cambia cada parte superior de la figura.

T1 ung de los 17 8944 Reconocen que la parte 41 %
asientos en superior {horizontal)
relacion con el aumenta, sin identificar la
anterior. cantidad.
Observan el total de cubos 35 Uy
de cada figura y su
variacion.
Ve los asientos de derecha 5%
a izquiera, y va restando
unc a cada figura.
Estudiantes que Describe que aumenta la SO0
no identifican parte de abajo.
como cambia 2 1194
T2 cada uno de los Aumentan de dos en dos. 50%
asientos en
relacion con el
anterior.

Resultados generales de cada situacion

Resultados situacion 1: Acerquémonos a los patrones

131

Segun los andlisis realizados de la primera situacion, se puede concluir que cerca la mitad

de los estudiantes, logran identificar de qué manera cambia la forma en una sucesion de figuras,
esto a través del proceso de visualizacion, que corresponde a la primera etapa que plantea Mason
(1985), en el cual se observan las caracteristicas comunes ( mediante la deteccion de un patrén o
relacidon) que se presentan en el disefio, e intentan establecer justificaciones cortas, directamente
desde la relacion que se pretendia identificaran o valiéndose de otros aspectos reconocidas (otro
tipo de figuras que aunque no son las mas eficientes, también se reconocen en el disefio).

Pregunta 3, actividad 1 Situacion 1.

Comunicacion

 fesponda; ¢ Qué es una secuenda -
: ¥ qué elementos.
QeC Ue/Ciey o

Qe ”Mr) lay ¢ .
T

Ce ben lerey encye ‘
8 oy Sy g

daban tener en cuenta? (la's]

Pregunta 3, actividad 3, situacion 1.
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Los estudiantes también logran identificar las variaciones que presenta una secuencia de
dibujos, y aproximadamente la mitad lo hacen identificando un patréon de comportamiento ya sea
global o particular, pueden hacer inferencias correctas sobre las relaciones propuestas en una
secuencia y se inician en el proceso de decir con sus propias palabras lo que observan (segunda
fase que propone Mason (1985), de manera mucho mas concreta.

Resultados situacion 2: Hansel y Gretel y los patrones numéricos

Tal como lo muestran los analisis de los resultados de esta situacion, los estudiantes
lograron identificar el patron de comportamiento y expresarlo, basdndose en justificaciones muy
parecidas entre ellas.

1. Sin necesidad de dibujar escribe ;Cuantos hongos deberia tener la-

figura 7 y por qué? '

e somo hgla Uy WUENL i) T (S SIS AT
y. g4 mos FIg3 e do TOD Y P
OWNo FI95 Mas Tg4d y me S 6
oen TONCSS OAIrg CONMSSON g +H SOMNOD
TISIE" AN S i)

Pregunta 1, actividad 1, situacion 2.

El hecho de que los estudiantes digan que siguieron la secuencia que tenian las anteriores
figuras deja apreciar que observaron bien la cantidad de hongos que componia cada figura e
identificaron cual era el posible patron de comportamiento que la regia; por ejemplo, la suma de
las cantidades de hongos de las figuras anteriores a la que se desea hallar es una respuesta que
deja ver que los estudiantes estan reconociendo que la secuencia de hongos no es al azar y que
por el contrario van mas alla del ver, ya lo pueden decir con sus palabras.

En general, para los estudiantes fue sencillo reconocer el patron y las caracteristicas de la
serie presentada en esta primera parte de la situacion y esto se puede ver en los registros, en los
que la mayoria explica en lengua natural, la forma en la que identifican como se esta dando la
regularidad del patron de recurrencia, aqui tal como lo dice Mason (1985) al identificar algo
comun e intentar expresarlo, se esta tratando articular en palabras lo que se ha reconocido.

Resultados situacion 3: Patrones y productos con piedritas

En coherencia con los resultados que se evidenciaron a lo largo de esta situacion, se puede
indicar que en esta etapa los estudiantes ya estan en condiciones de ver el patron, sea en forma
general o particular, decirlo y empezar a registrar expresiones, ya sea a través de nimeros o
utilizando algunas letras que los representan. Tal como dice Mason (1985) uno de los aspectos de
“ver”, lo general en lo particular es que una vez que se ha logrado, cualquier ejemplo particular
puede ser estructurado de tal forma que la generalidad inherente en éste puede ser identificada.
De acuerdo a esto, cuando los estudiantes se arriesgan a dar en vos alta sus apreciaciones y se
animan a comentarlo con los compaifieros, estdn dando el primer paso para llegar al registrar
(decir y registrar). Esto permite evidenciar en esta situacion, el desarrollo del ver, el decir y los
inicios del registrar, ademas, conlleva a un acercamiento al razonamiento algebraico, a través de
actividades que desarrollan el pensamiento variacional desde las estructuras multiplicativas,
permitiendo la identificacion de aspectos generales y particulares que dan lugar a un patrén.
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Preguntas 1y 2, actividad 2, situacion 3.

Resultados situacion 4: Estrategias multiplicativas

Como resultados principales de esta situacion, se puede decir que menos de la mitad de los
estudiantes logran ver, decir y registrar una secuencia que involucra dos patrones relacionados,
pero la mayoria logran hacerlo por lo menos con uno de los patrones; lo que deja evidenciar que
es sencillo para los estudiantes trabajar con un patron; ademas, los estudiantes aunque observan
el patron y lo expresan con palabras, ain no se encuentran en completa capacidad para
registrarlo, quedandose en la segunda etapa que plantea Mason (1985): el “decir”.

Pregunta 1, actividad 2, situacion 4.
Discusion de resultados

Segun los resultados encontrados en la aplicacion de la prueba los estudiantes presentan
muchas dificultades cuando se hace necesario expresar la forma general de un patron, ellos
identifican las regularidades a partir de casos particulares, pero al momento de explicar o de
expresar en palabras como se conforma el patron se confunden tratando de buscar la mejor forma
de decirlo. Para esto, es importante que se presenten en repetidas situaciones a los estudiantes
actividades en las que ellos puedan encontrar respuestas mediante la formulacion de hipoétesis, de
conjeturas y predicciones, encontrar contraejemplos, usar hechos conocidos, propiedades y
relaciones para posteriormente lograr construir, interpretar y explicar los hechos.

Comunicacion X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



La generalizacion de patrones: ... 134

Es importante destacar que el trabajo deja abierto un campo amplio de investigacion y que
mas adelante se espera poder ahondar en ¢l desde la perspectiva funcional y proporcional, con el
fin de profundizar en esas formas de desarrollo del pensamiento algebraico, y que nos permiten
avanzar progresiva y sistematicamente con la investigacion desde edades tempranas.

Actualmente una de las autoras esta desarrollando su tesis de maestria, dandole
continuacion a esta investigacion, con la variante de que se esta abordando el uso de las
Tecnologias de Informacion y Comunicacion (TIC), especialmente el programa Geogebra, y se
amplia el marco tedrico y metodoldgico desde la teoria de la Actividad.

Conclusiones

A continuacion, se exponen algunas conclusiones generales a partir de los resultados,
producto de la aplicacion de la secuencia, tanto en el trabajo de grado como en la experiencia de
aula.

e El uso de tablas como registro de representacion, permite a los estudiantes identificar y
establecer relaciones entre cantidades de una manera mas eficaz, lo que favorece que a
través de esas relaciones se encuentren patrones y lleguen a expresar una generalidad. De
esta forma, al momento de trabajar con letras los estudiantes lo hacen facilmente asociando
cada variable a los campos de la tabla, relacionando las reglas con las operaciones
realizadas al completarla.

e Los estudiantes desarrollan sin mayores dificultades las dos primeras etapas planteadas por
Mason (1985) “el ver” y “el decir”, iniciando con la identificacion del patrén a través de la
visualizacion, para luego expresarlo ya sea mediante palabras o escrito en lengua natural, y
finalmente varios se aproximan al registrar usando simbolos y letras como variables, lo que
les permite ir acercandose mas al concepto de generalidad que se maneja en secundaria.

e Los estudiantes logran llegar a un nivel de generalizacion elemental a través del contexto
empleado en las actividades, identificando la variacién y el cambio que se genera durante
el trabajo con patrones geométricos y numéricos y relacionando cantidades de acuerdo a lo
planteado en cada actividad.

e La presentacion de la secuencia didactica enmarcada en el contexto literario, y las
modificaciones que dan origen a procesos matematicos, es una buena alternativa que debe
de ser explorada por maestros, pues ayuda a mejorar la comprension de las situaciones y
tareas, ya que se tornan significativas para los estudiantes y los incentiva a usar distintas
estrategias y técnicas que les permiten llegar de diferentes formas a la respuesta.

¢ El trabajo con las estructuras multiplicativas es una buena via para trabajar con patrones
dado que sus operaciones permiten la construccion y la argumentacion de generalidades,
que se dan desde los casos mas particulares a los generales, mediante la organizacion y
justificacion de las formas estructurales dadas. Este el caso de las actividades propuestas
con las tablas multiplicativas, las propiedades y los problemas que involucran ambas
operaciones (multiplicacion y division).
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Apéndice A

Ejemplo de respuestas dadas por estudiantes

Situacion 2, actividad 1, preguntas 1,2 y3.
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Situacion 4, actividad 1, preguntas 1y 2.
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Apéndice B
Situacion 1: Acerquémonos a los patrones
Actividad 1: Reconozcamos patrones artisticos en la casa de dulce.

1. Recuerda que la casa de dulce donde llegan Hansel y Gretel tiene las paredes decoradas
con diferentes disefos, uno de ellos es el siguiente:

Completa el diseno y explica ;Coémo lo completaste?

( Como se organizan los hexagonos en cada columna segun el color?

2. Hansel y Gretel se dan cuenta el siguiente disefio estd incompleto:

128228 ﬁ?}}t *3

Dibuja las figuras que hacen falta para completar el disefio y para continuar la secuencia, e
indica ¢coémo lo hiciste?

(Qué figuras tridimensionales forman el disefio?
(Como estan organizados los cubos que componen el disefio?
Actividad 2: Los asientos de chocolate y los patrones geométricos.

Gretel al entrar a la casa observa varios asientos de diferentes tamafios y formas los cuales
estan elaborados a base de cubos de chocolate.

P o o

Observa los anteriores asientos de chocolate.

Describe como cambia cada uno de ellos respecto al anterior, teniendo en cuenta la forma.
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(Qué parte de los asientos varia? Y ;Qué parte no cambia (permanece constante)?

Dibuja los asientos que faltan en la posicion numero 4 y 6 de la siguiente secuencia.

Cantidad 1 2 3

numérica

Justifica por qué lo hiciste de esa manera.

Asigna una cantidad numérica (sobre las lineas que hay debajo de la posicion de la figura)
que represente los cubos de chocolate de cada una de las posiciones, ten en cuenta los dos
asientos que dibujaste.

(Qué cantidad numérica representaria el nimero de cubos en el asiento de la posicion 117
(Como lo hallaste?

(Como varia el nimero de cubos de las patas de los asientos de chocolate anteriores?

Observa la siguiente secuencia de asientos de chocolate.

Dibuja los asientos de la posicion 6, 7 y 8.

(Qué relacion encuentras entre los asientos de las posiciones 1, 3 y 5 en comparacion con
los asientos de las posiciones 2, 4 y 6. ;Por qué crees que se da esta relacion?

Dibuja los asientos de chocolate de las posiciones 10 y 13.
Actividad 3: Los asientos de masmelo disefiados con patrones.

Gretel pens6 por un momento que los asientos de chocolate serian muy duros al sentarse y
se imagind como podrian ser de comodos unos asientos hechos de masmelo.

Utiliza minimo dos masmelos diferentes, para formar la serie de asientos que se pudo haber
imaginado Gretel. No olvides que se debe conservar un patrén de comportamiento.

(Qué tuviste en cuenta para formar la secuencia?

Dibuja la secuencia que disenaste.
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(Por qué crees que tu disefio sigue un patron? Justifica tu respuesta.

Dibuja dos secuencias de masmelos que cumplan un patrén de comportamiento.

Segun lo trabajado hasta ahora, responde: ;Qué es una secuencia y qué elementos se deben
tener en cuenta?
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Resumen

Esta investigacion describe como a través de la ingenieria didactica propuesta por
Artigue se ided una actividad ludica y que fue evaluada través de las etapas del ciclo
de modelacion de Borromeo. Se muestran los antecedentes de la ingenieria didactica,
la ludica en las Matematicas y de la Modelacion Matematica. Se desarrolla una
combinacion de estas corrientes para el aprendizaje de como calcular los volumenes
de diversos objetos mediante el estudio de volumenes de revolucion. La
investigacion prueba mediante diversos resultados estadisticos, las ventajas de
utilizar la modelacion del aprendizaje ludico en un problema de volumenes de
revolucion. También se establece una metodologia aplicable en la resolucion de otro
tipo de problemas del Célculo.

Palabras clave: ingenieria didactica, modelacion, aprendizaje ludico
Abstract

This research describes how through didactic engineering given by Artigue an
recreational activity was constructed and was evaluated through the stages of the
Borromeo modeling cycle. Background from didactic engineering, gamification in
Mathematics and Mathematical Modeling was stated. A combination of these currents
to learn how to calculate the volumes of different objects by studying solids of
revolution was developed. Research proves by various statistical results, advantages
of using modeling gamification learning, in a problem of solids of revolution. An
applicable methodology is also established in solving others problems from Calculus.

Key words: didactic engineering, Mathematical modeling, learning games
Antecedentes

El juego ha estado presente en la historia de la humanidad y en muchos aspectos culturales,
tales como el arte, el deporte y la ciencia, especialmente en las Matematicas donde en disciplinas
como la teoria de juegos, la teoria de probabilidades o la teoria combinatoria, por citar algunas,
iniciaron por la mera recreacion humana (Chamoso, Durdn, Garcia, Martin y Rodriguez, 2004).
Etimologicamente, la palabra ludica proviene del ludus que significa juego, Chamoso, et al,
(2004) definen al juego como una actividad humana ludica y competitiva, que puede ser aplicada
en el aula. Lopez-Morteo y Lopez (2007) comentan que el uso de la ludica en la ensefianza de las
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matematicas esta muy bien documentado, prueba de ello es el estudio de Kebritch, Hirumi y Bai
(2010) quienes se dieron a la tarea de buscar estudios empiricos donde se utilizé el aprendizaje
ludico como estrategia de aprendizaje de las Matematicas; encontraron al menos 16
investigaciones, del 2003 al 2007, de las cuales 11 tuvieron resultados positivos y 5 tuvieron
tanto resultados positivos como negativos. Por ejemplo en el estudio de Lopez-Morteo y Lopez
(2007) encontraron que mas del 70% de los estudiantes mostraron una actitud positiva hacia el
aprendizaje de las matematicas, una vez terminado el estudio sobre los errores en aspectos
criticos dentro del proceso de aprendizaje de las Matematicas. Otros estudios como los de Torres,
Rincén y Dominguez (2012), Rosas, Illanes, y Dominguez, (2012) y Martinez, Rincén, y
Dominguez, (2011) encontraron que el ambiente de competencia que se vive en el aula lleva a
que los estudiantes se concentren en la actividad gracias al deseo de ganar y que en el juego se
dan las condiciones propicias para desarrollar habilidades como la expresion oral matematica, el
pensamiento critico, la creatividad y se fomentan valores como la responsabilidad, la solidaridad
y el respeto. Chamoso, et al. (2004) advierten algunas ventajas de utilizar la ludica en el aula, de
las cuales se pueden destacar: despiertan la curiosidad, favorecen el desarrollo social, es un
medio para lograr un objetivo didactico, estimulan la imaginacion y pueden ser generadores de
aprendizajes duraderos. Farias y Rojas (2011) clasifican los en: juegos de agrupamiento, juegos
reglados, juegos de estrategia y juegos de estructura adaptable. Corbaldn (citado en Chamoso, et
al., 2004) agrupa los tipos de juegos en tres: juegos de conocimiento, de estrategia y de azar; los
de conocimiento son los cominmente utilizados en el aprendizaje de las Matematicas. En el
estudio de Torres, et al. (2012) se aplicaron actividades ludicas de tipo regladas, de estrategia y
de estructura adaptable, un resultado destacable fue que el grupo experimental (con actividades
ludicas) tuvieron un desempefio mejor en el post-test que el grupo de control (sin actividades
ludicas). Es importante subrayar que una actividad ludica educativa debe tener un proposito y
una estructura, como sefala Chamoso, et al. (2004), el objetivo de las actividades ludicas es
utilizar el juego como una herramienta para alcanzar un objetivo didactico, para la presente
investigacion se hizo una actividad ludica que motivo el aprendizaje por descubrimiento.

Los antecedentes basicos que respaldan la vision sobre la modelacion matematica estan
fundamentados en los trabajos de Blum y Niss (1991) y Niss, Blum y Galbraith (2007) quienes
postulan en un primer momento a la modelacion como la relacion entre las matematicas y la
“realidad”. Por otro lado, autores como Henry (2001) dividen atin més esta primera acepcion
sobre modelacién mostrando mas etapas y particularmente enfatizan la importancia de las
transiciones entre las etapas. Ademas, a diferencia de los estudios anglosajones que lo denomina
“real model” (modelo real en espafiol), Henry (2001) acuiia el término “modelo pseudo-
concreto” para referirse basicamente a la etapa intermedia entre la realidad o situacion real y el
modelo matematico. Finalmente y posterior a un estudio mas detallado de otros autores que
proponen visualizar la modelaciéon matematica desde otro punto de vista, se decide continuar en
este estudio adoptando la descripcion de Borromeo y Blum, (2009) de este proceso en término de
7 etapas (vease Figura 1)
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Figura 1. Etapas del ciclo de modelacion de Borromeo y Blum (2009).

En estudios mas recientes, se ha incorporado entre otros, el papel de la tecnologia en el
aprendizaje de las matematicas (Beichner, Saul, Abbott, Morse, Deardorft, Allain, Bonham,
Dancy, y Risley, 2007; Ferreira, 2009), la importancia del aprendizaje colaborativo (Beichner, et
al., 2007; Collazos y Mendoza, 2009) y el desarrollo de competencias de modelacién (Maab,
2006) de acuerdo a niveles especificos (Henning y Keune, 2007).

En este trabajo se presenta un estudio que se llevo a cabo en el curso de Calculo Integral
para el tema de Volumenes de Revolucion. El estudio se lleva a cabo en un grupo a nivel
profesional de los estudiantes de Ingenieria en el curso de Calculo I y en los cuales ademas de lo
anterior, se promueve el aprendizaje colaborativo (Woods y Chen, 2010), la autonomia del
estudiante (Schunk, 1996; Omrod, 2005; Pape y Smit, 2002; Dresel y Huagwitz, 2008) y como
parte del proceso de la modelacion es importante que el estudiante aplique lo aprendido en una
tematica de la vida real.

El disefo y la organizacion de situaciones didacticas (Brousseau, 1986) es el objeto de lo
que se denomina Ingenieria Didactica (Artigue, 1995). Su nombre evoca la necesidad de
controlar herramientas profesionales para producir secuencias de aprendizaje con ciertas
garantias de éxito. La Ingenieria Didactica (Artigue, 1995) permite construir el camino mas
rapido y seguro para que el alumno construya con sentido un concepto matematico, evitando los
retrocesos y patrones que historicamente hayan podido producirse, y reordenando los procesos
de construccion de ese saber de acuerdo con pautas didacticas, haciendo su transposicion
didactica de la manera mas rigurosa posible, desde un punto de vista epistemoldgico (Chamorro,
2006, pp. 50-52).

Segin Douady (1986), una Ingenieria Didactica es un conjunto de secuencias de clase
disefiadas, organizadas y articuladas coherentemente por un “profesor-ingeniero”, para lograr el
aprendizaje de cierto conocimiento en un grupo de estudiantes especifico. Son cuatro las fases
fundamentales que se distinguen en la elaboracion de una Ingenieria Didactica, estas son:

e Analisis preliminar.

¢ Disefo de la situacion didactica y su andlisis a priori.
e Experimentacion.

e Analisis a posteriori y validacion.
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En el analisis preliminar se analizan y determinan, desde una aproximacion sistémica,
todos y cada uno de los actores del sistema didactico y de las relaciones entre los mismos:
componente epistemologica, la componente cognitiva y la componente didactica.

En el Anaélisis a priori se eligen las variables didacticas que se controlaran y se define la
forma en que las mismas serdn gestionadas. Se establecen las hipotesis de trabajo y expectativas
del investigador. Es una fase tanto prescriptiva como predictiva.

En la experimentacion se implementa en condiciones controladas estrictamente por el
investigador.

El analisis a posteriori consiste en una exhaustiva revision de los sucesos durante la puesta
en escena de la situacion disefiada.

Metodologia de investigacion

Es una investigacion mixta, ya que se estudian la presencia de las 7 etapas (Borromeo y
Blum, 2009) a lo largo de cada actividad y se estudian las frecuencias de logro utilizando la
Estadistica Descriptiva para expresar el andlisis de resultados. La muestra esta representada por
un grupo de 30 estudiantes de Célculo Integral de las carreras de Ingenieria, que se agruparon en
equipos de 4 estudiantes. Esta investigacion se llevo a cabo a lo largo del semestre de Enero a
Mayo de 2014 en 4 etapas principales:

» 1% Etapa: Se trabajé conjuntamente con los estudiantes una situacién problema cuyo tema
fue el de Solidos de Revolucion a través de la Modelacion Ludica en el salon de clases. El
objetivo de la actividad consistid en usar plastilina para modelar la parte superior de una
copa, cortar un diferencial de volumen y plantearlo para luego determinar la integral que
proporcione el volumen de cualquier solido generado cuando una grafica rota en torno al
eje x. (vease Figura 2)

» 2% Etapa: El alumno trabajo una situacion problema del tema Solidos de Revolucién para
reafirmar el aprendizaje en el salon de clases.

» 3% Etapa: Resolucion individual de una situacion problema del tema Solidos de Revolucion
dentro de un Examen Parcial para confirmar el aprendizaje a mediano plazo.

* 4% Etapa: Resolucion individual de una situacion problema del tema Solidos de Revolucion
para confirmar el aprendizaje a largo plazo, dentro del Examen Final.

Figura 2. Imagen de alumnos trabajando en actividad ludica. (Imagen recabada por las autoras).

Debido a que el objetivo fue investigar si la Modelacion (Borromeo y Blum, 2009) y la
Ludica (Chamoso, et al., 2004) habia contribuido a un aprendizaje significativo, es decir, que
pudieron recuperar el conocimiento a mediano y largo plazo, se utilizaron las fases del ciclo de
Modelacion de Borromeo y Blum (2009): 1) Construccion, 2) Simplificacion y estructuracion, 3)
Matematizacion, 4) Trabajo matematico 5) Interpretacion, 6) Validacion y 7) Exposicion. En la
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etapa 1 y 2 de la modelacién se incluyo la Ludica de una manera mas explicita aunque sus
efectos se pueden ver a lo largo de las etapas de modelacion de una manera implicita.

Se describen cinco grandes secciones: a) Espacio Fisico de la experimentacion; b)
Descripcion de la muestra de estudiantes y tipo de estudio visualizado; ¢) Antecedentes del
disefio experimental; d) El disefio e implementacion de la actividad: justificacion de las
caracteristicas de la actividad y su evolucion mediante las 7 fases previamente descritas para
profundizar en la modelacion y e) Analisis cualitativo y cuantitativo de los resultados obtenidos.

En la investigacion se disefiaron actividades basadas en la modelacion matematica
(Borromeo y Blum, 2009) sobre el problema de volumenes de revolucion que fueron trabajadas
por 6 grupos de alumnos dentro de una clase de Calculo II. Las actividades se analizaron
cualitativamente, lo que permitio la identificacion de categorias de andlisis, que permitieron ver
las diferencias en el aprendizaje entre los 6 grupos por cada etapa del ciclo de la modelacion. Se
establece una metodologia de andlisis que actualmente se est4 estudiando en otro tipo de
problemas de Célculo.

Analisis de resultados

El analisis de resultados se hizo de dos maneras, cuantitativamente y cualitativamente,
utilizando las 7 fases del ciclo de Modelacion de Borromeo y Blum (2009) detallada en la
seccion de Metodologia. Para el anélisis cuantitativo inicialmente se compararon los resultados
de 30 estudiantes de Ingenieria. Se establecieron frecuencias para cada una de las etapas del ciclo
de Modelacion establecido inicialmente en una actividad colaborativa de una situacion problema
del volumen de revolucion de una copa, y posteriormente en una situacion problema de una
chapa para fortalecer los aprendizajes. A mediano y largo plazo se analiz6 una situacion
problema en un examen parcial y un examen final respectivamente en donde se solucion6 una
situacion problema que fue evaluada a la luz del ciclo de modelacion de Borromeo y Blum

(2009).
Tabla 1

Frecuencias, media, varianza y la desviacion estandar de la primera y segunda situacion problema

Volumen de Revolucién de la Copa ~ Volumen de Revolucion de la Perilla
Suma Media Desviacion Varianza Suma Media Desviaciéon Varianza

Estandar Estandar
Construccion 28 1 0 0 28 1 0 0
Simplificacion
Estructuracion 28 1 0 0 28 1 0 0
Matematizacion 24 0.86 0.36 0.13 28 1 0 0
Trabajo
Matematico 28 1 0 0 23 0.82 0.39 0.15
Interpretacion 28 1 0 0 22 0.79 0.42 0.17
Validacion 24 0.86 0.36 0.13 23 0.82 0.39 0.15
Exposicion 28 1 0 0 22 0.79 0.42 0.17

Se presentan (vease Tabla 1) las frecuencias, media, varianza y la desviacion de respuestas
correctas de actividades en cada una de las situaciones problema para obtener el volumen de
revolucion por cada una de las etapas de modelacion y también se describen (vedse Tabla 2) las
mismas estadisticas de respuestas correctas sobre volumen de revolucion también con
modelacion del examen parcial y el examen final.

Comunicaciéon X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Ingenieria didactica y aprendizaje ludico 146

Se observa en las estadisticas (vedse Tabla 1) que en la actividad de la copa y de la perilla
las soluciones correctas en cada etapa del ciclo de modelacion tienen una media arriba del 70%,
sin embargo en la situacion problema del examen parcial (vease Tabla 2) las etapas del ciclo de
modelacion de trabajo matematico, interpretacion, validacion y exposicion la media esta abajo
del 63 %; y en las tres primeras etapas: construccion, simplificacion-estructuracion y
matematizacion estuvieron arriba del 76%.

En el examen final la media de las primeras tres etapas, construccion, simplificacion-
estructuracion y matematizacion, fueron del 65%; y en las Gltimas cuatro etapas, trabajo
matematico, interpretacion, validacion y exposicion, la media esta abajo del 55 %.

Tabla 2
Frecuencias, medias, varianzas y desviaciones estandares de totales de aciertos en cada situacion
problema para cada una de las etapas del ciclo de modelacion.

Volumen de Revolucion Estadistica
Copa Perilla Examen  Examen Suma Media Desviacion
Parcial Final Estandar

Construccion 28 28 24 19 99 2475 4.27
Simplificacion

Estructuracion 28 28 24 19 99 2475 4.27
Matematizacion 24 28 23 19 94 23.5 3.69
Trabajo

Matematico 28 23 17 16 84 21 5.59
Interpretacion 28 22 19 15 84 21 5.47
Validacion 24 23 17 14 78 19.5 4.79
Exposicion 28 22 17 15 82 20.5 5.80

A pesar de que hay una disminucioén de las frecuencias en los exdmenes en las tltimas
cuatro etapas de modelacion, las medias indican que en el promedio semestral 20 de los 30
estudiantes contestan correctamente. Lo cual se puede observar en las graficas de las frecuencias
y medias (vease Figura 3) de cada una de las situaciones problema. Se puede ver también como
la etapa de matematizacion y validacion disminuyen en los exdmenes parciales y finales y se
recuperan un poco con la ultima etapa de Borromeo y Blum (2009) de exposicion.

Conclusion

Se ve claramente en este estudio, que la combinacion de la Liudica con la Modelacion
Matematica favorece el aprendizaje, en este caso, al de los volimenes de revolucion,
especialmente en las primeras etapas del ciclo de modelacion de Borromeo y Blum (2009),
construccion, simplificacion y matematizacion; quizas habria que hacer igual de explicita la
ludica en las cuatro siguientes etapas del ciclo y medir su impacto.

Por otro lado, se comprueba que el aprendizaje colaborativo favorece la construccion del
aprendizaje y fortalece actitudes y valores tales como el respeto, tolerancia, comunicacion y
liderazgo (Martinez, Rincon, y Dominguez, 2011), la actitud positiva hacia las matematicas se
fortalece y sin duda se pudo corroborar que la investigacion colegiada ayuda a la mejora
continua del trabajo docente.
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Frecuenciasen las Etapas del Ciclo de Modelacién
(Borromeo,R. y Wemer, B. 2006).

Medias de Frecuencias de las Etapas del Ciclo de Modelacién
(Borromeo, R. y Werner, B. 2006).
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Figura 3. Frecuencias y medias de cada una de las situaciones problema.

Como area de oportunidad, se considera necesario incorporar una tarea entre la actividad y
los examenes para que se fortalezca el aprendizaje atin mas. También se ve la necesidad de hacer
un andlisis de ganancia (Hake, 1998) en cada etapa para valorar con mayor claridad la ganancia
en aprendizaje o bien, hacer un estudio con grupo de control y grupo experimental. Seria
importante en las actividades, las tareas y los exdmenes hacer mas explicitas las etapas del ciclo
de Borromeo y Blum (2009), pues estuvieron planteadas implicitamente.
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Resumen

El enfoque de este estudio exploratorio en algebra ha sido la dificultad de entender la
letra como numero generalizado. Se trabajé con un grupo de 35 estudiantes de grado
7° con el objetivo de identificar sus dificultades al inicio del trabajo algebraico
escolar, asi mismo se desarrolld una actividad didactica que ayudara a solucionar
dichas dificultades. Siguiendo las ideas de Mason (1999) sobre las destrezas que
pueden desarrollar los profesores para el apoyo a la expresion de la generalidad, por
parte de los estudiantes, y que se sustenta en tres etapas: Ver un patrén, Decir un
patron y Registrar un patrén. Se encontrd, entre otros aspectos, que muchos de los
nifios identifican un patrdn, pero presentan dificultades al realizar la generalizacion y
al expresar simbolicamente un problema algebraico.

Palabras clave: patron, algebra, generalidad, didactica, ensefianza e investigacion
accion.

Planteamiento del problema

El aprendizaje de las matematicas es fundamental para la formacion de los estudiantes
tanto en el desarrollo analitico como en la destreza mental para afrontar distintos problemas de
su vida diaria. Segun el aprendizaje vivido en el colegio en la clase de matematicas se puede
afirmar que el uso que le dan los estudiantes a las letras en algebra presenta una interpretacion
incorrecta.

Desde el punto de vista de estudiantes en licenciatura en matematicas; se evidencia que en
la nifiez el algebra que se utiliza son las letras, pero no se entiende el porqué de ellas, se
desarrollaba una determinada cantidad de ejercicios practicos en los que a través de un
procedimiento se llegaba a la solucion; por ejemplo se comienza a realizar ecuaciones lineales
como 2x+4=12 y aqui después de aplicar métodos de solucion de ecuaciones de primer grado
donde se encuentra que “X” era igual a 4.

Lo traumatico de este tema de algebra era entender que esa letra en algunos ejercicios era
igual a un 2, luego daba 3, 5 u otros numeros pero, la cuestion era ;luego “X” en un principio no
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era 4? Es decir cada uno de los ejercicios generaba un nuevo valor para la "X” llevaba a la
respuesta de un niamero, pero no se contempla la idea de que las letras representaban un numero
general, es decir que X podia ser cualquier nimero, ni mucho menos que esto se podian aplicar a
la vida diaria, ;Qué pasaba en la escuela?, ;Donde quedaba el pensamiento logico y la capacidad
de generalizar una situacion?

A partir de reflexiones realizadas acerca de las investigaciones e ideas de John Mason,
quien hace referencia a la expresion de la generalidad y, segiin experiencias propias, se centra la
situacion problema a lo vivido por lo nifios en el inicio del trabajo algebraico escolar respecto a
la dificultad de entender la letra como niimero generalizado; ahora bien, teniendo en cuenta
que una de las raices basicas del Algebra es la Expresion de la generalidad que bien lo dice John
Mason “la vida son las mateméticas y el Algebra es el lenguaje con el que se expresa esta
generalidad” (Mason, 1999).

Es precisamente en este aspecto, en el que los estudiantes presentan dificultades al
concebir las letras como simbolos sin sentido, donde a partir de un ejercicio se llega a la
respuesta a través de unas “reglas”; que son vistas desde el puesto del aula de clase y escritas en
el tablero sin tener otra interaccion mas profunda.

Antecedentes y fundamentacion tedrica

A partir de aqui situaremos el problema dentro de un conjunto de aportes en conocimiento
de algunos autores que van a sustentar y orientar la conceptualizacion que se va a utilizar en el
ejercicio de exploracion.

Pensamiento variacional

En el contexto colombiano se propone en los lineamientos curriculares que “El estudio de
la variacion puede ser iniciado pronto en el curriculo de matematicas.” (MEN, 1998). A su vez
plantea que para dar sentido y significado al algebra es pertinente relacionarla en situaciones de
cambio y variacion de la vida cotidiana.

Se logra observar que en los primeros grados de la basica primaria se disefian estandares
curriculares relacionados tanto con el pensamiento aritmético como con el pensamiento
algebraico; por ejemplo: Para los grados primero y segundo se plantean: “Observa y predice el
cambio de ciertos atributos medibles de los objetos a través del tiempo” (MEN, 2002, p. 19) y
“Reconoce, describe y extiende patrones geométricos y numéricos” (p. 21).

Para los grados tercero, cuarto y quinto, se propone una aproximacion al algebra centrada
en los métodos para resolver ecuaciones aritméticas: “Encuentra el nimero que falta en una
ecuacion sencilla” (p. 23), “Resuelve ecuaciones sencillas mediante métodos tales como
operaciones inversas, calculo mental o ensayo y error.” (p. 25) y “Encuentra soluciones de una
cantidad desconocida en una ecuacion lineal sencilla” (p. 27).

Teniendo presente las exigencias de los lineamientos y de los estandares curriculares de
Colombia respecto a la educacion de pensamiento variacional, es necesario apoyarlo desde
niveles educativos tempranos para que el nifio pueda ir interactuando en las diferentes
aplicaciones donde vemos algebra y sus variables, en aplicaciones con el contexto y demas, pero
en la realidad encontramos que el pensamiento variacional como tal se establece desde los grados
iniciales de la secundaria lo cual contradice los requerimientos de los lineamientos y estindares
curriculares.
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Pensamiento algebraico y la expresion de la generalidad

En este pensamiento nos basaremos en las ideas que aporta Mason et al, (1999). A partir de
la vision de estos autores el algebra es un lenguaje por medio del cual se dan a conocer las ideas
matematicas de forma simplificada y que su caracteristica principal es que puede expresar
afirmaciones generalizadas las cuales se presentan en todas las areas de las matematicas.

Para que el estudiante tenga una comprension eficaz de ese pensamiento algebraico
plantean que es necesario conocer las ideas bésicas de lo de que proviene del algebra y de las
cuales representan la base de la comprension de dicho contenido. En una frase se sustenta: “la

generalidad es la vida de las matematicas y el Algebra es el lenguaje con el que se expresa esta
generalidad” (Mason et al., 1985).

De acuerdo con John Mason, entre las destrezas que se pueden desarrollar para el apoyo a
la expresion de la generalidad se sustenta en tres etapas:

e Ver un patrén: esta etapa hace referencia a la observacion de una serie de figuras o
numeros en secuencia con el fin de percibir o identificar una regularidad.

e Decir un patron: es aquello que puede expresar en palabras a partir de la observacion
realizada en la secuencia de figuras o numeros e identificar si sus reflexiones son correctas
0 no.

e Registrar un patron: aqui lo que se busca es expresar de forma sucinta lo que se logré
decir, de tal manera que las ideas y pensamientos puedan ser plasmados de manera escrita,
utilizando palabras o dibujos que mejorara hasta llegar a una expresion simbolica.

A través de estas etapas se llega a la expresion de una generalidad lo que conlleva a usar la
letra como representacion de cualquier numero, finalmente, con este proceso, se logra formar el
concepto de la letra en el algebra como numero general.

Algunas concepciones erradas conducen al error del algebra elemental

La investigacion ha demostrado que la dificultad que los nifios presentan en el aprendizaje
del algebra, es su confusion con las letras, dando valores incorrectos a estas (Booth. Lesley,
1999).

Los nifos no entienden que las letras pueden representar nimeros, ellos piensan en que las
letras son unidades de medida, objetos, apellidos, o hasta comida. Como lo presenta Lesley
Booth en la entrevista a un nifio de 14 anos llamado Benedicto:

e: que significa " y " (en la adicion de 3 a 3y).

B: puede significar cualquier cosa.

e: (Como qué?

B: como pinas, uvas,..... (Entrevista a Benedicto, 14 afios. Booth, lesley).

Se evidencia el desconocimiento del verdadero significado de las letras en el ejercicio
propuesto, el nifio atribuye la " y " a una fruta la cual debe sumar con otra sin tener en cuenta
nada mas en el ejercicio.

El inicio de la educacién matematica involucra a los nifios en un proceso repetitivo donde
una letra representa el numero de lados de un cuadrado " L" o una letra es la inicial de un nombre
“E" al dar operaciones en las cuales se involucren estas ellos siguen atados a estas formaciones
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iniciales por ejemplo si se realiza la adicion de 3 + 3e, los estudiantes comprenden como 3
sumado con 3 elefantes, atribuyendo la “e” a la inicial del nombre del elefante.

Al realizar operaciones aritméticas que sean de tipo algebraico, algunos de los jévenes
muestran solucion a diferentes ejercicios propuestos en clase; sera que en verdad entienden esas
operaciones, por lo general el procedimiento que ellos efectian es el de sumar o el de restar los
numeros y luego unir a esa operacion las diferentes letras que estuvieran involucradas, pero este
procedimiento se hace sin una verdadera razon logica.

Diseiio y metodologia

El desarrollo de nuestro ejercicio de exploracion esta basado en el enfoque de investigacion
- accidn, propuesto por Hopkins (2008); S. Kemmis y R. Mctaggart (1988). Definen la
investigacion- accion como un enfoque de trabajo en el aula de clase para que el docente pueda
generar un proceso continuo de autoevaluacion y mejoramiento de la practica-ensefianza, siendo
los estudiantes la poblacion en la investigacion y el docente el administrador del proceso.

El método de investigacion- accion es un modelo visto por diferentes autores pero en
nuestro ejercicio de exploracion va enfocado en el método de investigacion accidon propuesto por
Ponte, P (1995). Es el siguiente:

IDEA GENERAIL REDEFINICION
EXPLORACION I
PLAN GENERAI= REDEFINICION
INDAGACION PREPARACION DE LOS
l PRIMEROS PASOS DE ACCION
| REPORTE

Figura 1. Método investigacion-accion.

El siguiente diagrama ilustra el proceso de trabajo que seguimos en este proyecto.

DESCRIPCION DE LA PROB]_“FRIATIC'Al

RECOLECCION DE INFORMACION REFLEXIONES

7

ANALISIS DE INFORMACION

Figura 2. Proceso del trabajo.

El primer paso de la investigacion fue identificar posibles problematicas que se presentan
en los estudiantes en el inicio del trabajo algebraico escolar, de las cuales se escogio: la
dificultad de los nifios al emplear las letras en el algebra como un niumero general. Se disefio un
instrumento de recoleccion de informacion basado en preguntas estratégicas donde se involucra
el concepto de la letra como niimero general, con el fin de explorar el pensamiento de los
estudiantes respecto a esta problematica, para este proceso se escogié el grado séptimo de un
colegio publico de la ciudad, seleccionando una muestra de 35 estudiantes.

Se hace un respectivo analisis de las diferentes respuestas y procedimientos de los
estudiantes las cuales fueron la base para la redefinicién de la problematica.
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Con base en lo anterior se disefi0 y aplico un plan de accién encaminado a corregir las
diferentes dificultades evidenciadas en los estudiantes a través actividades didacticas que
beneficien la comprension de la letra en el dlgebra como numero general.

Finalmente se analizaron los resultados del plan de accion para reflexionar sobre el
impacto de este en el pensamiento de los estudiantes respecto a la problematica de interés.

Resultados

Se realizd una primera actividad de exploracion del pensamiento (pre-test) de los
estudiantes con el objetivo de identificar las posibles falencias en la interpretacion de la letra
como numero generalizado. La actividad consta de 2 preguntas cada una con 5 incisos, algunos
de los resultados y analisis de las respuestas se muestran a continuacion:

Observamos el diagrama

Figura No. 1 Figura No. 2 Figura No. 3

Dibuje la Figura No. 4.

(Cuantos cuadrados habra en la Figura No. 7?

(Cuantos cuadrados habra en la Figura No. 13?

(Cuantos cuadrados habra en la Figura No. 100?

Como hizo para saber el numero de cuadrados que hay en la Figura No. 100.

1. observe la siguiente tabla:
X Y

1
3

10
5 15

Cuando X tiene un valor de 3 ;cual es el valor de Y?

Cuando X tiene un valor de 15 ;cual es el valor de Y?

Cuando Y tiene un valor de 3 ;cual es el valor de X?

Cuando Y tiene un valor de 20 ;cual es el valor de X?

Como hallo el valor de X y de Y en cada ejercicio anterior (explique con sus propias palabras)

Pregunta 1

El 88.6% de los alumnos realizan la figura siguiente a la que se muestra en el enunciado,
quedando un 11.4% de los cuales no identifican la secuencia.

( Cuantos cuadrados habra en la Figura No. 13?
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90
80
70
60
50

porcentaje

40
30
20
10

0

Figura 3. Resultados pregunta 1, inciso 3.

diagramade frecuencias
Numeros de cuadros en la figura n° 13

si

A

A = acierta la
figura N° 13

B =no acierta el
tamafo de la figura
N°13

o o

no no responde

B

Se aumenta el numero de la figura la cual deben hallar, el 91.4% de los alumnos reconocen
el nimero de cuadros hasta la figura N° 13 y un 8.6% de jovenes que no reconocen los cuadros

correspondientes a la figura N°13.

(Cuantos cuadrados habra en la Figura No. 100?

Numero de cuadros en la figura n° 100 AS
20
80%
80 _—

70

60

50

porcentaje

40

30

20

10

0

Figura 4. Resultados pregunta 1, inciso 4.

A = reconoce los cuadros
de la figura N° 100

B = no reconoce los cuadros
de la figura N° 100

17.1%
E
§ 2.90%
% —
B ¥ no resp onde

Aunque no es tan grande el cambio vemos que ya hay algunas novedades en los
porcentajes, donde el 80% reconoce los cuadros correspondientes a la figura N° 100 y un 17.1%

no lo reconoce. En esta figura vemos el porcentaje de los que no responden o dejan en blanco
que fue de un 2.9%.

Comunicacion
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Como hizo para saber el nimero de cuadrados que hay en la Figura No. 100.

Multipligue por 2 v lereste | [§]

Aumento de cuadros por figira 10

Cantidad de cuaaros de la parfe de abajo es Ia misma de niimero

de la figuray la de arriba es uno menos g

Otras 9
TOTAL 34

Figura 5. Resultados pregunta 1, inciso 5

Nos damos cuenta que algunos de los estudiantes en el momento de ver las figuras de la
secuencia y de seguir la prolongacidon con una pocas graficas o datos que continuaban,
encontraron sus respuestas adecuadamente, pero en verdad encontraron la generalizacion.

Cuando X tiene un valor de 15 ;cual es el valor de Y?

diagrama de frecuencias

Valor de “y” cuando “x” vale 15

50
A = halla el valor de “Y”

40

B = no halla el valor de “Y”

EMNTAIE

PORC

20 | 1710

10

no responde

Figura 6. Resultados pregunta 2, inciso 2.

En esta pregunta ya se pide un valor que no se ve en la tabla de valores, por ende se
presentan mas dificultades en el momento de identificar la secuencia. El 54.3% de los alumnos

155

hallan el valor de Y el 45.7% no halla el valor de Y, un 28.6% no responde dejando en blanco el

espacio de respuesta.

Cuando Y tiene un valor de 20 ;cuél es el valor de X?
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Valor de “x” cuando ‘v’ vale 20

45 42.90%
40
A = halla el valor de
35 28.6% “X,?
30 28.60%
T8
=25
E a6 B =no halla el valor
% i de “X’?
15
10
5
0%
0
: no responde blanco
A B 2D

Figura 7. Resultados pregunta 2, inciso 4.
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El 28.6% de los alumnos hallan el valor de la X y un porcentaje igual de 28.6% no halla el

valor de X, ademas vemos que 42.9% deja en blanco la respuesta.
Tabla 1

Repuestas de los estudiantes

1 Sumando el valor de X con Y 7
2 Siguiendo una secuencia 9
3 Haciendo un plano cartesiano o tabulando todos los valores 4
4 otras 14

TOTAL 34

Como hallo el valor de X y de Y en cada ejercicio anterior
Expresar generalizaciones

16
14
12
10

o N B OO

Figura 8. Resultados pregunta 2, inciso 5.

Los resultados obtenidos en esta pregunta son variados en los cuales vemos respuestas

como “Pues suponiendo que al seguir la secuencia 6+5-1=20 esta seria mi forma para sustentar
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el resultado”, se parte del hecho que puede existir una secuencia por el ejercicio anterior pero no
esta claro cudl es, y por ello describen algo que no tiene coherencia con el ejercicio.

Como estrategia al mejoramiento de las dificultades que se encontraron en el trabajo de
exploracion se disenld una unidad didéctica que consta de diferentes actividades como las tablas
de Hanoi con el fin de que los estudiantes pudieran Representar, analizar situaciones y
estructuras matematicas utilizando simbolos algebraicos, otra llamada elaboracién de manillas
con el objetivo de Generar un espacio de desarrollo del pensamiento variacional por medio de un
contexto conocido donde los estudiantes se involucran en temas como la regularidad la
identificacion de un patron y la expresion simbolica del mismo vy, la actividad conocida como el
juego de las palmas con el objetivo de encontrar los términos que conforman una secuencia
numérica, donde se ven variables como nimeros generalizados.

De esta manera podemos afirmar que aproximadamente un 95% de los estudiantes tienen
facilidades para encontrar una regularidad. Un 90% ven las matematicas en la situacion
planteada. El 61% de los estudiantes no utilizan un modelo matematico para justificar su
respuesta. E1 29% utiliza un modelo matematico pero no es el apropiado a los problemas
planteados, el 5% responde con un modelo matematico apropiado al problema y solo el 5% no
respondio.

Por ultimo se aplicod un pos-test para identificar cuéles fueron los resultados de la unidad
didactica y comparar el pensamiento de los estudiantes antes y después de la aplicacion, los
resultados fueron los siguientes:

Numeros de cuadros en la figura n° 13

100

90 L ——
91.40%

= A = acierta la figura
70 °
N°13
L 60
)
g So :
5 a0 B = no acierta el
[+ 8
S5 tamariio de la figura
o
5t N°13
10 =5
8.60% 0%
i .
A B no responde

Figura 9. Comparacion de resultados pre test y pos test.

Como las preguntas anteriores vemos un caso particular para seguir formando ese concepto
de expresion generalizada, existe un gran porcentaje 94% de estudiantes que escriben la
expresion matematicamente esperada, aun vemos un 6% de los cuales no responden
matematicamente lo esperado.
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Tabla 2
¢ Cuantos cuadrados habra en la Figura No. 100?
FRECUENCIA DELTIPO DE RESPUESTA
CATEGORIA FRECUENCIA | PORCENTAJE

Correcta 32 91%

no correcta 1 6%

no responde 2 3%

35

Notas. Comparacion de resultados pre test y pos test.

Para una valor mayor, el 91% de los estudiantes responden lo matematicamente esperado,
pero en esta pregunta ya vemos un 3% de los que no responden lo matematicamente no esperado
y el 6% no responde.

Discusion de resultados

Segun los planteamientos del MEN el pensamiento algebraico se debe iniciar desde la
educacion basica primaria, pero basandonos en los resultados podemos observar que solo hasta el
grado 7° se estan iniciando en el trabajo algebraico como un corte dréstico de la aritmética al
algebra, asi que seria conveniente para los estudiantes aprender desde los primeros grados de
escolaridad este tipo de temas a través de métodos ludicos los cuales ayudaran a fortalecer las
destrezas para el apoyo a la expresion de la generalidad.

Ahora bien a pesar de las dificultades que se presentan en el instrumento de exploracion
los resultados son satisfactorios y los estudiantes realizan las primera etapa (observar, decir) que
propone Mason Mason (Mason et al., 1985) para lograr un expresion general. La dificultad que
presentan es llegar al registro escrito (simbolico) de la generalidad encontrada, tanto asi que en la
mayoria de los casos los estudiantes preferian no escribir nada cuando se les pedia la expresion
general de un problema.

Muchos de los estudiantes encuentran un sentido matematico al trabajo realizado pero en el
momento de expresarlo en un dibujo no lograr hacerlo adecuadamente, vemos que el enfoque de
conocimiento explicito II no se completa segin Karmiloff Smitt, el estudiante no llega a un nivel
completo de conocimiento solo queda en la fase basica, por ello las dificultades en el momento
de hacer contextualizaciones y situaciones problema

Conclusiones

e Identificamos dificultades en los estudiantes no solo en expresar su pensamiento
matematico, si no en sus concepciones de matematicas.

¢ En el momento que los estudiantes realizan la expresion generalizada, logramos en
pequefia parte pero significativa que lograran ver la letra como un numero generalizado

¢ Se logran evidenciar diferentes formas de pensamiento matematico, las cuales usan para
llegar a una respuesta.

e Se ejecutd un plan de accidon en el que se promovio la correccion de algunas las falencias
que presentaban los estudiantes en el algebra.

Comunicaciéon X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Las letras en el Algebra como mimero general en estudiantes colombianos de grado 159

Limitaciones del estudio

La falta de tiempo fue un factor determinante a la hora de realizar nuestro ejercicio de
exploracion, debido a que no alcanzamos un mayor grado de indagacion en el pensamiento de los
niflos que participaron en nuestro proyecto.

Prospectivas

Es adecuado tener una correcta profundizacion de todas estas ramas del algebra que no se
concebian en nuestro conocimiento hasta este punto donde con la ayuda de nuestra docente -
asesora tenemos un poco mas accesible nuestro pensamiento algebraico, pero vale aclarar que
este proceso no termina aqui hay que seguir con pasos de investigador; indagando y llenado
nuestro saber matematico con mas descubrimientos inertes( ya que no son conocidos hasta el
momento de nuestro estudio pregrado) para nosotros pero latentes en el mundo algebraico-
matematico.
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Resumen

La ensenanza del tema de Estructuras Algebraicas representa dificultades de

Comunicacién

comprension y aprendizaje en los alumnos de nuevo ingreso de la licenciatura en
Ingenieria en Procesos Industriales de la Universidad Autonoma de Sinaloa. Para
investigar a qué se debe, se aplico una serie de reactivos a manera de diagnostico a
un grupo de 40 estudiantes de ingenieria sobre conocimientos previos a Estructuras
Algebraicas, principalmente ejercicios relacionados con las propiedades de los
numeros reales. A pesar de que este tema se aborda por primera vez en secundaria y
posteriormente se profundiza en el bachillerato, los alumnos llegan al nivel superior
sin dominio y a veces sin conocimiento alguno del mismo. Serd parte de este trabajo
de investigacion presentar y discutir los resultados que se encontraron en el
diagnostico.

Palabras clave: educacion, propiedades de los numeros reales, estructuras
algebraicas, aprendizaje, conocimientos previos.

Abstract

Teaching Algebraic Structures might represent some learning and understanding
difficulties for the freshmen students of Industrial Processes Engineering at
Universidad Autonoma de Sinaloa. In order to investigate the cause or causes of this
situation, a test was applied as a diagnosis instrument to a 40 engineering students
group, about algebraic structures previous knowledge, mostly related with the
conception of the real numbers laws. Although the subject of the real numbers laws
is addressed for the first time in junior high and then delves in high school, the
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students reach the university without domain and sometimes without any knowledge
of the subject. It will be part of this paper to present and discuss the results found in
the diagnosis.

Key words: education, real numbers laws, algebraic structures, learning,
previous knowledge.

Introduccion

Los alumnos que ingresan a la licenciatura en Ingenieria en Procesos Industriales que
oferta la Facultad de Ingenieria Culiacan de la Universidad Auténoma de Sinaloa, llegan con
algunas deficiencias en el area de ciencias basicas. Esto se observa durante el desarrollo de las
clases al abordar temas que requieren de todo un bagaje de conocimientos previamente
adquiridos en niveles anteriores (desde la primaria hasta el bachillerato); al hacer la introduccion
del tema y tratar de reactivar dichos conocimientos, los alumnos comentan que no recuerdan
haberlos estudiado o bien, los recuerdan vagamente y practicamente es necesario dar clases extra
para remediar esta situacion.

En las secciones posteriores se presentara el objeto de estudio del presente trabajo, asi
como la forma en la que se realiz6 y la discusion de los resultados que se obtuvieron.

Planteamiento del problema

La asignatura de Algebra y Geometria Analitica forma parte de la curricula de la
licenciatura en Ingenieria en Procesos Industriales de la Facultad de Ingenieria Culiacan de la
Universidad Autéonoma de Sinaloa.

Se imparte durante el semestre impar del primer grado y junto con otras asignaturas forma
parte del grupo disciplinar de Ciencias Bésicas, particularmente, del 4rea de matematicas. Dentro
de los contenidos de la primera unidad de la asignatura, se encuentra el tema de Estructuras
Algebraicas, en el que se revisan de manera particular las estructuras de Grupos, Semigrupos,
Monoides, Anillos y Campos, asi como otros conceptos relacionados.

Este es el primer contacto que tienen los estudiantes de nuevo ingreso con el Algebra
Abstracta, y para muchos representa un momento de shock —sobre todo para estudiantes que
consideran haber sido sobresalientes en los niveles anteriores- pues se enfrentan con algo que
aparentemente no tiene relacion alguna con los temas de algebra que estudiaron en el
bachillerato.

Un alto porcentaje de los alumnos de este curso lo reprueban, y en entrevistas de tutorias
han manifestado que este tema “los paraliz6”, es decir, entraron en un estado de “no entiendo, no
puedo, no lo hago” que los llevo incluso a reprobar no solamente el examen parcial sino el curso
completo.

Previo a este tema, se aborda el de la clasificacion de los numeros reales, sus operaciones y
sus propiedades. De primera instancia, algunos no ponen especial interés en estos temas, pues los
consideran “sin chiste”; incluso, al revisar las propiedades de los nimeros reales respecto a las
operaciones de adicion y multiplicacion, no parecen encontrar mayor trascendencia en el tema, y
se limitan a transcribir la tabla con dichas propiedades.

Cuando llega el momento de abordar el tema, se explica lo que es una operacion binaria, y
se establecen las condiciones y caracteristicas para que una estructura sea un grupo, un
semigrupo, un monoide, un anillo o un campo. Y aqui es donde empieza “el misterio”: de
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repente, los estudiantes ya no entienden nada de lo que se les dice y al verse perdidos comentan
“;de qué nos va a servir esto?”; “es que nunca lo hemos visto”; “pero es que no entiendo nada,
nada desde el principio”. Lo increible es que antes del tema de Estructuras Algebraicas se ha
abordado solamente el tema de los Numeros Reales (su clasificacion, sus operaciones y sus

propiedades), mismo que les parecié en su momento “sin chiste”, facil y entendible.

Con base en esta experiencia que se repite afio con aflo, y con el proposito de identificar las
posibles causas de que el tema sea tan “dificil de entender”, se decidi6 elaborar un diagnodstico
que contenga ejercicios relacionados con los conocimientos previos necesarios para entender el
tema de Estructuras Algebraicas.

Antecedentes y fundamentacion tedrica

Uno de los temas fundamentales para la comprension y el aprendizaje de las Estructuras
Algebraicas, es el de las propiedades de los nimeros reales.

De acuerdo con lo expuesto por la Secretaria de Educacion Publica (SEP) en 2011, los
alumnos de secundaria deben manejar operaciones con numeros reales, bajo el Eje de Sentido
Numérico y Pensamiento Algebraico.

Asimismo, la SEP a través de la Secretaria de Educacion Media Superior (SEMS), en su
presentacion de los programas de Matematicas, plantea como objeto principal del estudio de la
aritmética el calculo numeérico, las propiedades de los numeros y sus operaciones, desarrollando
en el estudiante de bachillerato una vision mas profunda de ella.

Por su parte, la Direccion General de Escuelas Preparatorias (DGEP) de la Universidad
Autonoma de Sinaloa, establece en su Plan de Estudios 2009, que durante el primer semestre del
primer grado del bachillerato universitario, el estudiante debera comprender las operaciones y las
propiedades de los niumeros reales.

Dado lo anterior, es de suponer que cuando el alumno llega al nivel superior, conoce y
domina los temas que eventualmente le permitirian aprender el de Estructuras Algebraicas.

Sin embargo esto no siempre ocurre asi. Cuando el alumno se enfrenta a un problema pasa
por dos etapas (Matz, citado por Diaz, 2009): la primera, en la que los conocimientos previos
sobre el tema toman la forma de una regla o formula para aplicar, y la segunda, en la que se
ponen en juego un conjunto de técnicas de extrapolacion que actian de nexo entre las reglas
conocidas y los problemas que no son familiares.

El problema en la situacion que se aborda en el presente trabajo, esta en ambas etapas: los
alumnos no son capaces de identificar las reglas y formulas para aplicar (caracteristicas de los
conjuntos de los Reales, generalizacion de sus propiedades, entre otras) y por ende, no pueden
establecer un vinculo entre ellas y los nuevos conceptos.

Metodologia

Se escogid un grupo al azar de los tres que existen en la licenciatura en Ingenieria en
Procesos Industriales. Basandose en los resultados obtenidos en el examen de admision, se
considero que los tres grupos eran equivalentes en cuanto al nivel académico de los estudiantes.

Los 40 estudiantes del grupo seleccionado resolvieron un instrumento de diagnostico (ver
apéndice B) bajo las mismas condiciones (sin consultar ningiin material adicional), para asi
obtener una radiografia de sus conocimientos previos al tema de estructuras algebraicas.
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El diagndstico consta de 12 reactivos, todos ellos abiertos y relacionados con las
propiedades de los nimeros reales y con diferentes conjuntos dentro de los niumeros reales.

Se revisaron los diagnosticos poniendo especial atencion en el tipo de respuesta que dieron
los alumnos. Se consideraron tres tipos de respuesta: correcta, incorrecta y en blanco. De igual
manera, en los reactivos 2 y 4 se solicitaba argumentar la respuesta, asi que también se considerd
esta variable para el caso de los items antes mencionados (si 0 no).

En el reactivo 3 se piden dos respuestas (una para el inverso aditivo de un nimero dado, y
otra para el inverso multiplicativo); es por ello que se consideraron dos reactivos dentro de uno
(3ay 3b).

Es importante mencionar que en el reactivo 1c se solicita que de manera simultanea se
apliquen las propiedades conmutativa y asociativa de la adicion para encontrar una expresion
equivalente a la dada.

Finalmente, en caso de que la respuesta haya sido incorrecta o haya sido dejada en blanco,
se considerd que la propiedad del reactivo es una debilidad para el alumno.

Con el proposito de atender de forma prioritaria aquellas propiedades en las que se
encontr6é mayor incidencia de error, se partié del siguiente criterio: los reactivos que hayan
tenido un porcentaje de respuesta correcta menor o igual al 60%, representan los temas en los
que hay que focalizar la atencion.

Resultados

En la tabla 1, se muestran los resultados obtenidos, considerando el niimero del reactivo, si
la respuesta fue correcta o no y si se dio un argumento en caso de que fuera necesario.

Tabla 1

Resultados obtenidos del instrumento diagnostico.

Nimero de Respuesta JArgument6? Propiedad identificada
reactivo Correcta |[Incorrecta [En blanco como debilidad

la. 32 4 4 0 8

1b. 24 14 2 0 16

Ic. 14 17 9 0 26

2 25 3 12 15 15

3a 22 10 8 0 18

3b 12 18 10 0 28

4 29 2 9 18 11

Sa. 25 3 12 0 15
5b. 11 17 12 0 29

Sc. 13 15 12 0 27
5d. 25 3 12 0 15

Se. 17 12 11 0 23

Fuente: instrumento diagnostico. 2014.

Noétese que bajo la columna “; Argument6?” hay solamente dos filas en las que aparecen
valores distintos de cero, esto es porque —como se sefiald anteriormente- es unicamente en e€sos
reactivos en los que se solicitaba argumentacion.

Por otra parte, en la figura 1 se aprecia visualmente el porcentaje de reactivos correctos y
por ende, aquellas propiedades que deben atenderse como una prioridad para el grupo.
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Porcentaje de reactivos correctos

0%

0%

B0% 73%

63% 63%
43%
28%

T0%
a0%
50%

40%

Porcentajes

30%
30%

20%

10%

Reactivos

0%

Figura 1. Porcentaje de reactivos correctos
Fuente: instrumento diagnostico. 2014.

Aparecen en azul aquellos reactivos que de acuerdo a lo planteado en la metodologia no se
consideran en la generalidad del grupo como una debilidad, y en anaranjado aquellos que
requieren una intervencion inmediata para corregir errores en los conocimientos previos.

Las propiedades que de acuerdo a estos resultados son las que presentan una mayor
incidencia de “debilidad” en el grupo son: propiedad asociativa de la multiplicacion (1b),
propiedades asociativa y conmutativa de la adicion (1c, de forma simultanea), propiedades del
elemento inverso de la adicion y la multiplicacion (3a y 3b) y la propiedad de cerradura bajo
diversas operaciones y conjuntos de nameros (5b, 5c y Se).

En lo que respecta al reactivo 1c —en el que se solicita se apliquen simultaneamente las
propiedades conmutativa y asociativa de la adicidon-, se consideré como incorrecta la respuesta si
una de las dos propiedades no fue aplicada correctamente, dado que lo que se pretendia era
precisamente que el alumno pudiera aplicar de forma simultdnea las dos propiedades. Sin
embargo, en la clasificacion y conteo de los datos, se consideraron también las dos respuestas
por separado (ver apéndice C) en caso de que el lector desee mas detalles sobre este item.

Conclusiones

Definitivamente, la aplicacion de un instrumento diagnostico es una fuente de informacion
muy valiosa, de la que es posible obtener datos que permitan aclarar muchas concepciones
erroneas que los alumnos vienen arrastrando desde niveles educativos anteriores.

En el caso particular que nos atafie, se detectaron algunas de las propiedades de los
numeros reales en las que existe confusion, asi como los errores que cometen al tratar de
ponerlas en practica. También se descubrié que cuando se combina el poner en practica una
propiedad dentro de un subconjunto de los numeros reales, el alumno es mas susceptible de
cometer errores o definitivamente de entrar en panico y no contestar la pregunta.

Es importante mencionar que los resultados en este trabajo no son totalmente
concluyentes, sino mas bien lo que se ha tratado es de resaltar los beneficios del uso de un
instrumento de diagndstico sobre todo en aquellos temas en los que por experiencia se sepa que
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los estudiantes presentan dificultades de aprendizaje. Si esta manera de proceder se hiciera de
forma regular, tendriamos una base de datos bastante amplia sobre las respuestas erroneas y
sobre los equivocos conocimientos previos con los que llegan los alumnos al nivel superior.

Si el docente conoce esta informacion, estara en sus manos disefiar estrategias que
subsanen estas deficiencias y que les permitan a los estudiantes continuar con el proceso de
aprendizaje (Del Puerto, Minnaard & Seminara, 2006).Cabe sefialar que se realizara una nueva
investigacion a manera de continuacion del presente trabajo, comparando los diagnosticos con
los resultados de los examenes parciales y semestrales de los mismos alumnos que participaron
en el estudio, con la intencidon de descubrir si después de atender las debilidades descubiertas en
el diagnostico los alumnos pudieron superar los errores de concepcion de los conocimientos
previos y asi avanzar en el tema de estructuras algebraicas.
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Apéndice A

Programa de Contenidos de la asignatura de Algebra y Geometria Analitica

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SINALOA
FACULTAD DE INGENIERIA CULIACAN
LICENCIATURA EN INGENIERIA EN PROCESOS INDUSTRIALES

ASIGNATURA
ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA

INFORMACION GENERAL

Tipo de asignatura: Obligatoria: X Selectiva:

Grupo disciplinar v su objetive: Ciencias Basicas. Proporcionar el conocimiento fundamental de los
fenomenos de la naturaleza, incluyendo sus expresiones cuantitativas
y el desarrollo de capacidad del uso del método cientifico, asi como
de las matematicas que contribuyan a la formacion del pensamiento
logico-deductivo a partir de utilizar lenguaje v herramientas que
permitan modelar esos fendomenos.

Area académica: Matematicas

Objetivo general de la Comprender los elementos basicos del algebra, vectores y de la

asignatura: geometria analitica en el espacio. Analizar y resolver problemas que
se presenten en el curso, asi como también en cursos paralelos v
posteriores.

SEMESTRE: 1

Créditos: 10 Duracion hora/sem/mes: 5 Teoria: 75 Prictica: 0

Conocimiento previo necesario: Conocimientos basicos sobre algebra elemental, trigonometria v
geometria analitica plana.

Proporciona bases para: Calculo I, Célculo I1, Fisica, Algebra lineal, Ecuaciones diferenciales

Fecha de iiltima actualizacién:  Agosto del 2006

CONTENIDOS
Unidad Temas Horas
I 1. Numeros Reales 13
1.1. Sistemas numéricos
1.1.1.Numeros naturales
1.1.2.Numeros enteros
1.1.3.Numeros racionales
1.1.4.Numeros irracionales
1.2. Estructuras algebraicas
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1.3. Conversion de niumeros racionales a su forma decimal v viceversa
1.4, Induccion matematica
1.5. Desigualdades

11

2. Numeros Complejos
2.1. Definicion y operaciones fundamentales
2.2 Igualdad de numeros complejos.
2.3. Representacion geométrica v polar
2.4 Multiplicacion y division de nimeros complejos en forma polar
2.5. Teorema de De Moivre
2.6. Raices de numeros complejos

12

I

3. Ecuaciones Polinomiales
3.1. Polinomios
3.2. Teorema del residuo
3.3, Teorema del factor y su reciproco
3.4. Division sintética
3.5. Teorema fundamental del algebra
3.6. Raices de polinomios
3.6.1. Regla de los signos de Descartes
3.6.2. Teorema sobre raices racionales
3.6.2. Regla para localizar raices reales
3.6.3. Limites de las raices reales
3.6.4. Procedimiento para obtener todas las raices racionales
3.6.5. Raices complejas
3.6.6. Raices wracionales (método de Newton)

16

v

4. Vectores
4.1 Vectores en el plano

4.1.1 Definiciones fundamentales (vector, 1gualdad, componentes y
representacion posicional)

4.1.2 Magnitud y direccion

4.1.3 Suma vy resta (Ley del paralelogramo)

4.1.4 Multiplicacion por un escalar

4.1.5 Vectores unitarios

4.1.6 Suma v resta de vectores por descomposicion en coordenadas
rectangulares

4.1.7 Producto escalar

4.1.8 Angulo entre vectores

4.1.9 Proyeccion ortogonal
4.2 Vectores en el espacio

4.2.1 Distancia entre dos puntos

4.2.2 Magnitud y direccion, suma v resta, multiplicacion por un escalar,
vectores unitarios, producto escalar, angulo entre vectores,

interpretacion geométrica del producto escalar.
4.2.3 Producto vectorial

4.2 4 Interpretacion geomeétrica de |A x B
4.2.5 Trple producto escalar
4.2.6 Interpretacion geométrica de |A (B = C’}|

4.2.7 Trple producto vectorial

20

5. Geometria Analitica en el Espacio
5.1 Planos

14
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5.2 Rectas en el espacio
5.2.1 Distancia entre un punto y un plano
5.2.2 Distancia entre un punto v una recta
5.3. Superficies

Comunicacion X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Las propiedades de los Numeros Reales y el “misterio” de las Estructuras Algebraicas 169

Apéndice B
Diagnéstico Aplicado

INSTRUCCIONES: Basandote en lo que has aprendido en grados anteriores, contesta lo que se
te pide. En caso de que sea necesario, argumenta tus respuestas.

1. Utiliza la propiedad indicada para obtener una expresion equivalente.

a. Conmutativa de la adicion; 9y + 72x

b. Asociativa de la multiplicacion; 9a- (66 - 12¢)

c. Asociativa y conmutativa de la adicion; (/8 + 90) + 6x

2. Supo6n que se define una nueva operacion @ en el conjunto de los nimeros reales como
sigue: a@b = 3a- b. Asi, 9@2 = 3(9) — 2 = 25 ;Es @ conmutativa? Es decir, ;se cumple que
a@b= b@a?

3. El inverso aditivo de — 3/ 4 ©8 y su inverso multiplicativo es

4. Supdn que definimos una nueva operacion @ en el conjunto de los nlimeros reales como
sigue: a®b = a®+ P*. Asi, 4 @ 2 = 4% + 22 = 20 ;Es @ conmutativa?

5. Un conjunto es cerrado bajo una operacion si siempre que la operacion se realice con
elementos del conjunto, el resultado también es un elemento del conjunto dado. Determina cuales
de los siguientes conjuntos son cerrados bajo la operacion indicada:

a. El conjunto de enteros no negativos; adicion.
b.El conjunto de enteros no negativos; sustraccion. ¢. El conjunto de enteros impares; adicion.
d.El conjunto de enteros pares; multiplicacion.

e. El conjunto de enteros racionales; multiplicacion.
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Apéndice C

Compilacion de los datos por reactivo

Reactivo 1a. Propiedad Conmutativa de la adicién Total
m |  Correcta 111 E L U O O O O U O I O IS E 0 O O O O O I O A I O A 1| frfrfafa] J2] |1 |1] =2
H]
3 Incorrecta 1 1 1 1 4
]
= En blanco 1 1: 1 1 a
¢Argumenté?
Propiedad identificada
o oloflof1|o|o|o]o]o|o|o|o|lo|o|1|ofofo|o|o|o|o|o|o|o|1|lo|1]|o|1]|0o|o|o|o|21|o|1|lo|l1|l0]| 8
como debilidad
Reactivo 1b. Propiedad Asociativa de la Multiplicacién Total
8|  Correcta 111 11111 1| |1 1| frfrfrf2]2 1 1| |rf1| |1| |11 1| 2
g
3 Incorrecta 1 1 1 1)1 1 111 1 1 T 1 1 14
]
= En blanco 1 1 2
¢Argumento?
Propiedad identificada
2 olofofz|2|ojojo|o|jo|2r|o|2s|o|1|21|o|2|oflofo|lojo|1|2|2|o|2|o|1]|o]|o|1|o|21|o]|o|L1]|1]|O 16
como debilidad
Reactivo 1c. Propiedad Asociativa y Conmu Total
o Correcta 1 1 it 1|1 11111 1 1 1 1 14
]
2 Incorrecta 111 3|4 111 1 1)1 1 1) | & 1 i 17
3
= En blanco i 1 il 1 i 1)1 1|1 9
¢Argumentd?
Propiedad identificada
o 1f1f2f2rfof2|2|ofa|a|2s|o|2r|1|21|1|21|o|o|l1|loflojojojo|1|o|1|1|1|1]|o|1]|o|1|1|1|1|1]|0 26
como
Reactivo 1c. Propiedad Asociativa de la Adicién Total
Il Correcta L 1 1 T 1| Al | 1 1 1 1 14
]
ot Incorrecta 111 i1 R 111 1 1|1 1 111 1 1 17
]
" En blanco 1 1 il 1 1 1)1 1|1 9
¢Argumentd?
Propiedad identificada
g ofofofafof2f2|o|2|2|a|jof{a|2s|2s|2|2|o|o|lo|o|ofofoflo|1|o|2|0o|2|0]|0]|0]|0|1|1]|0|1|1]|0 18
como debilidad
Reactivo 1c. Propiedad Conmutativa de la Adicion Total
L] Correcta 1 1 1 1|1 1l1f1f1]1 1 1 1 1 14
H
3 Incorrecta 1|11 2| i 1(1]1 1 1|1 1 [ @ | 5 i i 17
]
= En blanco s 1 i, i 1 1)1 1|1 9
¢Argumento?
Propiedad identificada
SR 1|1|1|1|oflofloflofof2|2|o|2|o|21|o|21|o|o|l1|o|ofoflojo|1|o|1|1|1|1]|o|1]|o|1|1|1|1|1]0 21
como
Reactivo 2. Propiedad Conmutativa para una nueva operacion "@" Total
& [ Correcta 111 1 | 4 i 11| |1 111 1|11 111 1|1 11| |1 1 1| 2
H
32 Incorrecta 1 1 1 3
]
= En blanco i 1|1 1 1 1 1 i A 1 1|1 12
¢Argumento? of1f1fofo|21]|0o|o|o|o]o]1]o|o|o|o|o|1|1|1|2|2|2fofl2|2foflof2|2|of|o|21]|o|o|o|o|o|o|o]| 15
Propiedad identificada
fec oflofof1|ofo|21|1]|o|2]o]o]1|o|1|1|o|o|o|l1|o|lofof1|ofofofl1|ofof2|o|o|2|o|2|o|21|2]|0] 15
como debilidad
Reactivo 3a. Propieda Total
& Correcta 1|11 i 1 1 11|11 1 11|11 11|11 1 1 1 2
g
2 Incorrecta i 1|1 1 1 1 111 1 10
]
- En blanco i 1)1 1 1)1 il 1 8
¢Argumento? o
Propiedad identificada
s ololofrfofz|z|lofz|2|o|2|a|a|2|o|o|o|o|l1|o|2fofojojo|1|o|o|ofo|1|o|1|a]|a|o|L1|1]|oO 18
como debilidad
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Reactivo 3b. Propiedad del Elemento Inverso de la Multiplicacién Total
L] Correcta 1 1)1 1 a5 11|11 1 1|1 12
H
3 Incorrecta 11 1 1|1 1 B 1 1 1|11 111 1 i 1 12
]
= En blanco 1 1 % | & 1| 1 1 1)1 10
¢Argumento? 0
Propiedad identificada
S 1|a|o|a|a|af2f2jajajojofrfafrfofr|ofr|r|2s]|ofofofo|2|2|zfofa|lafafofofa|a|2|2|1]1 28
como
Reactivo 4. Propiedad Conmutativa para una nue Total
® |  Correcta 111 1] 11|11 1111 1111|111 11|11 |1 1 1] 2
H]
3 Incorrecta i 1 2
]
= En blanco i 1 1 i 1 1|1 1)1 9
¢Argument6? of1f1fofl1|1|1|o|o|o|o|o|a|2z|o|2s|o|o|2]|2]|2]|2|2|a|2|2|o|o|2|2|0ofofofofo|lofofofo]fo 18
Propiedad identificada
s olof1|lo|o|o|o|1|1|o|o|o|o|1|o|o|o]o]|1]|o]|o|o|o|o|o|o|1|o|o|ofofsfof2|aflofla|fa]o 1
como debilidad
Reactivo 5a. Propiedad de Cerradura de la Adicidén (Enteros no negativos) Total
m|  Correcta 1| |1 |1]1|1]|1 1, | ®|d 1|11 1lafafaf 2| |a2j2ja2]2]1]12 i i 25
)
2 Incorrecta 1 1 1 3
]
- En blanco ik 1 1)1 1. 1 it 111 i d 12
¢Argumento?
Propiedad identificada
1|lof1foflofloflof1|[2]o]|2|o|o|21]o]o|o|1|o|o|o|lo|1|o|l1|ofoflofofofo|2|2|a|a]o]o]|r|1] 15
como debilidad
Reactivo 5b. Propiedad de Cerradura de la Sustraccién (Enteros no negativos) Total
o Correcta i, 1 i 1 1|1 1 1 1 1 1 1
H
32 Incorrecta i i@ | A 111 1 1 11111 i 1 1 17
]
S En blanco T i T | i 1 1 1 a8 | f 1|1 12
¢Argumentad?
Propiedad identificada
s 1|lo|l1|1|a|a|o|2|2|o|2s]o]|2]|2|jajojof2|o|2fofafafofa|afa|a|a|l2a|o|2|2|2|2]|o|2]|1]|1 29
como debilidad
Reactivo 5¢. Propiedad de Cerradura de la Adicién (Enteros impares) Total
o Correcta 1)1 i 1|1 1|1 iz 1 1|11 13
H
32 Incorrecta i 1 i) s 1)1 1 1 1111 1 1|1 15
]
= En blanco i i I | i 1 1 1 1)1 1| A 12
¢Argumentad?
Propiedad identificada
4 1l1|1|1|1|2|o|o|1|2|o|2s]o]o]|2|ajojo|2|ofofsfofsfa|lafa|la|1|l1fo|o|o|l1|a|a|2|1]|1]|1 27
como debilidad
Reactiva 54. Propiedad de Cerradura de la Multiplicacion [Erteros pares) Tatal
s Coffecta 1 1 1111 1 11 1|11 AENERE 1 1 111w 1 1 1|1 28
= Incorrecta 1 1 1 1
a
= En blance 1 1 1|1 | 1 1 1 1)1 1] 12
LArpUmanta?
valbd:ld identificada [+ 1 1 o o n a 1 n -] n 1 a o o 1 a 2 o n 0 1 n o n n F o 1 1 ] L] n 1 13
cpma detdlidad
Reactivo 5e. Propiedad de Cerradura de la Multiplicacién (Racionales) Total
L] Correcta 1 1 i, 1 111 11|11 1 1|1 1|1 1 17
H
2 Incorrecta 1 111 1 7| i ol s ) s I iy 12
]
= En blanco 1 1 1)1 il i i 1|1 1|1 1
¢Argumento?
Propiedad identificada
£ ofrf2fzfof{2|2|{a|a|a|o|2s|o|2s|2|o|o|o|1|lofloflojo|1|o|2|ojo|2|2|1|2|o]o|a|a|1|o|1]1 23
como debilidad
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Resumo

Este artigo apresenta os resultados de uma pesquisa doutorado em andamento, cujo
objetivo consistiu em analisar € comparar as relagdes institucionais existentes nos
programas de ensino a nivel nacional e os documentos produzidos pelas secretarias
estaduais de educacdo sobre o ensino de equacdes polinomial do primeiro grau a luz
da Teoria Antropoldgica do Didatico (Chevallard, 1999), como um processo de
analise que admite reconstruir a organizagao matematica existente no cerne de uma
determinada institui¢do de ensino. Os resultados indicam que equacdo do primeiro
grau ¢ justificada como uma ferramenta para resolver problemas e ndo tem sua
organizag¢do matematica caracterizadas nos documentos oficiais.

Palavras chave: Equacdes do 1° grau. Teoria Antropologica do Didatico.
Organizacdo Matematica; Documentos Oficiais; Instituigdes.

Introducio

Este trabalho ¢ parte de uma tese de doutorado em andamento que discute a problematica
do ensino da algebra escolar cuja principal finalidade consistiu em caracterizar o ensino de
algebra sobre a resolucdo de equagdes polinomiais do primeiro grau em programas de ensino
brasileiros a luz da Teoria Antropoldgica do Didatico.

Nosso objeto de pesquisa baliza-se pela selecao das institui¢des e do objeto a ser focado, a
partir dos quais trataremos da questdo mais ampla estabelecida. A instituicao em foco € o ensino
fundamental brasileiro a nivel nacional, bem como as institui¢des de ensino a nivel estadual de
educagdo e o objeto sdo as equacdes polinomiais do primeiro grau.

Para tanto, foram selecionados o Programa de ensino brasileiro, os Parametros Curriculares
Nacionais PCN (Brasil, 1998). E os programas de ensino estaduais dos 26 estados brasileiros e o
Distrito Federal (serdo descritos em topico especifico).

Partimos do principio de que, as praxeologias envelhecem na medida em que seus
elementos (tipos de tarefas, técnicas, tecnologias ou teorias) perdem seus créditos ou tornam-se
opacos, dando origem a constitui¢do de novas praxeologias, necessarias ao melhor
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funcionamento de uma determinada instituicdo, em consequéncia dos novos tipos de tarefas
(tipos de problemas) que se apresentam a essa institui¢ao (Chevallard, 1998).

Entendemos que os programas de ensino sdo o produto do trabalho de uma institui¢cao
transpositiva de saberes a ensinar, a noosfera, conforme sugere Chevallard (1991). Tomando
como base esse trabalho propomos-nos a responder as seguintes questdes: Quais organizagdes
matematicas existentes nos Parametros Curriculares Nacionais? Quais organiza¢des matematicas
estdo nos demais programas de ensino estaduais?

Sendo assim, apresentamos o artigo em duas se¢des. A primeira com relagao a
fundamentagdo tedrica, selecdo e caracterizacao instituicdes de ensino. A segunda se¢do discute
os principais resultados e algumas consideragdes.

Teoria Antropologica do Didatico

Esta teoria desenvolvida por Chevallard (1992) foi inscrita no prolongamento da teoria da
transposi¢do didatica, também de sua autoria. Nessa abordagem os objetos matematicos, ndo
como existentes em si, mas como entidades que emergem de sistemas de praticas existem em
dadas instituigoes.

Segundo Chevallard (1999, p.1), essa teoria estuda o0 homem perante o saber matematico, e
mais especificamente, perante situagdes Matematicas. Um motivo para utilizagdo do termo
antropologica é que a TAD situa a atividade Matematica e, em consequéncia, o estudo da
Matematica dentro do conjunto de atividades humanas e de institui¢des sociais. Assim, a Teoria
Antropologica do Didatico (TAD) considera como elementos primitivos INSTITUICOES (I),
INDIVIDUOS (X) e OBJETO (O).

Considerando que uma institui¢ao (I) ¢ um dispositivo social total que pode ter apenas uma
extensdao muito reduzida no espaco social, mas que permite e impde a seus sujeitos (...) maneiras
proprias de fazer e de pensar. Sob a 6tica da TAD cada saber € saber de pelo menos uma
institui¢do; um mesmo objeto do saber pode viver em institui¢des diferentes e para viver em uma
institui¢dao; um saber necessita submeter-se a certas imposigoes, o que o conduz a ser
transformado Chevallard (Ibidem).

A TAD consiste no desenvolvimento da nocao de organizacao praxeoldgica que,
acrescenta as nogdes acima descritas, as nog¢des de (tipo de) tarefa, técnica, tecnologia e teoria.
Para ele, tais no¢des vao permitir modelizar as praticas sociais em geral as atividades
Matematicas, como descritas a seguir.

Organizac¢ao Praxeologica

Podemos entender uma organizacao praxeolodgica como a realizacdo de certo tipo de tarefa
t que se exprime por um verbo, pertencente a um conjunto de tarefas do mesmo tipo t, através de
uma técnica T, justificada por uma tecnologia 0, que por sua vez, ¢ justificada por uma teoria ©.
Parte do postulado que qualquer atividade humana pde em pratica uma organizagdo, denominada
por Chevallard (1998) de praxeologia, simbolizada pela notagao [t, t, 6, O].

Chevallard (1998) considera ainda que o par [t, T] estd relacionado a pratica, e pode ser
compreendido como um saber-fazer, e o par [0,0] relacionado a razdo, ¢ compreendido como o
saber. O autor define assim a Organizacao Praxeologica [t, 1, 0, ®], em que temos um bloco
pratico [t, t], composto das tarefas e técnicas, o chamado saber fazer, e um bloco tedrico [0, O],
composto pelas tecnologias e teorias, o bloco do saber. Considera ainda que a existéncia de um
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tipo de tarefa matematica em um sistema de ensino esta condicionada a existéncia de, no
minimo, uma técnica de estudo desse tipo de tarefa e uma tecnologia relativa a esta técnica,
mesmo que a teoria que justifique essa tecnologia seja negligenciada.

Os tipos de tarefas (t) que se situam em acordo com o principio antropoldgico supdem a
existéncia de objetos bem precisos e que nao sdo obtidos diretamente da natureza. Eles sdo
artefatos, obras, construtos institucionais, como por exemplo, uma sala de aula, cuja reconstrugao
¢ inteiramente um problema, que ¢ o objeto da didatica (Chevallard, 1998). Por exemplo, resolva
a equacdo 3x + 6 =30. A nogao de tarefa, ou especificamente do tipo de tarefa, tendo como um
objetivo bem definido, por exemplo, encontrar o valor de x ¢ um tipo de tarefa, mas calcular ndo
explicita o que ¢ calcular. Assim, calcular o valor de uma equacao ¢ um tipo de tarefa, mas
somente calcular ndo seria um tipo de tarefa. Para esse exemplo, calcular ¢ género de tarefa.

Uma técnica (t) ¢ uma maneira de fazer ou realizar as tarefas T € t. Segundo Chevallard
(1998), uma praxeologia relativa a um tipo de tarefa t necessita, em principio, de uma técnica t
relativa. No entanto, ele afirma que uma determinada técnica T pode ndo ser suficiente para
realizar todas as tarefas t € t. Ela pode funcionar para uma parte p(t) das tarefas t e fracassar
para t/p (7). Isso significa que em uma praxeologia pode existir uma técnica superior a outras
técnicas, a0 menos no que concerne a realizagdo de certo numero de tarefas de t (Chevallard,
1998). Por exemplo, a multiplicagdo no conjunto dos nimeros naturais sempre aumenta, mas que
pode fracassar em outro conjunto numérico.

A tecnologia (0) ¢ definida inicialmente como um discurso racional sobre uma técnica T,
cujo primeiro objetivo consiste em justifica-la racionalmente, isto €, em assegurar que a técnica
permita que se cumpra bem a tarefa do tipo t. Na Matematica, tradicionalmente, a justificagdo de
uma técnica ¢ realizada por meio de demonstragdo. O segundo objetivo da tecnologia consiste
em explicar, tornar inteligivel e esclarecer uma técnica 1, isto €, em expor por que ela funciona
bem. Além disso, a tecnologia tem também a func¢do de reproduzir novas técnicas, mais
eficientes e adaptadas a realizagdo de uma determinada tarefa (Chevallard, 1998).

A teoria (®) tem como objetivos justificar e esclarecer a tecnologia, bem como tornar
inteligivel o discurso tecnoldgico. Passa-se entdo a um nivel superior de justificacdo-explicagdo-
producdo, [...] retomando com relagdo a tecnologia o papel que esta tem em relagdo a técnica. O
autor adverte, no entanto, que geralmente essa capacidade de justificar e de explicar a teoria ¢
quase sempre obscurecida pela forma abstrata como os enunciados tedricos sdo apresentados
frequentemente (Chevallard, 1998).

Um complexo de técnicas, tecnologias e da teoria constituidas em volta de um tipo de
tarefa configura-se em uma organizagao praxeologica pontual. O conjunto de véarias praxeologias
pontuais cunhard uma praxeologia local ou regional ou global, conforme o grau de expansao
desses conjuntos sucessivos e simultaneamente, a tecnologia, a teoria ou a posi¢ao institucional
apreciada. Tomando como base da matematica em nivel fundamental, no Brasil, podemos pensar
em uma organizacao praxeoldgica pontual em volta da resolucao de tipos equagdes a que vira
responder a questdo: como resolver uma equagdo? De uma praxeologia local em torno da
resolucao de diferentes tipos de equagdes, de modo que, do tema equagao do primeiro grau, até
chegar a uma praxeologia regional.

Uma organizacao matematica ¢ elaborada em torno de uma nogao, ou conceito, inerente a
propria Matematica. As Praxeologias Matematicas (OM) sdo as respostas (a rigor) a questdes do
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tipo como realizar o estudo de determinado assunto. Refere-se ao modo que possibilita a
realizag¢ao do estudo de um determinado tema, o conjunto de tarefas, de técnicas, de tecnologias,
entre outras, mobilizadas para o estudo de um tema. Por exemplo, encontrar o valor de uma
incégnita de uma equacgao.

Quaisquer que sejam as escolhas adotadas nos cursos dos trabalhos de estudo de dada OM
algumas situacdes estdo necessariamente presentes, mesmo que estas se apresentem de formas
variadas, tanto de forma quantitativa como qualitativamente falando. Estas situagdes serdo
denominadas de momentos de estudos, ou momentos didaticos, porque podemos dizer que
qualquer que seja o caminho escolhido ele conduzird inevitavelmente a um momento de fixagao,
ou de institucionaliza¢do, ou a um momento que demandara o questionamento do que ¢ valido
acerca do que foi construido, que caracteriza o momento de avaliag¢do, dentre outros.

O primeiro momento ¢ o primeiro encontro com a organizagao que esta sendo estudada. O
segundo ¢ o da exploragdo do tipo de tarefas t e de elaboracdo de uma técnica t relativa a este
tipo de tarefas. O terceiro momento € o da constituicao do ambiente tecnologico-teodrico relativo
a técnica. O quarto ¢ o do trabalho da técnica que visa melhora-la, torna-la mais confiavel, o que
geralmente exige aprimorar a tecnologia até entdo elaborada e aumentar o controle que se tem
sobre a técnica. O quinto momento ¢ o da institucionalizacdo que mostra o que realmente ¢ a OM
constituida, apontando os elementos que permanecerao definitivamente na OM e os que serdo
dispensados.

Finalmente, o sexto momento, o da avaliagdo, que se articula com o momento da
institucionalizacdo e permite relangar o estudo, demanda a retomada de alguns dos momentos, e
eventualmente do conjunto do trajeto didatico.

Programas de Ensino

Com a finalidade de estudar o objeto de pesquisar as equagdes do primeiro grau, ateremos
aos programas de ensino fundamental brasileiro e dos estados brasileiros sao eles: os Parametros
Curriculares Nacionais, PCN (Brasil, 1998), embora nao tendo status de programa, ¢ a ainda ¢ a
principal referéncia curricular brasileira.

Os documentos das cinco regides brasileiras, a saber: - regido nordeste: Pernambuco -
Pardmetros Curriculares de Matematica para o Ensino Fundamental e Médio do Estado de
Pernambuco; Paraiba - Referencial Curricular da rede Estadual; Alagoas - Referencial Curricular
da educagdo bésica para escolas publicas; Sergipe - Referencial Curricular da rede Estadual;
Babhia - Orientagdes curriculares e subsidios didaticos para a organizacao do trabalho pedagdgico
no ensino fundamental de nove anos; Piaui - Matrizes disciplinares do ensino fundamental;

Regido Sul: Rio Grande do Sul - Referencial Curricular; Parana: Proposta Pedagogica
Curricular.

Regido Sudeste: Sao Paulo - Curriculo do Estado; Rio de Janeiro - Curriculo Minimo de
Matematica; Minas Gerais - Proposta Curricular de Matematica do Ensino Fundamental - 6° A 9°
ano; Espirito Santo - Curriculo basico escola estadual.

Regido Norte: Ronddnia - referencial curricular de Rondonia; Tocantins - referencial
curricular para o ensino fundamental; Amapa - Plano curricular da educagao bésica,.

Regido Centro Oeste: Distrito Federal - curriculo em movimento da educacao bésica;
Goias - Curriculo de referéncia da rede estadual; Mato Grosso do Sul - referencial curricular do
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ensino fundamental; Mato Grosso: orientagdes curriculares da area de Ciéncias da natureza e
matematica da educacao basica.

Recorremos a tais Programas, pois neles sdo definidos os objetos a ensinar, as
recomendagdes e exigéncias, bem como a finalidade do ensino. Os parametros curriculares
nacionais — PCN (Brasil, 1998) sdo diretrizes formadas pelo Governo Federal que guiam a
educagdo e sdo separados por disciplina. Além da rede publica, a rede privada de ensino também
adota os parametros, porém sem carater obrigatorio.

Os PCN sao documentos oficiais de referéncia que, representam um esforgo na tentativa de
promover um ensino de qualidade voltado para a educacao basica. Na Matematica dos anos
finais do Ensino Fundamental propde quatro blocos: Nimeros e Operagdes; Espaco e Forma,;
Grandezas e Medidas; Tratamento da Informagdo. Sugere-se ainda que os conteudos
matematicos sejam trabalhados e sejam revistos em outras unidades e ndo trabalho de forma
fragmentada.

E os demais programas citados acima sao elaborados de acordo com seus contextos
regionais as respectivas secretarias tem automias também para criarem seus programas
curriculares de ensino de acordo suas especificidades de cada estado.

Metodologia

Assumindo a tese de Chevallard (Ibidem), de que a TAD fornece os elementos necessarios
a caracterizacdo do ensino de determinado saber matematico que se realiza no interior de
determinada instituicdo de ensino, sendo nosso foco o ensino fundamental brasileiro
especificamente o programa curricular nacional e os programas regionais de ensino fundamental
€ 0 objeto sdo as equacdes polinomiais do primeiro grau.

A metodologia seguida para a caracterizagdo, analise e comparagao das organizacgdes
matematicas sobre o ensino de equacdes do primeiro grau constitui-se na modelizagao a priori,
das praxeologias matematicas pontuais existentes em torno da resolucdo de equagdes do primeiro
grau, ao menos em termos de subtipos de tarefas, técnicas e tecnologias, a partir de estudos
teoricos e didaticos.

O quadro a seguir mostra o resumo das informagdes identificadas, de forma mais ou menos
explicita, da praxeologia regional explicita existente nos PCN para o ensino da algebra no
terceiro ciclo do Ensino Fundamental.

Quadro 1
Praxeologia matematica existente sobre equagado polinomial do grau no PCN

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas. operacdes numeéricas.
e Traduzir sentengas matematica (ndo explicita) (ndo explicita)
da linguagem usual para a
forma algébrica.

O estudo da algebra ¢ proposto para ser introduzido no bloco de “nimeros e operagdes”
por meio de atividades em que o estudante amplie os seguintes conceitos e procedimentos
(Brasil, 1998, p.72):
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v" Utilizagdo de representagdes algébricas para expressar generalizagdes sobre propriedades
das operacdes aritméticas e regularidades observadas em algumas sequencias numéricas.

v Compreensio da nog¢do de variavel pela interdependéncia da variagdo de grandezas.

v' Construgio de procedimentos para calcular o valor numérico de expressdes algébricas
simples.

Além de que, neste documento afirma-se que neste ciclo (6° e 7° ano) sejam desenvolvidos
tarefas no sentido de permitir aos estudantes compreender a nogao de variavel e reconhecer a
expressao algébrica como uma forma de demonstrar relagdes existentes entre variagao de duas
grandezas.

Ainda sobre o ensino de equacdes do 1° grau, foi verificado que o ensino quanto os PCN
(Brasil, 1998) nao fornecem elementos que favorecam a caracterizagdo das praxeologias
matematicas existentes.

Ap06s as analises dos PCN que o documento de referencia nacional faremos as analises dos
documentos das 5 regides brasileira(nordeste, sul, sudeste, norte e centro oeste): a nivel regional
nordeste: no estado de Pernambuco temos os Parametros Curriculares de Matematica para a
Ensino Fundamental e Médio do Estado de Pernambuco

As equagoes de primeiro grau devem aparecer de forma natural, ndo como um objeto
de estudo em si mesmo, mas como uma representacdo de um determinado problema
a ser resolvido. Assim, cabe ao professor elaborar situacdes em que, cada vez mais,
os procedimentos aritméticos sejam considerados pouco econdmicos para resolvé-
las, levando os estudantes a necessidade de estabelecer outros processos. E preciso,
porém, levar em consideragao que a passagem acima referida ndo se da na forma de
uma ruptura, pois ha estudantes que sistematicamente buscam procedimentos
aritméticos, sempre que ¢ possivel. (Pernambuco, 2012, p. 102).

Este documento acrescenta os seguintes exemplos: resolver problemas de partilha e de
transformacao (por exemplo: dentro de dois anos a minha idade sera o dobro da idade que vocé
tinha ha dois anos atras...), fazendo uso das representagdes simbolicas. Estabelecer a técnica da
equivaléncia (metafora da balanca) para resolver equagdes de primeiro grau do tipo A(x) = B(x),
sendo A(x) e B(x) expressdes polinomiais.

Quadro 2
Praxeologia matemdatica existente sobre equagdo polinomial do grau Pernambuco

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Resolver problemas de partilha Transpor termos ou e Propriedade das
e de transformagdo coeficientes operagoes inversas
e Traduzir sentengas matematica Neutralizar termos e e Principio de
da linguagem usual para a coeficientes equivaléncia
forma algébrica.

O estado da Paraiba: Referencial Curricular da rede Estadual; suas diretrizes estdo
organizadas em Conteudo: Equagdo de 1° grau com uma incognita; capacidades especificas:
identificar uma equacao do primeiro grau que expressa um problema.

Nesta etapa, os estudantes devem ser levados a identificar as relagdes e a linguagem
simbolica da Algebra, expressando relagdes matematicas através de igualdades e desigualdades.
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Uma possibilidade para este estudo seria propor problemas usando balangas de dois pratos.
(Paraiba, 2010, p. 146)

Quadro 3
Praxeologia matematica existente sobre equagao polinomial do grau Paraiba

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e RelagOes matematicas através (ndo explicita) e Principio de equivaléncia
de igualdades e desigualdades

Alagoas: Referencial Curricular da educagdo basica para escolas publicas neste documento
as expectativas esperadas ao final do ensino fundamental. Aprendizagens basicas esperadas ao
final do 9° ano do ensino fundamental Relacionar as diferentes escritas, operagdes e propriedades
algébricas. Determinar raizes de equacdes e sistemas de equacdes do 1° e 2° grau em diferentes
situagdes-problemas. (Alagoas, 2010, p. 76)

Quadro 4
Praxeologia matematica existente sobre equagdo polinomial do grau
Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Determinar raizes de uma (ndo explicita) e Propriedade das
equagao operagdes numéricas.

Sergipe: Referencial Curricular da rede Estadual; ndo faz mencao a resolucao de equagdes
no 7° ano, apenas no 8° ano que esse documento faz men¢ao as equagdes fracionarias; (Sergipe,
179)

Bahia: Orientagdes curriculares e subsidios didaticos para a organizagdo do trabalho
pedagogico no ensino fundamental de nove anos; foi organizado por eixos: o Eixo 2 - Da
Algebra & Construgio das Fungdes e as COMPETENCIAS/HABILIDADES Analisar leis
matematicas que expressem a relacdo de dependéncia entre variaveis por meio da escrita
algébrica; Resolver situacdes-problema por meio de equacdes (1° e 2° graus); Interpretar algumas
situagdes-problema por equacgdes ou inequagdes do primeiro grau, utilizando as propriedades da
igualdade ou desigualdade, na constru¢ao de procedimentos para resolvé-las, Possibilidades
Metodoldgicas do Eixo 2 a introducdo a nogao de incognita (valor desconhecido) abre novas
possibilidades de pensamento e aprendizagem neste eixo.

A partir da hipdtese de que o conhecimento matematico liga-se, sempre, a algum contexto,
abordar a balanca em equilibrio € significativo tanto na ideia da equagdo como nos
procedimentos de resolugcdo, como também sustentar os procedimentos nos principios aditivo e
multiplicativo, evitando a regra mecanica e inapropriada do “passar para o outro lado trocando o
sinal”; e brincar de desenhar as balangas, construindo as equagdes, de forma que um grupo vai
passando desafios para os demais — algo sempre valido. (Bahia, 2013, p. 128).

Quadro 5
Praxeologia matematica existente sobre equa¢do polinomial do grau Bahia
Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas operacdes numeéricas.
e Relagdes matematicas através (ndo explicita) e Principio de
de igualdades e desigualdades equivaléncia
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Piaui: matrizes disciplinares do ensino fundamental; ii. Area do conhecimento: matematica
matriz da disciplina de matematica devera ser ensinado: calculo do valor numérico de expressdes
algébricas simples. (Piaui, 2013, p. 108)

Quadro 6
Praxeologia matemdatica existente sobre equagdo polinomial do grau Piaui

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas operacdes numeéricas.

Os estados da regido nordeste que ndo foram encontrados os documentos das secretarias
foram: Ceard; Rio Grande do Norte e Maranhdo. Regido Sudeste: Espirito Santo: Curriculo
basico escola estadual Contetido Basico Comum — Matemética- esta organizado assim: Algebra
as regularidades e generalizagdes; Calculo literal: letra como variavel e incégnita; Equagdodo 1
grau: conceito de igualdade e equivaléncia; HABILIDADES ;Procurar padrdes e regularidades
para formular generaliza¢des em situagdes diversas, contextos numéricos € geomeétricos.
Interpretar relagdes entre varidveis e formulas. Utilizar equagdes para traduzir para a linguagem
algébrica uma situagdo-problema e ter capacidade de resolvé-la. COMPETENCIAS- Analisar as
relagdes numéricas explicita-las em linguagem materna e representd-las por meio de diferentes
processos, incluindo os simbolos. Resolver problemas utilizando a aritmética e o raciocinio
algébrico. (Espirito Santo, 2009, p. 95)

Quadro 7
Praxeologia matemdtica existente sobre equagdo polinomial do grau Espirito Santo

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas operacdes numeéricas.
e RelagOes matematicas através (ndo explicita) e Principio de
de igualdades e desigualdades equivaléncia

Minas Gerais: proposta curricular de matematica do ensino fundamental - 6° a 9° ano; e
divido por Tema 2: Equagdes Algébricas TOPICOS 10. Equagdes do Primeiro Grau
HABILIDADES. Conceitos 1. Identificar a raiz de uma equacdo do primeiro grau. 2. Resolver
uma equacao do primeiro grau. 3. Resolver problemas que envolvam uma equacao do primeiro
grau. (Minas Gerais, 2010, p. 11);

Quadro 8
Praxeologia matemdtica existente sobre equagdo polinomial do grau

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas operacdes numeéricas.

Rio de Janeiro: curriculo minimo de matematica no terceiro bimestre campo algébrico
simbolico equacao do primeiro grau e as habilidades e competéncias sdo: - Compreender a
diferenga entre varidvel e incognita. - Resolver equacdes do 1° grau por meio de estimativas
mentais, balanceamento e operacdes inversas. - Resolver problemas significativos utilizando
equacdes do 1° grau. (Rio de Janeiro, 2012, p. 9)
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Quadro 9
Praxeologia matematica existente sobre equagdo polinomial do grau
Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas operagdes numéricas.
e Resolver equagdes do primeiro (ndo explicita) e Propriedade das
grau operagdes inversas
e Resolver equagdes do primeiro (ndo explicita) e Principio de
grau equivaléncia

Sao Paulo: Curriculo do estado de Sao Paulo: contetidos Algebra em o uso de letras para
representar um valor desconhecido; Conceito de equagdo; Resolugdo de equacdes; Equagdes e
problemas. Habilidades: Compreender o uso de letras para representar valores desconhecidos,
em particular, no uso de férmulas Saber fazer a transposicao entre a linguagem corrente e a
linguagem algébrica Compreender o conceito de equacdo a partir da ideia de equivaléncia,
sabendo caracterizar cada equagao como uma pergunta. Saber traduzir problemas expressos na
linguagem corrente em equagdes; Conhecer alguns procedimentos para a resolu¢ao de uma
equagao: equivaléncia e operacao inversa. (Sao Paulo, 2012, p. 60)

Quadro 10
Praxeologia matematica existente sobre equagdo polinomial do grau Sdo Paulo

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas operagdes numéricas.
e Resolver equagdes do primeiro (ndo explicita) e Principio de
grau equivaléncia
e Resolver equagdes do primeiro (ndo explicita) e Propriedade das
grau operacdes inversas

REGIAO Sul: Parana: cadernos de expectativas de aprendizagem: contetdos estruturantes:
NUMEROS E ALGEBRA; contetidos basicos: equagdo e inequagio do 1° grau; expectativas de
aprendizagem: compreender o conceito de incognita e o principio de equivaléncia das equagdes.
49. Interprete e represente a linguagem algébrica no estudo das equacdes. (Parand, 2012, p. 90).

Quadro 11
Praxeologia matemdtica existente sobre equagdo polinomial do grau Parand

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas operagdes numéricas.
e Relagdes matematicas através e Principio de
de igualdades e desigualdades (ndo explicita) equivaléncia

Rio Grande do Sul: Referencial Curricular: Habilidades/ Competéncias- Reconhecer a
equagao do 1° grau como uma sentenga matematica aberta que apresenta igualdade; Identificar os
membros de uma equagdo com seus respectivos termos; Resolver situagdes problema que
envolvam equacao de 1° grau. Verificar a validade do resultado. Criar situagdes problema que
possam ser resolvidas por uma equagao de 1° grau. Situagdes de Aprendizagem- Discutir com os
alunos qual o instrumento utilizado para pesar objetos. Perguntar que tipos de balancas eles
conhecem e como eram as balangas antigamente. Verificar se eles conhecem o funcionamento
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das balancas de dois pratos e, apos a conversa, apresentar aos alunos uma balanga de dois pratos
com alguns pesos.

A resolu¢do de uma equacao so6 faz sentido se for necessaria para solucionar uma situagao-
problema. Sao inumeras as situagdes do dia a dia que podem ser equacionadas e solucionadas,
utilizando uma equag¢do do 1° grau. (Rio Grande do Sul, 2009, p. 128).

Quadro 12
Praxeologia matemdatica existente sobre equagdo polinomial do grau Rio Grande do Sul

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas operacdes numeéricas.
e RelagOes matematicas através (ndo explicita) e Principio de
de igualdades equivaléncia

Apenas um estado ndo foi encontrado os documentos: Santa Catarina

Regidao Norte: Amapa: Plano curricular da Educacao Basica do Estado esta disposto no
terceiro bimestre como; Equacgdo e Inequagdo do 1° Grau na seguinte: primeiro o conceito,
segundo os elementos e o terceiro sao as resolucdes das equacdes. (Amapa, 2009, p. 39). Nao
sendo possivel identificar os vestigios das tarefas, técnicas e tecnologias.

Rondonia: Referencial Curricular do ensino fundamental; Eixo tematico nimeros e
operagdes Conteudo Equacdes, Nao sendo possivel identificar os vestigios das tarefas, técnicas e
tecnologias. (Rondodnia, 2012, p. 209)

Tocantins: Referencial curricular para o ensino fundamental; as competéncias ser capaz de
perceber a importancia dos numeros, suas prioridades, suas inter-relagdes, seus significados e o
modo como, historicamente foi construido, bem como sua eficacia na resolugao de situagoes-
problema no seu cotidiano. Habilidades resolver expressoes algébricas. Resolver equacdes do 1°
grau. Calcular o valor numérico de uma expressao algébrica. Resolver equacdes do 1° grau.
Utilizar-se de representagdes algébricas para representar situagdes diversas. Resolver problemas
utilizando-se de equacdes do 1° grau; conteidos minimos Expressoes algébricas Equagdo do 1°
grau.(Tocantins, 2009, p. 89)

Quadro 13
Praxeologia matematica existente sobre equagado polinomial do grau Tocantins

Tipos de tarefas Técnicas Tecnologias
e Calcular o valor numérico de (ndo explicita) e Propriedade das
expressoes algébricas operacdes numeéricas.

Os estados que ndo foram encontrados os documentos das secretarias foram: Amazonas;
Roraima e Acre.

Consideracoes finais

Os resultados acima mostram no que diz respeito as relagdes institucionais, os resultados
obtidos das analises dos documentos oficiais (nacional e regional) apontam que o ensino das
equacdes polinomiais do primeiro grau ¢ implicitamente demonstrado como uma ferramenta para
resolver problemas de situagdes sociais. Além disso, esses documentos analisados ndo fornecem
dados que favoregam a caracterizacdo das praxeologias matematicas existentes em torno da
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resolucdo de equagdes do primeiro grau. No entanto, podemos constatar uma evolugao
documentos regionais em relagdo aos Parametros Curriculares nacionais- PCN nos que concerne
aos conteudos.

As equacdes do primeiro grau sdo justificadas como uma ferramenta para resolver
problemas e ndo tem sua organiza¢do matematica caracterizadas nos documentos oficiais.

A metafora da balanga presente em cinco documentos regionais como recurso didatico e a
preocupagao de ndo utilizarem este artificio apenas como manipulagao.
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Resumo

Nosso objetivo neste artigo ¢ apresentar os resultados de uma das etapas de uma
pesquisa de doutorado, desenvolvida pelo primeiro autor e orientada pelo segundo, cuja
questdo de pesquisa ¢: Quais e como aspectos de um curriculo enculturador sdo
evidenciados por dois grupos de professores ao tratar-se do pensamento algébrico? A
fundamentagao teodrica estd composta da perspectiva cultural para o curriculo de
Matematica segundo descrito por Bishop (1999) e nos indicadores de
desenvolvimento do pensamento algébrico descritos por Fiorentini, Miorim e
Cristovao (1993) e adaptados por Silva (2012). A pesquisa ¢ de cunho qualitativo, na
qual realizamos entrevistas semiestruturadas, segundo Manzini (2003), com trés
professores do Ensino Médio e trés professores da licenciatura em Matematica, sendo
escolhida uma das questdes propostas na entrevista para apresentarmos neste artigo.
Concluimos que a atividade intercultural de contar, o valor do racionalismo e o
componente simbolico, foram os itens mais evidenciados pelos professores
entrevistados.

Palavras chave: Educagao algébrica, Pensamento Algébrico, Curriculo Enculturador,
Ensino Médio, Formagao de Professores.

Introducio

Apresentamos neste artigo parte de uma pesquisa de doutorado que se encontra em
andamento, sendo que nessa etapa investigamos quais € como aspectos de um curriculo
enculturador sdo evidenciados por dois grupos de professores ao tratar-se do pensamento
algébrico, e temos resultados relativos a esta fase.

O interesse em realizarmos uma pesquisa relacionada ao pensamento algébrico ocorreu por
considerarmos que o objetivo do ensino da Algebra ¢ desenvolver o pensamento algébrico e
segundo Ponte (2005), desenvolver esse tipo de pensamento implica ndo s6 a capacidade de
trabalhar com o calculo algébrico e as fungdes, como a capacidade de lidar com estruturas
matematicas, relacdes de ordem e de equivaléncia aplicando-as a diferentes dominios
(interpretando e resolvendo problemas). Este mesmo autor afirma também que € necessario
tornar o pensamento algébrico uma orientacdo transversal do curriculo.
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Apesar da referida importancia do desenvolvimento do pensamento algébrico segundo
Kaput (2005), a visao tradicional da algebra esté relacionada com a aprendizagem de regras para
a manipulacdo de simbolos, simplificagdes de expressdes algébricas e resolucio de equagdes.
Assim, a algebra escolar em geral tem servido para ensinar um conjunto de procedimentos que
na visao dos alunos, ndo tem relagdo com outros conhecimentos matematicos € nem com o seu
mundo cotidiano.

Além disso, segundo Kaput (2005), a forma como vem sendo conduzido o ensino de
algebra tem capacitado os estudantes para produzir sequéncias de simbolos corretas e ndo tem
focado na compreensdo dos conceitos e do raciocinio matematico. As aplicagdes utilizadas sao
muitas das vezes artificiais, € os alunos nao t€ém a oportunidade de refletir sobre suas proprias
experiéncias, nem de articular os seus conhecimentos, memorizam procedimentos que sao
assumidos como operagdes sobre sequéncias de simbolos e resolvem problemas artificiais sem
significado.

Essa discussao sobre o simbolismo algébrico no processo de ensino e aprendizagem, aliada
a nossa concep¢ao de que o pensamento e o simbolismo sdo indissocidveis, nos remeteu ao artigo
de Bianchini e Machado (2010) intitulado “A dialética entre pensamento e simbolismo
algébricos”. Nesse artigo as autoras levantam questdes sobre a dialética necessaria entre
pensamento e simbolismo algébrico, apresentando exemplos dessa dialética pautados no modelo
tedrico sobre os trés usos das variaveis, 3UV. Sobre esse modelo tedrico, as autoras afirmam
que:

e Na construcao desse modelo houve preocupagdo em evidenciar a dependéncia entre a
semantica e a sintaxe da concepcdo de variavel. Cabe destacar que esta ndo ¢ a Unica
concepgao importante no ensino da algebra escolar, embora seja uma das fundamentais desse
nivel.

e O modelo 3UV explicita os processos que distinguem os usos das variaveis que sao
trabalhados nos cursos de Algebra escolar e que auxiliam o professor a desenvolver diversas
tarefas, tais como planejar o trabalho a ser realizado em sala de aula, conduzir a elaboragado
de atividades e produzir instrumentos diagnésticos.

e O modelo 3UV distingue trés principais usos da variavel: o de incégnita (ou termo
desconhecido), o de nimero genérico e o de relacao funcional (Bianchini; Machado, 2010,
p. 360).

Pelo artigo mencionado observamos a importancia do modelo tedrico 3UV tanto na
percepgao dos diferentes usos das variaveis, como no planejamento e na condugao das atividades
a serem desenvolvidas em sala de aula, contribuindo assim no processo de ensino e
aprendizagem da algebra escolar.

Também relacionado ao processo de ensino de algebra, encontramos o artigo de Machado
e Maranhao (2013) intitulado “Capacidades algébricas fundamentais para professores”. Neste
artigo as autoras afirmam que um dos maiores problemas que as institui¢des formadoras de
professores enfrentam ao prepara-los para atuar na atual sociedade ¢ o desenvolvimento das
capacidades de discernir, organizar o pensamento ¢ a agdo em fun¢do da informagdo. Neste
artigo as autoras apresentam a analise das respostas a um dos problemas propostos, sendo
transcrito a seguir:
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A soma de cem niimeros inteiros impares ¢ um niimero par.
1. VOF(Q)
2. Justifique sua resposta. (Machado; Maranhao, 2013, p. 53)

Participaram da pesquisa dezoito professores advindos de cursos de licenciatura em
Matematica de instituigdes distintas, sendo que ap6s a analise das respostas destes professores
foram organizadas nove categorias com a inten¢do de identificar informagdes relativas a trés
capacidades que as autoras consideram fundamentais do professor para o ensino de algebra e da
linguagem algébrica. As capacidades mencionadas sdo as seguintes:

e Justificar algebricamente as relagdes e conclusoes.
e Discernir entre a informacao valida e a invalida.
¢ Distinguir a informagao pertinente da ndo pertinente. (Machado; Maranhao, 2013, p. 52)

As autoras concluiram pelas andlises que hé necessidade de trabalhos na formacao de
professores enfocando as trés capacidades elencadas no artigo. Os resultados das analises
realizadas levaram as autoras a pensar se e como os fundamentos da algebra estdo sendo tratados,
tanto na formacgao inicial como na formagao continuada, de professores de Matematica.

Pelos resultados apresentados no artigo, constatamos a necessidade de uma maior atencao
na formacao inicial de professores de Matematica, favorecendo o desenvolvimento de
capacidades necessarias para atuarem com uma boa qualidade, proporcionando aos alunos uma
melhor aprendizagem.

Com base nas reflexdes proporcionadas pelas pesquisas mencionadas neste artigo,
sentimos a necessidade de investigar como os professores, tanto do Ensino Médio como da
licenciatura em Matematica, entendem o pensamento algébrico e quais as contribuigdes desse
para o aluno.

Fundamentacio tedrica

Adotamos como fundamentagao tedrica os indicadores de desenvolvimento do pensamento
algébrico descritos por Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) em seu artigo intitulado
“Contribui¢do para um Repensar... a Educagdo Algébrica Elementar” e o curriculo de
Matematica com enfoque cultural descrito por Bishop (1999).

Neste artigo, Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), apresentam algumas consideragdes que
permitem repensar a Educagdo Algébrica Elementar. Essas consideragdes sao feitas a partir de
uma analise comparativa entre as concepgoes de Educagao Algébrica que se manifestaram ao
longo da histéria do ensino de Matematica e as concepgdes de Algebra subjacentes as leituras
mais frequentes do desenvolvimento historico desse campo do conhecimento matematico.

Segundo Fiorentini, Miorim e Miguel (1993):

A tendéncia da Educacdo Algébrica tem sido acreditar que o pensamento algébrico sé se
manifesta ¢ desenvolve através da manipulacdo sintatica da linguagem concisa e especifica
da Algebra. Entretanto essa relagio de subordinagio do pensamento algébrico a linguagem
desconsidera o fato de que, tanto no plano historico quanto no pedagogico a linguagem ¢&,
pelo menos a principio, a expressdo de um pensamento. Acreditamos subsistir entre
pensamento algébrico e linguagem ndo uma relagdo de subordinag¢do, mas uma relagéo de
natureza dialética, o que nos obriga, para melhor entendé-lo, colocar a questdo de quais
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seriam os caracterizadores de um tipo de pensamento que poderia ser qualificado como
algébrico (Fiorentini, Miorim, Miguel, 1993, p. 85).

Os autores expoem entdo elementos considerados por eles como caracterizadores do
pensamento algébrico, sendo eles:

Percepcao de regularidades, percepgdo de aspectos invariantes em contraste com outros que
variam, tentativa de expressar ou explicitar a estrutura de uma situagdo problema ¢ a

presenga do processo de generalizagdo” (Fiorentini, Miorim, Miguel, 1993, p. 85).

Nesse mesmo sentido o NCTM (2000) menciona que o objetivo do estudo da Algebra é
desenvolver o pensamento algébrico nos alunos.

Segundo o NCTM (2000), o pensamento algébrico diz respeito ao estudo das estruturas, a
simboliza¢do, a modelagdo e ao estudo da variacdo:

e Compreender padrdes, relagdes e fungdes (Estudo das estruturas),

e Representar e analisar situagdes matematicas e estruturas, usando simbolos algébricos
(Simbolizagao),

e Usar modelos matematicos para representar e compreender relacdes quantitativas
(Modelagao),

¢ Analisar mudanca em diversas situacoes (Estudo da variagao). (p. 37)

Silva (2012), membro do Grupo de Pesquisa em Educagdo Algébrica (GPEA), em sua
pesquisa intitulada “Pensamento Algébrico e equagdes no Ensino Fundamental II: uma
contribuicdo para o Caderno do professor de Matematica do oitavo ano”, teve por objetivo
evidenciar indicadores de desenvolvimento do pensamento algébrico no topico “Equagdes
Algébricas de 1° grau” do Caderno do professor de Matematica adotado na docéncia do Ensino
Fundamental da rede publica do Estado de Sao Paulo.

Para analisar as atividades selecionadas Silva (2012) adaptou os aspectos categorizadores
do pensamento algébrico descritos por Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) e os trés usos da
variavel, segundo Usiskin et al. (2005), apresentando o seguinte quadro, utilizado também em
nossa pesquisa:

Quadro 1

Indicadores de desenvolvimento do pensamento algébrico

Indicador | A atividade possibilita que o professor conduza os alunos a:

1 Estabelecer relagdes/comparagdes entre as expressdes numéricas/algébricas em
lingua natural ou padrdes geométricos.

2 Perceber e tentar expressar estruturas aritméticas/algébricas correspondentes a
uma situa¢do-problema.

3 Produzir mais de um modelo aritmético/algébrico para uma mesma situagdo-
problema.

4 Produzir vérios significados para uma mesma expressdo numérica/algébrica.

5 Interpretar uma igualdade como equivaléncia entre duas grandezas ou entre duas
expressoes numéricas/algébricas.

6 Transformar uma expressao aritmética/algébrica em outra equivalente mais
simples.

7 Desenvolver algum tipo de processo de generalizagdo.
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8 Perceber e tentar expressar regularidades ou invariancias.

9 Perceber o uso da vardvel como incognita.

10 Perceber o uso da variavel como nimero genérico.

11 Perceber o uso da variavel como relagdo funcional.

12 Desenvolver a linguagem simbdlica ao expressar-se matematicamente.

Fonte: Silva, 2012, p.41.

A leitura da pesquisa de Silva (2012) proporcionou um maior redimensionamento dos
indicadores de desenvolvimento do pensamento algébrico considerados em nossa pesquisa.
Dessa forma quando fizermos referéncia ao pensamento algébrico estaremos adotando os
aspectos categorizadores mencionados por Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) e refor¢ados no
NCTM (2000) e adaptados por Silva (2012). Vale ressaltar também que estes categorizadores
serdo utilizados para analisar as entrevistas propostas aos professores participantes da pesquisa.

Acreditamos ser necessario relacionar as dimensdes social e cultural no desenvolvimento
do pensamento algébrico. Nesse mesmo sentido, Bishop (1999) afirma que curriculos com um
enfoque cultural ressaltam a necessidade de se explicitarem os valores da cultura matematica,
priorizam o aspecto individualizador e personalizador do ensino e buscam relacionar
significativamente as pessoas e sua cultura matematica.

A partir desse enfoque, a Educagdo Matematica, segundo Bishop (1999), devera
contemplar: a existéncia de personalidades individuais; o reconhecimento dos estudantes como
aprendizes ativos; e o desenvolvimento do conhecimento cultural, por meio da interagdo social
com elementos de seu grupo. Acreditamos ser esse ponto um aspecto importante para justificar a
importancia desse enfoque no ensino de Matematica.

Bishop (1999) atribui a esse processo criativo e interativo o nome de enculturagao
matematica. Assim, nesse artigo, quando fizermos mencao ao enfoque cultural estaremos nos
referindo ao descrito por Bishop (1999).

Nessa abordagem cultural, Bishop (1999) destaca seis atividades interculturais
relacionadas com o entorno e cultura matematica: contar, localizar, medir, desenhar, jogar e
explicar. O autor menciona também seis valores: racionalismo, objetismo, controle, progresso,
abertura e mistério.

O primeiro par de valores ¢ classificado por Bishop (1999) como ideologia do
racionalismo e ideologia do objetismo. O racionalismo pode ser caracterizado, segundo o autor,
pela énfase no raciocinio dedutivo, além disso, esta relacionado com os argumentos l6gicos, com
os processos de abstragdo, teorizagdo ¢ demonstracao. Ja o objetismo, estéa relacionado as
imagens e objetos materiais, considerando que as ideias ndo se originam apenas das relacdes do
individuo com seu meio.

O segundo par de valores ¢ composto, segundo Bishop (1999) pelos sentimentos de
controle e de progresso. Ele menciona que o entendimento € o dominio dos conhecimentos
matematicos provocam o sentimento de seguranca e controle, ndo somente no interior da
Matematica, mas também ao se perceber que determinados fendmenos obedecem a leis derivadas
das matematicas. Sobre o sentimento de progresso, Bishop (1999) afirma que este pode ser
identificado quando ao mobilizar determinados conhecimentos para resolver um problema, o
aluno faz novas descobertas, percebe novas propriedades e constréi um novo saber.
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O terceiro par de valores ¢ classificado por Bishop (1999) como sociologia da abertura e
sociologia do mistério. Ele afirma que o valor referente a sociologia da abertura deixa claro que
o conhecimento matematico ¢ acessivel, aberto e pertence a todos. Sobre a sociologia do
mistério, Bishop (1999) ressalta que essa sensagao nado soO ¢ sentida pelos estudantes, mas
também pelos matematicos antes ou no decorrer de suas investigagdes. A sociologia do mistério
pode contribuir para despertar no aluno o interesse pela busca do desconhecido, pela construgao
de novas ideias, além de favorecer a explicagdo e a socializagdo das descobertas.

Pela relagao dos valores mencionados com as seis atividades interculturais emergem cinco
principios: representatividade, formalismo, acessibilidade, poder explicativo e concep¢do ampla
e elementar, nos quais um curriculo baseado nos processos de enculturagdo deve considerar.

O principio da representatividade esté relacionado com a representacao da cultura
matematica, ou seja, com as ideias simbolicas e tedricas, associadas aos seis valores ja
mencionados: racionalismo, objetismo, controle, progresso, abertura e mistério.

Com relacdo ao principio do formalismo, o curriculo enculturador, deve ter, segundo
Bishop (1999), o nivel formal como objetivo, porém também devem ser feitas conexdes com o
nivel informal e promover a introdugao ao nivel técnico.

O principio da acessibilidade, segundo Bishop (1999), tem como pressuposto que para ser
enculturador, o curriculo de Matematica deve ser acessivel a todos os alunos. Nessa perspectiva ¢
necessario iniciar os alunos na cultura formal por meio de situagdes de aprendizagem simples, as
quais propiciem que o estudante estabeleca relagcdes entre o novo e o vivenciado, partindo entao
em seguida para situacdes mais complexas.

O principio do poder explicativo leva em consideracdo que o curriculo enculturador deve
promover a argumentacao, que ocorre por meio da explicacdo de ideias j& construidas. Ao
explicar o estudante expde suas ideias, estabelece relacdes entre a Matematica e suas
experiéncias cotidianas, encontrando justificativas conceituais para seus argumentos e atribuindo
assim significado aos conceitos matematicos estudados.

Sobre o quinto principio, denominado concep¢do ampla e elementar, Bishop (1999) afirma
que o curriculo de Matematica ao invés de ser exigente e limitado, deve ser relativamente amplo
e elementar.

Para satisfazer todos os cinco principios: da representatividade, do formalismo, da
acessibilidade, do poder explicativo e da concep¢do ampla e elementar, Bishop (1999) estrutura
um curriculo de Enculturacdo Matematica em trés componentes: simbolico, social € cultural.

O componente simbolico do curriculo de enculturagdo, segundo Bishop (1999) esta
baseado nos conceitos organizadores do curriculo como referéncia de conhecimento.

J& o componente social, na opinido de Bishop (1999), pode ser mais bem desenvolvido
com a intencao de que os alunos participem de maneira adequada por meio do desenvolvimento
de projetos. A participagcdo em projetos favorece a atividade reflexiva, pois mediante a
investigacao e a documentacao de uma situagao social e com o apoio do professor o aluno pode
iniciar o processo de andlise critica que € tdo necessario no desenvolvimento do pensamento
algébrico.
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Por outro lado, segundo Bishop (1999), o componente cultural, exemplifica, o
metaconceito da matematica como fendmeno existente em todas as culturas e introduz a ideia
técnica de cultura Matematica com seus valores de abertura e mistério.

E necessario a um curriculo de Enculturacdo Matematica, em sua componente cultural,
segundo Bishop (1999), mostrar a natureza da Matematica como cultura, o tipo de relagdo com
as abstragdes que tem os matematicos, o fato de que as ideias matematicas sao inventadas,
indique como, ou talvez por que, se geraram estas ideias e que permita refletir acerca do que ¢ a
Matematica.

Para Bishop (1999), estes trés componentes: simbolico, social e cultural, ainda que
sobrepostos e em interagao no curriculo de enculturagao sao necessarios e suficientes para criar

um curriculo que possa oferecer uma Enculturacdo Matemaética para todos os estudantes. E
necessario também para Bishop que esses trés componentes sejam tratados de forma equilibrada.

Dessa forma ao analisarmos as entrevistas propostas a professores do Ensino Médio e a
professores que ministram aulas na licenciatura em Matematica, procuramos identificar se e
como os aspectos de um curriculo enculturador sdo evidenciados, bem como, se 0s componentes
de um curriculo enculturador sao tratados de forma equilibrada.

Procedimentos metodoldgicos

Nesta pesquisa realizamos entrevistas semiestruturadas com seis professores, sendo que
tr€s ministram aulas no Ensino Médio e trés na licenciatura em Matematica.

Escolhemos entrevistar os professores do Ensino Médio para investigar quais aspectos de
um curriculo enculturador sdo evidenciados por eles ao fazerem meng¢do do pensamento
algébrico. Entrevistamos também professores que ministram aulas na licenciatura em
Matematica, pois sdo eles que formam os futuros professores, buscamos entdo comparar as
respostas dadas por esses dois grupos de professores.

A realizacdo da pesquisa foi aprovada pelo comité de ética da institui¢do em que a
investigacao foi desenvolvida e cada sujeito aceitou participar. Vale ressaltar também que
utilizamos pseudonimos para apresentar as ideias de cada professor.

Analisando o perfil de cada professor constatamos que as professoras Monica e Andreia
que ministram aulas para alunos do Ensino Médio, lecionam ha vinte anos, enquanto que o
professor Geraldo leciona ha vinte e trés anos no Ensino Médio. Com relagdo aos professores
que ministram aulas no curso de licenciatura em Matematica constatamos que os professores
Douglas e Rodrigo lecionam ha quinze anos e o professor Guilherme leciona ha cinco anos.

Segue entdo a questdo, seguida das respostas dos professores e da respectiva analise:

O que voce entende ao ler a expressao “Pensamento Algébrico”? Em sua opinido, qual a
contribui¢do do desenvolvimento do Pensamento Algébrico para o aluno?

Geraldo: O aluno ganha quando desenvolve o pensamento algébrico, quando ele consegue
manipular alguma coisa para chegar a um resultado esperado, acho interessante, pois pode
contribuir no desenvolvimento do raciocinio logico.

Monica: E a Linguagem da Matematica, o porqué das ideias matematicas. Por exemplo, a
importancia dos casos de fatoracdo, o que significa a expressdo 2x+1 em diferentes
contextos. Considero que ndo é dada a devida atengdo ao pensamento algébrico. E a escrita
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matematica. Ndo a decoreba!!! Deve ser dada mais énfase nos porqués e na generalizacdo de
ideias matematicas.

Andréia: E uma coisa mais abstrata, trabalha com valores desconhecidos. Dependendo da
idade do aluno, maturacdo e série, pode se desenvolver um pensamento mais complexo. Um
pensamento complexo em uma estrutura que deve ser familiar ao aluno. O pensamento
algébrico contribui no desenvolvimento do raciocinio logico, pois é necessario mobilizar
conhecimentos algébricos para determinar os valores desconhecidos, o que contribui para o
desenvolvimento do raciocinio logico e dessa forma também desenvolve o pensamento
algébrico no aluno.

Guilherme: Entendo como um tipo de pensamento em que € necessario mobilizar
conhecimentos como generalizagdo, obtengdo de uma expressdo geral de uma determinada
situacdo, abstrair uma ideia pela observagdo de uma regularidade e entdo escrever uma lei
matematica que representa um determinado fendmeno. Com base em casos particulares
abstrair um caso geral. Generalizar padroes.

Douglas: Ao ler a expressdo pensamento algébrico vem a mente aquelas expressoes
horrendas para simplificar, de forma macante e chata, até ao prazer de um aluno entender
que uma expressao algébrica tem a ver com uma figura, com um objeto concreto, um
exemplo classico disso sdo os produtos notaveis, quando o aluno consegue enxergar isso em
termos de area, nesse sentido. A importancia de que o aluno perceba as relagdes das
expressoes algébricas com figuras geométricas.

Rodrigo: Nao existe uma devida exploracdo do pensamento algébrico na Educagido Basica.
Trabalha-se muito com o “x” e 0 “y”, mas deixa-se de explorar que com o pensamento
algébrico, € possivel transformar uma situagao-problema na linguagem usual, numa
linguagem corrente e trazendo ela para a linguagem algébrica, onde serdo utilizadas
nomenclaturas, simbolos, letras. Entdo eu acredito que uma falha no ensino de algebra ¢ falta
do trabalho com essa transformagdo. Uma vantagem do desenvolvimento do pensamento
algébrico ¢ a associagdo com o mundo que rodeia o aluno, pois ele pode relacionar uma
situacdo do dia-a-dia com uma expressao algébrica, por exemplo, eu vou a feira comprar
dois quilos de tomate e um quilo de batata, entdo o aluno poderia transformar isso utilizando
o pensamento algébrico para facilitar o dia-a-dia dele. Um 6nibus que o aluno vai a algum
lugar, um metré que ele vai pegar, ou até mesmo a distancia que ele vai percorrer, e tudo isso
pode envolver o pensamento algébrico.

A respeito da segunda parte da questdao A, “Qual a contribui¢do do desenvolvimento do
pensamento algébrico para o aluno?” constatamos as seguintes respostas:

Geraldo: O pensamento algébrico pode contribuir no desenvolvimento do raciocinio logico.

Monica: O pensamento algébrico abre horizontes nas ideias matematicas. Tem inicio com o
valor desconhecido, no comego com figuras, quadradinhos, estrelinhas e depois com o uso
de letras. Deve ser dada mais énfase nos porqués, na generalizag@o de ideias matematicas.

Andréia: O pensamento algébrico contribui no desenvolvimento do raciocinio logico, pois ¢
necessario mobilizar conhecimentos algébricos para determinar os valores desconhecidos.

Guilherme: O pensamento algébrico auxilia na observagdo de regularidades e generalizagdo
de padrdes, bem como, escrever a expressao que representa um determinado fenomeno.

Douglas: Desenvolver estratégias para simplificacdo de expressdes algébricas e estabelecer
relagdes entre as expressoes algébricas e as figuras geométricas.
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Rodrigo: Auxilia no trabalho de situa¢des em que o aluno precisa escrever a expressao
algébrica que representa determinada situagdo-problema.

Analisando as respostas sobre a questdo A dadas pelos professores, identificamos a
presenca dos seguintes indicadores de desenvolvimento do pensamento algébrico: 1, 2, 6, 7, 8, 9,
10, e 12.

O indicador 1 foi evidenciado pelo professor Douglas, que ministra aulas na licenciatura
em Matematica. A presenga desse indicador foi identificada quando o professor Douglas
menciona a importancia de que o aluno estabeleca relacdes entre expressdes algébricas e as
figuras geométricas, como exemplo, o professor cita o estudo dos produtos notaveis.

O indicador 2 foi destacado por dois professores que ministram aulas na licenciatura em
Matematica, sendo eles os professores Guilherme e Rodrigo. A presenca desse indicador foi
identificada na resposta dos professores, ao afirmarem a necessidade de que o aluno seja
colocado em situagdes em que necessite escrever a expressao matematica, que representa uma
dada situacdo-problema.

O indicador 6 foi identificado na resposta do professor Douglas ao mencionar que uma das
ideias que vem em mente ao ler a expressao pensamento algébrico ¢ a simplificacdo de expressao
algébricas.

Os indicadores 7 e 8 foram evidenciados na resposta dos professores Guilherme (que
ministra aula na licenciatura em Matematica) e Monica (que leciona para o Ensino Médio) ao
afirmarem a importancia do pensamento algébrico na generalizagdo de ideias matematicas,
necessitando para isso que se observe regularidades em um determinada situagao.

O indicador 9 foi identificado na resposta dos professores Geraldo, Monica e Andréia (que
lecionam no Ensino Médio) e dos professores Douglas e Rodrigo (que ministram aulas na
licenciatura em Matematica). Esse indicador foi observado ao relatarem que o pensamento
algébrico esta relacionado a determinagao do valor desconhecido em uma determinada equagao.

O indicador 10 foi evidenciado na resposta dos professores Guilherme (que ministra aula
na licenciatura em Matematica) e Monica (que leciona para o Ensino Médio) ao afirmarem a
importancia do pensamento algébrico na generalizagdo de ideias matematicas, o que nos remete a
ideia do uso da variavel como ntimero genérico.

Por fim, o indicador 12 foi observado na resposta de todos os professores entrevistados,
pois, todos mencionam a ideia de desenvolver a linguagem simbolica ao expressar-se
matematicamente.

Foram identificadas duas das atividades interculturais descritas por Bishop (1999), sendo
elas: contar e desenhar. A atividade intercultural de contar foi observada na resposta de todos os
professores entrevistados, enquanto que, a atividade intercultural de desenhar, foi verificada pela
resposta do professor Douglas, ao mencionar a importancia de que o aluno perceba as relagdes
do estudo dos produtos notaveis com as figuras geométricas, que esta colocado por Bishop como
um dos itens da atividade intercultural de desenhar.

Foram evidenciados dois dos valores descritos por Bishop (1999) sendo eles: racionalismo
e objetismo. O valor do racionalismo foi identificado nas respostas dos professores Geraldo,
Monica e Andreia (que ministram aula no Ensino Médio) e do professor Guilherme (que ministra
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aula na licenciatura em Matematica). J4 o valor do objetismo foi observado na resposta dos
professores Douglas e Rodrigo (que ministram aulas na licenciatura em Matematica).

O valor do racionalismo foi identificado pela afirmacao dos professores sobre a
contribuicao do pensamento algébrico no desenvolvimento do raciocinio l6gico, seja ele indutivo
ou dedutivo, bem como na ideia de abstrair regularidades para generalizar ideias matematicas. O
valor do objetismo foi observado pela preocupagao com a visualizagdo das expressoes algébricas
com a utilizagdo de figuras geométricas, bem como, pela afirmacdo de que o desenvolvimento do
pensamento algébrico ¢ importante para o aluno, pois ajuda a expressar situagdes que ocorrem
em sua vida cotidiana, mostrando assim uma preocupacao em apresentar uma aplicacao direta do
assunto estudado.

Notamos a presenca de dois principios de um curriculo enculturador, sendo eles:
acessibilidade e representatividade. O principio da acessibilidade foi identificado na resposta da
professora Andréia, no momento em que ela menciona a preocupagdo com o nivel de
complexidade do desenvolvimento do pensamento algébrico, pois segundo a professora, diversos
fatores devem ser levados em consideracao nesse processo, como por exemplo: idade, série e
maturagdo. J& o principio da representatividade foi observado na resposta do professor Douglas,
ao mencionar a relacdo dos produtos notaveis com as figuras geométricas.

Foram evidenciados dois componentes de um curriculo enculturador, o componente
simbdlico e o componente cultural. O componente simbolico foi observado na resposta de todos
os professores entrevistados, enquanto que o componente cultural foi identificado na resposta da
professora Monica (que ministra aula no Ensino Médio), ao afirmar que o desenvolvimento do
pensamento algébrico contribui no entendimento dos porqués das ideias matematicas.

Constatamos também ao analisarmos as entrevistas dos professores, no que diz respeito ao
pensamento algébrico, que o professor Geraldo entende esse tipo de pensamento como
manipulagdo de simbolos e desenvolvimento do pensamento matematico por meio do uso de
letras, e que este contribui no desenvolvimento do raciocinio l6gico. Por sua vez a professora
Monica associa expressdoes como linguagem e escrita matematica, fatoracao e generalizagdo. A
resposta dada pela professora Andreia nos remete as ideias de abstrair, encontrar o valor
desconhecido em uma equagdo e desenvolver o raciocinio logico.

Com relacdo aos professores que ministram aulas no curso de licenciatura em Matematica,
observamos que o professor Guilherme, ao mencionar o que entende ao ler a expressao
“pensamento algébrico”, associa termos como generalizagdo, abstracao, observagao de
regularidades e representacdo de um determinado fendomeno por meio de uma lei matematica. O
professor Douglas, por outro lado, associa expressdes como simplificagdo de expressoes
algébricas, produtos notaveis e relagdes das expressdes algébricas com figuras geométricas. O
professor Rodrigo associa termos como linguagem algébrica, utilizagao de simbolos ¢ a escrita
de uma expressao algébrica que representa determinada situagdo problema.

Consideracoes Finais

Nesse artigo nosso objetivo foi apresentar os resultados de uma das etapas de uma pesquisa
de doutorado em que realizamos entrevistas semiestruturadas com seis professores, investigando
quais aspectos de um curriculo enculturador seriam evidenciados pelos professores entrevistados
ao explicitarem suas ideias sobre o pensamento algébrico.
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Analisando entdo a questdo “O que vocé entende ao ler a expressao “Pensamento
Algébrico”? Em sua opinido, qual a contribui¢ao do desenvolvimento do Pensamento Algébrico
para o aluno?”, identificamos o predominio de dois indicadores de desenvolvimento do
pensamento algébrico, sendo eles: desenvolver a linguagem simbolica ao expressar-se
matematicamente (indicador 12) e perceber o uso da varidvel como incdgnita (indicador 9).

Constatamos pela analise também a presenca de duas atividades interculturais, contar e
desenhar. A atividade intercultural de contar foi a mais evidenciada, sendo explicitada por todos
os professores entrevistados. Com isso, conjecturamos que ao trabalhar com o pensamento
algébrico sdo valorizados itens como, representacdes algébricas, operacdes numéricas, equagoes
€ conjuntos numéricos.

Observamos a presenca de dois valores de um curriculo enculturador, o racionalismo € o
objetismo, sendo que o valor do racionalismo foi o predominante, sendo observado na resposta
dos professores Geraldo, Monica e Andréia, que ministram aulas no Ensino Médio, e na resposta
do professor Guilherme, que ministra aula no curso de licenciatura em Matematica. O valor do
objetismo foi detectado na resposta dos professores Douglas e Rodrigo, que ministram aulas no
curso de licenciatura em Matematica. A presenca desses dois valores permite afirmarmos que, ao
tratar do pensamento algébrico, os professores evidenciam o par concreto/abstrato, com
predominio da capacidade de abstrair, fato esse também sugerido por Bishop (1999), quando
menciona que o curriculo de matematica deve destacar o racionalismo acima do objetismo.

Os principios de um curriculo enculturador foram pouco evidenciados nas respostas dadas
pelos professores entrevistados, sendo observados apenas os principios da acessibilidade
(evidenciado pela professora Andreia) e o principio da representatividade (evidenciado pelo
professor Douglas). Esse fato nos permite inferir que se privilegia no tratamento do
desenvolvimento do pensamento algébrico a preocupagdo em tornar esse estudo claro e acessivel
a todos, favorecendo um bom relacionamento entre professor e aluno, facilitando assim as
intervengdes necessarias no processo de ensino e aprendizagem. Também se privilegia ao tratar o
pensamento algébrico que sejam feitas relagdes entre o conteudo matematico estudado com
outros conteudos da propria Matematica.

O componente simbolico foi evidenciado na resposta de todos os professores entrevistados,
sendo que o componente cultural foi destacado na resposta de apenas uma professora, a
professora Monica, que ministra aula no Ensino Médio. J4 o componente social nao ficou
explicitado na resposta dada pelos professores. Esse predominio do componente simbolico nos
permite afirmar que o tratamento com o pensamento algébrico ¢ fortemente focado em apenas
um componente, o simbolico, predominando a manipulagdo de simbolos e a resolucdo de
equacdes. Lembrando que Bishop (1999) sugere um tratamento equilibrado entre os trés
componentes.

Concluimos entdo ao analisar as respostas dos professores entrevistados, que ao tratarem
do pensamento algébrico, acreditam que esse pode contribuir no desenvolvimento da linguagem
simbdlica, por meio de manipulacdo de simbolos, resolu¢cdo de equagdes e pelo tratamento dado
as representacdes algébricas. Notamos também que pelo tratamento com esses itens o professor
deverd levar o aluno a perceber o uso da variavel como incognita, estabelecer relagdes entre o
conteudo matematico estudado e outros conteudos da propria Matematica e proporcionar um
ambiente agradavel em sala de aula, facilitando as intera¢des entre professor e aluno, bem como,
entre alunos, tratando também os conteudos de forma clara e acessivel a todos os estudantes.

Comunicacién X1V CIAEM-IACME, Chiapas, México, 2015.



Pensamento Algébrico e o curriculo enculturador evidenciado por professores 195

Consideramos fundamental que ocorra uma tomada de consciéncia dos professores de que
a algebra ¢ algo mais amplo e tem aplicagdes nos diferentes ramos da Matematica.
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Resumo

Este artigo apresenta um material produzido, com o uso do computador, para o
ensino de conceitos do Calculo, no qual encontra-se, por exemplo, a construgao com
0 GeoGebra do gréafico de uma funcao continua ndo diferencidvel em todos os pontos
de seu dominio, com o intuito de explorar a relagao diferenciabilidade/continuidade
de fungdes reais. Esse material ¢ embasado em referéncias tedricas propostas por
David Tall e colaboradores, € na escolha de um software adequado a tais referéncias.
A nocao de retiddo local, por exemplo, ¢ evocada para tratar do conceito de derivada.
Espera-se com este artigo contribuir com a ampliagao necessaria da produgado de
materiais para o ensino que levem em conta resultados de pesquisas da Educacao
Matematica.

Palavras chave: Ensino Superior, Conceitos de Célculo, uso do GeoGebra, David Tall.
Introducio

Este artigo apresenta um resultado parcial de uma pesquisa de doutoramento realizada no
ambito do Programa de Estudos Pos-Graduados em Educagéio Matemética da PUC/SP. E
problematica dessa pesquisa a necessidade de elaborar material que visem preparar a Matematica
para os estudantes (Wilkelmann, 1994); existéncia de dificuldades relativas a aprendizagem de
conceitos do Calculo Diferencial e Integral, pois eles possuem uma “condicao privilegiada na
formacao do pensamento matematico avangado” (Igliori, 2009, p. 13).

O alvo da pesquisa ¢ o desenvolvimento de materiais para o ensino de conceitos de Célculo
com o software de Geometria Dinamica, GeoGebra. A escolha desse software deve-se ao fato
dele ser gratuito, possuir interface simples e intuitiva e possibilitar o trabalho em conjunto da
Geometria, da Algebra e do Calculo. Esse software ¢ munido das ferramentas necessarias para o
desenvolvimento das atividades deste artigo e possibilita a replicagdo das mesmas, pois ele ndo
requer computadores “poderosos” e possui uma versao mobile para dispositivos moveis (como,
smartphones e tablets). Além disso, o software possibilita a elabora¢do e modificacio de applets,
tanto para uso em sala de aula quanto para disponibilizar em websites da internet.

A pesquisa se norteia por elementos tedricos desenvolvidos por Tall e colaboradores que
auxiliam a fundamentar a maneira pela qual o computador pode ser utilizado para o
desenvolvimento de abordagens de ensino com caracteristicas especificas nomeadas de
abordagens cognitivas, sendo essa uma abordagem para o curriculo que considera o estado
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cognitivo atual do aprendiz e as estruturas do dominio de conhecimento dele de uma maneira
apropriadas a aprendizagem (Tall, 1986, p. 71).

Posteriormente, em Tall (2010), ele denominou outro tipo de abordagem para o ensino de
conceitos do Calculo indicada como uma

[...] abordagem sensivel ao calculo é construida na evidéncia de nossos sentidos humanos e
utiliza esses insights como uma base significativa para varios desenvolvimentos posteriores,
do calculo pratico para aplicagdes para o desenvolvimento teérico na analise matematica e
até a abordagem logica na utilizagdo dos infinitesimais. (Tall, 2010, p. 1, traducdo nossa).

O exemplo aqui apresentado foi explorado em Leyva e Padilha (2013) e esta disponivel, no
sitio!. Em Igliori ¢ Almeida (2014) é apresentada, detalhadamente, a constru¢do da fun¢io
“manjar branco” com o software GeoGebra, e também ¢ possivel ver outra maneira de construir
essa funcdo no sitio?. O que diferencia o material apresentado neste artigo é o embasamento
teorico segundo Tall (1982) para o uso do computador no ensino do Calculo.

O uso do computador no ensino segundo Tall

O computador pode contribuir para o desenvolvimento de abordagens sensiveis, visto que
por meio de softwares adequados € possivel desenvolver materiais significativos para um dado
dominio de conhecimento levando em consideragdo os obstaculos conhecidos e procurando
resolver eventuais conflitos cognitivos potenciais de forma adequada (Tall, 1986, p. 71).

A potencialidade da utilizacao dos computadores no ensino dos topicos avangados da
Matematica e no que se refere a aprendizagem ¢ reforcada pelo pesquisador inglés, quando diz
que ¢ possivel

[...] utilizar os computadores para visualizar conceitos matematicos de maneira 1til no
Calculo e em Analise. A utilizagdo criativa dos softwares, que plotam graficos, e das
calculadoras graficas tem permitido aos estudantes lidar de maneira significativa com
conceitos como a diferenciagdo por meio da nogdo de “retiddo local”, integragdo por meio da
soma de areas, e resolver equacdes diferenciais (de 1.* ordem) por meio da visualizagdo da
constru¢do das curvas solu¢do com um gradiente dado. Durante esse tempo, me tornei cada
vez mais consciente do conceito imagem limitado oferecido por graficos plotadores de
graficos que s6 desenham graficos razoavelmente suaves dados por formulas (Tall, 1993, p.
2, tradugdo nossa).

Nessa perspectiva, um computador, munido de um software adequado, pode ser utilizado
“para propiciar imagens que auxiliardo no desenvolvimento de topicos do Célculo e da Anélise”
(Almeida, 2013, p. 114).

Em Tall (2000) foi apresentada outra caracteristica que determinados ambientes
computacionais possuem e que pode ser utilizada para promover o desenvolvimento cognitivo
dos aprendizes. Tall diz que os computadores

[...] podem executar quaisquer algoritmos de forma rapida e eficiente, além de exibir o
resultado final com uma gama de diferentes representagdes. Por exemplo, os resultados
podem ser representados visualmente ¢ manipulados fisicamente. Utilizando um mouse ¢

! Enderego eletronico: http://users.dickinson.edu/~richesod/math361/nowherediff.html.
2 Enderego eletronico: http://www.geogebratube.org/student/m51030.
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possivel ao estudante construir relagdes corporificadas que fazem parte de uma estrutura
conceitual mais rica e ampla (Tall, 2000, p. 10, traducdo nossa).

Softwares, que provém um retorno imediato as alteracdes realizadas pelo usudrio, sao
denominados pelo pesquisador como organizadores genéricos®, que ¢ “um ambiente (ou
micromundo*) que permite ao aprendiz manipular exemplos e (se possivel) contraexemplos de
um conceito matematico especifico ou de um sistema de conceitos relacionados” (Tall, 2000, p.
10, tradugdo nossa, grifo do autor). O pesquisador considera parte do desenvolvimento de
abordagens cognitivas a utilizacdo de organizadores genéricos, pois elas “dao ao aprendiz
experiéncias apropriadas de modo que ele esta cognitivamente pronto para novos conceitos
matematicos quando eles sdo introduzidos™ (Tall, 1986, p. 5, tradug@o nossa).

Para o desenvolvimento de um organizador genérico ¢ necessario selecionar uma ideia
importante e essencial, que serd o foco da aten¢@o do estudante. Num primeiro momento, essa
ideia ndo €, necessariamente, fundamental para a teoria matematica, porém, ela auxilia o sujeito a
desenvolver intui¢des apropriadas ao desenvolvimento tedrico. Segundo essas caracteristicas,
Tall formulou a nogao de raizes cognitivas como “uma unidade cognitiva que ¢ (potencialmente)
significativa ao estudante naquele momento, no entanto deve conter sementes de uma expansao
cognitiva para defini¢des formais e desenvolvimento teorico futuro” (Tall, 2000, p. 11, traducao
nossa).

Tall (2001) destaca a importancia dos aspectos sensorio-motores € visuais, na composi¢ao
do pensamento matematico, e que esses atuam numa interface que utiliza o computador. Por
meio de agdes simples, como, por exemplo, clicar em determinado local e a utilizacao do teclado
para atribuir um valor a uma variavel, “fornecem suporte para conceitos teéricos de alto nivel”
(Tall, 2001, p. 211, tradugdo nossa).

A manipulagdo simbdlica, que foi ampliada na década de 80, ¢ outra caracteristica dos
ambientes computacionais destacada pelo pesquisador. Essa aprimorou a realizagdo de calculo
numérico dos computadores. Além disso, naquela época, Tall revela-nos a seguinte crenca:
“Havia a crenga generalizada de que o computador poderia acabar com toda a desordem
desnecessaria de célculos e manipulagdes, permitindo ao individuo se concentrar mais em ideias
essenciais” (Tall, 2001, p. 212, traducao nossa). Apesar dessa crenca, Tall revela um perigo,
existente na utilizagdo de determinados softwares, que realizam manipula¢des simbolicas: apesar
deles reduzirem o “fardo” das manipulagdes simbolicas pelo sujeito, eles podem substituir um
procedimento realizado com lapis e papel por uma sequéncia de teclas digitadas (Tall, 2001, p.
213).

Com o intuito de reduzir a tensdo cognitiva do aprendiz em um curriculo de Matematica
que utiliza o computador, Tall formulou o Principio da Construcdo Seletiva®. Com esse
principio, o educador deve elaborar um ambiente no qual o aprendiz possa focar em determinada
parte da teoria, ao passo que determinados processos subjacentes, que nao sdo o objetivo do
educador naquele momento, sdo executados pelo computador (Tall, 2001, p. 213). Um exemplo
de utilizagao desse principio, relatado por Tall, aconteceu na pesquisa de Gray e Pitta (1997 apud

3 Tradugdo do termo original generic organisers.

4 Esse termo ¢ utilizado pelo pesquisador no sentido que Papert (1980, p. 117 apud Tall, 1986) como “um
mundo autossuficientes no qual certas questdes sdo relevantes e outras nao”.

5 Tradugdo para o termo original The Principle of Selective Construction (Tall, 1993 apud Tall, 2001, p.
222)
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Tall, 2001). Nessa pesquisa, 0 software realizava os calculos e o sujeito concentrava-se nas
relagdes numéricas apresentadas e nao nos processos de contagem que faziam parte de repertorio
de estratégias dele.

Outra caracteristica valiosa dos ambientes computacionais € que eles possibilitam o
desenvolvimento de atividades de experimentacdo. Por meio de atividades adequadas, o sujeito
pode observar determinado fendmeno e atribuir sentido a ele. Esse pode auxilia-lo no
desenvolvimento das propriedades matematicas envolvidas naquela atividade (Tall, 2001, p.
225).

Entretanto, Tall chama atencdo para um importante aspecto que deve ser considerado
quando a tecnologia ¢ utilizada para o desenvolvimento da Matematica, pois as “experiéncias
desenvolvem aspectos perspicazes que apoiam a teoria, mas também podem levar a uma
variedade de outras imagens mentais que podem ser diferentes das ideias matematicas
atualmente detidas por especialistas™ (Tall, 2001, p. 230, traducdo nossa).

No que segue sdo apresentados elementos, desenvolvidos por David Tall e colaboradores,
para o desenvolvimento de abordagens de ensino especificamente para o conceito de derivada.
Esses elementos foram implementados pelo pesquisador inglés utilizando outras plataformas,
como o software Graphic Calculus, desenvolvido pelo proprio pesquisador e outros. Neste artigo
esses elementos sdo implementados no software GeoGebra e visam facilitar a utilizagdo das
ideias desenvolvidas por David Tall por pesquisadores e pessoas interessadas pela Educacgao
Matematica no Ensino Superior.

Elementos teoricos para o desenvolvimento do conceito de derivada de uma fungio real

Nesta se¢do ¢ apresentada a nogao de retiddo local definida pelo pesquisador inglés como
uma raiz cognitiva apropriada para o conceito de derivada. Essa nogdo esta baseada na percepg¢ao
de quanto maior a ampliagdo menor sera a curvatura (Tall, 1989). Tal nogao seria apropriada ao
conceito de derivada, pois ela permite que a inclinacdo da fungdo seja vista no proprio grafico
(Tall, 2000, p. 11). Nesse sentido, a representacao grafica de fungao diferenciavel, quando
ampliada em determinada porcdo, assemelha-se localmente a um segmento de reta. Observe a
Figura 1, nela € possivel perceber que uma curva diferenciavel, localmente, assemelha-se a um
segmento de reta:

Figura 1. Uma pequena por¢do da curva assemelhasse a um segmento de reta (Tall, 2010, p. 11).

Em um ambiente computacional, Tall elaborou o organizador genérico Magnify, que faz
algo similar ao feito na Figura I, pois “permite ao usudrio focar sua atengao no grafico e tracar
uma parte ampliada dele numa segunda janela” (Tall, 2000, p. 11, tradu¢@o nossa). Na Figura 2
apresenta a fun¢ao real dada pela seguinte sentenga g(x) = sen x:
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Figura 2. A utilizagdo do organizador genérico Magnify (Tall, 2000, p. 12).

A relacao entre os conceitos de continuidade e diferenciabilidade de uma funcao real, ¢
dada pelo seguinte resultado: Sejaf: X cR— Re x, € X, se f¢ diferencidvel em x, entdo f'¢

continua em x,. A reciproca desse resultado ¢ falsa, pois existem fungdes continuas em

determinado ponto do dominio, que ndo ¢ diferenciavel nesse ponto. Em geral, o contraexemplo
para a reciproca do teorema ¢ a funcdo modular, ou seja, a funcao real definida pela A(x) =| x |.

Em x =0, ela ¢ uma fungdo continua, mas ndo ¢ diferenciavel em 0, pois o hm}l(x};f)l(o)
x—0 X —

existe. No entanto, essa ¢ uma funcdo em que a diferenciabilidade ndo ¢ garantida apenas em um
ponto, o ponto zero. Um exemplo de uma fun¢ao continua e nao diferencidvel em nenhum ponto
de seu dominio pode causar desconforto e por isso ndo ¢ comumente apresentado.

nao

Pela retiddo local, ¢ possivel inferir que uma funcao que ¢ continua num determinado
ponto, e ndo diferencidvel nele, localmente, possui uma representacao grafica, que nao se
assemelha a um segmento de reta. Por exemplo, considere a fungao real dada pela seguinte

2

sentenca m(x) = x> . A representagdo grafica dessa fungdo, numa vizinhanga de 0, ¢ a seguinte:

T T T
-0.04 -0.02 a a.02 ad4

Figura 3. O grafico da fung¢do m, dada pela sentenga () = x% ,numa vizinhanga de 0.
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Nessa vizinhanga o grafico da fungdo ndo se assemelha a uma linha reta, entdo para
concluir que a fungdo m nao ¢ diferenciavel em x = 0 € preciso verificar que ndo existe o seguinte
limite:

. m(x)—mix,
lim (x)-m(xo) (1)

x—0 X—Xo

Fato que ¢ comprovado, porque os limites laterais, pela direita e pela esquerda, ndo sio
finitos.

Vale destacar que casos como esses sdo explorados em livros de Calculo, editados
atualmente.

Por exemplo, em Boulos (1999, p. 73) foi exemplificado, na Figura 4, situagdes nas quais
ndo existe a reta tangente a um grafico.

: o o
7 ) 7 (b)
t\ L F
¥s X
B C
fix) 5
.{{;T D
| o i 2

Figura 4. Exemplos de graficos de fungdes que nao possuiam derivadas em determinados pontos de
Boulos (1999).

Em Stewart (2005) sdo apresentados outros exemplos nos quais € possivel verificar quando
o grafico de funcao ndo ¢ diferenciavel. Segundo esse autor, “se o grafico de uma funcao f'tiver
uma “quina’” ou uma “dobra”, entdo o grafico ndo terd tangente nesse ponto e f ndo sera
diferencidvel ali” (p. 145).

Na Figura 5, sdo apresentadas trés maneiras, nas quais ¢ possivel identificar quando o
grafico de uma funcao ndo ¢ diferenciavel num dado ponto.

YA YA YA
0 a x 0 i * o & :

Figura 5. Trés maneiras nas quais uma funcdo fnao ¢ diferenciavel em a (Stewart, 2013, p. 145).

Além dessa figura, na se¢do “Como uma Fun¢do Pode Nado Ser Diferenciavel?”, de
Stewart (2013), ¢ apresentado algo se assemelha com a nog¢ao de retidao local, pois o autor
salienta que no caso de uma funcdo diferenciavel, “o grafico vai se endireitando e se parecera
cada vez mais com uma reta” (p. 175) e no caso de uma fun¢do nao diferencidvel, o fendmeno
descrito ndo ocorre.
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Objetivando ampliar a compreensdo do aprendiz sobre a noc¢do de diferencidvel, o
pesquisador inglés promoveu um estudo de uma fun¢do continua e ndo diferenciavel em todos os
pontos do dominio: a fun¢do “manjar branco”®. A partir desse exemplo, segundo David Tall, é
possivel formular “uma explicacao conceitual da continuidade e da diferenciabilidade que sao
formalmente corretas e t€m uma interpretacao pictorica adequada” (Tall, 1982, p. 11).

Por meio da nogao de retidao local seria possivel estimular a imaginacao do estudante a
conceber como seria a representacdo grafica tanto de uma funcao diferenciavel quanto de uma
funcdo ndo diferenciavel em determinado ponto do dominio. Para que isso ocorresse, a
representacdo grafica dessa fungdo deveria permanecer “com bicos”, ndo importando o quanto
essa fungao fosse ampliada.

A fung¢@o “manjar branco”, denotada por b, ¢ uma funcao cujo dominio ¢ o intervalo
fechado [0,1] e o contradominio ¢ o conjunto dos numeros reais, ¢ ¢ definida em cada ponto de
seu dominio como o limite da série de fun¢des nesse ponto, isto €: b(x) = 111_{1010 Y fi() e

O termo geral da sequéncia de fungdes f, :[0,1]-R¢ £ (x) = 1_1 f(2"" - x) sendo f, uma

2n

fungéo real de uma variavel real definida por f(x)= | x—(x) | 7,

Na Figura 6, ¢ apresentada a representacdo grafica da soma parcial dos trinta primeiros
termos da sequéncia de fungdes, cujo limite ¢ a fungdo “manjar branco” ®.

Janela de Visualizagdo

0.7

0.6

0.5+

0.4+

0.3
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0.14

T T T T T T T T T T T T T
o 01 0z 03 04 05 0.6 o7 08 0g 1 1.1 12

Figura 6. Representa¢do da soma parcial S~ (., sendo que (f,),n € a sequéncia de fungdes definida

nos paragrafos anteriores.

¢ Tradugdo do termo inglés blancmange function, que segundo Tall (1982) foi cunhado por John Mills.
7 Sendo que (x) denota a imagem da fungdo real (), que é definida do seguinte modo: sabe-se niimero real
x pode ser escrito como x =z + d, com z € Z, um inteiro fixo, e d € [0,1). Com isso, essa fung¢do ¢ definida

z+1 se0,5<d<1

8 Para mais detalhes sobre a constru¢do dessa fungdo no software GeoGebra, consulte Igliori e Almeida
(2014).

pelas sentencas: () = (24 d) :{ z  se0<d<05
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No ponto de vista do pesquisador inglés, por meio do exemplo da func¢do “manjar branco”
seria possivel formular “uma explica¢ao conceitual da continuidade e da diferenciabilidade que
sdo formalmente corretas e tem uma interpretacdo pictorica adequada” (Tall, 1982, p. 11,
tradugdo nossa).

Consideracoes finais

Neste artigo foram apresentados materiais que auxiliam o desenvolvimento de uma
abordagem de ensino baseada em elementos desenvolvidos por David Tall e colaboradores, para
o conceito de diferenciabilidade. Essa abordagem ¢ integrante da tarefa de organizacao de
material que visa a “preparagdo da matematica para os estudantes” conforme Wilkelmann
(1994). E os materiais para o ensino podem auxiliar o professor a desenvolver, no aprendiz, um
conceito imagem rico para o conceito de derivada.

Para o conceito de derivada foi apresentada a nocao de retidao local, na qual o aprendiz
pode desenvolver elementos que o auxiliem a identificar quanto uma funcao ¢ diferencidvel, num
dado ponto, a partir do grafico da funcao. Além disso, pelas reflexdes propostas pela nogao ¢
possivel discutir como seria o grafico de uma fung¢do continua e nao diferenciavel em todos os
pontos do dominio da funcgao.

Outro ponto objetivado no artigo ¢ mostrar que o software GeoGebra possui ferramentas,
comandos e fun¢des predefinidas que possibilita ao professor a elaboracao de materiais didaticos
significativos para o ensino e aprendizagem de conceitos abordados na Educag@o Superior, em
especial do Calculo Diferencial e Integral.

Por fim, espera-se que tanto com os exemplos expostos quanto as ferramentas exploradas
possam ser utilizadas no desenvolvimento de novas abordagens que contribuam com o avanco da
Educacdo Matematica no Ensino Superior.
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,Qué clase de signo es f ’(x) y cual es su significado?
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Resumen

Nos formulamos las preguntas siguientes: ;qué clase de signo esf’(x)? ;Cual es el
significado de f’(x)? ;Cuando una persona ha comprendido el significado de f”(x)?
Con relacioén a la primera preguntaconcluimos quef”’(x) puede ser un simbolo o un
indice dependiendo de las funciones semidticas en las que f”’(x) intervenga como
expresion. Con relacion a la segunda pregunta damos dos posibles respuestas: 1) si lo
miramos desde una perspectiva elemental el significado def”’(x) es la definicion de
funcion derivada, 2) si adoptamos una perspectiva sistémica, el significado es el uso
que se hace de f”’(x), entendido como el conjunto de practicas matematicas en las que
interviene f’(x). Con relacion a la tercera pregunta, nuestra respuesta es que la
comprension del texto de la definicion de funcion derivada implica la activacion de
una trama de funciones semidticas.

Palabras clave: derivada, significado, funcion derivada, complejidad, articulacion
Formulacion de las preguntas

En muchos libros de texto del bachillerato espaiol es habitual el uso de f’(x) para
representar a la funcion derivada. Por esta razon, en este articulo nos formulamos las preguntas
siguientes: ;Qué clase de signo es f’(x)? (Cudl es el significado de f’(x)? ;Cuando una persona
ha comprendido el significado def’(x)?

Respuesta a la pregunta ;Qué clase de signo es f’(x)?
Simbolos, indices e iconos

Como punto de partida vamos a considerar la conocida clasificacion de Peirce sobre los
signos: iconos, indices y simbolos.Peirce (CP 3.360 y 61) considera que el signo esté ligado al
objeto en virtud de una asociacion mental, y depende por tanto de un habito. Estos signos son,
con frecuencia, convencionales y arbitrarios (simbolos). Si el signo, en cambio, significa su
objeto solo sobre la base de una conexion real con €l, como ocurre con los signos naturales y con
los sintomas fisicos, este signo es llamado indice. El tercer caso es aquél en el que la relacion
entre el signo y el objeto es de pura semejanza: entonces se tiene un icono.

La pregunta inicial se puede reformular de la manera siguiente: ;qué clase de signo (indice,
icono o simbolo) es f°(x)?

Para responder a esta pregunta es conveniente introducir un nuevo término tedrico: funcion
semiotica.
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Funciones semioticas

Hjelmslev (1971) en su teoria del lenguaje usa las nociones de signo, expresion y
contenido. La palabra signo la aplica a la entidad generada por la conexion entre una expresion y
un contenido, que son los funtivos entre los que la funcidon de signo establece una dependencia.
También establece la semiodtica connotativa como aquella en la que el plano de la expresion esta
constituido por otra funcion.

Expresion | Contenido
Expresion Contenido |

Una funcion semidtica segun Eco es:

Un signo esta constituido siempre por uno (o mas) elementos de un PLANO DE LA
EXPRESION colocados convencionalmente en correlacion con uno(o mas) elementos de un
PLANO DEL CONTENIDO (...) Una funcién semioética se realiza cuando dos funtivos

(expresion y contenido) entran en correlacion mutua. (...) (Eco, 1991, 83-84).

En el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicidn e Instruccion Matematica (Godino, Batanero
y Font, 2007 y 2008) las funciones semidticas se conciben, de manera metaforica, como una
correspondencia entre conjuntos que pone en juego tres componentes: un plano de expresion
(objeto inicial); un plano de contenido (objeto final); un criterio o regla de correspondencia.
Tanto el plano de la expresion como el del contenido pueden ser objetos materiales o mentales.
Esta manera de entender las funciones semiodticas se inspira en una larga tradicion que va de las
ideas de Peirce a las de Schiitz, pasando por las de Husserl. La nocion de signo, tal como la
describe Peirce, es un aparejamiento individual entre dos fenémenos asociados que pueden ser
fisicos 0 mentales. En cambio, el signo de Saussure apareja dos fendmenos mentales "El signo
lingiiistico no une una cosa y un nombre, sino un concepto y una imagen acustica (...)Llamamos
signo a la combinacion del concepto y de la imagen actstica” (Saussure, 1990, pp. 110-111).
Consideramos que la interpretacion de las funciones semidticas que se propone en el Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica generaliza la nocidon de representacion
usada en las investigaciones de tipo cognitivo que se han realizado en el campo de la educacion
matematica.

En el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e Instruccion Matematica (Font, 2001) se
postula la hipdtesis de trabajo siguiente: las funciones semidticas son un instrumento relacional
que facilita el estudio conjunto de las representaciones ostensivas (dominio de lo ptblico) y de
las mentales (dominio de lo privado) activadas en las practicas matematicas, realizadas dentro de
un determinado “juego de lenguaje” (Wittgenstein, 1953). En nuestra opinion, las funciones
semioticas tienen un papel muy importante en el proceso relacional entre entidades, o grupos de
ellas, que se realiza dentro de un determinado juego de lenguaje.

Respuesta a la primera pregunta

La respuesta a la primera pregunta es: depende de las funciones semiodticas en las que /7 (x)
intervenga como expresion.

Una de las funciones semioticas en las que f’(x) es el plano de la expresion es la siguiente:

Expresion | Contenido

f'(x) Derivada
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Se trata de una funcioén semidtica que suele ser establecida por cualquier persona con unos
minimos conocimientos de calculo diferencial y se basa en la existencia de un criterio
convencional mediante el cual se ha establecido que f/’(x) es una notacion que representa a la
funcion derivada. En este caso, la respuesta a nuestra pregunta seria que f’(x) es un signo que,
segun la clasificacion de Peirce, se ha de considerar un simbolo.

Por otra parte, se puede considerar que f’(x) esta relacionada (sefiala, o es un sintoma) con
la funcidn f(x) de la cual es su derivada. Para hacer esta relacion es necesaria una cadena de
funciones semioticas como la siguiente:

Expresion Contenido
1(x)

Expresion |[Contenidg

f(x) Derivada

En este caso, la respuesta a nuestra pregunta seria que /’(x) es un signo que, segun la
clasificacion de Peirce, se ha de considerar un indice ya que dirige la atencion hacia f(x).
También se puede decir, utilizando los términos “connotacion” y “denotacién”,que f’(x) denota
al concepto “derivada” y connota a “f(x)”.

El uso de /”(x) como un indice esta implicito, por ejemplo, en la metafora o la analogia de
la “sombra”, utilizada por muchos profesores cuando explican en sus clases que la funcién
derivada es (como) la “sombra” de la funcién f{x). O bien cuando explican quef’(x) se llama
“funcion derivada” precisamente porque “deriva” de f(x), o cuando explican que f’(x) se
construye a partir de f{x), etc.

Respuesta a la pregunta ;Cual es el significado de f’(x)?

Cuando se ha dicho que f”’(x) es un simbolo, la razoén que se ha dado es que, cualquier
persona con unos minimos conocimientos de calculo diferencial, conoce la definicion de
derivada de una funcioén y la existencia de un criterio convencional mediante el cual se ha
establecido que f’(x) es una notacion que representa a la funcioén derivada. Por tanto, es
razonable concluir que el significado de f°(x) es la definicion de funcion derivada. Esta
concepcion, se puede considerar como una manera “elemental” de plantear el problema. Desde
este punto de vista, para especificar el significado de f°(x) basta dar una definicion.

Otra posible manera de afrontar el problema es hacerlo en términos de comportamiento.
Desde este nuevo punto de vista, conocer las cualidades de un objeto equivale a conocer su
comportamiento posible, o sea, el conjunto de relaciones predicables de ¢l. Desde esta
perspectiva el significado de un objeto matematico se debe entender en términos de lo que se
puede hacer con €l. Esta concepcion, que se puede considerar pragmatista, nos da una
perspectiva “sistémica” ya que se considera que el significado de f’(x)es el conjunto de practicas
matematicas en las que el uso de esta expresion (u otras que se consideran equivalentes) es
determinante para su realizacion.

En el marco del EOS se ha profundizado sobre la mirada sistémica de los objetos
matematicos y su significado, introduciendo la idea de significados parciales y su descripcion en
términos de practicas y configuraciones de objetos primarios activados en dichas practicas. Esta
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mirada compleja se ha aplicado a diferentes objetos matematicos, en particular en Pino, Godino y
Font (2011) para la derivada.

En el EOS se considera que para la realizacion de una practica matematica se necesita
poner en funcionamiento determinados conocimientos. Si consideramos, por ejemplo, los
componentes del conocimiento para la realizacion y evaluacion de la practica que permite
resolver una situacion-problema (e. g., plantear y resolver un problema de derivadas) vemos el
uso de lenguajes, verbales y simbolicos. Estos lenguajes son la parte ostensiva de una serie de
conceptos, proposiciones y procedimientos que intervienen en la elaboracion de argumentos para
decidir si las acciones que componen la practica son satisfactorias. En consecuencia, cuando una
institucion matematica realiza y evalia una practica matematica activa un conglomerado
articulado de situaciones — problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos, llamado en el EOS configuracion epistémica de objetos primarios.

Lo que en los planteamientos filos6ficos de tipo platonista se considera un objeto
matematico con existencia independiente de las personas (por ejemplo, la derivada), en el EOS
(Font, Godino y Gallardo, 2013) se explica como un objeto que emerge delas distintas maneras
de ver, hablar, operar, etc. globalmente (holisticamente) sobre los objetos primarios de diferentes
configuraciones epistémicas. Dicho en otros términos, este objeto seria el contenido al que se
refiere o indica globalmente, explicita o implicitamente, el par (practicas matematicas,
configuracion epistémica de objetos primarios activada en dichas practicas).

Para el objeto matematico derivada, Pino, Godino y Font (2011) caracterizan su
complejidad mediantenueve configuraciones epistémicas : 1) tangente en la matematica griega;
2) variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4) concepciones
cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de limite para el calculo de méximos
y minimos; 6) métodos infinitesimales en el calculo de tangentes; 7) calculo de fluxiones;
8)calculo de diferencias y, 9) derivada como limite.

Respuesta a la pregunta ;Cuando una persona ha comprendido el significado de f’(x)?

Si entendemos el significado como uso, diremos que una persona comprende, entiende,
sabe, etc. el significado de f’(x) cuando lo usa de manera competente en diferentes practicas
matematicas, lo cualimplica concebir la comprension también como “conocimiento y aplicacion
de las normas” que regulan la practica.Se trata, pues, de un punto de vista que procura dilucidar
la inteligibilidad de las acciones humanas clarificando el pensamiento que las informa y
situandolo en el contexto de las normas sociales y de las formas de vida dentro de las cuales
aquéllas ocurren.Desde esta perspectiva, un sujeto comprende el significado de f’(x) cuando
realiza practicas correctas en las que ha de poner en funcionamiento diferentes significados
parciales de la derivada (como limite del cociente incremental, como pendiente de la recta
tangente a la grafica de f, como velocidad instantanea, etc.).

Si entendemos el significado como una definicidén, nos podemos preguntar en qué consiste
la comprension de una definicidon. Nuestra respuesta es que para comprender la definicién, un
alumno tiene que poner en funcionamiento una trama de funciones semioticas

La definicion de derivada como contexto de reflexion

Como contexto de reflexion vamos a utilizar el analisissemiotico realizado en Font y
Contreras (2008) de la siguiente definicion de derivada que se halla en un libro dirigido a
estudiantes espafioles de bachillerato (16-17 afios):
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« 1. Funcién derivada de una funcion.

Consideremos ahora, dada una funciony = f{(x), otra funcidén nueva que asocia a cada punto a
del dominio de f'su derivada f* ‘(¢) cuando exista. Esta funcion es la funcion derivada de y =
flx) y se representa conf’(x) o y .

()= lhi_rfol f(x"'hlz_f(x) »

En el libro de texto, antes de esta definicionse ha definido la derivada de la funcion en un
punto.

Trama de funciones semioticas

En Font y Contreras (2008) se argumenta que para comprender la definicion anterior, un
alumno hipotético tiene que poner en funcionamiento (plausiblemente)una trama de funciones
semioticas como la que se describe en la figura 3. Para ello interpretan, de entrada, la
comprension de la definicion de funcion derivada por un sujeto en términos de las funciones
semioticas que éste debe establecer y consideran como expresion o contenido de dichas
funciones semidticas la faceta extensiva-intensiva (particular-general) de los objetos
matematicos.

En concreto, se consideraran lasiguiente tipologia de funciones semioticas:

Tabla 1
Tipos de Funciones Semioticas

Extensional Intensional
Extensional FS1 FS2
Intensional FS3 FS4

1) FS1: Esta funcion semidtica relaciona una entidad extensional con otra entidad
extensional

FS1.1 Relaciona un objeto con otro de la misma clase.
FS1.2Relaciona un objeto con otro que no es de la misma clase.

2) FS2: Esta funcion semidtica relaciona una entidad extensional con una entidad
intensional

FS2.1 Relaciona un objeto con la clase a la que pertenece.
FS2.2 Relaciona un objeto con una clase a la cual no pertenece.

3) FS3: Esta funcion semidtica relaciona una entidad intensional con una entidad
extensional.

FS3.1Esta funcion semidtica relaciona una clase con un ejemplo de la clase.
FS3.2 Esta funcion semiodtica relaciona una clase con un objeto que no es de la clase.

4) FS4: Esta funcion semidtica relaciona una entidad intensional con otra entidad
intensional.

FS4.1 Esta funcion semidtica define una clase de objetos de manera diferente.

FS4.2 Esta funcidon semiotica relaciona una entidad intensional con otra entidad
intensional diferente.
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Esta tipologia de 8 funciones semioticas surge de la reflexion sobre uno de los elementos
cruciales de la actividad matematica: el uso de elementos genéricos y de la observacion de
episodios de aula en los que se fijan sus reglas de uso. Hay que resaltar, pues, que,para justificar
que la compresion se puede describir mediante una trama de funciones semioticas, se recurre a
entender también la comprensidon como el uso competente que se deriva del conocimiento y
aplicacionde normas.

Esta tipologia de funciones semidticas se aplica en Font y Contreras (2008) a la definicion
del libro de texto para caracterizar la trama de funciones semioticas que debe activar el alumnos
para comprenderla (figura 3). Las funciones semidticas sefialadas con * en la figura 3 no estan
explicitamente consideradas en el texto de la definicion, las que no tienen el asterisco si lo estan.

FS3.1: Esta funcion semiodtica indica que, de la clase de todas las funciones, se considera
una funcién concreta y = f{x); FS2.2: Relaciona un objeto (la funcion) con una clase a la cual no
pertenece (su dominio); FS3.1: Relaciona la clase (el dominio) con un elemento de dicha clase
(el valor a); FS1.2: Relaciona un extensivo (a) con otro(f’(a)); FS2.1: Relaciona el par (a, f(a))
con la clase de los pares (a, f'(a)); FS3.2: Relaciona la clase de pares (a, f’(a)) con el objeto
funcion derivada; FS1.2: Es una funcidon semiotica de tipo representacional que relaciona el
extensivo funcion derivada con el extensivo y’; FS1.2: Es una funcion semiotica de tipo
representacional que relaciona el extensivo y’ con otro extensivo f7(x).

Ademas de las funciones semioéticas anteriores hay dos sefialadas con interrogante que se
dejan a cargo del alumno.Por una parte, se deja a cargo del alumno la tltima funcién semiotica
que permite entender la funcion derivada como un objeto conceptual intensivo. En efecto, dicha
funcion -que es del tipo FS2.1, ya que el alumno tiene que entender que la funcién derivada
obtenida a partir de la funcion y = f{x) es un miembro de la clase de las funciones derivadas-,
puede conducirle a un conflicto semiotico potencial, aunque el texto posteriormente proponga
actividades que permiten superar dicho conflicto.

Mas grave aun nos parece dejar bajo la responsabilidad del alumno la pentltima funcién
semidtica que permite la interpretacion def (x) como i, S G+ =/ () | ya que esta ultima, a
h

h—0
nuestro entender, solo se podria efectuar si el alumno ha completado la trama anterior con las
funciones semioticas que aparecen en la figura 3 sefialadas con asteriscos: FS1.2*: De tipo
representacional y relaciona un extensivo con otro extensivo; FS2.1**: Relaciona un elemento
con la clase a la que pertenece

Estas funciones semidticas tienen en comun que todas ellas son de tipo representacional, en
el sentido de que facilitan que la expresion se considere una representacion del contenido, pero
ademads pueden ser de tipos diferentes segin que la expresion o el contenido sean extensivos
(particulares) o intensivos (generales) y segin cual sea el criterio de correspondencia entre la
expresion y el contenido. Por ejemplo, la FS2.1 por una parte es representacional, en el sentido
de que el caso particular se puede tomar como un representante de la clase, pero por otra parte es
de tipo metonimico (parte-todo) ya que un extensivo (una parte) se toma por el todo (la clase), en
este caso el criterio de correspondencia es el de “pertenencia”. En algunos casos las funciones
semiodticas son exclusivamente representacionales(por ejemplo, la FS1.2 de la figura 3 que
relaciona y” con f'(x)).
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Una vez expuesta (figura 3) la trama completa de funciones que se considera que el alumno
debe activar para comprender la definicion de la derivada del libro de texto, en Font y Contreras
(2008, p. 44) se justifica la plausibilidad de dicha trama con argumentos como los siguientes:

“(...) cuando, en la definicion de derivada del apartado 4.1, se dice “dada una funciony =
f(x)”, hay que tener en cuenta que el autor del texto pretende dar la definicion de la funcion
derivada de cualquier funcion. Para ello, lo primero que hace es dirigir la atencion del alumno a
“una funcidn”, es decir, se pasa de lo general a lo particular y, por tanto, se ha introducido un
objeto particular mediante una funcién semidtica intensivo/extensivo (una F3.1).”

“Cuando en la definicion se dice “...que asocia a cada punto a del dominio de f su
derivada f '(a) cuando exista.”, a un valor concreto a se le hace corresponder otro valor concretof’
‘(a). Por tanto, hemos considerado una funcion semiotica del tipo FS1.2.

Consideracion final

Este trabajo ha comenzado con la formulacion de las siguientes tres preguntas: ;qué clase
de signo es f’(x)? ¢ Cual es el significado de /’(x)? ;Cuando una persona ha comprendido el
significado de f’(x)? En el intento de responderlas ha emergido una caracteristica esencial de los
objetos matematicos. Nos referimos a que una caracteristica de los objetos matematicos que
deben ser ensefiados y aprendidos es su complejidad.Dicha complejidad lleva a pensar no en un
objeto unitario sino en un sistema complejo formado por partes o componentes. Otro aspecto que
ha emergido en este trabajo es que la articulacion semidtica (entendida como el resultado de una
trama encadenada de funciones semioticas)juega un papel relevante en la articulacion de esta
complejidad.
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Figura 3. Trama de funciones semiéticas
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Resumen

En este articulo se reportan las reflexiones de un profesor de matematicas (grado 9)
sobre los recursos usados en la comprension y calculo de la pendiente de rectas en el
plano. Se trata de un estudio cualitativo, cuya recopilacién de datos se efectu6 en dos
etapas: a) se video-grabaron las sesiones de clase en las que éste "ensefid" el
concepto de pendiente —a sus alumnos— y se analizaron los datos recopilados
tomando como marco conceptual la Aproximacion documental; b) el investigador
entrevisto al profesor con la finalidad de que reflexionara sobre sus recursos usados.
Los resultados muestran que el profesor uso el recurso del cero como el valor de la
pendiente de la recta paralela al eje de las abscisas para interpretar que ésta no tiene
pendiente, dado que no hay angulo de inclinacidn; pero, al reflexionar sobre éste se
dio cuenta de que su justificacion era incorrecta.

Palabras clave: recursos, pendiente, cero, reflexion, profesor, practica docente.
Introduccion y problema de investigacion

De acuerdo con la literatura revisada, existen investigaciones en educacion matematica
acerca de la ensefianza del concepto de pendiente (e.g., Moore-Russo, Conner & Rugg, 2011;
Stump, 1999, 2001; Zaslavsky, Sela & Leron, 2002, entre otros), el cual se considera clave en la
comprension de otros conceptos relacionados con ¢l (e.g., el de variacidon) y con implicaciones
que van mas allé de su uso algebraico; tal como indicador de la inclinacidon de una recta, respecto
al eje de las abscisas, en un sistema de coordenadas cartesianas XY (Nagle, Moore-Russo,
Viglietti & Martin, 2013). En la actualidad, se han desarrollado investigaciones centradas en
analizar y caracterizar los conocimientos de los profesores acerca del concepto de pendiente. Al
respecto, Stump (1999, 2001) y Moore-Russo et al. (2011) reportan 11 categorias relacionadas
con representaciones y concepciones que tienen algunos profesores acerca de la pendiente de la
recta trazada en el plano cartesiano; de las 11 categorias, Stump (1999) encuentra que los
profesores suelen representarla como razéon geométrica. En cambio, otros investigadores afirman
que hay profesores con dificultades en la comprension del concepto de pendiente y su calculo,
dadas ciertas rectas (e.g., Nagle et al., 2013; Stump, 2001; Walter & Gerson, 2007; entre otros).
Por su parte, Zaslavsky et al. (2002) aseguran que algunos profesores manifiestan una falta de
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conocimiento acerca de la relacion entre las representaciones algebraicas y geométricas de la
pendiente de una recta y su d&ngulo de inclinacion. Mientras que para Stump (1999, 2001) y
Walter y Gerson (2007), las dificultades de comprension de este concepto matematico se deben a
los diversos significados que los profesores asocian con la palabra pendiente (e.g., inclinacion,
declive, empinada, entre otras). Ademads, para Zaslavsky et al. (2002) tales dificultades pueden
deberse a las inconsistencias que algunos libros de texto introducen respecto al estudio del
concepto de pendiente.

Aunque la literatura revisada contribuye a esclarecer los diferentes tipos de dificultades de
comprension del concepto de pendiente, parece que ain falta mucho por hacer (Nagle et al.,
2013; Stanton & Moore-Russo, 2012). Investigaciones recientes concuerdan en que se sabe poco
de como los profesores abordan en aula de clases este concepto matematico (e.g., Stanton &
Moore-Russo, 2012; Teuscher & Reys, 2010, entre otros). Al respecto, Stump (1999) asegura
que: “los profesores [...] necesitan oportunidades para examinar el concepto de pendiente,
reflexionar sobre su definicion [y] construir relaciones entre sus diversas representaciones” (p.
142). También, Adler, Ball, Krainer y Novotna (2005) sugieren que la reflexion de los profesores
sobre su practica docente puede propiciar el desarrollo de una “ensefianza de calidad” (p. 360).
Interesados en la problematica antes descrita, en este articulo analizamos y reportamos la
reflexion que un profesor de matematicas de tercer grado de secundaria hace sobre los recursos
usados en la comprension y calculo de la pendiente de rectas trazadas en el plano cartesiano; en
particular, pretendemos responder la pregunta: ;Qué¢ justificaciones da el profesor, al reflexionar
sobre sus recursos usados, para determinar que la recta paralela al eje de las abscisas tiene o no
pendiente?

Marco conceptual

Como marco conceptual utilizamos la Aproximacion documental (Gueudet & Trouche,
2009) y la Reflexion-en-accion (Gilbert, 1994).

Aproximacion documental

Gueudet y Trouche (2009), inspirados en el trabajo de Adler (2000), proponen la
Aproximacion documental como una manera diferente de analizar la practica docente del
profesor de matematicas; en particular, centran su atencion en los recursos usados por éste ante
una clase de situaciones (entendida como tarea o problema matematico). Para estos
investigadores, los recursos son parte fundamental de la practica docente del profesor porque con
ellos se apoya para ensefiar y facilitar el aprendizaje de las matematicas, pero depende de como
los use para que “permitan u obstaculicen el acceso al conocimiento matematico” (Adler, 2000,
p. 214). Segtin la Aproximacion documental, el profesor usa recursos fisicos (e.g., el libro de
texto, la calculadora, entre otros) y recursos no fisicos (e.g., conceptos matematicos y su
simbolizacion), pero también llega a usar otro tipo de recursos no fisicos (e.g., ya sea sus
conocimientos —reflexion—, o bien, las discusiones académicas con sus colegas o estudiantes).
Asi, para Gueudet y Trouche, todo lo que es usado por el profesor es un recurso y no esté aislado
de otros, sino que pertenece a un conjunto de recursos disponibles para una clase de situaciones
dada.

El profesor, de acuerdo con Gueudet y Trouche (2009), interacciona con sus recursos
disponibles mediante un trabajo documental; ademas, moldea y define su trabajo en el aula. En
esa interaccion ocurre una genesis documental: proceso dinamico y dialéctico en el cual el
profesor se apropia y transforma los recursos con los que interacciona en documentos
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[instrumentalizacion], y al mismo tiempo los recursos moldean e influyen la actividad y el
conocimiento del profesor [instrumentacion]. Para estos investigadores, la transformacion de
recurso a documento es gradual y continua, e intervienen esquemas de utilizacion construidos
por el profesor durante su practica docente. Los esquemas de utilizacién son conocimientos
matematicos o generales que guian y determinan la practica docente del profesor; Gueudet y
Trouche los definen como: "fuerzas impulsoras y resultados de la actividad del profesor” (2009,
p. 205). Aunque podria interpretarse que un documento se reduce, por ejemplo, a una lista de
egjercicios o problemas matematicos que el profesor elabord u obtuvo de algun lugar (e.g., libro
de texto, paginas web, entre otros), no necesariamente es una entidad fisica; pues “esta saturado
con la experiencia del profesor” (p. 205). Asi, para Gueudet y Trouche, un documento es un
conjunto de recursos y esquemas de utilizacion de esos recursos.

Reflexion-en-accion

Investigadores como Adler, Ball, Krainer, Lin y Novotna (2005) aseguran que el profesor
al reflexionar sobre su practica docente puede analizar y cuestionar sus conocimientos inmersos
en esa practica [en el uso de los recursos]. En particular, Gilbert (1994) asegura que el profesor
efectiia una reflexion-en-accion, en la cual afecta el conocimiento implicito o explicito en las
acciones que €l pone en juego [practica docente]. Para Gilbert, este tipo de reflexion se da
cuando el profesor tiene un problema que le es conflictivo porque, en ese momento, no tiene el
conocimiento adecuado para resolverlo. Por tanto, la reflexion-en-accidn es un proceso de
busqueda de conocimiento para resolver ese problema conflictivo y, al mismo tiempo, mejorar la
practica docente (cursivas de los autores).

Metodologia

La investigacion aqui reportada es de corte cualitativo y la recopilacion de los datos fue
con seis profesores de matematicas, de educacion secundaria (grado 9), y se efectud en dos
etapas: observacion no participativa (video-grabacion de clases) y entrevista. En la primera
etapa, video-grabamos las sesiones de clases en las cuales los profesores ensefiaron el concepto
de pendiente; ademas, analizamos los datos recopilados mediante una triangulacion y tomando
como referente el significado y caracteristicas del concepto de recurso, dadas en la
Aproximacion documental (Gueudet &Trouche, 2009). El analisis estuvo centrado en identificar
qué y como los recursos son usados por los profesores y cuéles son los esquemas de utilizacion
inmersos en esos recursos; también nos permitio recuperar un extracto relevante de las video-
grabaciones acerca de los recursos usados de cada profesor. En la segunda etapa, elaboramos un
protocolo de entrevista para cada profesor con el objetivo de que, al ser entrevistado por el
investigador (Inv-Ent), reflexionara sobre los recursos usados (Gilbert, 1994). De acuerdo con el
extracto de las video-grabaciones de cada profesor, el protocolo de entrevista incluyo preguntas
abiertas acerca del uso, justificacion y argumento de los recursos usados. Después, cada profesor
—junto con el investigador— observo ese extracto y fue entrevistado en torno al uso de sus
recursos. Durante la entrevista, de acuerdo con las respuestas del profesor, el investigador le
plante6 otras preguntas ajenas a las del protocolo de entrevista.

Uno de los profesores observado y entrevistado fue Carlos (pseudénimo). De acuerdo con
el andlisis de los datos recopilados, los seis profesores usaron recursos fisicos y no fisicos en la
ensefanza y calculo de la pendiente de la recta, pero Carlos —a diferencia de sus colegas— incluyo
una recta paralela al eje de las abscisas. A continuacion, exponemos el analisis y discusion de
¢éste y otros recursos usados por €1, y de sus reflexiones sobre los recursos usados.
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Analisis de datos
Recursos de Carlos en la ensefianza y calculo de la pendiente de la recta

En el aula de clases, Carlos dispone de un conjunto de recursos para ensefar y calcular la
pendiente de la recta (Gueudet & Trouche, 2009). Tres de los recursos provienen de una
Actividad del libro de texto (ver Figura 1), y con los cuales Carlos interacciona mediante su
trabajo documental: un contexto acerca de la variacion de la temperatura de hielo respecto al
tiempo, una recta paralela al eje de las abscisas, y la expresion

Variacion de la temperatura entre los minutos 2 y 5
Tiempo transcurrido entre los minutos 2y 5

Considera que un trozo de hielo se calenté bajo ciertas condiciones. Media
mecanismo fue posible medir su temperatura cada instante durante é m
el resultado de las mediciones esta representado en la grifica.
T ca- S
a) Explica brevemente cémo varid la tem- 10
peratura a lo largo de los 6 minutos, no
olvides mencionar el tramo horizontal.

A S

3458789 irempo (mim

Rkt

J-He

Para saber cudnto varfa la ternperatura por minuto en cada uno de los intervalos de tiempo,
calcula los siguientes cocientes.
Variacién de temperatura entre los minutos 2 v 5
Tiempo transcurrido entre los minutos 2y 5

Figura 1. Parte de la Actividad del libro de texto (Garcia & Mendoza, 2008, p. 51).

La gréfica de la Figura 1 estd conformada por tres rectas, con pendiente diferente, y
muestra la relacion entre la temperatura del hielo —al aplicarle calor— y el tiempo transcurrido
(seis minutos). Los autores del libro de texto introducen en la Actividad el término variacion
para referirse al cambio de temperatura respecto al tiempo (Garcia & Mendoza, 2008), y sugieren
para cada recta calcular esta variacion [de temperatura]. Una de las rectas es paralela al eje de las
abscisas (incluso coincide con este eje) y Carlos interpreta en ella que la temperatura es
constante: “De dos a cinco minutos, ;/qué paso con la temperatura? Se mantuvo constante, cero
grados”. Esta interpretacion se debe al esquema de utilizacion de Carlos en torno a que la recta
representa una funcion (f) entre las variables tiempo () y temperatura (7), f :t € [2,5] —0,,en

la cual 0[°C] es la imagen de cada instante en el intervalo [2,5] (e.g., les pregunta a los
estudiantes: “En dos minutos [Seriala el 2 del eje de las abscisas], la temperatura del hielo ;cual
es?”, y ellos responden que es “cero”, esto lo hace Carlos para cada minuto en el intervalo, cuyo
valor es un minuto.

Para calcular la variacion de la temperatura por minuto, Carlos usa como recursos la

., Variacion de la temperatura entre los minutos 2y 5 . .., .
€XPresion ~ Tiempo transcurrido entre los minutos 2y 5 (ver Figura 2) y la definicion de cociente, los

cuales estan orientados por esquemas de accion instrumentada (Rabardel, 1995). Carlos cree que
al comprender el uso de esa expresion, se tendra un conocimiento de la razon de cambio (e.g., les
menciona a sus estudiantes: “Un cociente es una division, es el resultado de una division. Si
comprenden esta parte [se refiere a calcular la variacion por minuto], van a comprender qué es
una razén de cambio”.
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Figura 2. Variacion de la temperatura del hielo por minuto.

La definicion de cociente es un recurso usado por Carlos para darle significado en la recta
al resultado de dividir la variacion de la temperatura entre el tiempo transcurrido (3 minutos), y
esta orientado por esquemas de utilizacion acerca de la division como algoritmo: el cociente es
resultado de dividir y comparar dos valores. Aunque usa este recuro, no le es util cuando el
cociente es cero porque no considera la unidad de medida (°C/min.) para interpretarlo como 0°C
por minuto; por ejemplo:

Carlos: Cero dividido entre una constante es cero. {Eso [cociente 0] qué quiere decir?
Que no varid nada. ;Cémo podemos decir? En el intervalo de dos a cinco
minutos la variacion de la temperatura fue constante, no vari6 nada.

‘ final _]:'nicial

La variacién de la temperatura respecto al tiempo es 0°C/min. ( ), pero Carlos

final — Yinicial
muestra confusion al interpretar el cociente obtenido. Al considerar la variacion de la
temperatura como una constante en el intervalo de tiempo [2,5], interpreta que ésta no varia
porque siempre toma el valor 0°C. De acuerdo con la recta, hay dos ceros involucrados con
significado diferente. El primero se refiere al valor de T asociado con cada valor de t en el
intervalo [2,5], y el segundo es la razéon de cambio de T respecto a t (0°C/min.). Sin embargo,
Carlos los interpreta de igual manera (0°C) y, por ende, determina que no varia la temperatura.
De igual forma, en términos Gueudet y Trouche (2009), hay una instrumentacion del libro de
texto hacia Carlos en torno a formalizar la razon de cambio como una caracteristica de la recta
llamada pendiente. Sin reflexion alguna, ¢l determina que el cociente calculado es “una razén
que indica la variacion de la temperatura por minuto” llamada “razén de cambio de la
temperatura”, y afirma que “la razon de cambio de una recta es su pendiente” (Garcia &
Mendoza, 2008, pp. 50-51). Asi, la pendiente de la recta paralela al eje de abscisas es cero, pero
Carlos interpreta este valor como ausencia de pendiente para esa recta. El siguiente episodio
muestra lo aqui mencionado.

Carlos: Ll...]1Y las rectas que estan asi [se refiere a la recta paralela al eje de las
abscisas]? No hay pendiente, la pendiente es cero.

Aunque Carlos posee conocimiento matematico basico en torno a la pendiente de rectas
trazadas en el plano cartesiano, no muestra coherencia entre su interpretacion y la representacion
geométrica del cero como el valor de la pendiente, pues considera que la recta paralela al eje de
abscisas no tiene pendiente dado el valor cero. Esta interpretacion de Carlos, suponemos, se debe
a su esquema de utilizacion acerca de la recta. Ademas, es importante destacar que el cero como
valor de la pendiente tiene como caracteristica, en su representacion geométrica, que la recta sea
paralela al eje de abscisas; la interpretacion de Carlos al respecto es la ausencia de pendiente.

Reflexion de Carlos sobre los recursos usados

En la entrevista, Carlos reflexiona sobre sus recursos usados y da su argumento para
justificar que la recta paralela al eje de abscisas carece de pendiente, dado el valor cero. Su
argumento se refiere a la percepcion visual del angulo de inclinacion de la recta. Carlos posee un
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conocimiento matematico respecto a la pendiente de la recta como la tangente de su dngulo de
inclinacion, cuya representacion simbodlica es m = tan @ (ver Figura 3). Ademas, su
conocimiento involucra una relacion entre la pendiente y la razon de cambio, dados puntos de la
recta, al considerar que esta tltima se expresa como la pendiente de la recta (“una razén de
cambio [...] se puede manifestar como pendiente”). Esta relacion la justifica con el uso de la
trigonometria, en la cual la tan @ del tridngulo rectdngulo es la razon de cambio del lado vertical
entre el lado horizontal, cuyos lados hacen referencia a la variacion de las coordenadas de x
respecto a las de y.

Figura 3. Representacion geométrica y algebraica de la pendiente de una recta dada por Carlos.

Carlos tiene claro que, aunque el valor es el mismo, la razén de cambio y la pendiente
tienen diferente interpretacion en la recta; sin embargo, su discurso es impreciso al determinar
que esta ultima se refiere al angulo de inclinacion de la recta, lo cual es incorrecto (“la pendiente
solo es el angulo de inclinacion y la razon de cambio es como va variando ésta [variable y] con
el paso del tiempo [variable x]”). Es importante mencionar que Carlos no define la pendiente de
la recta como el dngulo de inclinacion de ésta, pues sabe cudl es su definicion, tan &; suponemos
que se refiere, mas bien, a determinar en la representacion geométrica si la recta tiene pendiente
al percibir visualmente el angulo de inclinacidon, de manera que al no verlo deduce la ausencia de
pendiente. Para ello, dos de las preguntas que el entrevistador le hizo estuvieron centradas en
ubicar la pendiente en el angulo de inclinacion de la recta (ver Figura 3), y calcular la pendiente
de la recta paralela al eje de las ordenadas, pues tiene angulo de inclinacion. El siguiente
episodio muestra lo aqui mencionado.

Inv-Ent:  Esta recta tiene una pendiente positiva [(ver Figura 3)], ;yo la ubicaria aqui
[sefiala el angulo de inclinacion de esa recta]?

Carlos: No. La pendiente es [...] la tangente de un angulo [...]
Inv-Ent:  La recta que tiene un angulo de inclinacién de 90°, ;cual seria su pendiente?

Carlos: [Guarda silencio por unos segundos]... Quizas aqui falta algo més, puedo
encontrar que el angulo de inclinacion es de 90° [...]. Debo encontrar la
tangente de este angulo para saber su pendiente.

El razonamiento de Carlos muestra una falta de dominio del concepto de pendiente en
rectas paralelas a los ejes cartesianos. Su argumento es una idea de ver o no el dngulo de
inclinacion para determinar que la recta tiene pendiente, y no un argumento matematico aun
cuando la define como latan @ (ver Figura 4). Este argumento es recurso que usa para justificar
que la recta paralela al eje de las abscisas “no tiene pendiente” y esta sustentado de manera
visual. Suponemos que el razonamiento se debe a su esquema de utilizacion de la recta paralela
al eje de las abscisas (Gueudet & Trouche, 2009). El siguiente episodio muestra lo aqui
mencionado:

Inv-Ent:  ;Qué pasa cuando la recta [...] es paralela al eje de las abscisas?
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Carlos: No hay pendiente, porque dijimos que la pendiente es el angulo de inclinacion.
Y aqui no hay pendiente, o sea, no hay angulo de inclinacion.

Inv-Ent:  Entonces, (si la recta no tiene angulo de inclinacion no tiene pendiente?

Carlos: Asi es... [Se muestra serio y pensativo mientras observa dos rectas
perpendiculares trazadas en un solo plano cartesiano (ver Figura 4)].

y
Cre)

Figura 4. Relacion entre pendiente y angulo de inclinacion de una recta vertical, dada por Carlos.

De acuerdo con este episodio, consideramos que la pregunta del investigador, en torno a
inferir que no hay pendiente cuando “no hay angulo de inclinacién”, genera en Carlos un cierto
conflicto, en términos de Gilbert (1994), y se evidencia cuando guarda silencio. Esta accion de
guardar silencio corresponde a la blisqueda de conocimiento para resolver ese conflicto (Gilbert,
1994). La reflexion de Carlos sobre sus recursos se advierte al considerar si se puede calcular la
tan90° y al asegurar que tiene “una confusion”. El siguiente episodio muestra lo aqui
mencionado.

Inv-Ent:  En la recta con un angulo [de inclinacion] de 90°, usted menciona que tiene
pendiente cero.

Carlos: La tangente de 90° es... Tengo una confusion, parece ser que es al revés lo que
estoy diciendo [Se refiere a que la recta paralela al eje de las ordenadas no
tiene pendiente y la recta paralela al eje de las abscisas tiene pendiente]. |En
qué momento es cero y en qué momento no hay pendiente? Aqui no hay dngulo
[seriala la recta horizontal]. [...] Aqui [seriala la recta paralela al eje de las
ordenadas] no existe la tangente de 90° [...]. Pero la recta horizontal no tiene
angulo de inclinacion y no tiene pendiente.

Como puede observarse en el episodio, la reflexion de Carlos lo lleva a dudar sobre su
afirmacion y darse cuenta de que la recta paralela al eje de las abscisas, en efecto, tiene pendiente
cero, pues en un primer momento se percata de que tan90° no esta definida (Figura 4). Sin
embargo, dado que la idea aun persiste en torno a ver o no el d&ngulo de inclinacién de la recta,
Carlos no esta seguro de esta contradiccion y continiia con su busqueda de conocimiento; en
particular, mediante su reflexion, busca darse cuenta de “en qué momento [la pendiente] es cero
y en qué momento no hay pendiente”. Para esta reflexion, dos preguntas fundamentales por parte
del investigador fueron calcular la “pendiente” de la recta paralela al eje de las abscisas y darle
significado a esa recta partir de su “pendiente”. El siguiente episodio muestra lo aqui
mencionado.
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Inv-Ent:  ;Qué significa que ésta [la recta paralela al eje de las ordenadas] tenga
pendiente cero?

Carlos: [Traza una recta en otro plano cartesiano y, dados (x,,y,) y (x,,,),
construyo un triangulo rectangulo (ver Figura 4)] Estoy tratando de analizar o
encontrar una relacion del triangulo para analizar el angulo....

Inv-Ent:  Para la recta [paralela al eje de las ordenadas], {podria calcularme su
pendiente, sabiendo que es cero?

Yo =N
Xy =X

Carlos: [Ubica (1,2) y (1,0) en la recta y mediante la expresion m = intenta

calcular su “pendiente”, pero no tiene éxito (ver Figura 4)]... Entonces, es
cierto, [...] aqui no hay pendiente porque no puedo obtener el otro punto para
formar el triangulo, del eje de las ordenadas.

En esa busqueda de conocimiento, observamos que Carlos corrobora su duda anterior al
darse cuenta otra vez de que la recta paralela al eje de las ordenadas no tiene pendiente y al
intentar calcularla mediante la expresion de la razéon de cambio y en ambiente de lapiz y papel.
En particular, esta toma de conciencia se da cuando uno de los puntos de la recta no es

equivalente a (x,, y,) para tener una razoén de cambio, lo que para Carlos es “no poder obtener el
otro punto para un tridngulo rectdngulo”, y al tener ‘xl - xl‘ =0 como denominador en la

expresion de la razon de cambio (ver Figura 4). Sin embargo, de acuerdo con el discurso de
Carlos, este recurso no es util para darse cuenta de si la recta paralela al eje de las abscisas tiene
pendiente cero. El siguiente episodio muestra lo aqui mencionado.

Inv-Ent:  Supongamos que usted les pide a sus estudiantes que calculen la pendiente de
esta recta [recta paralela al eje de las abscisas], sabiendo que no la tiene.
(Como la calcularian?

Carlos: La pendiente tiene que ver con el &ngulo de inclinacion, sino no tengo angulo
de inclinacion no puedo encontrar las coordenadas de x y y o ese
desplazamiento de ese y-sub-uno y y-sub-dos [...]. Déjame checar algo [en una
calculadora registra tan90°). Esta [Se refiere a la recta paralela al eje de las
ordenadas] no tiene pendiente, y ésta [Se refiere a la recta paralela al eje de
las abscisas] la pendiente es cero [en la calculadora registra tang(]. La
tangente de 90 no esta definida; en este caso, la tangente de cero es cero. Asi
es, la [recta] que es paralela al eje de las abscisas no hay dngulo de inclinacién
y si hay pendiente.

Observamos en el discurso de Carlos falta de conocimiento respecto al uso de la razén de
cambio para calcular la pendiente de la recta paralela al eje de abscisas, y se debe a la necesidad
de representar de manera geométrica esa razon de cambio, dados puntos de la recta; de manera
que vea el desplazamiento de x, a x,,yde y, a y,. Ante esta falta, el recurso fisico de la

calculadora fue fundamental en la reflexién de Carlos, pues le permiti6 darse cuenta y
argumentar por qué, al no poder calcular tan90, la recta paralela al eje de las abscisas tiene
pendiente cero y reafirmar su razonamiento matematico en torno al concepto de pendiente en
este tipo de rectas trazadas en el sistema de coordenadas cartesianas.
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Conclusiones

De acuerdo con lo sucedido en el aula de clases y en la entrevista, estamos en condiciones
de poder dar respuesta a la pregunta de investigacion de este articulo. Podemos decir que Carlos,
en términos de Gilbert (1994), al observar su clase video-grabada y al entrevistarlo, efectué un
proceso de reflexion sobre sus recursos usados en la ensefianza y el calculo de la pendiente de
rectas paralelas al eje de las abscisas (Gueudet & Trouche, 2009). Carlos argument6 y se mostro
convencido de por qué ese tipo de rectas “no tiene pendiente”. En este proceso de reflexion,
durante la entrevista, ¢l usé otros recursos que le permitieron, en un primer momento, razonar de
manera incorrecta y aseverar que la recta paralela al eje de las abscisas no tiene pendiente.
Consideramos que su idea en torno a la ausencia del angulo de inclinacion respecto al eje de las
abscisas y querer representar geométricamente la razon de cambio en la recta, dado dos puntos,
no le permitieron darse cuenta de que la recta paralela al eje de las abscisas tiene pendiente cero.
Estos recursos estan sustentados por percepciones visuales de Carlos: querer ver el angulo de
inclinacion y considerar que no hay razén de cambio en la recta, ya que no se puede representar
de manera geométrica.

Entre sus argumentos, en el proceso de reflexion, la razon de cambio fue un recurso
matematico potencial para que Carlos se percatara de que, en efecto, la recta paralela al eje de las
ordenadas no tiene pendiente; sin embargo, este recurso impidio que identificara la pendiente de
la recta paralela al eje de las abscisas. El uso de la calculadora fue un recurso importante en la
reflexion de Carlos, pues al usarla fue consciente de qué recta tiene pendiente cero. En general,
Carlos reflexion6 (Gilbert, 1994) sobre sus recursos usados en clases al buscar argumentos
validos que justificaran el hecho de que la recta, en la representacion geométrica, tuviera
pendiente. Esta reflexion le permitié darse cuenta de que su razonamiento inicial sobre la
pendiente de la recta horizontal al eje de las abscisas en un plano cartesiano era incorrecto.
Podemos ver que aunque Carlos reflexiona sobre su practica docente, continuia con su idea de no
ver el angulo de inclinacion de la recta. En este sentido, Guzman y Kieran (2013) describen esta
situacion como “vacios matematicos” del recurso, el proceso de toma de conciencia y superacion
de estas deficiencias (p. 185).
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Resumen

En este documento se informa sobre los significados institucionales que se le
atribuyen a la derivada en el curso de Matematicas I en la Universidad Tecnolédgica
de Pereira, provincia de Risaralda, Colombia. Igualmente se estudian los contextos
en los que enmarcan los significados; estos se han identificado mediante un analisis
de configuraciones epistémicas realizado a 12 exdmenes aplicados en un lapso de
cinco afos y al libro de ejercicios disefiado ex profeso para el curso. A partir de
dicho analisis se identifican y caracterizan las configuraciones epistémicas las cuales
llevan asociadas significados parciales de la derivada. Los significados
institucionales identificados en los examenes corresponden mayoritariamente a:
derivabilidad y derivadas laterales por definicion; verificacion de derivadas, y
formulas de derivacion. Los contextos en los que se ubican las tareas matematicas
son del tipo evocado y matematico.

Palabras clave: significado institucional, derivada, configuracion epistémica,
educacion.

Abstract

It is reported on the contexts proposed and on the meanings assigned to the derivative
that are used in a mathematics course offered to freshmen at Universidad
Tecnologica de Pereira, Risaralda's province, Colombia. The meanings are identified
by means of epistemic configurations analysis applied to 12 exams over a span of
five years. Based on the epistemic analysis some epistemic configurations linked to
the derivative were identified. The institutional meanings identified correspond
mainly to: derivability and lateral derivatives computed via the formal definition; use
of the rules of derivation, and the verification of some derivative identities. The
context where the tasks are located corresponds to evocated and mathematical.

Key words: meaning, derivative, epistemic configuration, education.
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Presentacion

El estudio del Calculo Diferencial e Integral forma parte de los planes de estudio que las
universidades ofrecen a los estudiantes inscritos en carreras de ingenieria, ciencias o educacion
matematica. Diversas investigaciones informan sobre la ensefianza del calculo (Artigue, 1995;
Badillo, 2003) y sefialan algunas de sus problematicas (Sofronas, DeFranco, Vinsonhaler,
Gorgievski, Schroeder y Hamelin, 2011). Algunos estudios reportan sobre la comprension
grafica que los estudiantes manifiestan sobre la derivada (Habre y Abboud, 2006), o sobre la
comprension sobre la regla de la cadena (Clark; Cordero; Cottrill; Czarnocha; Devries; St. John;
Vidakovic, 1997). Biza y Zachariades (2010, p. 26) reportan que los estudiantes de su estudio
preparan las pruebas haciendo énfasis en el desarrollo de algoritmos y férmulas para uso
especifico. La derivada ha sido investigada desde diversas perspectivas, que incluye la cognitiva
(concepciones de los estudiantes, esquemas cognitivos, tipos de errores...) e instruccional
(estrategias y alternativas para la ensefianza de la derivada), tal y como se reporta en Artigue,
Batanero y Kent (2007) o en Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2006). Diversas
investigaciones que indagan sobre los significados manifestados por los estudiantes, han
informado sobre la existencia de conflictos entre las construcciones de los estudiantes y los
significados formales o institucionales presentados por los libros de texto (Mundy y Graham,
1994; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2006). Es de interés estudiar e identificar los
significados matematicos preferenciados por las instituciones educativas y por los profesores asi
como conocer las creencias declarativas de los profesores, en tanto que tales significados
determinan el tipo de énfasis formativo que las instituciones educativas preferencian. De acuerdo
con Pino-Fan, Godino y Font (2011; p. 174) el significado global de referencia se define “a
partir de dos nociones: significado global (también denominado significado holistico u
holosignificado, comprende los diferentes significados parciales de un objeto matematico) y
significado de referencia (entendido como los sistemas de practicas que se usan como referencia
para elaborar los significados que se pretenden incluir en un proceso de estudio”. En este
trabajo entenderemos el significado de referencia como “el sistema de practicas que usan como
referencia para ensefiar el concepto de derivada”. Asumiremos que los significados que se ponen
en juego tanto en el disefio de los exdmenes como en el disefio exprofeso del libro de ejercicios
constituyen el significado de referencia en la institucién educativa particular. El Departamento
de Matematicas de la Universidad Tecnoldgica de Pereira, provincia de Risaralda, Colombia, ha
asumido un enfoque particular para orientar la evaluacion del curso de Matematicas I. Este
enfoque deposita la responsabilidad de disefio de los examenes en un grupo de profesores. Los
profesores que orientan los cursos deben, entonces, preparar a sus estudiantes para que aprueben
los exdmenes disenados por el grupo de profesores encargados del disefo de las pruebas.
Asumimos que la preferencia manifiesta de los profesores encargados del disefio de las pruebas
corresponde a la preferencia institucional tanto de los conceptos que se deben estudiar como de
los logros que los estudiantes deben alcanzar para aprobar el curso motiva el interés por conocer,
en detalle, los significados institucionales sobre la derivada, que es el objeto matematico que se
estudia en el curso. La derivada ha adquirido diversos significados a lo largo de la historia. Pino-
Fan, Godino y Font (2011, p. 171) han encontrado nueve significados distintos asociados a la
derivada a lo largo de la historia. La busqueda de los significados institucionales de referencia
para los profesores, se hace tomando en cuenta dos fuentes: un libro de ejercicios, disefiado
exprofeso por la Facultad de Ciencias Basicas, y los doce exdmenes que se aplicaron a los
estudiantes durante un lapso de ocho afios. Los examenes son aplicados a los estudiantes sin
discriminacion por tipo de carrera. Los significados preferidos por la Institucion son los que
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determinan tanto el contenido tematico de los planes de curso, los objetivos, los énfasis
instruccionales escogidos por los profesores y, finalmente, el disefio de los exdmenes que son
propuestos a los estudiantes. Los resultados de estos examenes son un factor determinante en la
permanencia de los estudiantes en el sistema universitario. En este documento se reporta sobre
dos aspectos: (a) los significados institucionales enfatizados por la Universidad Tecnoldgica de
Pereira, identificados en los examenes aplicados durante el periodo 2006-2010; (b) Los contextos
en los cuales se ubican las preguntas incluidas en los examenes.

Enfoque tedrico

El Enfoque Onto-Semiodtico (EOS) de la Instruccion y la Cognicion (Godino, Batanero y
Font, 2007) ha afrontado el problema de la significacion y representacion del conocimiento
matematico mediante la elaboracion de una ontologia matematica explicita sobre presupuestos
iniciales de tipo antropologicos, semidticos y socioculturales. Esto supone asumir una cierta
relatividad socio-epistémica para el conocimiento matematico ya que el conocimiento se
considera ligado indisolublemente a la actividad en la cual el sujeto se implica y es dependiente
de la institucion cultural y contexto social del que forma parte (Radford, 1997). Los significados
institucionales se estudian usando el EOS, y se utilizan tanto las entidades primarias, como las
dualidades, para caracterizar los significados institucionales del objeto matematico derivada en el
curso de Matematicas I. Concretamente, se utiliza la nocion de configuracion epistémica (Pino-
Fan, Godino y Font, 2011) para efectuar un analisis de los conocimientos matematicos
involucrados en las soluciones de las tareas matematicas, la cual refiere a la descripcion y
caracterizacion de los objetos matematicos involucrados en las practicas institucionales.

Contexto

El estudio se realiza en la Universidad Tecnologica de Pereira, universidad publica
localizada en la provincia de Risaralda, Colombia. Cada semestre académico, aproximadamente
1200 estudiantes se matriculan en el curso de Matematicas I, asignatura que es prerrequisito de
otros cursos de los planes de estudio de las carreras de la facultad de ingenieria, ciencias exactas
y ciencias de la educacion. Un concepto importante en el listado tematico del curso Matematicas
I, es la “funcion derivada”. La importancia curricular concedida por la Universidad al objeto
derivada, se reconoce tanto en el porcentaje alto concedido para su evaluacion (50% de la nota
total) como en el tiempo (42 horas o0 39.2 % del tiempo total del curso) de clase magistral.

Metodologia y analisis de datos

La metodologia usada en esta investigacion es de caracter documental (Cohen, Manion y
Morrison, 2011). Los documentos fuente, para el andlisis reportado en este documento, fueron el
libro de ejercicios disenado por el Departamento de Matematicas de la Universidad, y 12
examenes de Matematicas I, los cuales fueron aplicados a los estudiantes del curso durante el
periodo 2006-2010. Los documentos estudiados fueron codificados, de acuerdo con varios
criterios, de los cuales s6lo usamos dos para este reporte de investigacion: configuraciones
epistémicas 'y tipos de contextos. Se utilizo la propuesta de configuraciones epistémicas descritas
en Pino-Fan, Godino y Font (2011). Se asumi¢ la propuesta sobre los tipos de contexto de
Martinez (2003) ampliada por Font (2007) para estudiar los contextos en los cuales se ubicaban
las preguntas de los exdmenes. Para determinar las configuraciones epistémicas se resolvieron
todos los examenes y se analizaron los grupos de ejercicios, por capitulo, contenidos en el libro
de ejercicios. Se utilizo el analisis epistémico (Godino, Rivas, Castro y Konic, 2008) que
identifica las entidades primarias presentes y emergentes, que se ponen en juego en la solucioén
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de una tarea: lenguajes, situaciones, procedimientos, argumentos, proposiciones y definiciones.
A partir de las soluciones y del analisis epistémico, se establecieron las entidades primarias:
términos, conceptos, procedimientos y propiedades que se requieren para dar solucion a cada
pregunta del examen. Se identificaron 6 Configuraciones Epistémicas (CE), que caracterizan los
diversos significados vinculados con la derivada. Las seis configuraciones son: 1) CEl:
Tangentes; 2) CE2: Derivabilidad y derivadas laterales por definicion; 3) CE3: Verificacion de
derivadas; 4) CE4: Reglas de Derivacion; 5) CES: Formulas de Derivacion; y 6) CE6:
Aplicaciones. Para determinar los contextos en los cuales se ubicaban las preguntas de los
examenes se analizaron los enunciados de las preguntas y los enunciados de los ejercicios
propuestos en el libro. La propuesta de Font (2007) amplia a cuatro los contextos: real, simulado,
evocado y matematico, y considera el contexto como el trasfondo en el cual se ubican las
situaciones o problemas. El contexto real refiere a “la situacion de practica «real» de las
matematicas, al entorno sociocultural donde la practica tiene lugar” (Martinez, 2003; p.191). El
simulado “refiere a una representacion del contexto real y reproduce una parte de sus
caracteristicas” (Martinez, 2003). El contexto evocado “refiere a las situaciones o problemas
matematicos propuestos por el profesor en el aula, y que permite imaginar un marco o situacion
donde se da este hecho...” (Martinez, 2003; p.191). Finalmente, el contexto matematico refiere a
una situacion intra-matematica. Vinculados a los contextos se ubicaron las aplicaciones de los
objetos matematicos. Los tres tipos de aplicaciones propuestos en los examenes son: Al-
Graficacion; A2-Razones de cambio relacionadas y A3-Optimizacion.

Resultados

Por razones de espacio so6lo se informa sobre los resultados de los anélisis correspondientes
a Configuraciones Epistémicas encontradas (Tabla 1); los tipos de contexto para las preguntas de
los examenes parciales aplicados durante el periodo 2006-2010 (Tabla 2) y las configuraciones
epistémicas cruzadas con los contextos (Tabla 3). La Tabla 1 cruza las Configuraciones
Epistémicas con los examenes -cuarto y quinto- aplicados en el periodo 2006-2010. Se colige
que durante el periodo 2006-2010 las configuraciones CE2, CE3 y CES fueron preferenciadas.
Estas configuraciones corresponden a CE2: Derivabilidad y derivadas laterales por definicion;
CE3: Verificacion de derivadas, y CES: Formulas de Derivacion. Las tres configuraciones
enfatizan el uso de la definicion de la derivada o el uso de reglas de derivacion o la
comprobacion de ciertas identidades. El caracter procedimental y algebraico identificado en la
preferencia por estas tres configuraciones es notable. Artigue (1995) advierte que aunque es
importante ensefiar a los alumnos a realizar calculos de derivadas y a resolver algunos problemas
estandar, es importante enfatizar otros aspectos del concepto para favorecer que los estudiantes
logren alcanzar una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que
conforman el nucleo de este campo de las matematicas. Zandieh (2000) sugiere que un
estudiante no exhibe comprension amplia sobre el concepto derivada, si éste no puede, en algin
contexto relevante, reconocer y construir cada uno de los tres procesos (razon, limite y funcion)
involucrados en la comprension del concepto de derivada.
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Tabla 1
Configuraciones epistémicas en el cuarto y en el quinto examen de Matematicas 1.
Periodo 2006-2010
Configuraciones gy gy CE3 CE4 CES CE6 SCEI SCE2 SCE3
epistemicas
Afios R S S O S S U S A S . S S
Afio 1 (2006) - v v - O/ - 7
Afio 2 - - v v - - -/
Afio 3 - v v/ // - o/ -/
Afio 4 - - v v - - vV / - v
Afio 5 (2010) Y

Nota. Los guiones indican que los examenes, en los afios correspondientes, no incluyeron una pregunta en

tal configuracion.

La Tabla 2 muestra los tipos de contexto identificados para el cuarto y quinto examen,
correspondiente al periodo 2006-2010. La inclusion de tareas en contexto se vincula con la
matematica como actividad de caracter humano. Si consideramos que durante los 5 afios hubo 25
ocasiones para formular preguntas -cinco por cada afio- de estas el 18% corresponden al contexto
matematico, mientras que 82% corresponden al contexto evocado. Este contexto refiere a las
situaciones matematicas propuestos por el profesor que permite imaginar un marco o situacion
donde se da este hecho matematico.

Tabla 2

Tipos de contexto para el cuarto y quinto examen en el periodo 2006-2010.
Ano Pregunta 1 Pregunta 2 Pregunta 3 Pregunta 4 Pregunta 5

40 50 40 50 40 50 40 50 40 50

Afio 1 (2006) Mat Evo Evo  Evo Evo Evo Evo Mat Evo  Sim
Afio 2 Evo Mat Evo  Evo Evo Evo Evo Mat Sim
Afio 3 Mat  Mat Evo Evo Evo Evo Evo Mat Evo Sim
Afo 4 Mat  Evo Evo  Evo Evo Mat Evo  Sim
Afio 5(2010) Mat Evo Evo  Evo Evo Mat Evo Mat Mat

Nota. Los puntos suspensivos indican que los examenes, en los aflos correspondientes, no incluyeron una

quinta pregunta. “Mat” representa Matematico; “Evo” representa Evocado y “Sim” representa

“Simulado”.

La Tabla 3 muestra los contextos empleados y las configuraciones epistémicas
contempladas en el cuarto y quinto examen de Matematicas I para el periodo 2006-2010.
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Tabla 3

Contextos versus configuraciones epistémicas.
Cuarto examen y quinto examen. Configuraciones Epistémicas: CE
Periodo 2006-2010

4° examen 5° examen

Contextos
Evocado CEICE2CE3CE4CES5 CE2CE3CE4CES5
Real CE6
Simulado CE6
Matematico CEl CE2 CE3 CE4 CE5 CE2

Al cruzar los contextos matematicos con las configuraciones epistémicas se aprecia que,
para el cuarto examen, las configuraciones aparecen distribuidas en los dos tipos de contexto
referidos: evocado y matematico, sin embargo para el quinto examen, las configuraciones se
vinculan con cada uno de los contextos. Para ambos exdmenes, las configuraciones se concentran
en el contexto evocado. Esta distribucion se interpreta en términos de la presencia constante de
los cinco tipos de configuraciones a lo largo del tiempo.

Conclusiones

Las configuraciones de significados y los tipos de contexto que surgen en las diferentes
versiones del cuarto y quinto examen aplicado a los estudiantes muestran las preferencias
institucionales manifestadas por los disefiadores de los examenes y por ende, por la Universidad.
La vision institucional de la Universidad para el concepto de derivada se decanta hacia el
conocimiento de los procedimientos algebraicos vinculados con la derivada. Tal vision se
identifica en la preferencia de las tres configuraciones: Derivabilidad y derivadas laterales por
definicion (CE2); Verificacion de derivadas (CE3); y Formulas de Derivacion (CES). Las tres
configuraciones enfatizan el uso de la definicion de la derivada o el uso de reglas de derivacion o
la comprobacion de ciertas identidades. Los tres procesos planteados por Zandieh (2000) -razén,
limite y funcidn- estan escasamente representados en el conjunto de examenes. En las pruebas
estudiadas no se explora la comprension grafica de la derivada, por ejemplo, no se proponen
graficas que modelan fendémenos de variacion para que se encuentren las expresiones algebraicas
que pueden describir tales comportamientos. La regla de la cadena se explora solo en su
manifestacion simbolica, cuando se aplica a varias funciones compuestas, pero no se explora su
uso en problemas de modelacion. Tampoco se exploran ejercicios en donde la derivada dependa
de dos parametros lo que favorece que el estudiante pueda hacer uso de los elementos
matematicos de la derivada y establecer relaciones entre ellos variando estos parametros
(Sanchez-Matamoros; Garcia y Llinares, 2006). Los contextos elegidos para ubicar los conceptos
son mayoritariamente dos: el evocado y el matematico. Stillman (2009) plantea una distincion
entre modelacion y resolucion de problemas: en la modelacion matematica se inicia con las
matematicas se termina con la realidad. Por su parte, con la resolucion de problemas se inicia en
la realidad se termina con las matematicas. En los términos anteriores la preferencia institucional
de la Universidad se decanta por la modelacion matematica, es decir, “iniciar con los conceptos y
terminar en la realidad”.
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Resumo

No presente artigo, apresentam-se significados que podem ser produzidos para o
conceito de anel em estruturas algébricas a partir de livros didaticos. O objetivo é
apresentar e discutir que significados alunos de um curso de estruturas algébricas
poderiam produzir. Para tanto, adota-se 0 Modelo dos Campos Semanticos (MCS),
proposto por Lins (2012), como base tedrica epistemologica. Percebe-se que sao
diversos os significados que podem ser produzidos para o conceito de anel a partir de
livros didaticos, entre eles, um conjunto numérico e duas operagdes, um conjunto
qualquer e duas operagdes € um conjunto qualquer que com duas operacdes goza
determinadas propriedades. Assim, se atentar para isso ¢ fundamental para promover
um espago comunicativo nas salas de aula favoravel ao processo de ensino e
aprendizagem de conceitos algébricos.

Palavras chave: estruturas algébricas, anel, livros didaticos, producdo de
significados, modelo dos campos semanticos.

Introducio

As estruturas algébricas ocupam um papel de destaque na Algebra Abstrata, pela rica
contribuicdo para o seu desenvolvimento. Além de integrarem o curriculo de cursos de
Matematica aparecem em curriculos de cursos tais como as Engenharias, a Fisica ¢ a
Computagao.

O ensino de estruturas algébricas encontra uma justificativa nas palavras de Souza (2008)
quando ela escreve: “Nao ¢ s6 importante, mas fundamental o ensino de estruturas algébricas em
um curso de licenciatura em matematica. Sem esta disciplina o aluno sai do curso sem o alicerce
basico para ensinar os principios fundamentais da matematica” (p. 3).

Porém, o ensino de estruturas algébricas em cursos de gradua¢do nao tem apresentado
resultados satisfatorios por parte dos alunos. Pela abstracdo e formalismo, sdo inimeras as
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dificuldades apresentadas. Como observa Campos (2008) “... os conceitos algébricos sao
apresentados aos estudantes, em geral, a partir das defini¢des formais apoiadas na linguagem da
teoria de conjuntos, em que as relacdes entre os objetos sdo mais importantes do que o proprio
objeto e o conhecimento ¢ apresentado na forma axiomatica” (p. 4).

Ainda sdo incipientes os trabalhos relacionados a estruturas algébricas, principalmente os
que tratam de anéis. O estudo de anéis também encontra em Souza (2008) uma justificativa: “... ¢
fundamental um aluno de licenciatura em matematica, ndo s6 saber, mas dominar as
propriedades dos anéis, saber dar exemplos, contra-exemplos, discuti-los e resolver exercicios
com as propriedades pertinentes” (p.3).

O conceito de anel, como outros conceitos da Algebra Abstrata, passou por um longo
processo de desenvolvimento até se constituir nos conceitos que encontramos nos livros
didaticos analisados. Tais conceitos tiveram suas origens ligadas a diferentes dominios, como por
exemplo, polindmios e a teoria de inteiros algébricos. Muitos matematicos como Richard
Dedekind, David Hilbert, Adolf Fraenkel ¢ Emmy Noether contribuiram no desenvolvimento
desses conceitos.

Em geral, nos cursos de estruturas algébricas os alunos sdo apresentados a livros
considerados didaticos, e ¢ esperado que produzam significados para os contetidos abordados.

Considerando que estes livros influenciam os significados produzidos pelos alunos, que
nem sempre sdo os esperados pelo professor, propde-se neste artigo apresentar e discutir
significados que podem ser produzidos para o conceito de anel em estruturas algébricas a partir
de livros considerados didaticos.

Significado e 0 Modelo dos Campos Semanticos

O modelo dos Campos Semanticos (MCS) ¢ entendido por Silva (1997) como sendo “um
modelo epistemologico que nos permite compreender alguns aspectos do processo de produgao
de significados em matematica” (p. 10).

Esse modelo comecgou a ser idealizado por Lins (1999) ao tentar responder perguntas
relacionadas a sala de aula, como por exemplo: o que os alunos pensam quando erram? (sem que
o foco estivesse no erro); o que ¢ significado? E o que ¢ conhecimento? (termos comumente
utilizados em pesquisas cientificas sem que os pesquisadores se preocupem em defini-los).

Ao contrario de outros pesquisadores Lins (2012) preocupa-se em definir o que ¢
conhecimento € 0 assume como ... uma crenca-afirmagao (o sujeito enuncia algo em que
acredita) junto com uma justifica¢ao (aquilo que o sujeito entende como lhe autorizando a dizer
o que diz)” (p. 12). Por exemplo, considere que um aluno do 3° ano do Ensino Fundamental e um
aluno do Ensino Médio tenham que justificar o porqué de determinada figura ser classificada
como um quadrado. Ao justificar sua crenga-afirmacao, o aluno do 3° ano poderia dizer que ¢
porque ‘a figura possui os quatro lados de mesma medida’. Enquanto o outro poderia dizer que
‘a figura satisfaz a condi¢@o de ser um retangulo, ou seja, ¢ um quadrilatero com quatro angulos
iguais e, além disso, possui os quatros lados de mesma medida’.

A partir da defini¢do de conhecimento, proposto por Lins, os dois alunos constituiram
conhecimentos distintos. Isso porque apesar dos dois acreditarem e afirmarem uma mesma coisa,
a figura ser um quadrado, as justificagdes dadas sdo diferentes, e consequentemente os
conhecimentos também o sdo.
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Como nesse artigo um dos objetivos esta em produzir significados para o conceito de anel
a partir de livros didaticos, busca-se compreender o processo de comunicacao proposto pelo
MCS, constituido pela triade autor-texto-leitor. Lins (2012) explica essa triade da seguinte
maneira:

Quem produz uma enunciacdo € o autor. O autor fala sempre na diregcdo de um leitor, que é
constituido (produzido, instaurado, instalado, introduzido) pelo o autor. Quem produz

significado para um residuo de enunciagdo € o leitor. O leitor sempre fala na direcdo de um
autor, que ¢ constituido (produzido, instaurado, instalado, introduzido) pelo o leitor (p. 14).

Em Lins (2012) “residuo de enunciagdo ¢ entendido como sendo algo com que me deparo e
que acredito ter sido dito por alguém” (p. 27). Ja o significado ¢ definido como sendo “... aquilo
que efetivamente se diz a respeito de um objeto (aquilo para que se produz significado), no
interior de uma atividade” (Lins, 2012, p. 28).

Nesse sentido, as informagdes contidas em um livro sdo residuos de enunciagdo que podem
tornar-se texto quando alguém produz significado para eles. Ao ler os residuos de enunciagao,
encontrados em livros didaticos, ird se constituir o leitor na medida em que produz significados
para tais enunciagoes, constituindo ao mesmo tempo um autor (produtores dos tais residuos de
enunciacdo), para o qual fala em sua diregao.

Outros dois conceitos importantes no MCS sdo o de nucleo e o de campo semantico. De
acordo com Lins (2012)*“o nucleo de um campo semantico ¢ constituido por estipulagdes locais,
que sdo localmente verdades absolutas, que ndo requerem, localmente, justificagdo. Ja o campo
semantico ¢ um processo de producgdo de significado, em relagcao a um nucleo, no interior de uma
atividade” (pp. 26-27).

Uma pessoa opera em um campo semantico toda vez que estiver produzindo significado
em relacdo a um nucleo dado.

Metodologia, Leitura plausivel e os livros didaticos

Para identificar e discutir os significados a respeito do conceito de anel optou-se por
realizar uma pesquisa de natureza qualitativa.

A atividade de produzir significados para o conceito de anel a partir dos residuos de
enunciagdo encontrados em livros didaticos sera por meio de uma leitura plausivel, pois se
entende que:

A leitura plausivel se aplica de modo geral aos processos de producdao de conhecimento e
significado; ela indica um processo no qual o todo do que eu acredito que foi dito faz sentido.
Outra maneira de dizer que faz sentido em seu todo ¢ dizer que o todo ¢é coerente (nos termos
de quem eu constituo como um autor do que estou lendo)”’(Lins, 2012, p. 23).

E importante deixar claro que fazer uma leitura plausivel implica em direcionar os olhares
para aquilo que foi dito pelo sujeito e nunca para o que ele ndo disse.

Além disso, para explicitar a importancia de um professor conhecer os diferentes
significados que seus alunos podem produzir para um conceito matematica, apresentam-se 0s
Campos Semanticos na qual se opera durante a atividade de decidir se sdo anéis os conjuntos
(Mn (A),+,),2Z ={0,12,14,...),M,(R) e atripla (R, +,) com R = {0, 1, 2, 3} definida de
acordo com as tabelas:
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Tabela 1

Tabela de adigdo
n 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0

Fonte: Baldo. 2013.

Tabela 2

Tabela de multiplicag¢do
* 0 1 2 3
0 0 0 0 0
| 0 0 3 3
P 0 0 2 2
3 0 0 1 1

Fonte: Baldo. 2013.

professores por esses livros.

Hernstein (1970).

Comunicacion

235

A selecao dos livros foi feita considerando aqueles que permitissem por meio da leitura de
defini¢gdes e exemplos produzir algum significado matematico para o conceito de anel e que
compodem as ementas da disciplina de estruturas algébricas de um curso de licenciatura em
matematica de uma universidade norte paranaense, demonstrando certa preferéncia de alguns

Os livros selecionados foram: Domingues e Iezzi (2003), Hefez (1993), Lang (1972),

Resultados das analises

Iniciando a leitura a partir do livro de Hefez (1993) seguem as analises e os resultados.

Hefez (1993) define anéis ja no 2° capitulo, intitulado Os Numeros Inteiros e Racionais,
para motivar a caracterizagao dos inteiros. Percebe-se isso a partir do seguinte comentario.

Os Numeros inteiros

O conjunto Z dos niimeros inteiros ¢ munido de duas operagdes, uma adi¢ao (+) e uma
multiplicacdo (), além de uma relacdo de ordem (<). Estes objetos se relacionam através de
varias propriedades que listaremos ao longo das trés proximas subsecdes. Esta lista de
propriedades caracterizara completamente os numeros inteiros. (p. 23).

Logo em seguida, apresenta a seguinte defini¢ao:

Sejam A um conjunto e (+) e (-)duas de operagbes em A, chamadas de adi¢do e
multiplicacdo. A terna (A, +, * ) sera chamada de anel se as operacdes gozarem das seguintes

propriedades.
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A\ (A adicio é associativa). Quaisquer que sejama, b, c € A, tem-se que (a+b) +c=a+
(b +¢).

A (A adiciio é comutativa). Quaisquer que sejam a, b € Atem-sequea+b =b +a

A; (Existe um elemento neutro para a adi¢fao) Existe a € A tal que a + x = X, para todo
X € A

A4 (Todo elemento de A possui um simétrico) Para todo o € A, existe a’ € A tal que
a+a =a

M, (A multiplicacio é associativa) Quaisquer que sejam a, b, ¢ € A tem-se que (a.b).c =
a.(b.c).

M: (A multiplicacio é comutativa) Quaisquer que sejam a, b € A, tem-se que a.b = b. a.

M; (Existe um elemento neutro para a multiplicacio) Existe e € A com e # 0, tal que
X.e = x para todo x € A.

AM (A multiplicacao é distributiva com relacio a adi¢ao) Quaisquer que sejama, b, c €
A, tem-se que a. (b + ¢) = a.b + a. c. (Hefez, 1993, p. 24)

A partir da leitura desse texto gerou-se o seguinte significado para anel:

A: Um anel ¢ um conjunto numérico, uma generalizacdo dos inteiros, munido das
operacoes de adicao e multiplicacido que goza das propriedades associativa e comutativa
para a adicio e a multiplicaciio, a existéncia de elemento neutro para a adicio e para a
multiplicacio, a existéncia de simétrico aditivo para qualquer elemento e a distributividade
da multiplicacio em relagao a adicao.

Estabelecido um nucleo a partir deste significado, a atividade de produc¢do de significado
em relagdo a esse nucleo sera chamada aqui de Campo Semantico dos Inteiros.

Operando neste campo semantico nao se produziu significados para os anéis de matrizes,
(Mn (A), +, .), no qual ndo importa a natureza de seus elementos, por ndo ser o conjunto dos
inteiros.

Por sua vez, Lang (1972) apresenta a definicdo de anel da seguinte maneira:

Um anel R é um conjunto, cujos objetos podem ser adicionados e multiplicados, (i. e. sdo
dadas correspondéncias (X,y) = x + y e (X,y) = xy de pares de elementos de R, em R), e
que satisfaz as seguintes condicdes:

AN 1. Sob a adigdo, R € um grupo aditivo (abeliano)

AN 2. Para todos X, y, z € R temos

X(y +z) = xy + xze(y + 2)Xx = yXx + zx

AN 3. Para todos x, y, z € R, temos (xy)z = x(yz).

AN 4. Existe um elemento e € R, tal que ex = xe = x para todo x € R.(p. 40)

Percebe-se que o autor utiliza o conceito de grupo aditivo para definir anel.
Lang (1972) apresenta ainda alguns exemplos de anéis:

Exemplo 1. Seja R o conjunto Z dos inteiros; R é um anel;

Exemplo 2. Os conjuntos dos niimeros racionais, reais e complexos sdo anéis;

Exemplo 3. Seja R o conjunto das fungdes continuas com valores reais, definidas no
intervalo [0, 1]. A soma ¢ o produto de duas fungdes f, g sdo definidas da maneira usual, ou

seja, (f + @) () = f(t) + g)e (fg)(t) = f(t)g(t). Com isso, R € um anel. (p. 40)

Isto leva a produzir outro significado para anel:
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B: Um anel é um conjunto qualquer, munido das operacodes de adicao e multiplicacio,
que satisfaz as condicoes de ser um grupo aditivo abeliano, e com a multiplicacao ser
comutativa, associativa e distributiva a esquerda e a direita e possuir elemento neutro para
a multiplicacao.

Estabelecido um nucleo a partir desse significado, a atividade de producao de significado
em relagdo a esse nucleo sera chamada aqui de Campo Semantico Conjunto qualquer -
Associatividade.

Operando neste campo semantico compreende-se o conjunto vazio como sendo um anel, na
qual pode demonstrar que o conjunto goza de todas as propriedades necessarias por vacuidade.
Enquanto que os conjuntos 2Z = {0, + 2, £4, ...} e M2(R) ndo seriam, por ndo possuir elemento
neutro para a multiplicagdo e ndo gozar a propriedade comutativa para a multiplicacdo,
respectivamente.

Ja o livro de Hernstein (1964) introduz o Capitulo 3 intitulado Teoria dos Anéis, dizendo
que anéis sao alguns dos sistemas algébricos que funcionam como as pedras fundamentais para
as estruturas que compreendem a matéria hoje denominada algebra moderna, os quais provém do
conjunto dos inteiros, sendo copias e generalizagcdes dos aspectos algébricos dos inteiros
ordinarios. E define anel como:

Um conjunto ndo vazio R ¢ dito um anel associativo se em R estdo definidas duas operagdes,
indicadas por + ¢ " respectivamente, tais que para todos a, b e c em R:

()a+ bestaemR.
2)a+b=b+a.

BR)(a+b)+c=a+(b+c)
(4) Existe um elemento 0 em R tal que a + 0 = a (para cada a em R).
(5)Existe um elemento - a em R tal que a + (—a) = 0.

(6)a.b estaem R.
(M a.(b.c) = (a.b).c.
®)a.(b+c)=ab+a.ce(b+c).a=b.a+ c.a(asduas leis distributivas). (pp. 101-102)

O autor apresenta a possibilidade de termos um anel que ndo satisfaga a associatividade da
multiplicagdo quando diz:
Sempre que falarmos de anel serd entendido que queremos dizer anel associativo. Anéis ndo-

associativos, isto ¢, aqueles em que o axioma 7 ndo vale, podem ocorrer em matematica e
sdo estudados, mas nao teremos oportunidade de considera-los. (Hernstein, 1970, p. 102)

A leitura dessas frases propostas por Hernstein induz a gerar o seguinte significado para
anel:

C: Anel é um conjunto qualquer, nio vazio, munido das operacées de adicdo e de
multiplicacio, satisfaz a condicao de ser um grupo abeliano com relacio a operacgao de
adicdo, fechado com relacdo a multiplicacido, associativo para a multiplicacio e distributivo
em relacao a adicao.

Estabelecido um nucleo a partir desse significado, a atividade de producao de significado
em relagdo a esse nucleo sera chamada aqui de Campo Semantico Conjunto ndo vazio.
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Operando neste campo semantico pode-se afirmar que a tripla (R, +,7) (definida
anteriormente) ¢ um anel, mesmo nao satisfazendo a propriedade associativa para a
multiplicagdo.

Outro encaminhamento pode ser identificado em Domingues e Iezzi (2003). Os autores
apresentam a definicao de anel como inspiragdo das propriedades compartilhadas pelo sistema
dos numeros inteiros, ¢ o defini como:

Um sistema matematico constituido de um conjunto ndo vazio A e um par de operagdes
sobre A, respectivamente uma adi¢do(x,y) = X + y e uma multiplicagdo (X,y) = xy, é
chamado anel se:

(i) (A, +)¢é um grupo abeliano, ou seja:

a) Sea,b,c € A entioa+ (b+c) = (a+ b) + c (associatividade);

b) Sea,b € A,entdoa+ b = b + a (comutativa);

c) Existe um elemento 0A€ A tal que, qualquer que sejaa € 4,a + 04 = a (existéncia do
elemento neutro);

d) Qualquer que seja a € A, existe um elemento em A, indicado genericamente por - a, tal que
a + (—a) = 04 (existéncia de opostos).

(i) A multiplicagdo goza da propriedade associativa, isto ¢€:

sea,b,c € A,entdo a(bc) = (ab)c.

(ii1) A multiplicacdo ¢é distributiva em relagdo a adicdo, vale dizer:
sea,b,c € A,entiaoa(b+c)=ab+ace (a+ b)c =ac+ bc.(p.211)

Em Domingues e Iezzi (2003) os autores apresentam alguns anéis, considerados por ele
como importantes:
(1) Anéis numéricos
a) anel dos nimeros inteiros: (Z, +, .);
b) anel dos numeros racionais: (Q, +, .);
c) anel dos numeros reais: (R, +, .);
d) anel dos nimeros complexos: (C, +, .).
(i) Anel das classes de resto modulo m
(i1) Anéis de matrizes
(ii1) Anéis de fungdes
(iv) Produtos diretos. (p. 213)
A partir da leitura desse residuo de enunciagdo houve a produgao de mais um significado:

D: Anel ¢ um sistema matematico constituido de um conjunto ndo vazio A e um par
de operagoes sobre A, respectivamente uma adi¢ido (X,y) - X + y e uma multiplicagio
(x,y) — Xy que satisfaz a condiciio de ser um grupo abeliano sob a adi¢io, a multiplicacio
goza da propriedade associativa e distributiva em relacao a adicio.

A atividade de produgao de significado em relagdo a um nucleo, constituido pelo
significado acima, serd chamada aqui de campo semantico conjunto nao vazio - associativo.

Operando neste campo semantico tem-se que a tripla(R, +,-) apresentada ndo ¢ um anel,
por ndo gozar da propriedade associativa para a multiplicacdo enquanto que os conjuntos 2Z =
{0,£2,£4, ..} e M2(R) sdo.
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Discussao dos resultados

Por meio dos significados produzidos para o conceito de anel a partir dos livros didaticos
analisados, percebe-se que, provavelmente, os objetos produzidos por um aluno a partir do livro,
por exemplo, de Hefez (1993) serdo diferentes daqueles produzidos pelo de Lang (1972). Ficam
evidentes que sdo diversas as maneiras que esse conceito matematico pode ser pensado, entre
essas diversas maneiras t€ém-se: como um conjunto numérico e duas operagdes quaisquer, como
um conjunto qualquer e as operagdes de adi¢do e multiplicag@o usuais, e para cada um desses
modos gozando ou ndo determinadas propriedades.

Consequentemente, os Campos Semanticos em que um aluno pode operar podem ser
diversos e nem sempre sao os esperados pelo professor.

Consideracoes finais

Percebem-se neste artigo alguns significados, sob a otica dos MCS, que podem ser
produzidos para o conceito de anel em estruturas algébricas a partir de livros didaticos. E claro
que outros significados podem ser produzidos para os mesmos residuos de enunciagao
analisados, constituindo diferentes nucleos e consequentemente, diferentes Campos Semanticos.

Concorda-se com Oliveira (2002) quando diz que:

...0 professor de Matematica na sua pratica em sala de aula muitas vezes fala de diferentes
significados para uma mesma ideia como se fossem os mesmos, ou entendendo-os distintos,
como se estabelecer relagdes entre eles fosse algo facil ou natural.

Pensando nessas possibilidades em sala de aula, € necessario que o professor, em sua
pratica docente se atente para os diferentes significados que seus alunos produzam para as ideias
matematicas apresentadas a eles, sem valorizar um ou outro significado, mas criando um espaco
comunicativo com tarefas que incentivem a producao de significados, € que todos eles sejam
valorizados e discutidos, possibilitando assim, intervir e interagir no processo de ensino e
aprendizagem quando necessario.

Limitacées do estudo e pesquisas futuras

Esta pesquisa limitou-se a analisar cinco livros didaticos a partir de uma leitura plausivel,
por isso acredita-se que significados diferentes dos apresentados possam ser produzidos por
outras pessoas que se proponham a analisar os mesmos textos ou livros diferentes dos
selecionados aqui. Mas, com os resultados obtidos e sabendo das possibilidades de se estudar os
significados que podem ser produzidos para conceitos matematicos, propde-se para pesquisas
futuras a seguinte questdo: como valorizar nas aulas de Algebra Abstrata os diferentes
significados produzidos pelos alunos?
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Resumen

En este documento presentamos una propuesta de investigacion que tiene por
objetivos primero construir en términos de la Teoria APOE un esquema validado de
transformacion lineal que tome como elementos fundamentales su representacion
matricial y geométrica a partir del concepto de base. Y segundo, disefiar con base en
el analisis tedrico propuesto un modelo de clase que incluya elementos curriculares y
didacticos que motiven la construccion exitosa de los estudiantes del esquema de
transformacion lineal en cursos regulares de algebra lineal. El andlisis del rol de la
base ordenada en el momento de construir una de las representaciones mencionadas
de la transformacion lineal, nos permitira establecer la evolucion del esquema de este
concepto a través de la descripcion de los niveles inter, intra y trans.

Palabras clave: Transformacion Lineal, Base, Representacion matricial, Teoria
APOE, Descomposicion genética.

Introduccion

Los estudiantes de ingenierias, matematicas, licenciatura en matematicas, entre otros, se
enfrentan por primera vez con ella en el primer afio de universidad. Para Dorier (2000), y otros
investigadores franceses (Dorier, 1998; Dorier, Robert, Robinet, y Rogalski, 1997; Strang, 1998)
los estudiantes tienen serias dificultades para el aprendizaje del algebra lineal, sobre todo por su
naturaleza abstracta y formal. La ensefianza del algebra lineal, en particular las dificultades
presentadas en los estudiantes cuando intentan aprender los conceptos abstractos de esta, han
recibido la atencion de varios investigadores en los ultimos afios. Las dificultades que se han
reportado han motivado el trabajo de grupos de investigacion en el mundo, que buscan explicar
codmo los individuos construyen los conceptos basicos de algebra lineal. Por ejemplo Dubinsky
(1991) y otros miembros de Research Undergraduate Mathematics Education Community
(RUMEC por sus siglas en inglés), han disefiado teorias con miras con el objetivo de plantear
propuestas didacticas y metodoldgicas que buscan ayudar a los estudiantes a superar sus
dificultades al enfrentarse con los conceptos de combinacién lineal, espacio vectorial, base,
conjunto generador, espacio generado, transformacion lineal, entre otros.

Por ejemplo Oktag y Trigueros (2010), presentan los resultados de un proyecto realizado
en México, cuyo proposito es profundizar en la forma en que los estudiantes universitarios
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aprenden algebra lineal. En particular, las autores, presentan los resultados obtenidos para los
conceptos de espacio vectorial, transformacion lineal, base y sistemas de ecuaciones lineales.

Las autoras manifiestan que todos los estudios del proyecto involucrados revelan que el
aprendizaje del algebra lineal requiere un gran esfuerzo, también muestra la necesidad de realizar
estudios que no se queden en identificar las dificultades de los estudiantes, sino que ayuden a
remediarlas. Por otra parte se muestra que a través de los distintos trabajos del proyecto se puede
verificar que el uso de la descomposicion genética (constructo de la Teoria APOE) constituye
una herramienta poderosa para explicar las construcciones mentales involucradas en la obtencion
de los distintos conceptos del 4lgebra lineal.

En nuestro proyecto nos interesa estudiar la construccion del esquema de transformacion
lineal tomando como elemento principal el concepto de base ordenada. De la informacion
obtenida en este estudio, esperamos disefiar actividades didacticas que permitan a los estudiantes
una construcciéon mas sélida de los conceptos del algebra lineal, que les permita observan que
estos conceptos estan fuertemente relacionados.

Recordemos que si se conoce el efecto de la transformacion lineal sobre los vectores de la
base, se conoce el efecto sobre cualquier otro vector; como lo muestra Grossman (2008, p. 473)

Sea V un espacio de dimension finita con base B = {vy, v,, ..., v, }. Sea W un espacio
vectorial que contiene los vectores wy, W, ..., w,,. Entonces existe una transformacion lineal
unicaT:V — W tal que T(v;) = w; parai = 1,2, ..., n.

En el presente escrito est4 dividido en cinco partes, esta introduccion para dar paso a una la
seccion que nos muestra algunos trabajos que se han realizado, desde diferentes contextos, sobre
el concepto de transformacion lineal y que hemos llamado: El concepto de transformacion lineal
en Matematica Educativa. Seguido nos encontramos con el planteamiento de nuestro problema
de investigacion, alli mostramos las preguntas de investigacion y los objetivos propuestos.
Posteriormente, nos encontramos con La Teoria, en esta seccion hablamos de aspectos basicos de
esta y finalizamos con un apartado de conclusiones, donde expresamos los resultados que
esperamos alcanzar en nuestro proyecto.

El concepto de Transformacion Lineal en Matematica Educativa

La transformacion lineal ha sido uno de los temas que presenta mayor obstaculo en el
estudio del algebra lineal. Algunas de las investigaciones se han centrado en el estudio de este
concepto, desde diferentes miradas. Por ejemplo, Molina y Oktac (2007) encontraron evidencias
sobre la problematica del aprendizaje de la transformacién lineal considerando la teoria sobre la
intuicion y los modelos intuitivos; los autores se plantearon la hipdtesis que : los modelos
intuitivos detectados en todos los estudiantes sobre la TL son una serie de casos particulares de
transformaciones lineales; ellos advierten que algunos estudiantes reconocen las
transformaciones lineales como expansiones, contracciones, reflexiones, rotaciones y
composiciones de estos. Siendo esta una dificultad ya que por ejemplo, la transformacion
identidad no es una transformacion lineal.

Molina y Oktag (2007), también observan que algunos estudiantes tienden a relacionar las
transformaciones lineales con lineas rectas, y que si un objeto no es una linea recta, este no
puede ser el resultado de una transformacion lineal. Por otro lado, los autores resaltan la
importancia de trabajar las transformaciones lineales sobre espacios de diferentes dimensiones ya
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que esto podria ayudar al estudiante a percibir que las transformaciones lineales pueden
representar situaciones diferentes a movimientos simples.

Por su parte, Ramirez, Romero y Okta¢ (2014), analizan la coordinacion de registros de
representacion de los estudiantes y su relacion con el éxito y la eficiencia al resolver situaciones
planteadas referentes a la transformacion lineal. Estos autores para lograr un analisis
significativo, no solo estudian las representaciones utilizadas por los estudiantes sino que
ademas, sus explicaciones verbales. Por ejemplo, un estudiante presenta la siguiente definicion
de transformacion lineal:

Figura 1. Ramirez, Romero y Oktag (2014, p.15).

Los autores muestran que ademas que el estudiante proporciona un ejemplo de
transformacion lineal, decidi6 demostrar por qué lo es y expuso la coordinacién de los registros
algebraicos y matriciales eficazmente.

Mientras que Roa-Fuentes y Oktac (2010; 2012), proporcionan una descomposicion
genética del concepto, que consider6 la interpretacion funcional del concepto de transformacion
lineal. Estas autoras consideraron dos formas de construccion, una considerando el concepto de
transformacion (general) para después construir el concepto de transformacion lineal como un
caso especifico. Es decir, una transformacion lineal como una funcion que va de un espacio
vectorial en otro. Y la segunda, donde el concepto de transformacion lineal se puede ver como
un caso particular del concepto de funcion. En este caso, se puede decir que un estudiante puede
empezar a construir el concepto de transformacion lineal realizando acciones que consisten en
comprobar las dos condiciones de linealidad. Reflexionar sobre las acciones puede dar lugar a
dos procesos que corresponden a cada una de las propiedades de linealidad. Luego de que estos
dos procesos se coordinan, se construye un nuevo proceso linealidad. Cuando surge la necesidad
de realizar acciones sobre el proceso construido, éste se encapsula para dar lugar al objeto de
transformacion lineal (Ver Figura 2).
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Accidn Accidn
Fijados a v b vectores particulares de 7 Fijado a en IV y oo en K
Tla+b) =Tla)+ T(h) Tlaa) = aTla)
Interiorizacion
Proceso Proceso
Yuy, e € U7 se tiene que Yu e U y Ye e K se tiene que
T(uy +ug) = Ty )+ Tlug) T(cu) = cT(u)
Coordinacidn (/)
Vup ug ey ¥hee K
T(buy + cus) = 6T (wq) + eT(u2)
Proceso

Transformacicon Lineal

Encapsulacidn

Objeto Transformacidn Lineal

Aplicacidn de acciones y procesos

Figura 2. Descomposicion Genética Refinada (Roa-Fuentes y Oktag, 2012, p.226).

Las autoras manifiestan que durante el analisis de los resultados surge la necesidad de
construir el concepto de transformacion lineal de manera paralela con otros, tales como, el
concepto de base. También muestran la importancia de involucrar un analisis mas especifico
sobre la naturaleza del campo sobre el cual estan definidos los espacios vectoriales.

Planteamiento del Problema

El 4lgebra lineal es una rama de las matematicas que mas aplicabilidad tiene tanto en
matematicas como en otras areas. En nuestro pais, como en muchos otros, los estudiantes de
ingenierias, matematicas, licenciatura en matematicas, entre otros, se enfrentan por primera vez
con ella en el primer afio de universidad. Para Dorier (2000), y otros investigadores franceses
(Dorier, 1998; Dorier, Robert, Robinet, y Rogalski, 1997; Strang, 1998) los estudiantes tienen
serias dificultades para el aprendizaje del algebra lineal, sobre todo por su naturaleza abstracta y
formal.

Las dificultades que se han reportado han motivado el trabajo de grupos de investigacion
en el mundo, que buscan explicar como los individuos construyen los conceptos basicos de
algebra lineal. Por ejemplo Dubinsky (1991) y otros miembros de Research Undergraduate
Mathematics Education Community (RUMEC por sus siglas en inglés), han disefiado teorias con
miras con el objetivo de plantear propuestas didacticas y metodologicas que buscan ayudar a los
estudiantes a superar sus dificultades al enfrentarse con los conceptos de combinacion lineal,
espacio vectorial, base, conjunto generador, espacio generado, transformacion lineal, entre otros.
Consideramos que el uso de la Teoria APOE nos permitird determinar las estructuras mentales
necesarias para construir un esquema del concepto de transformacion lineal, que tome como
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elementos fundamentales su representacion matricial y geométrica a partir del concepto de base
ordenada.

Actualmente, se cuenta con descomposiciones genéticas validadas del concepto de
transformacion lineal y de Base de manera independiente. Roa-Fuentes y Oktag (2010) proponen
un andlisis teorico que toma la definicion de transformacion lineal; el analisis de datos
publicados por las mismas autoras en 2012, muestra que los estudiantes utilizan la representacion
geométrica de la transformacion lineal para comprender ciertas situaciones planteadas en un
contexto puramente analitico. Ademas sefialan la dependencia de las transformaciones lineales
con el concepto de base. Este concepto fue estudiado por Ku, Oktag y Trigueros (2008) haciendo
referencia a la base de un espacio vectorial como un conjunto ordenado de vectores linealmente
que lo genera. Por su parte, Maturana, Rodriguez y Parraguez (2013), investigaron las
construcciones y mecanismos mentales necesarios para reconstruir el Teorema Matriz Asociada
a una transformacion lineal.

Por tanto es de nuestro interés estudiar la construccion del esquema de transformacion
lineal tomando como elemento principal el concepto de base ordenada. A partir de ¢l
analizaremos las estructuras y los mecanismos que hacen parte del esquema y que pueden dar
lugar a la construccion de la representacion matricial y geométrica de la transformacion lineal. El
analisis del rol de la base ordenada en el momento de construir una de las representaciones
mencionadas de la transformacion lineal, nos permitira establecer la evolucion del esquema de
este concepto a través de la descripcion de los niveles inter, intra y trans. Para esto tomaremos
como fundamento la primera descripcion de estos niveles presentada en Roa-Fuentes (2008).

Con este panorama en esta investigacion nos proponemos analizar las siguientes preguntas:

— ¢ Qué estructuras (Acciones, Procesos, Objetos, Esquemas) y mecanismos mentales
(interiorizacion, coordinacidn, encapsulacion, tematizacion) debe construir un
individuo para lograr un esquema de transformacion lineal?

— (A través de qué mecanismo la base como proceso, determina la representacion de
una transformacion lineal?

— ¢ Qué clase de situaciones matematicas deben abordarse en un curso regular de
Algebra Lineal para potenciar la construccion de dicho esquema?

De estas preguntas se desprenden los siguientes objetivos: El primero es construir en
términos de la Teoria APOE un esquema validado de transformacion lineal que tome como
elementos fundamentales su representacion matricial y geométrica a partir del concepto de base.
Y el segundo, disefiar con base en el analisis tedrico propuesto un modelo de clase que incluya
elementos curriculares y didacticos que motiven la construccion exitosa de los estudiantes del
esquema de transformacion lineal en cursos regulares de algebra lineal.

Teoria APOE

La Teoria APOE (acronimo de Accion, Proceso, Objeto, Esquema) es una teoria
constructivista que toma como marco de referencia la teoria de Piaget, principalmente en el
concepto de abstraccion reflexiva, logrado para describir el desarrollo del pensamiento 16gico en
los nifios; Dubinsky extiende esta idea al analisis cognitivo de conceptos matematicos que se
estudian en un nivel escolar superior (Dubinsky, 1991).
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Dubinsky (1991) considera cinco tipos de abstraccion reflexiva: la interiorizacion, la
coordinacidn, la encapsulacion, la generalizacion y la reversion. Para la Teoria APOE, la
construccion del conocimiento matematico estd condicionada por el “paso” que un individuo
logra dar entre concepciones acciones, procesos y objetos, para lograr finalmente una estructura
general de su conocimiento en esquemas. Esta teoria da informacion acerca de las estructuras
mentales y de los mecanismos mediante los cuales éstas se logran cuando una persona construye
su conocimiento matematico al tratar de solucionar situaciones matematicas. En especial es util
para analizar conceptos matematicos avanzados; asi como también puede ser utilizada para
explicar las dificultades que los estudiantes presentan al construir un concepto o nocioén
matematica.

En la Teoria APOE, la herramienta que permite describir la manera como se construye el
conocimiento es la Descomposicion Genética, ya que describe aspectos constructivos de una
porcion de conocimiento matematico, que ademas se espera determine aspectos metodologicos
relacionados con la ensefianza de dicho conocimiento (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky,
Mathews y Thomas, 1996). La descomposicion genética es un camino cognitivo que explica las
relaciones que se deberian dar entre las estructuras (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) y
los mecanismos mentales (interiorizacion, coordinacidon, encapsulacion, tematizacion,
generalizacion y reversion) para que un individuo logre construir un concepto y/o nocién
matematico.

Acciones Interiorizacion

Coordinacion

Objetos

Encapsulacion

Des-encapsulacion

Figura 3. Estructuras y mecanismos mentales para la construccion del conocimiento matematico (Asiala
etal., 1996, p.9).

Como puede verse en la Figura 3, cuando un individuo inicia la construccion de un
concepto o nocidn matematica realiza transformaciones (acciones y procesos) sobre objetos
existentes Arnon, Cottril, Dubinsky, Oktag, Roa, Trigueros y Weller (2014); para la teoria
APOE, una Accion es una transformacién de un objeto que es el resultado de estimulos externos
y por lo general es realizada paso a paso por el individuo.

Cuando el individuo puede reflexionar sobre el concepto, sin realizar acciones especificas
sobre ¢l, ha empezado a interiorizar dichas acciones en un Proceso. De esta manera, el individuo
podra conocer un resultado sin tener que realizar la totalidad de los calculos; ademas sera capaz
de invertir los pasos de una determinada transformacion sin tener que volver a realizarlos.

El Objeto es el resultado de la encapsulacion de un proceso. Es decir, el individuo piensa
en el proceso como un todo y, realiza y construye transformaciones sobre su totalidad.

Arnon et al. (2014) describen el esquema de un individuo sobre un concepto matematico
como la coleccion de acciones, procesos, objetos y otros esquemas que estan unidos por algunos
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principios o relaciones generales para formar una estructura en la mente del individuo que puede
ser ejercida sobre una situacién problematica que implica ese concepto.

Método: Paradigma de investigacion de la Teoria APOE

La Teoria APOE proporciona un paradigma o ciclo de investigacion que consta de tres
elementos: Analisis tedrico, disefio e implementacion de ensefianza y observacion, analisis y
verificacion de los datos. El ciclo de investigacion pasa a través de las tres componentes como se
muestra en la Figura 5. La aplicacion de este ciclo nos permitird obtener una descripcion de las
construcciones y mecanismos mentales que deben construir los individuos para lograr un
esquema de transformacion lineal y de esta manera responder a nuestras preguntas de
investigacion.

Analisis tedrico

Observac.lon, analisis y < —»> Disefio e implementacion de la
verificacion de los datos ensefianza

Figura 4. Ciclo de investigacion (Asiala et al., 1996).

El analisis teorico es la primera componente del ciclo de investigacion de la Teoria APOE,
se realiza un analisis teorico del concepto a estudiar, y aqui se hace un analisis de las
construcciones mentales que debe desarrollar un estudiante para la comprension de dicho
concepto. Este analisis nos lleva a la construccion e implementacion de una estrategia de
ensefanza, con el fin de que los estudiantes logren alcanzar las construcciones mentales
propuestas en el andlisis tedrico; en base a la descomposicion genética obtenida se disefian unas
actividades que se implementaran en la clase y para finalizar, a raiz de la aplicacion de disefios
de ensefianza se obtienen datos que se analizan desde la Teoria APOE, en algunos casos es
necesario refinar la descomposicion genética obtenida en el andlisis tedrico.

A continuacion describiremos en mas detalle cada una de las componentes:
Analisis tedrico

El ciclo parte de un analisis tedrico del concepto matematico y para ello tiene en cuenta el
analisis de libros de texto y la experiencia de los investigadores (estudiante y/o profesor),
exdmenes diagnodstico y los resultados de estudios previos, entre otros aspectos que permitan
obtener informacién sobre como se estructura el concepto, para luego determinar un camino
posible para la construccion de dicho concepto. De este andlisis surge una descomposicion
genética, que como lo mencionamos anteriormente, €s un camino que nos muestra coOmo un

individuo puede construir un concepto matematico en términos de las construcciones y
mecanismos mentales (Roa, 2008).

En nuestro caso, el andlisis de libros de texto se basa en estudiar el concepto de
Transformacion Lineal y en como esté relacionado con el concepto de base; ademas de
determinar cudl es el rol que juega en dicha relacion la representacion matricial y la
representacion geométrica (en el caso de las transformaciones de R? en R?). Por otra parte,
como hemos mencionado anteriormente, nos basamos principalmente en las descomposiciones
genéticas que ya han sido estructuradas sobre los dos conceptos de interés.
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Todo esto sumado a la experiencia de las investigadoras como profesoras y estudiantes nos
permitira establecer de manera hipotética las relaciones que se destacan en la construccion del
Esquema de Transformacion Lineal. De este andlisis teorico obtenemos una descomposicion
genética preliminar que nos permitira hacer los disefios de los instrumentos que aplicaremos y
una vez realizado el ciclo completo se determinard un analisis mas refinado teniendo en cuenta el
trabajo que logran desarrollar los estudiantes. Damos lugar a la siguiente componente de
investigacion.

Diseiio y aplicacion de instrumentos

La segunda componente del ciclo de investigacion tiene que ver con el disefio y la
aplicacion de instrumentos basados en los analisis tedricos (Asiala, et al., 1996). Después de
tener la descomposicion genética preliminar necesitamos documentarla para validarla o refinarla.
Por ello es necesario disefiar y aplicar instrumentos que permitan identificar las construcciones
mentales sefialadas en la descomposicion genética y aquellas que no se hayan incluido pero que
sean necesarias segun los procedimientos realizados por los estudiantes (Roa, 2008).

Nuestro interés es realizar el ciclo completo, es por ello que a partir del andlisis tedrico no
solo queremos aportar una descomposicion genética del Esquema de Transformacion Lineal,
sino que ademads buscamos hacer sugerencias de tipo didactico sobre cémo se debe desarrollar en
un curso de Algebra Lineal el concepto de Transformacion Lineal y ademas también cuestiones
de tipo curricular para que muestre que los conceptos no se construyen de forma lineal sino que
hay conexiones entre ellos que deben irse estableciendo previamente y dentro de esas conexiones
pensamos que va a jugar un papel importante la representacion matricial y en algunos casos su
representacion geométrica.

Entonces, a partir de la descomposicion genética preliminar se realizara un disefio de clase
y el desarrollo de dichas actividades serdn trabajadas por tres profesores dentro de un curso
regular, con estudiantes de primer semestre de ingenieria y licenciatura en matematicas. Como se
mencion6 anteriormente, nos permitiran evidenciar las construcciones mentales de los
estudiantes.

Analisis y verificacion de los datos

Por ultimo, la tercera componente del ciclo de investigacion es el andlisis y verificacion de
los datos. En esta componente se analizan los datos empiricos obtenidos en la componente
anterior. Los datos obtenidos se analizan desde la descomposicion genética preliminar teniendo
en cuenta los elementos que no han sido considerados o cuales de las construcciones dadas en la
descomposicion genética preliminar no se perciben. Después de este andlisis obtenemos una
descomposicion genética refinada (Roa, 2008).

En esta componente con base en los anélisis obtenidos en el aula se hace una
reestructuracion del analisis tedrico, haremos entrevistas a los participantes que estuvieron en
esos eventos controlados de acuerdo a los resultados obtenidos en esta se validaran los disefios
de clase y como se mencioné anteriormente se obtendra una descomposicion genética refinada
del Esquema de Transformacién Lineal.

Consideraciones finales

Los alcances de nuestro proyecto se relacionan con la construccion de materiales de clase,
que sean viables en el aula regular de los cursos basicos de Algebra Lineal. Esto a partir del
estudio de las estructuras y mecanismos mentales que propone la Teoria APOE asociados al
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concepto Transformacion Lineal. La aplicacion completa del ciclo de investigacion propuesto
por la teoria, que se constituye en el método de nuestra investigacion, permite construir una
descomposicion genética que apoye el disenio de materiales de clase para potenciar la
construccion exitosa de dicho concepto.

Con esta investigacion, esperamos obtener un Esquema validado de Transformacion Lineal
que tome como elementos fundamentales su representacion matricial y geométrica a partir del
concepto de base. Este a su vez nos dara informacion clara sobre la forma en que los estudiantes
construyen el concepto de Transformacion Lineal y la relacion de este concepto con otros como
el de base ordenada y la matriz de la transformacion.

Para ello disenaremos un modelo de clase que incluya elementos curriculares y didacticos
que motiven la construccion exitosa de los estudiantes del Esquema de Transformacion Lineal en
cursos regulares de Algebra Lineal. De esta manera también estaremos aportando a la Teoria
APOE una forma de estudiar el concepto de Transformacién Lineal, por medio de la integracion
de los conceptos de Transformacion Lineal y base ordenada a través de las relaciones entre las
diferentes estructuras que determina la construccion del Esquema.
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Resumen

La presente investigacion tiene como proposito fundamental el disefio, validacion
e implementacion de una unidad didactica que permita fortalecer el proceso de la
ensefianza y aprendizaje del tema de Espacios Vectoriales en un curso de Algebra
Lineal dirigido a estudiantes de diferentes ingenierias, como la industrial,
eléctrica, quimica, civil, telecomunicaciones, entre otras. Lo novedoso de esta
propuesta es que usa software educativo, ademas de aplicaciones y utilidades de
los temas a la ingenieria y diferentes ramas cientificas. La unidad fue valorada
ante un grupo de profesores con experiencia en la educacion superior, para
posteriormente ser validada en un curso de Algebra Lineal (MA1004) de la
Universidad de Costa Rica. Para ello se us6 un grupo experimental y un grupo
control. También, participaron docentes de la Universidad de Costa Rica como
observadores externos y se disponia de diferentes técnicas de recoleccion de
informacién como cuestionarios, guias de observacion y examenes. Se llega a la
conclusion principal que la propuesta realmente beneficia el interés, la
motivacion y la comprension de los educandos durante el estudio del tema de
Espacios Vectoriales.

Palabras clave: unidad didéctica, ensefianza, aprendizaje, algebra lineal, espacios
vectoriales.

Introduccion

Actualmente, el trabajo del docente de Matematica en la educacion superior no solo se
enfoca en la suposicion de transmitir los conocimientos demandados en los programas de los
diversos cursos de una forma magistral y positivista, pues, de acuerdo con Costa, di
Domenicantonio, Prodanoff, Tolosa, y Guarepi (2008), “En los ultimos afios se ha venido
observando una tendencia de cambio en el modelo de ensefanza y aprendizaje...” (p. 1), esto en
el sentido que también se debe procurar que el educando use tecnologias y realice interrelaciones
y aplicaciones de los nuevos contenidos adquiridos.

En esta misma direccion, y en particular, al referenciar el curso de Algebra Lineal
(MA1004) de la Universidad de Costa Rica, se observa que este procura que los discentes sean
competentes para aplicar las nuevas estructuras cognitivas a sus respectivas disciplinas (Carta
al estudiante de Algebra Lineal, II Ciclo del 2014). Mas aun, Ortiz, Rico, y Castro (2008)
aseguran que esta asignatura “...propicia una riqueza de aplicaciones en la modelizacion de
situaciones del mundo real” (p. 182).
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Sin embargo, segun Boza (1998), a los estudiantes “...muchas veces se les pide que
aprendan’ los rudimentos del algebra lineal, como si ella fuera un fin en si misma, sin tomar en
cuenta que esta disciplina se desarrollé en buena medida para satisfacer demandas de la fisica,
la geometria y las ecuaciones diferenciales” (p. 23). Es asi, como muchos docentes de
Matematica, atendiendo a una pedagogia tradicional, al dar el curso de Algebra Lineal,
unicamente ensefian de manera instrumental y conductista los diferentes temas de este curso
(Uzuriaga, Arias, y Manco, 2010), sin darles mayor contextualizacién y mucho menos
aplicaciones a la vida cotidiana, a la realidad y al mundo tecnoldgico.

Igualmente, Uzuriaga et al. (2010) mencionan que se esta ante un problema de
metodologia y no de contenidos, ademas que

No existe claridad en todos los docentes sobre la importancia que tiene el algebra lineal
como asignatura de ciencias basicas en la formacion de un ingeniero, desconociendo el
aporte que hace la matematica al desarrollo del pensamiento del alumno y las herramientas
que proporciona al modelado y soluciones de aplicaciones en la ingenieria (p. 290).

En este sentido, los educadores de Matematica, sin perder el rigor que esta ciencia
exige, deben desarrollar y buscar metodologias que le permitan al estudiante, dentro de sus
expectativas, darse cuenta de la relevancia que les aporta los conocimientos matematicos
que brinda el Algebra Lineal para resolver y generalizar situaciones que se le presentaran
en su desarrollo profesional.

Por otro lado, muchos de los temas de Algebra Lineal en la educacion superior pueden
ser muy abstractos para el estudiantado. Particularmente, Ku, Trigueros y Oktac (2008) opinan
que los educandos no llegan a interiorizar adecuadamente los contenidos asociados al tema de
Espacios Vectoriales, y que esto puede repercutir en su rendimiento académico. Ademas,
concluyen que existe una necesidad de trabajar desde una perspectiva pedagogica para sanar
estas dificultades que se estan presentando en el proceso de ensefianza y aprendizaje del tema
en cuestion.

Azofeifa (2009), respecto al aprendizaje y ensefianza del concepto de Espacio Vectorial,
recalca que

... muchas veces levantamos un edificio muy lujoso en definiciones y teoremas, con
relaciones y ejercicios dificiles, bien rebuscados, sin embargo, muy pobres en motivaciones,
explicaciones conceptuales y aplicaciones. Tal vez ni siquiera tenemos idea por qué lo
hacemos ni para qué. Podria ser para cumplir un programa bastante amplio y exigente. Asi
también con mucha mas razon, menos el estudiante tendra una vision y motivacion... (p.
180).
En relacién con lo anterior, se deben buscar otros caminos didécticos y metodoldgicos
que puedan generar en los discentes una mayor motivacion y comprension en los contenidos
que involucra el tema de Espacios Vectoriales. De esta forma, surge le siguiente problema:

(Se puede facilitar la comprension del tema de Espacios Vectoriales en un curso de
Algebra Lineal utilizando las aplicaciones de este topico en ramas de la ingenieria y de la
tecnologia, ademas de recursos informaticos?
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Antecedentes

Es importante subrayar que existen bastantes trabajos acerca de la ensefianza y
aprendizaje del Algebra Lineal o contenidos afines a ésta, sin embargo, existen muy pocas
investigaciones que traten el tema de Espacios Vectoriales desde una perspectiva pedagogica.

Se inicia con el trabajo realizado por Moreno (2001), el cual pretende facilitar a los
estudiantes la comprension y memorizacion del tema de Espacios Vectoriales por medio de una
analogia, esto mediante el uso de los colores primarios y sus respectivas mezclas, sin dejar de
lado la rigurosidad matematica de los contenidos tratados.

Por otro lado, existe un proyecto elaborado por Ortega (2002), en el cual se estudia el
comportamiento de una estrategia didactica que incorpora el uso del programa de calculo
simbolico DERIVE en la ensefianza y aprendizaje del Algebra Lineal, cuyas estrategias
consisten en que el estudiante, con ayuda de dicho programa, indague y concluya sobre
propiedades de ciertos temas sin que el docente se las haya dado previamente.

Por su parte, Montero, Martinez, Moran, Alias, y Rodriguez (2004) desarrollaron una
aplicacion multimedia llamada ALGTEC, la cual pretende acercar al educando de ingenieria
con temas de Algebra Lineal y a algunas de sus aplicaciones en el mundo tecnolégico, es
decir, “...poner al alcance del alumno una aplicacion que pretende hacerle entender a” un mejor
como determinados conceptos algebraicos son” la base de conceptos asociados a aplicaciones
técnicas” (p. 2).

Otro trabajo de enorme valor es el elaborada por Costa et al. (2008), que implementaron
estrategias que mejoran el aprendizaje del concepto de campo vectorial, apoyandose con el
software matematico Maple. El objetivo primordial que perseguian era que el estudiante, desde
la visualizacién de campos vectoriales, sea capaz de reconocer campos de uso comun en fisica
e interpretar aplicaciones de estos. Al final, estos autores concluyen que un 62% de los
estudiantes alcanzaron un amplio conocimiento, y con mayor significancia, de los campos
vectoriales y sus aplicaciones.

Por ultimo, K1 et al. (2008), quienes apoyados en la teoria APOE (accion-proceso-
objeto-" esquema), presentan un conjunto de construcciones mentales que los discentes
pueden desarrollar para la comprension del concepto de base de un espacio vectorial. En este
trabajo se construyd una entrevista para generar datos de las posibles construcciones
mentales, que ellos llaman una descomposicion genética del concepto de base de un espacio
vectorial.

Fundamentacion tedrica

Dentro del marco tedrico de la investigacion, se fundamenta teoria sobre unidades
didacticas, aplicaciones y el uso de la tecnologia.

Unidades Didacticas

En la ensefianza y aprendizaje formal se suele hablar sobre unidades didacticas, cuya
conceptualizacion esta profundamente ligada al pensamiento del profesor (Fernandez,
Elortegui, Rodriguez, y Moreno, 1999). De esta forma, Area (1993) se refiere a la unidad
didactica como “...un segmento o porcioén de ensefianza y aprendizaje significativo, con
entidad en si mismo configurado en torno a un tema, centro de interés o eje organizador.
Puede variar en su longitud, extension o relevancia” (p. 34).
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Fernandez et al. (1999) escriben que “...1a unidad didactica es un conjunto de ideas, una
hipétesis de trabajo, que incluye no so6lo los contenidos y los recursos necesarios para el
trabajo diario, sino unas metas de aprendizaje, una estrategia que ordene y regule en la
practica educativa los diversos contenidos del aprendizaje...” (p. 13). Ademas, estos autores
insisten en que el desarrollo de la unidad didéctica estd intimamente relacionado con la forma
de pensar del docente o grupo de docentes que la elaboren.

Ademas, Garcia (2009) establece que la unidad didactica es:

Un conjunto integrado, organizado y secuencial de los elementos basicos que conforman el
proceso de ensefianza y aprendizaje (motivacion, relaciones con otros conocimientos,
objetivos, contenidos, método y estrategias, actividades y evaluacion) con sentido propio,
unitario y completo que permite a los estudiantes, tras su estudio, apreciar el resultado de su
trabajo (p. 1).

Se puede observar las definiciones anteriores tienen aspectos en comun. En fin, una
unidad didactica busca organizar la practica de la ensefianza y aprendizaje de manera eficiente,
precisa, ordenada, estructurada, articulada y completa. Para planificar dicho proceso se usan
elementos del curriculo, de forma ordenada, como: los contenidos, los objetivos, las pautas
metodologicas y la evaluacion.

Las unidades didacticas presentan una amplia variedad de caracteristicas, por lo que
diversos autores tienen sus aportes al respecto. A continuacion se presenta, de acuerdo con
Area (1993), Rodriguez (2004) y Corrales (2010), un compendio de estas caracteristicas:

e Esunaunidad de trabajo que articula los objetivos, los contenidos, la metodologia y la
evaluacion, por lo que tiene un caracter unitario.

¢ Esun instrumento de trabajo o de planificacion que permite al docente organizar su
practica educativa para articular unos procesos de ensefanza y aprendizaje de calidad.

¢ Es ajustada al grupo y al estudiante, en el sentido que responde a las caracteristicas
concretas y a la diversidad de los educandos a los que se dirige.

¢ Esun conjunto de experiencias de aprendizaje relacionadas con un eje organizador que
contiene la concrecion de los contenidos a desarrollar y las actividades que deben
realizarse.

e Es completa pues debe de ser un conjunto en el que cada una de sus partes estén
debidamente pensadas, organizadas, entrelazadas y acabadas dandole solidez y empaque a
dicha unidad didactica.

e Lasunidades didacticas pueden tener diferentes duraciones, autores, lugares, ejes
organizadores, ambientes o grados de definicion o terminacion de su disefio.

e Las unidades didacticas se desarrollan con base en un tema en especifico.
Una perspectiva pedagogica de las aplicaciones de la Matematica y el Algebra Lineal

Dentro de un enfoque contextual de la ensefianza y aprendizaje de la Matematica, se
supone que la mente del estudiante busca, de forma natural, el significado de los nuevos
conocimientos en el contexto, es decir, en el &mbito donde la persona se encuentra.

También, las aplicaciones de la Matematica, dentro de un marco pedagogico, permiten
que el educando establezca relaciones entre la teoria y el contexto del mundo real, esto con el
fin de darle a los conceptos matematicos un cierto sentido y utilidad.
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Con ello, se persigue que el aprendizaje se refuerce cuando los conceptos se presentan
en un contexto de relaciones que son familiares o conocidas para el estudiante. Segiin Mora
(2003), este tipo de situaciones didacticas tienen que ver con actividades significativamente
importantes para los jovenes.

De hecho, en relacion con Garcia (2004):

Es conocida entre los profesores de matematica la frase formulada por muchos estudiantes en
una clase profesor y para qué sirve esto, por lo que la poca motivacion de muchos alumnos
para el aprendizaje de la Matematica tiene una relacion directa con las dificultades de sus
profesores para explicar por qué se ensefia uno u otro tema, y en virtud de ello, para presentar
problemas practicos sencillos que justifiquen su utilidad... (p. 8).

En este sentido, el Algebra Lineal tiene importantes y diversas conexiones con areas
dentro y fuera de la Matematica, de hecho, siguiendo esta linea, Paredes, Iglesias, y Ortiz
(2009) consideran que “...el estudiante debe adquirir habilidades para seleccionar métodos
apropiados para la aplicacion de la Matematica en diferentes areas de la vida ...” (p. 88).

Pero, estas aplicaciones suelen ser omitidas durante el proceso de ensefianza y
aprendizaje del Algebra Lineal en la educacion superior, y sumado la complejidad del lenguaje
y la alta abstraccion de los conceptos de esta rama de la Matematica, conlleva a que los
educandos no se involucren de forma activa y consciente en las clases (Azofeifa, 2009).

Gomez (2003) refuerza la proposicion anterior pues menciona que las aplicaciones
quedan en un segundo plano durante el acto educativo.

La tecnologia como insumo didactico

La relevancia del Algebra Lineal para las aplicaciones se ha desarrollado en forma
proporcional al incremento de la informatica. Es por ello que “La ciencia del computo esta asi
intrincadamente ligada al algebra lineal, a través del crecimiento explosivo del procesamiento
en paralelo y de los calculos en gran escala” (Lay, 2012, p. 2).

Es por ello que actualmente los ingenieros trabajan en problemas mucho mas complejos
que involucran el algebra lineal y calculos numéricos a gran escala, los cuales son
extremadamente dificiles (por no decir imposibles) de resolver, por lo que se acude a software
especializados que los solucione.

Esto justifica el hecho que los estudiantes de ingenieria que cursan Algebra Lineal deben
conocer herramientas informaticas que permitan desarrollar estos calculos, con el fin de que en
su futura labor profesional puedan recurrir a éstas.

Mas aun, “...1a tecnologia tiene en el algebra un terreno de aplicacion para beneficio de
los estudiantes y profesores. El uso de la computadora y un software de calculo simbolico
abren la atractiva posibilidad de experimentar con la matematica” (Paredes et al., 2009, p. 88).

Tampoco el objetivo es realizar de aprendizaje completamente virtuales, sino, acercar e
interesar al estudiante al uso de software de célculo simboélico y numérico adecuados para el
curso de Algebra Lineal, con el fin de enriquecer la labor educativa, en el sentido de valorar la
importancia de la motivacion y de la experiencia vivencial para obtener aprendizajes
significativos y perdurables.

Algunos paquetes computacionales que se pueden usar con este fin son Scilab,
Mathematica, Derive, Maple, Matlab, Maxima, entre otros.
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Elementos metodologicos de la investigacion

El desarrollo de la investigacion se fundamenta en el enfoque mixto; es decir, un enfoque
donde se recolectan, analiza y vinculan datos cuantitativos y cualitativos en una misma
investigacion, centrandose mas en uno de estos o dandoles la misma importancia, con el fin de
responder al planteamiento del problema (Herndndez, Fernandez, y Baptista, 2010).

En cuanto a las técnicas e instrumentos para recolectar la informacion, se destacan la
observacion y el cuestionario. Para todos los cuestionarios, se plantearon preguntas abiertas y
cerradas. Estas Gltimas utilizaban un escalamiento Likert, definido éste como un conjunto de
items que se presentan en forma de afirmaciones para medir la reaccion del sujeto en cinco
categorias (Hernandez et al., 2010). Las cinco categorias (o indicadores) van desde totalmente
desacuerdo (con una puntuacion de 1) hasta totalmente de acuerdo (con una puntuaciéon de 5).
Posteriormente, las puntuaciones o resultados obtenidos se promedian para realizar un analisis
en el intervalo [1,5], donde 1 representa una opinion o aptitud muy desfavorable y 5 representa
una opinion o actitud muy favorable para una afirmacion positiva.

Las etapas de la investigacion se generalizan, de forma cronoldgica, en las siguientes:
Etapa 1

Disefio y elaboracion de la Unidad Didéctica en el tema de Espacios Vectoriales, en la
cual se utiliza software educativo y aplicaciones a la ingenieria y la tecnologia, las cuales
permiten visualizar y modelar los topicos estudiados. Dicha unidad consta de 10 capitulos; el
primero corresponde a la introduccion y elementos esenciales de la unidad (introduccion,
objetivos, tiempo probable y conocimientos previos). Un segundo capitulo hace relacion al uso
del software (el paquete usado es Mathematica 9, del cual la Universidad de Costa Rica posee
licencia para uso de profesores y estudiantes) y la Gltima seccion compete a una lista de
ejercicios que evalian los conocimientos teoricos adquiridos al finalizar la unidad. En los
demas capitulos se desarrollan los conceptos, actividades y evaluacion referentes al tema de
estudio y se caracterizan por tener un orden curricular estricto (titulo, objetivos especificos,
contenido actividad introductoria, desarrollo y evaluacion). Por ultimo, la unidad posee al final
todas las referencias utilizadas para su esbozo.

Etapa 2

En esta etapa se procede con la valoracion de la Unidad Didactica ante ocho profesores
de Matematica con experiencia en educacion superior y que ademas hayan impartido cursos de
Algebra Lineal. Para esta etapa se uso un cuestionario con preguntas abiertas y cerradas.

Etapa 3

Aqui se realiza la validacion de la Unidad Didactica, para lo cual se usan dos grupos de
Algebra Lineal (MA1004) de la Universidad de Costa Rica, uno denominado experimental
(con 20 estudiantes), donde se implementa la unidad, y otro llamado grupo control (con 30
estudiantes), donde no se implementa la unidad, esto con el fin de realizar las respectivas
comparaciones. Para establecer si los grupos eran comprables, se hizo un estudio en cuanto al
porcentaje de asistencia, edad, género, tipo de instituciéon de educacion secundaria de
procedencia, situacion laboral, cantidad de repitentes, cantidad de horas de estudio que dedica
al curso de Algebra Lineal, cantidad de cursos matriculados, entre otros criterios. En esta
etapa se utilizan cuestionarios (entre estos, dos cuestionarios para medir, respectivamente, la
aptitud y opinion antes y después de usar la unidad), un examen corto y la participacion de
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observadores externos en el grupo experimental, para lo cual también se construye una guia de
observacion. La validacion tardd dos semanas, con cinco horas clases por semana distribuidos
en dos dias, siendo en total cuatro clases.

El curso de Algebra Lineal (MA1004) de la Universidad de Costa Rica es un curso dirigido
a diferentes ingenierias, que se caracteriza por ser un curso de catedra, por lo que se emplean los
mismos examenes para todos los grupos. En este curso de trabaja los temas de Sistemas de
Ecuaciones Lineales, Matrices, Determinantes, Geometria Vectorial, Rectas y Planos, Espacios
Vectoriales, Ortonormalidad y Proyecciones, Transformaciones Lineales, Valores y Vectores
Propios y Curvas y Superficies Cuadraticas.

Etapa 4

En ésta se procede con el analisis y triangulacion de todos los resultados obtenidos con los
instrumentos de recoleccion de informacion. Seguidamente se establecen las conclusiones y
limitaciones.

Discusion de los resultados obtenidos
Valoracion de la unidad didactica

Para el cuestionario usado con el fin de valorar la Unidad Didactica ante ocho profesores
de Matematica, las preguntas cerradas mediante el escalamiento Likert reflejan que el promedio
por pregunta y por docente es 4,69 en cuanto a las afirmaciones dadas, lo cual permite inferir que
realmente la unidad desarrollada puede ser una herramienta pedagogica que favorezca el estudio
del tema de Espacios Vectoriales, en el sentido que puede ayudar a mejorar la motivacion, interés
y comprension del educando al estudiar el tema de Espacios Vectoriales en un curso de Algebra
Lineal dirigido a diferentes ingenierias. Ademas, se realizan correcciones y sugerencias hechas
por los docentes valoradores, entre ellas escribir mas ejercicios que involucren aplicaciones,
arreglos de formato y mejorar el capitulo 9 sobre espacio fila y espacio columna de una matriz.

Validacion de 1a unidad didactica

En cuanto a la validacién de la unidad didéctica, primero los estudiantes del grupo
experimental completaron un cuestionario para conocer la opinion y actitud de ellos antes de
estudiar en clase el tema de Espacios Vectoriales mediante la Unidad Didactica. Dicho
cuestionario lo completaron 20 educandos. Los resultados son los siguientes:

Para la primera afirmacion “Las actividades de clase empleadas en los temas estudiados
hasta ahora en Algebra Lineal (MA1004) han beneficiado mi aprendizaje de la teoria”, obtiene
una puntuacion promedio de 3,25. Esto quiere decir que los educandos se sienten con un nivel de
conformidad sobre las actividades desarrolladas hasta ahora en el curso.

Ademas, para la segunda proposicion “Los ejemplos y ejercicios planteados hasta ahora
en el curso Algebra Lineal (MA1004) me han ayudado a la comprensién segiin el desarrollo
tedrico”, tiene un resultado medio de 3,15, lo cual permite establecer que también los alumnos se
encuentran en un estado de conformidad casi neutral con esta aseveracion.

La tercera declaracion “Mi interés y motivacién son muy buenos ante los temas de
estudio vistos hasta” ahora en el curso Algebra Lineal (MA1004)” promedia un 3,55. Esta
calificacion refleja un interés y una motivacion buena por parte de los estudiantes antes de iniciar
el estudio del tema de Espacios Vectoriales con la Unidad Didactica, pero es tendiente a lo
neutral, en el sentido que tampoco es la mas favorable.
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Por otro lado, la cuarta afirmacion “La metodologia utilizada por el profesor hasta ahora
en el curso Algebra Lineal (MA1004) ha favorecido mi aprendizaje de los temas estudiados”
tiene una media de 2,85, lo que permite establecer que los alumnos siguen estando casi que en un
estado de conformidad, no obstante tampoco es favorable.

La quinta y Gltima proposicion “En general, conozco sobre aplicaciones y utilidades de
Algebra Lineal a la ingenieria, la tecnologia y otras ramas cientificas que me ayuden a mejorar
mi comprension de la teoria del curso estudiada hasta ahora”, tiene una calificacion media de
2,45, la mas baja de todas, y lo cual funda el hecho que en el curso no se hayan trabajado
ejemplos que involucren actividades de este tipo.

El promedio ponderado total corresponde a un 3,05, que es casi neutral, afirmando la
conformidad del estudiante hasta ahora en el curso de Algebra Lineal. La aplicacion de la unidad
didactica, entre otros aspectos, mejor6 estos resultados.

En efecto, los mismos 20 educandos del grupo experimental completaron un cuestionario
para conocer su opinion y actitud después de estudiar en clase el tema de Espacios Vectoriales
mediante la Unidad Didactica. Los resultados se muestran a continuacion:

Para la primera afirmacion “El uso de aplicaciones, utilidades y del software educativo
durante el desarrollo tedrico me permitié o un mejor aprendizaje de los conceptos vinculados al
tema de Espacios Vectoriales”, se obtiene un promedio de 4,4, que en comparacion con el
resultado obtenido de 3,25 en la primera proposicion del cuestionario anterior, se aumenta
significativamente. En este sentido, después de aplicar la unidad, los alumnos del grupo
experimental presentan una actitud muy favorable pues consideran que realmente su aprendizaje
se beneficia con el uso de aplicaciones, utilidades y del software educativo.

En cuanto a la segunda declaracion, “Los ejemplos y ejercicios de la Unidad Didactica
tienen un nivel significativo y adecuado segun el desarrollo tedrico, ademés de que me han
permitido una mejor comprension”, la calificacion media es de 4 ,65. En contraste con la segunda
proposicion del anterior, la cual tiene un resultado de 3,15, se observa que realmente los
discentes consideran que los ejemplos trabajados en la unidad son representativos para su
aprendizaje, e inclusive, pueden beneficiar la comprension de los topicos estudiados.

La tercera enunciacion corresponde a “Mi interés y motivacion por el tema de estudio
aument6 al conocer sobre diferentes aplicaciones y utilidades a diversas ramas cientificas de los
Espacios Vectoriales”, la cual promedia un puntaje de 4,45. En contraposicion, la tercera
afirmacion del cuestionario anterior, tiene una media de 3,55, que a su vez es aceptable, pero aun
asi se mejora lo suficiente hasta alcanzar un nivel bastante favorable en el escalamiento Likert.

Esto también permite establecer que la actitud de los estudiantes es positiva a lo largo de las
clases en que se implementd la unidad.

Por otro lado, la media de 4,7 le pertenece a la cuarta afirmacion “La metodologia utilizada
por el profesor e inducida por la Unidad Didéctica favorecidé mi aprendizaje del tema de Espacios
Vectoriales”, lo que permite fundar que la metodologia semi magistral inducida y recomendada
por la unidad es del agrado de los estudiantes. En comparacion, la cuarta proposicion del
cuestionario anterior tiene un resultado de 2,85, se nota que existe una brecha enorme a favor del
uso de la unidad.
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La quinta aseveracion “En general, la Unidad Didactica empleada para el estudio de
Espacios Vectoriales y el conocer sobre las aplicaciones a la ingenieria, la tecnologia y otras
ramas cientificas de dicho tema, me ayudo para una mejor comprension de la teoria” posee un
promedio de 4,7, y en contraste con la puntuacion de 2,45 de la quinta afirmacion del
cuestionario anterior, se nota una enorme diferencia, en el sentido que los estudiantes si
consideran importantes conocer utilidades a la ingenieria y la tecnologia de los temas que se
estudian.

Ademas, el promedio general de la apreciacion por pregunta y por estudiante es de 4,58,
el cual se compara con su andlogo del cuestionario anterior, que corresponde a 3,04, con lo que
permite fortalecer la veracidad de la hipdtesis de que la Unidad Didéctica empleada para estudiar
Espacios Vectoriales en un curso de Algebra Lineal dirigido a educandos de ingenieria realmente
puede beneficiar el proceso de ensenanza y aprendizaje del tema en cuestion.

También, los comentarios hechos por los estudiantes en las preguntas abiertas del
cuestionario para validar la unidad siempre fueron muy positivos y favorables hacia el uso de la
unidad en clases de Algebra Lineal para estudiar Espacios Vectoriales, siendo esto pruebas
cualitativas que reafirman la hipotesis del parrafo anterior. Igualmente, los educandos hicieron
algunas sugerencias, como de disponer de mas tiempo para realizar mas ejercicios y actividades
de evaluacion en clase, por lo que en la unidad el tiempo probable pas6 de 10 horas lectivas a 15
horas lectivas.

Cabe destacar que hubo al menos dos observadores por clase durante las cuatro lecciones
que se disponia para implementar la unidad didéctica, los cuales disponian de una guia de
observacion donde podian anotar cualquier observacion o comentario y debian llenar preguntas
cerradas mediantes un escalamiento Likert que median el interés, la motivacion y otros aspectos
durante el inicio, desarrollo y cierre de la clase. Las puntuaciones siempre fueron arriba de 4, los
comentarios siempre fueron constructivos y ademas permitieron hacer arreglos de formato y
redaccion a la unidad.

Dentro de la validacion de la unidad se aplicé un mismo examen corto, que evalta los
contenidos teoricos de Espacios Vectoriales vistos en ambos grupos, tanto al grupo experimental
y al grupo control. El promedio obtenido en el primer grupo corresponde a 60,68, y al segundo
grupo es de un 46,98.

Abonado a lo anterior, también se considero las notas de los alumnos de ambos grupos en
el segundo examen parcial de Algebra Lineal (MA1004), sdlo en aquellas preguntas que evalian
contenidos de Espacios Vectoriales. Estos dos grupos realizan el mismo examen pues este curso
de la Universidad de Costa Rica se caracteriza por ser un curso de catedra, consecuentemente los
examenes son colegiados. En fin, los resultados son los siguientes:

En el grupo experimental, el promedio del segundo examen parcial es de un 49,11,
mientras que la nota media en los puntos seleccionados de la evaluacion es de un 71,40. En
contraste, en el grupo control la calificacion media en el segundo examen parcial es de un 49,03
y el promedio en los puntos seleccionados de la prueba es un 56,05. Entonces, a pesar de que
ambos grupos poseen un promedio muy similar en el examen en cuestion, si existe una diferencia
significativa si s6lo se consideran las preguntas que evaltian e tema de Espacios Vectoriales.

En general, las calificaciones anteriores, permiten establecer que la implementacion de la
unidad didactica en el grupo experimental realmente si beneficia la comprension de los
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conceptos relacionados al tema de Espacios Vectoriales, pues el rendimiento académico
promedio del grupo experimental posee una mejoria significativa en contraste con las
calificaciones del grupo control.

Conclusiones

La implementacion de actividades pedagogicas que utilizan aplicaciones y utilidades a la
ingenieria y diversas ramas cientificas, realmente favorecen el proceso de la ensefanza y
aprendizaje del tema de Espacios Vectoriales en cursos de Algebra Lineal, ademas de que
beneficia la motivacion y el interés de los estudiantes durante la clase.

Paralelamente, el uso del software educativo ayuda al estudiante a ejercitar
conocimientos que ya posee en su estructura cognitiva previa, lo cual a su vez permite agilizar
calculos. También, por su caracter interactivo, admite desarrollar actividades intelectuales que
propician un aprendizaje significativo, ademas que los paquetes computacionales son casi una
necesidad cuando se deben resolver extensas y tediosas operaciones.

Al igual que el uso de las unidades didacticas en el proceso de la ensefianza y aprendizaje
del Algebra Lineal que vinculen las ideas de los parrafos anteriores, permite captar y mantener el
interés de los alumnos y a la vez estructura y regula la practica educativa en cuanto a sus
componentes curriculares, tales como contenidos, objetivos, metodologia, evaluacion y
motivacion.

En suma, y seglin los resultados de esta investigacion, los estudiantes del grupo
experimental y los observadores externos siempre mantuvieron una opinidon y actitud positiva
(tanto cuantitativa como cualitativa) hacia las actividades que involucraba la Unidad Didéctica
empleada para el tema de Espacios Vectoriales, lo cual evidencia la importancia y el potencial de
utilizar nuevas propuestas pedagogicas bajo una ensefianza contextualizada en contenidos de
Algebra Lineal.

De alli la relevancia que en todos los cursos de Matemadtica dirigidos a estudiantes de
diferentes ingenierias, los docentes deben propiciar a los educandos de actividades de clase
donde se visualicen (o inclusive modelen) las aplicaciones y utilidades de los topicos estudiados
o por estudiar, ademas del uso del software educativo.
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