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I. INTRODUCCION

En muchos libros de Céalculo de Probabilidades, como ejemplo de
probabilidades geométricas o continuas, se suele considerar el pro-
blema de hallar la probabilidad de que se pueda construir un
tridngulo dados los tres lados al azar (*).

En realidad un problema de probabilidad de tipo analogo se
presenta en todas las construcciones geométricas siempre que los
datos deban cumplir ciertas condiciones para que la construccién
sea posible. En la construceién de tridngulos, dados tres de sus
elementos, los problemas de este tipo que aparecen son abundantes:
jcuél es la probabilidad de que se pueda construir un tridngulo
dadas las tres medianas al azar, o las tres alturas, o dos alturas y
una mediana?! Pero no s6lo en la construceién de tringulos, sino
que en cualquier otra rama de la geometria donde se trate de una
construccién grafica, la posibilidad o no de la misma presenta d.
manera natural una cuestién de probabilidad. Por ejemplo: dados
dos pares de puntos al azar sobre una cénica, jcuél es la probabi-
lidad de que la involucién que ellos determinan sea elipticat; dado
un espacio de dibujo limitado y en él tres puntos al azar en linea
recta, 4, B, C, j cuél es la probabilidad de que el conjugado arménico
de B respecto al par 4 — C caiga dentro de los limites del dibujo?
En geometria descriptiva también los ejemplos son frecuentes: repre-
sentada en el sistema Monge una esfera y dadas al azar las dos

(*) Ver, por ejemplo, E. CzuBEr, Wahrscheinliohkeitsreohnung, Leipzig und
Berlin, 1908, p. 87-88, '
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proyecciones de una recta de manera que corten & lags proyecciones
del mismo nombre de la esfera, jcuil es la probabilidad de que la
recta corte realmente a la esfera?; o bien, representado en sistema
Monge un cono de revolucion con la base apovada en el plano
horizontal y dada una direceién al azar, jcuil es la probabilidad
de que la sombra del cono no corte a la linea de tierra?

Este es el tipo de problemas que nos proponemos tratar en este
trabajo. Daremos tnicamente algunos ejemplos que puedan servir
de modelo, aunque ya se comprende que se podrian plantear in.
finitos de ellos. Desde el punto de vista conceptual la soluciébn de
este tipo de problemas no ofrece dificultad; la dificultad aparece
en el céleulo efectivo de las integrales miiltiples que dan la solu-
cibn, las cuales facilmente se complican hasta extremos préacticamente
inasequibles. Por ejemplo, aunque de fécil planteo, parece practi-
camente imposible de resolver un problema tan atrayente como el
- giguiente: se da una ldmina de dibujo rectangular y dentro de ella
una elipse (o, en general, un arco de cénica) ; dados sobre la misma
seis puntos al azar, jcudl es la probabilidad de que la resta de
Pascal del exégzono que ellos forman caiga dentro de los limites
del dibujo?

II. LA PROBABILIDAD EN LA CONSTRUCCION DE TRIANGULOS

Empezaremos por el caso mds simpie de problemas del tipo men-
cionado, & sgber: dados al azar tres elementos que determinan un
tridngulo, hallar la probabilidad de que el tridngulo exista res)]-
mente.

Por comodidad utilizaremos, como es costumbre, la siguients
nomenelatura :

A, B, C éngulos del tridngulo;

@ , b, ¢ lados opuestos a los §ngulos del mismo nombre;
he , hs , he alturas que parten de A, B, C, respectivamente;
Wy, My, Mo medianas que parten de 4, B, C, respectivamente ;
We, Wy, Wo bisectrices, ete.

TUn tridngulo queda determinado por tres elementos independien.
tes. Hay casos en que la construccién es siempre posible, por ejem-
plo cuando los datos son (A, b, ¢); se dice entonees que la proba-
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bilidad de poderlo construir es igual a 1. En otros casos el tridngulo
sblo se puede construir cuando uno de los datos toma un valor
particular calculable a partir de los demas, por ejemplo cuando
se dan (A4, b, k) ; se dice entonces que la probabilidad de poderlo
construir es nula, Entre estos casos extremos quedan aquellos, mas
interesantes, en que para que el trifngulo se pueda construir los
datos deben cumplir ciertas desigualdades o inecuaciones; el céleulo
de la probabilidad de que la construccién sea posible posee entonces
un verdadero sentido.

Es bien sabido que un problema de probabilidades geométricas
solo esta bien planteado cuando se da el procedimiento seguido
para elegir los datos al azar, lo cual equivale a dar la lamada

« funciébn de probabilidad ». Cambiando el procedimiento, puede
cambiar la probabilidad. Es clisica en este sentido la llamada « pa-
radoja de Bertran »(®). Sin necesidad de acudir a ella se pueden
dar ejemplos mucho més simples. Supongamos un segmento A B
e interior al mismo otro segmento P.Q (fig. 1); dado un punto X
al azar en A B, jcuél es la probabilidad de que pertenezeca a P Q ?
Para elegir X podemos tomar una ruleta de eentro O y prolongar
el radio final hasta cortar a AB (si no lo corta se repite la expe.
riencia sin contar la prueba); la probabilidad es entonces ¢l co-
ciente entre el dngulo POQ y el AOB. Es evidente que esta pro-
babilidad depende de la posicién en el plano del centro O de la
‘Tileta,

Sentadas estas observaciones, pasemos al problema de la proba-
bilidad de poder construir un triéngulo dados los datos al azar.

(*) Ver, por ejemplo, R, DruTHEIL, Probabilités géométriques, Paris, 1926,
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Distinguiremos tres casos seglin que los datos sean tres segmentos,
dos segmentos y un éngulo o un segmento y dos éngulos.

1. PROBLEMAS DE PROBABILIDAD EN LA CONSTRUCCION DE TRIANGU-
LOS CUANDO LOS DATOS SON 3 SsEGMENTOS. — Debemos definir con to-
da precisién lo que entendemos por dar 3 segmentos al azar. Para
ello utilizaremos dos procedimientos, que parecen los més naturales,
a saber: :

ProcepiMiENTO I.— Consideremos tres ejes cartesianos rectangu.
lares z, y, 2 y el hexaedro regular de los puntos cuyas coordenadas
satisfacen las limitaciones

Oszxsk , Osys<k , 0<sz=<k [1]

donde & es una constante, A cada punto interior a este hexaedro
corresponden su tres coordenadas =z, y, 2 que tomaremos como
segmentos datos del problema. Para calcular la probabilidad de un
problema determinado bastaréd hallar el volumen llenado por lcs
puntos correspondientes a casos favorables, es decir, por los pun-
tos con cuyas coordenadas la construccién es posible, y dividirlo
por el volumen total del hexaedro o sea por k*®.

Observemos que si P(r,y,z) es un punto favorable, todos los
que estdn sobre la reeta que lo une con el origen, por tener sus
coordenadas de la forma Ar, Ay, Az, serin también puntos favora-
bles, puesto que corresponderin a tridingulos semejantes, Por esto,
el volumen de los casos favorables que hay que calcular en cada
caso estd siempre limitado por superficies cénicas de vértice en el
origen de coordenadas.

ProcepiMiENTO II. — Sea dado un tridngulo de altura % (triin-
gulo fundamental). A cada punto P interior al misme podemos
hacer corresponder las tres distancias x, y, 2 del mismo a los tres
lades del trifingulo, distancias que tomaremos como segmentos da-
tos del problema. Los puntos correspondientes a casos favorables
llenardn una cierta drea que deberemos calcular en cada caso: ella
serd la medida de los casos favorables. La medida de todos los ca-

508 posibles seré el 4rea del trifngulo fundamental, o sea (1/43) k?
y €l cociente entre las dos medidas serd la probabilidad, calculada
segiin este segundo procedimiento.
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Observemos que en este caso los datos z, y, z estardn ligados por
la relacién

s+ y+z=k. 2]

Para el cileculo de las areas que se presentan a veces es (til
observar que tomando un sistema de coordenadas cartesianas orto-

(K B
x‘y"i
53
A ' C ¢
Fio, 2.

gonales &, 7 con el eje E coincidente con un lado del tridngulo fun-
damental y el origen en un vértice (fig. 2) se verifica

_.1_ y + _l_x y =y
V3 N
ecuaciones que junto con [2] dan

V3

1 3 1
x-—-2—&——? y Y™, z-k—-—‘%—&——?n- (3]

Em

OBSERVACIONES. —a) Hemos sefialado dos procedimientos para
dar los datos al azar. Son los que parecen méis naturales, pero se
comprende que se podrfan dar infinitos més. Por ejemplo, se podria
convenir en fijar una esfera de radio k¥ y centro en el origen de
cordenadas y elegir un punto sobre el octante positivo de su su-
perficie, tomando las tres coordenadas del mismo como datos. En.
tonces los casos favorables se miden por el Area de superficie esfé-
rica que cubren sus puntos representativos y la probabilidad se
obtiene dividiendo esta frea por la total del octante, o sea por
(m/2) k2. Esto equivale a sustituir la relacién (2) por la més com-
plicada

24yt =k
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b) Dados unos ciertos datos puede haber muchos caminos pa-
ra llevar & cabo la construccién del tridmgulo correspondiente,
Como la probabilidad depende de ciertas relaciones entre los datos,
independientemente del método seguido para la construceién efec-
tiva del tridngulo, se tiene la observacién evidente, pero fundamen-
tal: La probabilidad de que un cierto caso de construccién de tri-
dngulos, con los datos dados al azar, sea posible, puede depender y
en general depende del procedimiento seguido para dar estos datos -
al azar, pero no del camino que se siga para construir el trigngulo.

Pasemos ahora a dar unos ejemplos concretos.

1) Probabilidad de que se pueda construir un tridngulo dados los
tres lados. — Como ya dijimos en la introducei6n, este caso es bien
conocido. Poniendo a =z, b = y, ¢ = 2z, las relaciones que se deben
cumplir para que el tridngulo sea posible son

z<y+z , y<z+z , z2<z+y. [4]

Por el Procedimiento I la regién favorable o sea la regién inte-
rior al cubo {1] y cuyos puntos cumplen las relaciones [4] tiene
por volumen (1/2)k® y por lo tanto la probabilidad buscada vale 1/2,

Por el Procedimiento II la regién favorable es la interior al tri-
&ngulo formado uniendo los puntos medios de los lados del triangulo
fundamental, cuya irea vale por tanto 1/4 de la total. La proba-
bilidad por este procedimiento vale por tanto 1/4.

2) Probabilidad de que se pueda construir un tridngulo dadas las
tres medionas m,, m,, m..— Se sabe que para construir un tri-
éngulo dadas las tres medianas basta construir el tridngulo cuyos
lados sean el doble de las medianas dadas. Luego las relaciones que
deben cumplir éstas son las mismas [4] y por lo tanta las proba-
bilidades serin las mismas del problema anterior.

3) Probabilidad de que se pueda consiruir um tridngulo dados
mq, ha, a.— La Gnica relacién que se debe cumplir para que la
construccién sea posible es que sea h, < m,. Se ve inmediatamente
que en este caso la probabilidad es la misma por los dos procedi-
mientos y vale 1/2.

4) Pobabilidad de que se pueda construtr- un iridngulo dados
ho, my, b.—Las condiciones de posibilidad son evidentemente
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he < my, he <= b. El volumen del procedimiento I y el drea del pro-
cedimiento II correspondiente a los casos favorables se ecalcula
también inmediatamente en este caso, dando la misma probabilidad
por ambos procedimientos, que resulta igual a 1/3.

5) .Probabilidad de que se pueda construir un tridngulo dados
al azar hq, hy, my . — Un método de construccién consiste en cons-
truir primero el tridingulo rectdngulo de hipotenusa m, y cateto k.;
sea AM H con AM =m,, AH = h,. Prolonguemos AM de un
segmento MA’ = MA y tracemos la circunferencia de centro 4 y
radio ks . Las tangentes a esta circunferencia desde A’ cortarén a
la recta del segmento MH en puntos que son posibles vértices B
(hay, en general, dos soluciones). Segiin esta construceién las con-
diciones que deben cumplir los datos para que la construccién sea
posible son

ha<mg ., hp S2m,.
Pongamos
he = z y Ma =y , by =2,

Por el Procedimiento I el volumen favorable es el limitado por
los planos x =y, z=2y indicado en la fig. 3a4. De la figura se

(4

Fra. 3 a. Fia. 8 b.

deduce inmediatamente que este volumen vale (11/24)k* y por lo
tanto la probabilidad buscada vale 11/24.

Por el Procedimiento II el Area favorable es la indieada en la
fig. 3b, cuya drea vale (1/2Y3—43/36)k* y dividiendo por
(1/y3) #* se obtiene da probabilidad, que sers por tanto 5/12.
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6) Probabilidad de que se pueda construir un iridngulo dados
Ma, My, he . — Para que la construccién sea posible basta que se
pueda construir el tridngulo que tiene por altura k./3 y por lados
no correspondientes a la misma (2/3)m, y (2/3)m,, respectiva.
mente. Las condiciones de posibilidad son por tanto

he<2mq ; he<2mp.

Poniendo ke ==z, my=y, my =2 por el procedimiento I los
easos favorables corresponden a los puntos del volumen interior al
cubo [1] y limitado por los planos z—2y =0, z—22z=0 (fig.
4a). Este volumen se calcula ficilmente y vale '(7/12)k' . Luego,
por este procedimiento I la probabilidad vale 7/12.

(3,
‘.||||I||mm

Fro. 4 @, . Fra. 4 b.

Por el procedimiento II, el drea favorable es el rayado en la fig.
4b, y por tanto su razén al drea total del triangulo fundamental,
o sea la probabilidad buscada, vale 1/2.

7) Probabiidad de poder construir un tridngulo dadas las tres
olituras hy, hy, he . — En los ejemplos anteriores, las relaciones de
compatibilidad que debfan cumplir los datos eran relaciones linea-
les, con lo cual el volumen (o el firea) de los casos favorables,
estaba limitado por planos (o rectas) y se calculaba ficilmente. En
el caso en que los datos son alturas la cuestibn cambia, Es sabido
que el tridngulo de alturas hs =2z, hy =y, ho=2 es semejante
al tridngulo cuyos lados son 1/z, 1/y, 1/z; por tanto el primer
tridngulo serid posible si lo es el segundo. De aquf que las condi-
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ciones que deben cumplir x, y, z para que se pueda construir un
tridngulo que los tenga por alturas son
1 1 1 1 1 1 1 1 1
—<—+—=, - <—+4—=, — <—+4—
z y z y z 2 z z y
o sea,
y<zzt+ay , zz<yz+yr , ry<zy+zxr. {5]

Consideremos primero el procédimiento I. Si en lugar del signo
< ponemos en las desigualdades [5] el signo =, tendremos las ecua-
ciones de tres conos de vértice en el origen y cuyas secciones con
las caras del cubo de arista k estén indicadas en la fig. 5a.

é
J

Fio. 8 a. Fia. 5 b,

Los puntos cuyas coordenadas cumplen las condiciones [6] son
los exteriores al mismo tiempo a los tres conos. Para hallar el vo.
lumen que Henan estos puntos se observa que basta hallar el volu-
men interior al cubo y limitado por el plano z =0 y el cono
g=2zy/(z+y); tomando tres veces este volumen y restdndolo
del volumen total k* tendremos el volumen de los casos favorables.

El volumen v; mencionado se obtiene fécilmente cortando pri-
mero por planos z = constante, los cuales determinan un 4rea de
valor .

» b gy _
a-/ zdy-/ dy =kr—22log(k + 2) + 22 logx
0 oz+y

y de aqui

k 2 2
v = dz = {—— —log 2} k%
1 /;G X (3 3 93 )



212 - ANALES DE LA SOCIEDAD CIENT{FICA ARGENTINA

El volumen de los casos favorables vale po.r tanto
v =k —30 = 2log2—1)K

y dividiendo por %* tendremos el valor de la probabilidad busca-
da, a saber,
p=2log2—1 =20386...

Pasemos ahora a resolver el problema por el procedimiento II.
Habri que calcular el area de los puntos interiores al tridngulo
fundamental para los cuales se cumplen las condiciones [5]. Con
el cambio de variables [3], la expresibn zz = yz-+ xy se escribe

59} —38 +2Y3kE—6ky =0. (6]

Esta ecuacién representa una hipérbola, la cual forma uno de
los lados del tridngulo curvilineo que limita la regién de los casos
favorables (fig. 5b).

Andlogamente las relaciones zy = rz+yz, yz = ry-+xz repre-
sentan los restantes arcos de hipérbola de la figura. Para calcular
el valor del drea rayada (Area favorable) bastari calcular el Area
del segmento hiperbdlico limitado por uno de estos arcos y el lado
correspondiente del tridngulo fundamental, Segiin [6] esta &rea
vale

@Y3)k
a1=~;—/ (Bk— VoK — 10 y3kE + 158 dE =
1]
(v? 2_, 7+3s[?)k,_

5 5y1B T 2
Tomando el triplo de esta drea y restando del drea total del
tridngulo fundamental, resnlta que la medida de los casos favo-
rables vale

({3’_3\/’5‘_'_ 8 1og7+3‘/5)k=
3 5 5415 2

y dividiendo por el area total del tridngulo fundamental tendre-
mos la probabilidad del problema del enunciado cuando los datos
se eligen segiin el procedimiento II, a saber

p = (8Y5/25) los—;—a +3yE) — (4/5) = 0,2329...
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2. PROBLEMAS DE PROBABILIDAD EN LA CONSTRUCCIGN DE TRIAN.
QULOS EN QUE LOS DATOS SON DOS SEGMENTO8 Y UN ANGULO. — El
'éngulo lo supondremos dado siempre entre 0 y x, independiente-
mente de los otros datos del problema. Para dar los segmentos
tenemos como mas naturales dos procedimientos anélogos a los del
easo anterior:

ProcepimiEnTo I.— Supongamos dos ejes cartesianos ortogona-
les £, y; a cada punto interior al cuadrado

O0szs<k , Osys<k (7]

corresponden dos coordenadas que supondremos son los datos del
problema. Para cada problema la medida de los casos favorables
serd la integral

my = /da dz dy (8]

extendida al conjunto de valores 0 < as=x; O0<sz<k; 0<Sysk
que hacen que la solucién sea posible, La medida total de casos
posibles seré

my = ki 9]
El cociente m;/m, dari en cada caso la probabilidad.

ProceEbpiMIENTO II. — Se supone el dngulo o dado igual que an-
tes entre 0 y n independientemente de los otros datos. En cambio
para dar z, y se supone dado un segmento de longitud & y se elige
un punto en su interior, tomando entonces como datos las dos par.
tes en que el segmento queda dividido. Esto equivale a imponer
a z, ¥ la condieién

z+y=k. (10]

La medida de los casos favorables serd en este caso una integral

doble de la forma
my = [ da dz

puesto que y ya queda determinado por [10].
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La medida total de los casos posibles es
m = xk _ [11]

El cociente m,/m; seri la probabilidad en cada -caso.
Consideremos, por ejemplo, los siguientes casos:

1) Probabilidad de que se pueda construtr un tridngulo dados
a, b, A.— Las condiciones de posibilidad son

a>bsen A para OSAbs-;L
k1
a>b para ?SAS'E.

Por tanto, tomando a==z, b=y, por el procedimiento I la
medida de los casos favorables es

® )
my -AdA/; (k—ysen A) dy +

/‘;dA[:(k—y) dy = (%z-—

y por tanto la probabilidad buscada vale

1
=3/4 — .
P 2=

-

0|~

Por el procedimiento II, para 0 s 4 < % es x> (k—2a) sen 4

osea, 22k sen A/(1 + sen A) y por tanto z varia entre ky k sen
A/(14+s8en A). Para x/2<A <xesx>k—z, 0 sea z 2 k/2. Lue-
go la medida de los casos favorables es

m -/"’———-’”’A + tas-
/ o 1+4send 2 2

2k 2k z
_— —_— -k 1},
[ 1 4 tang (4/2) Jo + 4 (4 t )

y por tanto la probabilidad buscada vale
p=1/44 1/x
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2. Probabilidad de poder construir un tridngulo dados a, A, @
(@ = radio del cfrculo inscripto). —Si O es el centro del circulo
inserito se observa que es BOC = n/2+ A/2 y por tanto la con.
dicién para que el tridngulo se pueda construir es que una paralela
a distancia ¢ del lado BC corte al arco capaz del dngulo x/2 4 4/2
construide sobre el mismo. Esta condicién equivale a

p < (a/2) tang (x — 4)/4. ' (12]

Luego, por el procedimiento I la medida de los casos favorables es

o b a z—A k?
- dA — tan da = —log 2
my ﬁ Az - - log

v por tanto la probabilidad vale

log 2
p= g
T

=0,110...

Por el procedimiento II, las relaciones [12] y [10] dan

x— A

a
k—a < — tan
2 8T

Yy la medida de los casos favorables resulta
® =/4
my = k — - k - 44-41,/ __tang§ .
1+ — tang Z— o 2+ tang§
0 2 4

-2 [—1— §— log cos £ — log (2 + tang 5)]'“ -
5 |2 0

8 x 3
—k{—+ —log2—1log3)-
5 (8+2oz , og)

Luego la probabilidad en este caso vale

8 (x , 8 '
= —— <4 —log2—1log3) = 0,170...
P . (8 + 2 og og ) 0
3) Probabilidad de que se pueda construsr un tridngulo dados
A, b, he .—La condicibn de positilidad es ke < b. Por tanto,
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segiin el procedimiento I la medida de los casos favorables vale

% k
my -/ dA/ bdb = — xk?
0 0 2 ‘

y la probabilidad resulta p = 1/2

Por el procedimiento II, siendo hq+b =k, debe ser b > k/2
y por lo tanto la medida de los casos favorables es m, = 1% kn v la
probabilidad resulta 1% igual que por el primer procedimiento.

4) Probabilidad de poder construir un tridngulo dados a, A, h,,
— La condicién para que la construccién sea posible es que una pa-
ralela a distancia h, del lado a corte al arco capaz del angulo A
descrito sobre el mismo, Deberd por tanto cumplirse la condicién

he < (a/2) cot (4/2). (13]

Por el procedimiento I si a y h, deben ser <k y ademas debe
cumplirse [13], la medida de los casos favorables serd (poniendo
a = are tg 1/2).

2a A :k! A
my = k*—k*tg —)dA + — ot —dA =
! ﬁ ( . 2) / 1 2

2 k* arc t.g—;—+ 2k Iog2——-%k2 log 5,
y la probabilidad valdra
p = (1/%) <2arc tg—;—+ 2log2——%log5) = 0,352. ..

Por el procedimiento II la condicién ¢4 h, =k junto con la
[13] da

ask (1 + %cot (‘«1/2))'l

¥ por tanto la medida de los casos favorables es

m; = ) k'—'—-—lk———r dA =2k(L+2—IOg2>
14 —cot— 10 5
0 2 2

¥ la probabilidad pedida vale
p=1/6+ (4/6x)log2 = 0,3765. ..
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3. PROBLEMAS DE PROBABILIDAD EN LA CONSTRUCCION DE TRIANGU=
LOS EN QUE LOS DATOS 80N DO8 ANGULOS Y UN BEGMENTO. — Obsérvese
que en este caso la magnitud del segmento no influye en el resulta-
do, pues por una semejanza siempre podra encontrarse un triangulo
cuyo segmento correspondiente sea igual al dado. La posibilidad o
no de poder construir el tridngulo depende sélo de que los angulos
dados cumplan o no ciertas condiciones que se presentan en cada
caso.

También cabe considerar dos procedimientos para dar los datos
al azar: 1

PROCEDIMIENTO I.— Los dngulos a,f se dan independientemente
uno del otro entre 0 y =,

ProcepiMienTo II.— Se da un dngulo a al azar entre 0 y = ¥
por f se toma p=nx—~a.
Veamos esta vez, y como ejemplo, un solo caso,

1) Probabilidad de que se pueda construir un tridngulo dados A,
el dngulo B de w, con a y un segmento caulquiera (un lado, una al-
tura, una mediana). — Dibujemos el dngulo A4 y tracemos su bi-
sectriz. Por un punto cualquiera tracemos la recta que forma con
ella el dngulo f. Para que se forme tridngulo debe ser

A/2sBsx—A/2. (14]

Por tanto, por el procedimiento I la medida de los casos favora-
bles es

f'(x-—-A)dA - (1/2) %
0

y la probabilidad vale p =15
Por el procedimiento II, la relacién [14] junto con la condicién

A+pB=ndad s% x. Por tanto la medida de los casos. favorables

es (2x)/3 y la probabilidad p = 2/3.

El lector podrd facilmente proponerse otros ejercicios anélogos
gobre problemas de probabilidad que presenta la construccién de
tridngulos. ‘
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III. LA PROBABILIDAD EN GEOMETRIA PROYECTIVA

Como ejemplos de problemas pertenecientes a la geometria pro-
vectiva en los cuales aparece de manera natural la nocién de pro-
babilidad, estudiaremos los siguientes.

1) Se dan al azar dos pares de rayos (a,a’),(b,b’) por un punto
fijo 0. Se ptde la probabilidad de gque la involucién que ellos deter-
minan sea eliptica o hc'perbélica. — Los rayos los supondremos dados
independientemente uno de otro y determinados por el &dngulo
Ga s Pa’ ) $5, g, variable entre 0 y 2x que forman con una diree-
cién fija.

Se sabe que la involucién es eliptica si los dos pares se separan.
La medida de los casos en que esto sucede es

2% 2%+ 0q [0 2:+q¢
"‘!'2/ des | dge / dp | dew
0 % %’

%

donde el 2 aparece por poderse permutar el papel de b y b’. Las in.
tegraciones son inmediatas y dan

my = (16/3) xt.

Como la medida de los casos posibles es (2x)* = 16x*, resulta
que la probabilidad de que la involucién sea eliptica vale 1/3. La
de que sea hiperbélica serd 1 —1/3 = 2/3.

2) Sea dado un segmento PQ que suponemos abarca todo el es-
pacio disponible, es decir no se puede prolongar por ninguno de
sus ertremos, Sea PQ = 2b. Con el mismo centro O de PQ y sobre
la misma recta se da un segmento AB = 28. Dado un punio X
arbitrariamente dentro de AB se pide la probabilidad de que su
conjugado arménico respecto A, B caiga dentro de PQ .

Poniendo OX =z y OB = 0A = a, la abscisa del conjugado ar-
ménico de X es y = 0Y = a*/z, Para que Y esté dentro de PQ
debe ser por tanto a*/|z| < b, o sea, |z| > a*/b. Luego los casos fa-
vorables son aquellos en que a4 2 |z| 2 6*/b cuya medida es
2(a—a*/b). Como la medida de los casos totales es 2 a, resulta que
la probabilidad buseada vale

p =1—a/b.
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3) Es bien conocido el llamado teorema de Desargiies (en rea-
lidad debido a Pappus, entre los afios 250 y 300 de nuestra era)
segiin el cual los pares de lados opuestos y las diagonales de un
cuadrilatero completo determinan sobre cualquier transversal tres
pares de puntos que estin en involucién. Consideremos el problema:

Sca A BC D un cuadrilitero convero y supongamos que se corta
por una recta al azar. Se pide la probabilidad de que la tnvolucién
que resulta segiin el teorema de Desargiies sea eliptica o hiperbdlica.

Solucién. — Pongamos a = AB, a'=CD, b=BC, V =DA,
¢=BD, ¢ = AC. Recordemos que la medida de las rectas que
cortan a una figura convexa es igual a la longitud de la misma.
Esto permite calcular la medida de las rectas que cortan a dos lados
de un tridngulo sin cortar al tercero, considerando este dltimo como
una figura convexa aplastada de longitud igual al doble de la del
segmento. Por ejemplo, en el tridngulo ABC la medida de las rec-
tas que cortan & @ y b pero no a ¢ sera (a~+b-c’) —
2¢ = a4 b—¢’ . Para que la involucién sea eliptica, la recta debe
cortaraay bsin cortara ¢ ; o a ay b’ sin cortarac;o a b’
v & sin cortar a ¢’; o a @ y b sin cortar a ¢ (en cuyos casos
los pares de puntos homélogos se separan). Por tanto la medida de
los casos favorables es

my=(a+db—c)+@+bd—c)+ @ +b0—c)+@+bdb—c)
’ =2(a+a +b+b—c—¢)

y por tanto la probabilidad de que la involucién del enunciado sea
eliptica vale

p=2(0—(c+c)(a+a +b+b).

La probabilidad de que sea hiperbSlica serd 1 —p.
Por ejemplo, si el cuadrilitero es un cuadrado de lado a, siendo

c=¢ =\/—§_ a, la probabilidad de que la involueién que sobre una
recta dada al azar que lo corta determinan los lados opuestos y las

diagonales sea elfptica vale p=2—+v2 y la de que sea hiperb6-
lica p =V_2_ -1,
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IV. LA PROBABILIDAD EN LAS CONSTRUCCIONES DE GEOMETRIA
DESCRIPTIVA

En la Geometria Descriptiva las cuestiones de probabilidad que
estamos considerando tienen amplia aplicacién. Lo vamos a ver con
algunos ejemplos Debemos, sin- embargo, antes de todo puntualizar
bien qué entenderemos por « dar al azar» un elemento geométrico
de los que aparecerdn. Lios criterios que vamos a adoptar, que pa-
recen los mas naturales, seran:

a) Si se trata de una recta g, siguiendo el criterio que se adopta
en probabilidades geométricas, la supondremos determinada por su
distancia & a un punto fijo y por el édngulo ¢ que la normal a la
misma forma con una direccién fija del plano. Para medir un con.
junto de rectas se tomara entonces la integral de la expresién dif.-
rencial dg = dh dp. Es con esta medida qie, como ya recordamos
en el nimero anterior, la medida de las rectas que cortan a una
figura convexa resulta igual a la longitud de la misma.

b) Una recta por un punto fijo estard determinada por el angulo
@ que forma con una direccién fija, y por medida de un conjunto
de tales rectas se tomara el dngulo total que ellas llenan, o sea la
integral de de.

¢) Una recta paralela o una direcciéon dada estari determinada
por su distancia z a un punto fijo y como medida de un conjunto
de tales rectas tomaremos la integral de dx extendila al mismo,

d) Un punto P lo supondremos determinado por sus coordenadas
2,y respecto a un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales
de su plano, y como medida de un conjunto de puntos se tomarid
el &rea llenada por los mismos, 0 sea la integral de dP = dxdy .

¢) Un punto sobre una recta, o en general sobre una curva r.c.
tificable, estard determinado por su abscisa curvilinea s sobre la
curva, y como medida de un conjunto de tales puntos tomaremos la
longitud del arco que ellos llenan.

Con estos criterios podemos ya pasar al estudio de algunes pro-
blemas concretos. Observemos, sin embargo, una vez mis que cam-
biando el criterio segiin el cual se suponen dados los elementos al
azar, las probabilidades resultantes podrian ser distintas.

1) Sea dada en proyeccién Monge una superficie de revolucién
de cje vertical y altura limitada. Dadas al azor las dos proyecciones
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de una recta paralela al plano horizontal dc manera que ellas corten
a las proyecciones del mismo nombre de la superficie, se pide la
probabilidad de que la recta corte efectivamente a la superficie.

Solucién. — Sea F el srea de la proyeccién vertical de la super-
ficie, o sea el drea de la seccién meridiana, a la altura de la misma
y R el radio de la proyeccion horizontal (paralelo méximo).

Sea z la distancia de la proyeccién vertical g” de la recta dada
al azar a la linea de tierra y sea r el radio del paralelo correspon-
diente. Fijado z, para que la recta corte efectivamente a la super-
ficie la proyeccién horizontal g’ debe cortar a la proyeccion el
paralelo de radio r y por lo tanto la integral de dg’ vale 2xr. La
medida de los casos favorables es por tanto

my -[d:cdy' -21:/rdx=f:F.

La medida de todos los casos posibles es 2xRa y por tanto la
probabilidad buscada vale

F .
2Ra

p-

Podemos ver varios casos particulares de este caso general:
a) Si la superficie es una esfera, como en el caso de la fig. 6,es
F=nxnR?,a=2R y por tanto p =n/4.
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b) Si la superficie es un toro de eje vertical cuyo paralelo mé.
ximo tenga radio R y la circunferencia meridiana radio a/2, sera
p=1—(4—n)a/8R.

Observacién. — Nétese que el problema considerado (y la misma
observacién vale para los siguientes) no es equivalente al de con-
siderar dada al azar ¢ una recta del espacio» en el sentido de las
probabilidades geométricas del espacio de tres dimensiones, cuyas
proyecciones corten a las de la superficie de revolucién dada, y
pedir la probabilidad de que la recta corte efectivamente a la su.
perficie. En nuestro problema suponemos dadas al azar, indepen-
dientemente una de otra, las dos proyecciones de la recta, lo cual
no es lo mismo que dar al azar la recta correspondiente del espacio.
Seria interesante el estudio de las relaciones entre las densidades
de las rectas del espacio y las densidades de sus proyecciones en el
sistema Monge o en otros sistemas de proyececi6n.

2) 8Se dan las dos proyecciones de una esfera de radio R en pro.
yeccién Monge. Dadas al azar las dos proyecciones A’ , A” de un
punto A de manera tal que cada una sea imterior a la proyeccién
homénima de la esfera, se pide la probabilidad de que el punto sea
tnterior g la esfera.

Solucién. — La proyeccién horizontal A’ (de coordenadas E,n),
se puede dar al azar en el interior del efrculo de radio R, proyec-
cién horizontal de la csfera. En cambio 4” como debe estar en la
perpendicular a la linea de tierra por A’ sélo se puede dar al azar
su ordenada y. Deberemos por tanto calcular la integral de la ex-
presién dE dydy extendida primero a todos los casos favorables y
después a todos los posiblcs, Tomemos como ejes coordenados. en el
plano horizontal un sistema de origen O’ (proyececién del centro de
1a esfera), cuyo eje & sea paralelo a la linea de tierra y el eje m
normal a la misma. Fijado 4'(§,n) (fig. 6), 1a normal a la linea
de tierra por este punto corta a la proyeccién vertical de la esfera
seglin una cuerda de longitud 24 R*—E?; ésta es la integral del
dy. Por otra parte, manteniendo todavia fijo £, la ordenada n
puede variar en la cuerda andloga de la proyeccién horizontal y
por tanto la medida total de los casos posibles es

m = 4[+(7e=—— o at = 18 g
—R 3
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En cambio los easos favorables en que A es realmente interior
a la esfera, corresponden a los casos en que y varia Ginicamente en
1a cuerda cuya distancia a la vertical de los centros es ¢ = VE 4+
Expresando el elemento de 4rea dEdn en coordenadas polares (¢, 6),
1a medida de los casos favorables serd

=/3 R 4
m,-8/d0/ VR —¢*pdp = =R’
° 0 3

La probabilidad buscada vale por tanto p = n/4.

Una generalizacién del anterior es el siguiente problema:

Sea dada una esfera E de radio R en proyeccién Monge. Se da
al azar oira esfera E, de radio r cuyas proyecciones cortan a las
proyecciones homénimas de E . Se pide la probabilidad de que E
y E, se corten realmente.

‘El problema es el mismo anterior, pues dar E, equivale a dar
un punto al azar cuyas proyecciones caigan dentro de las proyec.
ciones de una esfera de radio B~ r concéntrica con E, pidiéndose
la probabilidad de que este punto resulte realmente interior a la
esfera. La probabilidad es, pues, la misma anterior, p = n/4, inde-
pendientemente del radio de las esferas. '

3) En sistema Monge se da una figura conveza plana 'K situada
en un plomo horieontal; sean K’ ,K” sus proyecciones, esta tiltima
reducidda a un segmento. Dadas al azar las proyecciones ¢’ ,g” de
un recta, de manera que corten a las proyecciones homéntmas de K ,

se pide la probabilidad de que la recta corte efectivamente a la
figura K .

Solucién. — Sean dg’,dg” las densidades para medir conjuntos
de rectas del plano horizontal y vertical, respectivamente. Llaman.
do z a la abscisa del punto en que g” corta a K” (o sea, a la dis-
tancia AX de la fig. 7) y 0 el dngulo de g” con AX, se sabe que
es dg” =sen 0 d8 dz . Trazando por X la perpendicular a la linea
de tierra, sea PQ = ¢ ¢l segmento que ella determina en K’ ; para
que g corte a K ,g’ debe cortar a PQ. Como la medida del con-
junto de rectas que cortan a una figura convexa de su plano es
igual a la longitud de la misma, considerando el segmento PQ como
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una figura convexa aplastada, su longitud es 2¢ y por tanto la
medida de los casos favorables es

/'senodofzcdx —4F
0

siendo F el drea de K. La medida total de casos es el producto de
la medida de lar rectas g” que cortan al segmento K” (cuya longi-

&

|

tud llamgremos D) y que vale 2D., por la medida de las rectas que
cortan a K’ que vale L, si L es la longitud de K’. Por tanto la
probabilidad buscada vale

2F

p=—"

DL

Por ejemplo, si K es un circulo queda p=1/2. Si es un cua.
drado también p=1/2.

4) Sean dados en el sistema de planos acotados un cono circular
recto de altura h y un punto extertor A distonie | del ceniro del
circulo base. Be da también un segmento de lomgitud u. Se traza
por A una recta arbilraria que corta a la circunferencia base del
cono Yy se oonviene em que esla recta se graduari a paritr de A
hacia la base del cono con la unidad u, siende A la troea (pumio
de cota cero). Se pide la probabilidad de que la recta asé graduada
corte al coro dado.
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Solucién. — Sed O la proyeceién del vértice del cono. Sean AB
y AC las tangentes al circulo de la base desde 4 y llamemos a al
angulo OAB = ang. OAC . Para fijar la recta arbitaria trarada por
A4 podemos dar el &ngulo @ que forma con AQ. Se trata de ver la
razén entre el dngulo que abarcan las rectas que cortan al cono y el
dngulo total 3a.

Sea AE una recta cualquiera por A que forma con AO un éngulo
¢ < a. Una construccién usual para hallar la interseccién de esta
recta con el cono consiste en trazar por O una parelala a esta recta
y graduarla en el mismo sentido y con la misma unidad que AE .

Su traza serd el punto T tal que OT = hu. Segin que la recta TA
corte del mismo lado de AO que la recta AE a la circunferencia
base del cono o no, la recta dada AE cortard o no al cono. Los
casos favorables corresponden por tanto a aquellos en que T cae
en la prolongacién de 0Q (fig. 8), siendo Q el punto en que AB
corta a OT . Es inmediato calcular que esto ocurre para los angulos
¢ que eumplen la desigualdad

| tang
T’- < (tang a — tang g) cos® ¢. [15]
Observando que el segundo miembro de esta desigualdad es de-

creciente al crecer ¢, resulta que los casos favorables éorrespon-
derén al édngulo @, rafz de la ecuacién trascendente

ltang «

— (tang « — tang ¢) cos? ¢ = 0.
hu S
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Poniendo tang ¢ = E se encuentra inmediatamente

hu 41/ 1
g0 = arc tang ————2ltanga l:,/l——,:u—(m-—l)tg’a—l]

y la probabilidad buscada serda p = @u/a.

Como casos limites se pueden considerar: a) Si h —o caso en
que el cono pasa a ser un cilindro, resulta p =1, como debe ser.
b) También para « —w resulta p =1, como es natural, pues al
crecer ¢ disminuye la pendiente de la recta y la probabilidad de
cortar al cono tiene que tender a la certeza.

V"

--..---;.-----

[ QP

Fio. 9.

5) En el sistema Monge se da un cono recto de revolucién cuya
base contenida en el plano horizontal no corta a la linea de tierra
(fig. 9). Sea h la altura del cono y a la distancia del ceniro de
la base a la Unea de tierra. Dada una direccsén al azar, se psde la
probabilidad de que la sombra del cono no corte a la Ynea de erra.

Solucién. — Para dar la direccién al azar hay que dar sus dos
proyecciones, o sea, un rayo por cada una de las proyeccionesV’ y
V* del vértice. El rayo por V” lo supondremos determinado por el
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angulo ¢ que forma con la perpendicular a la linea de tierra y el
rayo por V’ por el dngulo ¢, que forma con la vertical tomada
también hacia la linea de tierra (fig. 9). Por simetria basta con.
siderar el caso en que la sombra cae a la derecha de la figura y
por tanto los limites de variabilidad de ¢ y ¢; son

05¢S% , 0s s,

Es decir, 1a medida total de los casos posibles es
1
my = /do dQl - ?1!’. [16]

Para hallar la medida de los casos favorables, observemos que -
dado @ para que la sombra no corte a la linea de tierra debe ser
(como se deduce del método usual para dibujar la sombra del cono)

-x>qn>arctgl-t'§1
a

y por tanto la medida de los casos favorables es

my -/'n(-:c —arclg hig e )d¢. (17]

0 [

Se trata por tanto de calcular la integral
3
I -/'arctg—wid@
0 a

que haciendo h tang ¢ =g tang a queda

=3 ada '
I= ah/o (h* cos® « + a? sen? ) . (18]

Distinguiremos tres casos, segtin sea k= a,h>a, h<a.

Caso h = a. — Este caso es inmediato, pues

I-’ da = —
o.a -8
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y sustituyendo en [17] resulta m, = (3/8)n* y por tanto la pro-
babilidad buscada resulta ser

3
P -g ™= = 19
A " (19]

Caso h > a.— A partir de [18] la integral I se puede escribir

[ = 2ah j"” adx - 2ah [‘ z dx
h*—at Jo ¢+ cos2a h*—a? Jo ¢+ cosx

habiendo puesto
B4 a
R e !
La dltima integral es conocida (ver por ejemplo las tablas de
integrales definidas de BitrEns bt Haan, phg. 834), dando después
de sustituit g por su valor, .

. {h—a)\2rt!
! -_+-§o (2n+1)’ (h+a)

De aquf resulta inmediataments la medida {17] de los casos fa-
vorables y dividiendo por [16] se tiene la probabilidad buscada

3 2 « 1 (h—a)"'*‘" [2'1]

Pigg = >—2
e T e ® @nt ) \hta

Caso k < a. ——Anélogamente el easa anterior resulta ahora

2(a’ h?) / g—coszx

o bien, observando que es

/" zdz _*/* _ Fdt -
0 ¢g—cosz q+°085 [.q+c085 :

=t (a'—hY) §d§
3 ok [: g+ cosé

4

basta conocer la integral Gltima gile es la misma ya encontrada
antes. Sustituyendo su valor se tiem¢ I, con lo cual [17] ¥ [16]
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dan inmediatamente que la probabilidad buscada vale en este caso
’ 3 2 & —_p\2n+1
r A<a ™ — + — z ( i h) .

4 =29 @n + 12 \a+h

Casos limites. — a) Para h —x el cono pasa a ser un cilindro y

(22]

entonces la probabilidad deke valer %, puesto que la sombra cor-

tard o no segilin que sea ¢ < % o ¢> —;— . Segiin esto, [21] nos da

i m

resultado bien conocido.

b) Para h—0 debe ser p=1 y en efecto asf resulta de [22]
teniendo en cuenta [23]. Obsérvese que este resultado o el de a)
tomados en sentido inverso pueden servir como demostracién del
resultado (23] por medio de las probabilidades geométrices.

o) Para ¢ >0 —caso del cono infinitamente alejado de la linea
de tierra —debe ser p=1, y efectivamente asi resulta de [22]
teniendo en cuenta [23]. :

2 23
(2n+1)’ ) (23]



