
GEOMETRIA INTEGRAL DE FIGURAS ILIMITADAS 
POR 

L. A. S A N T A L Ó 

EESUMEN. Objeto de este trabajo es extender la parte de geometría inte
gral derivada del concepto de medida cinemática al caso de ser ilimitada algu 
na de las figuras. Por figuras ilimitadas se entienden las bandas de plano 
limitadas por rectas paralelas y en general las llamadas redes uniformes. Este 
estudio se hace en I para el plano y en I I para el espacio permitiendo, en am
bos casos, obtener varios valores medios y problemas de probabilidades geomé
tricas. En I I I se t ra ta de una aplicación de estos conceptos a la demostración 
de un teorema de BLICHFELDT y otros teoremas análogos. 

En trabajos anteriores [6], [ i3] , [2 i ] (* ) hemos encontrado 
algunas relaciones integrales que aparecen al considerar todas 
las intersecciones posibles entre una figura limitada y otras 
ilimitadas como son las bandas de plano comprendidas entre 
dos rectas paralelas o bien en el espacio las franjas limitadas 
por dos planos paralelos o aún la parte de espacio limitada por 
superficies cilindricas. 

En otro trabajo reciente [87] y en vistas exclusivamente a 
algunos problemas de valores medios y probabilidades geomé
tricas hemos considerado ya el caso de una figura ilimitada 
formada por una red uniforme que abarca todo el plano eucli-
diano. Por red uniforme, como se puntualiza en § i , I, se 
entiende un sistema de figuras que cubriendo todo el plano se 
deducen todas ellas de la traslación de una misma figura fun
damental limitada de área a. Todo punto del plano debe perte
necer a una sola figura fundamental. En § í se dan algunos 
ejemplos de redes uniformes. 

La posición de toda figura limitada K viene determinada 
en su plano por la posición de uno de sus puntos P (x, y) y una 
rotación 9 alrededor de este punto. Como siempre, represen
taremos por 

(*) Los paréntesis cuadrados [ ] se refieren a la bibliografía al final. 
.UTA PE 
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d K = dx dy d9 (0 

a la densidad cinemática [ i ] que sirve para medir un conjunto 
de posiciones de esta figura K supuesta móvil sin deformación. 

Si se supone que K se mueve en el plano sobre el cual 
está extendida una red uniforme y todas las posiciones de K 
que pueden deducirse unas de otras por una traslación del plano 
que superponga la red sobre sí misma las consideramos equi
valentes, el conjunto de todas las posiciones distintas de K será 
limitado y valdrá 

d K = 2 n a ( 2 ) 

puesto que fijado P (x, y) el ángulo 9 puede variar de O a 
2 71 y luego el punto P puede recorrer toda el área a. 

En el presente trabajo vamos a proseguir el estudio de la 
geometría integral de las redes uniformes hasta ver como la 
mayoría de las fórmulas obtenidas para figuras limitadas tienen 
su análoga en este caso en que una o las dos se extienden hasta 
convertirse en redes infinitas, con la ventaja de que siendo 
ahora conocida la medida total (2) se pueden resolver más 
problemas que aparecen de probabilidades geométricas. 

En la primera parte I hacemos este estudio para el plano 
y en II para el espacio. 

Como apéndice incluimos en III una aplicación de estos 
resultados a un teorema de Blichfeldt [4] y a otras cuestiones 
análogas. 
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I. FIGURAS EN EL PLANO 

§ I. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 

( 2 ) 

de O 

I . Redes uniformes. Diremos que el plano está cubierto 
por una red uniforme de líneas o figuras determinadas cuando 
se compone de la reproducción sucesiva de una figura funda
mental limitada. Esta figura fundamental puede ser de forma 
cualquiera, pero con la condición de que por traslaciones suce
sivas de la misma se llene todo el plano, es decir, todo punto 
del plano debe pertenecer a una y sólo a una figura funda
mental. 

El área de esta figura fundamental se representará siempre 
por a. Dentro de cada figura fundamental habrá otra figura 
cuya área se representará por / y el conjunto de estas figuras 
es lo que constituye la red uniforme ilimitada que se extiende 
por todo el plano (ejemplos en el número siguiente). La lon
gitud del contorno de la figura anterior de área / contenida en 
cada área fundamental se representará por u. 

Para abreviar llamaremos a veces a / y a u área y lon
gitud de la red uniforme, entendiendo que en realidad se trata 
del área y longitud de la parte contenida en cada área fun
damental. 

El concepto de curvatura total (*) se extiende a las redes 
uniformes de la siguiente manera: se considera la figura limi-

(*) Para una figura limitada la definición y diversas expresiones de la 
curvatura total puede verse con todo detalle en el libro de BLASGHKE [1] prin
cipalmente en las págs. 41 y 43. Por ejemplo para el caso de una figura com
puesta de segmentos de recta (complejo de segmentos), llamando v al número 
de ellos que concurren en cada vértice es 

c = j ; í t ( 2 — v ; 

extendida la sumación a todos los vértices. Esta expresión no cambia por una 
transformación topológica de la figura, es decir, sigue siendo aplicable al caso 
de ser los segmentos arcos de curva. 



tada formada por ¡a áreas fundamentales en una dirección y v 
en otra y se cierran, si hace falta, los bordes de la región de 
plano que asi se obtiene. La figura formada por esta porción 
limitada de red tendrá una curvatura total c (|̂ , v) y se llamará 
por definición curvatura total de la red ilimitada al límite 

i i m 
c (u, v) 

(3) 

• oo 

Este límite puede ser infinito, pero en todo el presente 
trabajo consideraremos nada más los casos en que c sea finito 
(positivo, negativo o nulo) es decir, consideramos solamente 
redes con curvatura total finita. 

Según esta definición de c se observa que si las figuras 
de la red contenidas en cada área fundamental son limitadas e 
independientes entre sí (ejemplo las redes de las figs. i y 8) la 
curvatura total de la red es igual a la suma de las curvaturas 
totales de las figuras contenidas en cada área fundamental. 

2. Redes complementarias. Sea una red con área funda
mental o. Todos los puntos del plano que no pertenecen al 
área / de esta red forman el área f de otra red con la misma 
área fundamental que llamaremos red complementaria de la 
primera. Según esta definición el área f y longitud u de esta 
red complementaria serán: 

f = a. u = u (4) 

En cuanto a la curvatura total teniendo en cuenta que el 
contorno es el mismo para las dos redes y que sólo cambia el 
sentido de recorrido (puesto que el sentido que para una red 

Si se t ra ta de una figura que tenga área (complejo de triángulos) se 
puede descomponer siempre en triángulos introduciendo si hace falta nuevos 
lados interiores al área. En este caso el valor de la curvatura total es 

e = 2 Tt (b— \-\- e) 
siendo & el número de triángulos, X el de lados y e el de vértices. Por ejemplo 
la figura formada por un cuadrilátero convexo y una diagonal, considerada 
como complejo de segmento (sin área) por la fórmula primera es c = — 2 it, 
pero considerando como figura toda el área interior al cuadrilátero (complejo 
de triángulos) es c=:2it, 
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(3) 

deja el área / a la izquierda, para la red complementaria deja 
f a la derecha) será 

c = - (5) 

3. Ejemplos. I. En la fig. i como figura fundamental se 
puede tomar el cuadrado cuyos vértices son los centros de cuatro 
cuadrados vecinos; su área será a. El área rayada de cada 
cuadrado es el área / y la longitud del mismo es u. El valor 
de c es 2 n. 

^ 
^ 

^ 
^ 

^ ^ 

(4) 

^ 
^ 

^ 

^ ^ 
^ ^ 
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^ 
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^ 
^ 

^ 
Figura 1 

II. La red de la fig. 2 es la complementaria de la anterior. 
En ella o tiene el mismo valor y u = u también. En cambio f 
es el área de la parte rayada interior a un cuadrado funda
mental, o sea f = a — f y c ^ — 2 n . 

Figura 2 

III. En la fig. 3 como área fundamental a tomamos la 
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indicada de puntos. El área /; y la longitud u de la red son las de 
la parte rayada interior a a. En cuanto a c observamos que toman
do |n áreas a en una dirección y v en la perpendicular, la curvatura 
total de la figura obtenida es 2 TT . v, por tanto según la defini
ción es c = 0. 

Figura 3 

§ 2. T E O R E M A FUNDAMENTAL 

b( 
di 
te 
fi 

P' 
ci 

I . Enunciado. El teorema fundamental que permite trasla
dar las fórmulas de geometría integral demostradas para figuras 
limitadas al caso de redes uniformes ilimitadas es el siguiente: 

Sea d K = d x d y d 9 la densidad cinemática [ i ] para medir 
conjuntos de posiciones de una figura móvil finita K y supon
gamos la figura R (¡u, v) formada por la repetición sucesiva de 
fi. V figuras fundamentales de área a, p. en una dirección y 
V en la otra, de manera que cuando p· y v tiendan a infinito 
R (|Li, v) tiende a cubrir todo el plano formando una red uni
forme. Si para estas dos figuras (las dos limitadas) se ha esta
blecido una cierta fórmula integral 

F . d K = J ( R ) (6) 

siendo F una función de la intersección de las dos figuras y 
estando la integración extendida a todas las posiciones de K 
en que dicha intersección existe, se puede limitar el área de 
integración a una sola área fundamental a y extender R a 
todo el plano; la fórmula integral correspondiente a esta red 
ilimitada y a K es 

F . d K = lím J(R; 

• 0 0 
>-oo 

(7) 

a 
^ 

V 

<3 
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2. Demostración. (*). Siendo la figura K limitada, se puede 
bordear la figura R (ft, v) de las |LI . v áreas fundamentales me
diante nuevas áreas a hasta obtener una figura R' tal que en 
toda posición en la que K corte a R quede toda ella interior a la 
figura bordeada R'. Supongamos que para esto sea necesario 
prolongar la dirección |LI en p áreas fundamentales y la direc
ción V en g áreas (fig. 4)- Aplicando la fórmula (6) a K y 

Figura 4 

a la nueva figura R' bordeada compuesta de |a v -}- 2 p v 
-|-2 q (lui-f-2 p) áreas a es: 

F d K = J (R ' ) (8) 

(6) 

Representando por j F d K la integral en la cual dK 
a 

varía dentro del área a (que tendrá el mismo valor cualquiera 
que sea a interior a R) se tiene 

Í F d K = nv Í F d K + lR_B = J(R' ) (9) 

siendo ÏR—u la parte de integral correspondiente al área que 
bordea R o sea a las áreas fundamentales que forman R'—R, 
cuyo número es 2pv-[-2 q(|a-}-2p). Por consiguiente 

(*) La misma demostración para un caso particular ae puede ver en nues
tro trabajo [37], 
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I R - K = (a p V -f- 2 q (|u - f 2 p)) a . F (10) 

indicando por F un valor medio de F que será acotado, puesto 
que la integral total (8) tiene un valor finito. De (g) divi
diendo por n V y haciendo tender estos dos valores hacia infi
nito, como p y q son siempre constantes, teniendo en cuenta 
( l o ) se tendrá (7), como se quería demostrar. 

§ 3. VALORES MEDIOS DEL ÁREA Y LA LONGITUD 

1. Área. Recordemos [10] que, para el caso de ser ambas 
finitas, si Í12 es el área de la intersección de una figura fija Kg 
con otra móvil K^, considerando el conjunto de posiciones en 
que las dos figuras se cortan, es 

f jgd Kĵ  = 2 Ttf^f, ( " ) 

siendo f̂  y f2 las áreas respectivas de K^ y K2. 
En el caso de ser K2 una red uniforme y representando 

como siempre por a su área fundamental y por f al área de 
la red, considerando primero la figura formada por ¡i. v áreas 
fundamentales (cuya área total será i^vf), la fórmula (11) 
aplicada a este caso dá 

fi2 d K^ = 2 :t f 1 )a V f 

y por el teorema fundamental 

(12) 

El significado de esta integral es el siguiente: sea por 
ejemplo la red de la fig. 5 en la que el área fundamental a 
es la figura indicada de puntos y el área f es la parte rayada 
interior a cada área fundamental. Siendo d K i = dxdyd'tp la 
densidad cinemática de una figura limitada cualquiera de área 
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ï^, móvil sin deformación en el plano, en cada posición habrá 
un área £̂ 2 común a K^ y a la red (área doblemente rayada en 

( " ) 

tando 
3a de 
áreas 

( " ) 

Figura 5 

la figura) y la fórmula (12) nos dá el valor de la integral de 
esta fi2 para todas las posiciones de K^ que son realmente dis
tintas, es decir, que no se deducen unas de otras por una 
traslación del plano que superponga la red consigo misma. 

El conjunto de todas las posiciones distintas de K^ es 

d K i = 2 7t a ; ( i 3 ) 

( 1 2 ) 

luego, dividiendo (12) por ( i 3 ) se tiene el valor medio de la 
parte de red cubierta por una figura de área fĵ  situada al azar 
sobre el plano, que será 

1̂2 — sr Í i 4 ) 

2. Longitud. Llamando u^j a la longitud de la parte de Kj 
que queda interior a K2 en cada posición, para figuras limi
tadas se tiene [ i ] , [10]: 

área 

U12 d K i = 2 71 u i fg 

siendo u^ la longitud de la figura K^. 
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Para el caso de ser K2 una red uniformé, u^o será la 
longitud de la parte de K^ que es interior al área f de la red, 
siendo, por tanto, por el teorema fundamentaj[ 

( i 5 ) 

Análogamente representando por ii^ a la longitud de la 
parte de red que queda interior a la figura K^ en cada posi
ción, vale 

U21 d K j ^ ^ 2 7t uf^ (16) 

De ( i 3 ) , ( i 5 ) y (16) por cociente se obtienen los valores 
medios respectivos: 

U i , = 
U j f 

U o i a .(n) 

Para el primero de estos valores medios se observa que 
sólo depende, para una red determinada, de u^, pero es inde
pendiente de la forma de la línea o figura K ĵ. Es decir, el 
valor medio será el mismo si en lugar de ser K^ una figura 
rígida es una línea de forma variable siempre que su longitud 
sea constante. 

§ 4- VALOR MEDIO DE LA SUMA DE CURVATURAS DE LOS PUNTOS 

DE INTERSECCIÓN 

I. Caso de figuras limitadas. Sea una curva fija Kg y otra 
móvil Ki (ambas pueden ser abiertas o cerradas). Las supone
mos formadas por un número finito de arcos de curvatura 
continua y finita. La densidad cinemática d K^ = dx dy dcp .se 
compone del elemento de área d P = dx dy más un giro alre
dedor de este punto. Tomando por punto P uno de los de 
intersección de K^ y Kg se tiene (fig. 6 ) : 

d P = I sen 01 ds^ ds2 
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'.̂ o será la 
de la red. 

( i 5 ) 

itud de la 
cada posi-

( i 6 ) 

los valores 

(17) 

3serva que 
o es indte-
3 decir, el 
ana figura 
u longitud 

-os PUNTOS 

Kg y otra 
as supone-

curvatura 
s dy dcp .se 
giro aire-
de los de 

siendo ds^ y ds2 los elementos de arco de K^ y K2 respectiva
mente y © el ángulo entre las dos curvas en P. Luego, en 

Figura 6 

todas las posiciones en que haya intersecciones de K^ y K2 se 
puede poner 

d Kĵ  = I sen 9 | ds^ dsg d 0 (18) 

Siendo por hipótesis finito en las dos líneas el número de 
puntos de discontinuidad de la curvatura, la medida de las posi
ciones en que alguno de estos puntos sea de intersección de las 
dos líneas es cero y por tanto podemos considerar nada más las 
posiciones en que las dos curvas se cortan en puntos de curva
tura finita y continua. 

Multiplicando ambos miembros de (18) por el valor x^ de 
la curvatura de K^ en el punto P, el segundo miembro se puede 
integrar a todas las posiciones en que K^ y Kg se cortan, 
puesto que: 

^ " "2 

^i I sen 01 dsi dsad 0 = ¡ sen 0 | i 0 ds2 x^ ds^ = 4 U2 c'^ (19) 

Aquí la /x^ds^ la hemos represeatado por c\ y coincide 
con la curvatura total c^ de K^ en el caso de ser toda esta línea 
cerrada y de curvatura continua. Si hay puntos en que la curva
tura se hace infinita (puntos angulosos) hay que considerar co
mo valor de c\ la suma de las integrales /x^ds^ extendidas a 
cada arco de curvatura continua. Por ejemplo para una línea 



— 16 — 

poligonal convexa y cerrada es ĉ  = 2 « y en cambio c'^ = o. 
Se puede decir que ĉ  es igual a c'j más la suma de los ángulos 
exteriores. Si se trata de una línea cerrada, de un solo contorno 
y de curvatura continua es c\ = ĉ  = 2 it. 

En cuanto al primer miembro de (18) al multiplicar por 
Xj e integrar para todo ds^ y ds2, como cada posición aparece 
tantas veces como puntos de intersección hay entre K^ y K ,̂ 
cada valor de dK^ es factor común de la suma de curvaturas 
de Ki en los distintos puntos de intersección, o sea teniendo en 
cuenta (19) queda en definitiva 

LSxj^. dK^ = 4 u 2 c \ ( 2 0 ) 

Más general, si se multiplican ambos miembros de ( i 8 ) 
por el producto ''^Xg de las curvaturas de las dos curvas en 
cada punto de intersección será, análogamente 

L2;xj X2. d Ki = , 4 c'i c'í ( 2 1 ) 

estando la sumación bajo el signo integral extendida a todos 
los puntos de intersección de K^ y Kg en cada posición. 

Por ejemplo si las dos curvas K^ y Kg son de curvatura 
continua, cerradas y de la misma conexión de la circunferencia 
(o sea formadas de un solo contorno) es c'^ = c'2 = 2 TC y por 
tanto (20) dá 

y (21 ) 

.Sy-i. d K j = 8 TC U2 

LííXj^Xg . d K i = l 6 7l2 

2. Caso de ser la figura fija una red uniforme. Podemos 
aplicar a la fórmula (20) el teorema fundamental de §2 . 
Como al tomar la figura formada por |a. v áreas fundamentales 
la longitud total es n v u, el resultado será 
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bio c'i = o. 
los ángulos 
lo contorno 

tiplicar por 
ión aparece 
i K, y K2, 

curvaturas 
teniendo en 

l^y-i. d K i = 4 u c \ (2-2) 

Es decir: sumando para cada posición las curvaturas de Kj 
en los puntos de intersección con las líneas de la red e inte
grando a todas las posiciones distintas de K^ el valor es 4 u c \ . 

3. Valor medio. Como la medida de todas las posiciones de 
K^ viene dada por ( i 3 ) , el valor medio de la suma de las curva
turas de los puntos de intersección será 

2.,: 

(20) 

os de (18) 
i curvas en 

(2O 

da a todos 
ición. 
3 curvatura 
cunferencia 
= 2 n y por 

Por ejemplo si se trata de una curva cerrada de la conexión 
de la circunferencia, sin puntos angulosos, es c \ = c^ ^ 2 n y 
por tanto 

a 

independiente de la longitud y forma de K^. En particular, si 
la red es la formada por las rectas paralelas a dos ejes coor
denados rectangulares que pasan por los puntos de coordenadas 
enteras es u = 2, a = i y 

J?Xj^: 

§ 5. FÓRMULA FUNDAMENTAL 

I. Para figuras limitadas. Fórmula de Blaschke. Para dos 
figuras limitadas K^ y K2, llamando fĵ  al área, u^ a la longi
tud y C]̂  a la curvatura total de K^ y análogamente para K2, 
Blaschke [ i ] ha establecido la fórmula fundamental siguiente: 

;. Podemos 
al de § 2 . 
idamentales 

C12 d K^ = 2 7t (c i fg -1- C2 f 1 + Ui U2) (23) 

siendo 0^2 la curvatura total de la intersección de K^ y K2 
variable para cada posición de K^. En la nota (*) de § í 
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hemos recordado lo que debe entenderse por curvatura total de 
una figura limitada. 

2. Para redes uniformes. Para aplicar el teorema funda
mental de § 2 a la fórmula (28) en el caso de suponer pri
mero |u.v áreas fundamentales de una cierta red R y suponer 
luego que 1̂  y v crecen hasta formar toda la red, el área de la 
figura formada por |LIV áreas valdrá |^vf y la longitud i^vu. 
Por otra parte, teniendo en cuenta la definición de curvatura 
total 'c de la red dada en § í , queda: 

(24) 

En forma algo distinta esta misma fórmula ha sido hallada 
también recientemente por Hadwiger [5]. 

3. Casos particuL·res. I. Si consideramos el caso de redu
cirse / a una línea o sea de quedar la red reducida a una 
red de líneas de longitud 11 y al mismo tiempo que Kĵ  se 
reduce también a una línea como límite de una cinta superfi
cial cuya anchura tiende a cero, en la fórmula (24) c^j será 
igual a 2 Tx multiplicado por el número de puntos de intersec
ción entre la línea K^ y la red R; y para las longitudes 11 y u^ 
(puesto que se componen de la unión de dos líneas iguales que 
se van acercando hasta coincidir) habrá que tomar 2 u y 2 u^. 
Siendo f = f̂  = o queda por tanto 

IC12 <í ^ 1 = 2 TI I n d Kj^ = 2 51. 4 u u^ 

o sea 

(25) 

siendo n el número de puntos de intersección de K^ con la red 
en cada posición. 

El valor medio del número de puntos de intersección será 
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n ^ (26) 

II. Si el área / de la red se reduce a un número p de 
puntos situados en cada área fundamental a, será f = u = o, 
c = 2 :t p y como 0̂ 2 será igual a 2 TI multiplicado por el nú
mero n de puntos que. en cada posición de K^ quedan en su 
interior, será 

(27) 

y como valor medio del número de puntos cubiertos por K] 
se tendrá: 

f t P (28) 

La obtención directa de estos casos particulares I y II 
con ejemplos y aplicaciones se puede ver en nuestro trabajo [S^l. 

III . Si la figura K^ se compone de una placa con agujeros 
se puede buscar el valor medio del número de ellos que que
darán sobre el área / de la red. Para ello se observa que 
f]̂  = o, u^ = o, Cĵ  = 2 71N, siendo N el número de puntos de 
que se compone K^. Por tanto llamando n al número de éstos 
que quedan sobre / es 

Jn dKi = 27iNf 

y por tanto el valor medio será 

n = 
rv'f 

(29) 

sera 

§ 6. PROBLEMAS DE PROBABILIDADES GEOMÉTRICAS 

I. Generalización del problema de Buf fon. Vamos a aplicar 
la fórmula anterior (24) al caso particular de ser la red uni-
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forme una sucesión de bandas paralelas como indica la fig. 7. 
Sea Al la anchura de estas bandas y Ag la distancia entre ellas. 
Como figura móvil K^ tomamos una figura convexa (con lo 
cual será por tanto c^ = 2 11) cuyo diámetro sea menor o igual 

2 

Figura 7 

que A2 para que no pueda cortar a dos bandas paralelas a la vez. 
Con estas condiciones, las características de la red de la fig. 7. 
(Comparar con el ej . I I I de § í ) son 

f = a A i u = 2 a c = o a = a ( A 2 + Ai) 

siendo a una longitud arbitraria. El valor de c^j para la inter
sección de la red con K^ será igual a 2 n si K^ corta a alguna 
franja e igual a cero si no corta a ninguna. 

Luego la medida de las posiciones en que K^ corta a alguna 
franja será, teniendo en cuenta (24) 

Mi = 2 a (ít Al + ui) (3o) 

Como la medida total de las posiciones de Ki vale ( i 3 ) 

í d K i = - 2 T t a ( A 2 H - A i ) 

si la 
(24) 

la probabilidad de que la figura convexa K^ {de diám.etro 
^ A2 y longitud u^) situada al azar sobre el plano de las bandas 
paralelas de la fig. 7 corte a alguna de estas baddas será 

^ (A2 + Al) 
(3 i ) 



la fig. 7. 
itre ellas. 
1 (con lo 
ir o igual 

— 21 — 

En el caso de ser Ai = o se reduce esta fórmula a la del 
problema de la aguja de Baffon [3]. Si K̂^ es un segmento 
de longitud I habrá que sustituir u^ = 2 1. 

Si la figura convexa es de diámetro mayor que A2, entonces 
puede cortar a más de una banda paralela y la fórmula anterior 
(3I ) nos dá el valor medio del número de bandas que son 
cortadas. 

2. Probabilidad en figuras convexas. Supongamos que la 
red esté formada por la reproducción de un cierto número de 
figuras /íj convexas, por ejemplo v en cada área fundamental 
(fig. 8). La curvatura total de la red es entonces c = 2 7tv y 

s a la vez. 
la fig. 7. 

I 

i la inter-
i a alguna 

a a alguna 

(3o) 

(i3) 

Figura 8 

si la figura K^ es también convexa la fórmula fundamental 
(24) dá 

C12 • d K i = 2 71 ( 2 JI V f j^ -f- 2 71 f + U Uj) 

diám.etro 
las bandas 
será 

(01) 

o bien, como 0^2 es igual a 2 7t por el número de figuras Ar¡ 
de la red que son cortadas por K^, llamando n a este número 
será 

r 

jn d Kĵ  = 2 iT (v f^-{-f)-)-u u^ (32) 

Si Ki sólo puede cortar a una sola de las figuras de la 
red (por ser su diámetro inferior a la mínima distancia entre 
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ellas) sólo puede ser ;i = i o n = o, luego la medida de las 
posiciones en que Kĵ  corta a alguna figura /Í¡ vendrá expresada 
por el segundo miembro de (82) y como la~medida total de 
todas las posiciones es 2 TI a la probabilidad de cortar a alguna 
figura de la red es 

_ a : T ( v f , + f ) + u u , I 
P = (33) 

En el caso de poder cortar K^ a más de una figura /Í¡ 
esta expresión (82) dá el valor medio del número de figuras 
k[ que son cortadas por Kĵ . 

3. Caso de ser cuatro el máximo número de puntos co
munes. Supongamos que la figura convexa Kĵ  sólo pueda tener 
a lo sumo cuatro puntos comunes con las figuras que forman 
la red (que supondremos como en el caso anterior también 
convexas). Supongamos además que Kĵ  no pueda estar conte
nida totalmente en alguna de las figuras /c¡ y que sólo pueda 
cortar a una de ellas. 

Llamando Mj a la medida de las posiciones en que K̂^ 

tiene j puntos comunes con alguna /c;, por ( i 3 ) es 

Mg -|- M2 -f- M4 = 2 n a 

Por (26) es también 

2 M2 + 4 M4 = 4 u ui 

y por (32) : 

M2 + M, = 2 : ï (vf , + f ) + u U i 

De estas tres ecuaciones se deduce 

Mn 2 7t (a — V f ^ — f) — u U]̂  

M2 = 4 ^ ( v f i + f) 

M4 = UUi — 2 7 l (v f , - f f) 

(34) 

Estas tres medidas dividiéndolas por la medida total 2 TI a 
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nos dan las probabilidades respectivas de que K^ tenga cero, 
dos o cuatro puntos de intersección con las figuras de la red. 

Por ejemplo si K^ es un segmento de longitud í y la 
red es la red de círculos de la fig. 9, con la condición de ser I 
mayor que el diámetro 2 r de los círculos y menor que la dis
tancia a — 2 r entre ellos es 

a = a2 : TI T'' u==2 ^ r 

0 0 0 0 
0 0 0 0 

O o rol o 
Figura 9 

y además fj|̂  = o, U]̂  = 2 1. Por tanto las probabilidades de que 
un segmento de longitud 1 arrojado al azar sobre el plano de 
la fig. 9 tenga dos, uno o ningún punto común con las 
circunferencias son, respectivamente: 

py 
2 1 r — 7t r2 

Pi = 
2 - r 2 

Po = 
2 1 r 

(34) 

d'a total 3 71 a 

§ 7. R E D E S MÓVILES EN EL PLANO 

I . Definición. Fijados en el plano unos ejes coordenados 
de referencia, una figura limitada K viene determinada por las 
coordenadas de uno de sus puntos y una rotación alrededor de 
este punió. La medida de todas las posiciones distintas que esta 
figura limitada puede ocupar en el plano es infinita. Si se 
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supone en lugar de una figura limitada, una red uniforme de 
área fundamental a y la suponemos también móvil en su plano, 
su posición vendrá determinada igualmente ^ p r la de uno de 
sus puntos P (x, y) y un giro alrededor de este punto. La 
densidad para conjuntos de posiciones de una red uniforme 
será la misma densidad cinemática de siempre, que ahora re
presentaremos por 

d R = dx dy dcp (35) 

La diferencia está en que la medida de todas las posiciones 
distintas que puede ocupar la red en su plano es ahora finita 
y se obtendrá haciendo variar P en toda un área fundamental 
a y en cada posición haciendo girar cp de o a 2 TI. Es decir, la 
medida total de posiciones distintas vale 

d R = 2 Tía (36) 

Todas las fórmulas obtenidas en § 3, § A, § 5, supo
niendo la red fija y la figura limitada K^ móvil, son válidas 
naturalmente si se supone la figura K^ fija en el plano y es 
la red R que se extiende sobre el mismo plano de una manera 
arbitraria. 

2. Fórmulas integrales. 1. Sean las redes R^ y R2 con las 
características respectivas a¡, f̂ , u¡, Ci ( i = i , 2 ) . Sea además K 
una figura de área F y forma cualquiera inmóvil en el plano. 
Colocando de una manera arbitraria la red R^ y luego sobre el 
mismo plano la Rg y llamando f^^ ^^ área de la intersección de 
^1 y ^2 9"^ ^* interior a K, queremos calcular 

fi2 d R i dR2 

extendida la integración a todas las posiciones distintas de Ri 
y R2, es decir a a^ para d R]̂  y a ag para d R2. 

Para ello, fijando R^ y llamando /gi al área de R^ que es 
interior a K, según (12) es 

fio d R o ^ 2 7ifç,f '•12 2 ^ 0 1 
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y por la misma (12) también 

foi dRi= .ü7 i J ' j I ' ; 

por tanto 

fi2 clRi dRa dR, fl2 d R 2 = ( 2 7 l ) 2 f ^ f 2 F , 

que se puede escribir en la forma: 

(36) 

jff,2 dRi dR2=(2: i )2f , f2 (37) 

válida cualquiera que sea F (naturalmente /ĵ g depende de F) . 
El valor medio del área /^g común a las dos redes y que 

es interior a un área T será pues 

manera 

f,<, = ^ i ^ F 
1- a j a j 

Para F ^ i se tiene el valor medio del área de la intersec
ción por unidad de superficie. 

II. Análogamente supuesta como antes en el plano una 
figura K de área F y forma cualquiera, al extender arbitraria
mente sobre el mismo plano las redes R^ y R2 y llamando U12 
a la longitud de la parte de red R2 que es interior al área fj 
de R^ y al mismo tiempo interior a K, se puede calcular 

L , dRi dRa 

Para ello llamando /gi al área de R^ que es interior a K, 
según (16) vale 

«12 d R 2 = 2 7IU2foi 

y según (12) 
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de donde 

jfo, dRi = 2 ^ f i F 

-pjui2 ^^1 dR2 = (2 n)2fj u . (38) 

Análogamente llamando Ugi a la longitud de la parte de R, 
que queda interior a Rg y a K es 

•y ¡1121 ^^1 d R o ^ (2 nj^Uj fg 

Los valores medios respectivos serán 

u , , ^ Í ^ F U2i = ^ F 

III . Sean ahora las redes Rĵ  y Rg consideradas como redes 
lineales y llamando n al número de puntos de intersección de 
las mismas que son interiores a la figura fija K queremos 
calcular 

fn d Ri d Rg 

Para ello, llamando UQI ^ ^^ longitud de la parte de R^ que 
queda interior a K, por (25) es 

y como 

queda 

n d R 2 = 4uo iU2 

UQI d R i = 2 HUJ^ F 

p i n d R j d Rg = 8 n Uĵ  Ug (%) 



(38) 
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El número medio de puntos n de intersección de las dos 
redes que quedan interiores a K es por tanto 

n = 
"l "2 p (4o) 

Para F ^ i tendremos el valor medio del número de pun
tos de intersección por unidad de superficie. 

Ejemplo: El ejemplo más simple consiste en suponer que 
Ri es un haz de paralelas a distancia A^ y R2 otro haz a dis
tancia A2 (fig. 10). Entonces es 

aĵ  = : X A^ u^ = X «2 = X A2 U2 = X 

siendo X una longitud arbitraria. 

Colocando los dos haces de paralelas arbitrariamente sobre 
el plano donde hay una figura K 'de área F, el número medio de 
puntos de intersección interiores a K, según (4o) será 

n = ^AiAs 

parte de R^ que 

(39) 

Figura 10 

IV. Si la red Rg es una red de puntos o sea un conjunto 
<de infinitos puntos del plano distribuidos uniformemente de 
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manera que haya v en cada área fundamental a^, se puede pe
dir el valor de la integral 

n d R i d R , 

siendo n el número de puntos de R2 que son interiores a la 
parte de área f^ de R^ que a su vez es interior a K. 

Para ello basta recordar que según (37) es 

n d Ro = 2 it f ̂ 2 V 

siendo /12 el área de la red R]̂  que es interior a K. Como 
además 

| f l2 d R , = 27Tf iF 

queda 

-^Ín dR^ d R 2 = ( 2 7 t ) 2 v f i (4 I ) 

El valor medio de puntos de R2 interiores a R^ para cada 
área F será pues 

n = —!— b 

§ 8. FÓRMULA FU\DAMENTAL PARA REDES MÓVILES 

Sea como en el caso anterior una figura K fija en el plano, 
limitada y con las características F, U, C (área, longitud y cur
vatura total respectivamente). Sean además dos redes R^, R2 y 
representemos por 0̂ 2 '^ curvatura total de la intersección 
de R^ y R2 contenida en K, es decir, la intersección de R^, 
R2 y K. Queremos calcular 

C12 d R i dRa 

|ci2 ' 
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extendida la integración como en todas las fórmulas de § 7 a 
todas las posiciones distintas de Rĵ  y Rg o sea a â  y ag res
pectivamente. 

Esta integral será la generalización de la fórmula funda
mental de Blaschke al caso de redes uniformes. 

Llamando CQ^ a la curvatura total de la intersección de 
K y Rĵ  y /Q^, UQI al área y longitud de la misma, fijando pri
mero Rĵ  y según (24) será 

C12 d R2 = 2 71 (coi f2 + C2 f01 + U2 Uoi) 

y como según (24), (12), ( i5), (16) es también 

| c o i d R , = 2Tt(ciF- |-Cfi + Uu,) 

j fo idRi = 27TfiF 

| u o i d R i = 2Tt(uiF + Uf,) 

multiplicando (42) por dRj^ e integrando queda 

(42) 

Íci2dRidR2--=(27t)2[F(cifg+caf^+u^ u,)-^U (fiUg+Uif2)-l-Cfi fa] 

Se puede ver que esta fórmula general contiene, como casos 
particulares, las fórmulas (Sg) y (4i) antes obtenidas. 



II. FIGURAS EN EL ESPACIO 

§ I . D E F I N I C I O N E S Y E J E M P L O S 

' I 
I! 

I. Redes uniformes en el espacio. Diremos que el espacio 
está cubierto por una red uniforme cuando se pueda suponer 
subdividido en infinitas figuras fundamentales limitadas y con
gruentes entre sí, las cuales pueden ser superpuestas por tras
lación y cumplen además la condición de llenar todo el espacio, 
es decir, todo punto del mismo pertenece a una y sólo a una 
figura fundamental. 

Esta figura fundamental puede ser de forma variada y a 
su volumen lo representaremos (análogamente al caso del plano) 
por a. Dentro de este volumen fundamental habrá una figura, 
cuya reproducción sucesiva constituye la red, y cuyo volumen re
presentaremos por V y área por /. Si además hay alguna línea 
interior a cada a, su longitud la representaremos por u. Estos 
valores v, f, u se llamarán volumen, área y longitud de la red 
respectivamente; algunos de ellos pueden ser nulos. 

Para definir el invariante m (*) (curvatura media total o 

(*) Este invariante m cuando se t ra ta de una superficie convexa cerrada, 
con curvatura media continua, es igual a la integral de dicha curvatura inedia, 
o sea 

•=^/(í + ¿)'« 
siendo r^ y r^ los radios principales de curvatura en el punto de elemento 

superficial do. Cuando la curvatura media es discontinua (hay aristas) no es 

fácil en general dar una expresión para m. Pa ra los casos de ser la figura 

limitada compuesta de puntos aislados, segmentos de recta, áreas poligonales 

planas o volúmenes poliedrales se pueden ver distintas expresiones de m en 

BLASCHKE [2] pág. 94 y 109. Por ejemplo si se t ra ta de un poliedro con

vexo es 

m = — ^ 1 ( 7 1 -
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curvatura en las aristas) de la red, supondremos primero una 
parte limitada de la misma compuesta por un volumen de 
fx V p volúmenes fundamentales en tres direcciones independien
tes; cerrando, si hace falta, los bordes de esta parte limitada de 
red y si para ella el valor de m es m (fi, v, p) el invariante in 
de la red será, por definición: 

, . m (u, V, pi 
m = inn —̂^ — 

U V p 

p —>-oo 
V >-00 

.(O 

que supondremos siempre finito. 
Análogamente para la curvatura total (**) de la red toma

remos el límite del cociente de la curvatura total de una parte 
de red compuesta de f̂ .v.p volúmenes a dividida por el pro-

siendo co el ángulo que forma entre sí las caras que se cortan en la arista de 
longitud I y estando la sumaeión extendida a todas las aristas. 

Para una figura compuesta de segmentos (complejo de segmentos) es 

m =; it L 

siendo L la longitud total de ellos. 
(**) Para figuras Um,Uadas las diversas expresiones, según los casos, de la 

curvatura total se pueden ver con todo detalle también en BLASCHKE [2) , pág. 
309. La curvatura total c es mucho más fácil de hallar que la curvatura media 
total m por ser un invariante topológico, mientras que m es métrico. De aquí 
que basta conocer c para figuras formadas por segmentos, áreas planas o volú
menes poliedrales pues su valor subsiste si se supone que toda la figura sufre 
una deformación biunívoca y bicontinua. En general bastan las reglas siguien
tes para hallar el valor de c para figuras limitadas: 

Si la figura se compone de n puntos aislados (complejo de puntos) es 
e := 4 it n. 

Si la figura se compone de segmentos (complejo de segmentos) es 

c = 2 1 ^ ( 2 — v ) siendo v el número de segmentos que concurren en cada vér

tice y extendiendo la sumaeión a todos los vértices. 
Si la figura está formada por superficies (complejo de caras) es 

c:=4 1 (UQ—Hj-j-nj; siendo Og el número de vértices, «j el de aristas y n^ el 
de caras. 

Si la figura está formada por volúmenes (complejos de celdas) es 
c = 2^(n'Q—n'j-j-n-j) siendo n¡¡ el número de vértices, n\ el de aristas y n'2 el 
de caras de la superficie que limita la figura. 

Por ejemplo un cubo (y por tanto todo volumen de la misma conexión) 
considerado como volumen tiene e=z4 it; considerado como complejo de caras 
(sólo su superficie) es c = 8 it y considerado como complejo de sus aristas 
es c = — 1 6 n. 
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ducto |Li.v.p cuando estos tres números se hacen infinito o sea 
cuando la red tiende a llenar todo el espacio. Es decii-

i i m 
-voc 
•>oo 
-»-co 

p.vp ( 3 ) -

De esta manera si la red se compone de la reproducción 
de figuras limitadas y separadas contenidas en cada volumen 
fundamental a, lo mismo m que c serán iguales a la curvatura 
media total y curvatura total respectivamente de este conjunto 
de figuras contenidas en cada a. 

2. Redes complementarias. Toda la parte de espacio exte
rior al volumen v de una red uniforme constituye otra red que 
llamaremos complementaria de la primera. El volumen funda
mental a es el mismo para las dos. Las relaciones entre los 
invariantes de una y otra son 

V, f=:f , u, m :m, c = 

3. Ejemplos. I. Supongamos el espacio dividido en parale
lepípedos rectángulos iguales por planos paralelos a los ejes 
coordenados. Sea a el volumen de estos paralelepípedos. Si 
dentro de cada uno se supone un cuerpo limitado, igual y ocu
pando la misma posición para cada paralelepípedo, el volumen 
V, el área / , la curvatura media total m y la curvatura total c 
de este cuerpo serán también las características respectivas de 
la red. 

' I 

II . Considerando el conjunto de rectas paralelas a los ejes 
coordenados que pasan por los puntos de coordenadas enteras se 
tiene una red de líneas. Para ella será v = f = o. El volumen 
fundamental es uno de los cubos de arista unidad en que queda 
dividido el espacio, o sea a = i . La longitud u se compondrá 
de las tres aristas de uno de estos cubos que concurren en un 
vértice, pues por repetición sucesiva de las mismas se llena toda 
la red, por tanto u = 3. Para m y c, según lo dicho en las 
notas de los números precedentes será m = 3n , c = — Bn. 
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III. Sea la red formada por franjas de espacio limitadas 
por planos paralelos a distancia A^ y distanciadas a su vez en
tre sí A2 (la fig. 7 será una sección de esta red de planos por 
un plano normal). Como figura fundamental a se puede tomar 

* I 

- - - I 

w//mm Figura 11 

un paralelepípedo rectángulo cuya base sea un cuadrado cual
quiera de lado a y altura Ai-f-A2 (fig. 11). En él vemos que 

a = a2(Ai + A2), v = a2.Ai, f = 2 a 2 

En cuanto a m, para esta figura limitada, por tratarse de 
un paralelepípedo rectángulo será, según lo dicho en la pri
mera nota de í: 

m = - f ^ T l = T ( 8 « + 4 A 0 

Al hacer crecer la altura de este paralelepípedo y la base 
para llenar todo el espacio, o sea tomar f.i v p paralelepípedos 
fundamentales la suma de las aristas de los volúmenes v obte
nidos pasa a 4 (a|Li-|-<ïv) p-j-4 A^p. Al dividir por î .v.p y 
pasar al límite queda pues 

m^ 

Análogamente para c, tomando fi.v.p paralelepípedos funda-
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mentales se obtienen p paralelepípedos distintos o sea el valor 

de c es knp; dividiendo por |a v p y pasando al limite será 

también 
c = o 

IV. Supongamos la red formada por un haz de cilindros 
congruentes paralelos cuya sección por un plano normal sea por 
ejemplo la fig. g, donde en lugar de círculos como sección se 
pueden suponer figuras convexas iguales cualesquiera. Llamando 
o al área de la sección de los cilindros y X a su perímetro, se 
puede tomar por volumen fundamental un paralelepípedo rec
tángulo como el indicado en la fig. 12, con base un cuadrado 
de lado a y altura arbitraria s. Sera: 

â-̂  s V = C3S f = Xs 

Para la parte de cilindro comprendido en este volumen fun
damental es m = 7is y tomando H-v.p volúmenes fundamentales 
será m = Tis|a.vp, de manera que el valor del invariante m 
de la red es 

m = 7t s 

En cuanto a c para cada a vale k'^ y tomando j^.v.p vo-

I I • I 
I I I I 
' I ' I 

I 

' ' i 
I /•— - I - ^ * 

Figura 12 

lúmenes fundamentales es c^ IÍ-K^V, por tanto 

c = o 
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En este caso, como en el anterior, las características a, v, 
f, m, c vienen determinadas salvo un factor arbitrario (s en 
este caso y a^ en el anterior) lo cual deriva del hecho de admi
tir estas redes desplazamientos que las dejan invariantes. 

§ 2. TEOREMA FUNDAMENTAL 

I. Enunciado. Análogamente al caso del plano, el teorema 
fundamental que permite trasladar todas las fórmulas de geo
metría integral para figuras limitadas, al caso de redes unifor
mes ilimitadas es el siguiente: 

Sea dKj^ = d P d Q d x la densidad cinemática [ i i ] (*) para 
medir conjuntos de posiciones de una misma figura Kĵ  (cuerpo, 
superficie o línea) móvil en el espacio. Sea una parte R¡ de una 
cierta red R formada por ^i.v.p volúmenes a contiguos unos a 
otros y en tres direcciones independientes y supongamos que 
para esta parte de red (que es una ïigura limitada) y la fig. 
K^ se haya establecido una fórmula integral 

F . d K i = J (R i ) (3) 

|J,.V.p VO- teniendo J (R;) un valor finito y siendo F una función de la 
intersección dé las dos figuras. En (3) la integración está ex
tendida a todas las posiciones en que la intersección con Ri 
existe. Al crecer R¡ hasta llenar todo el espacio las posiciones 
realmente distintas de K^ respecto de la red son sólo las que 
no puedan deducirse unas de otras por una traslación que super
ponga la red consigo misma. Se puede pues limitar el volumen 
de integración a un área fundamental a y la nueva fórmula 
integral deducida de (3) es 

F . d K i = Iim 

>-oo 

) j .vp (4) 

(*) Eeeordemos que dP= dx dy dz es el elemento de volumen de un punto 
unido a la figura, d Ç\ el elemento de área sobre la esfera unidad correspon-
(lifinte a una dirección por este punto y d T el elemento de una rotación alrede
dor de esta dirección. 
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2. Demostración. La demostración es la misma que en el 
caso del plano. Como K^ es limitada se puede bordear la parte 
de red Ri para la cual es válida (3) por una envoltura de volú
menes a de manera que en toda posición en la que Kĵ  corte a 
Rl quede completamente interior al volumen bordeado R'¡. 
Supongamos que para ello sea necesario prolongar la dirección 
|a en p volúmenes a y las direcciones v y p en g y r respec
tivamente. En total la nueva figura R'¡ se compondrá de 

N = fx.v.p + 2 n p q -I- 2 (v -f 2 q) p p + 2 (v -I- 2 q) (n -f 2 p) r (5) 

volúmenes a y como también es finita para ella valdrá la fór
mula (3) o sea 

F . d K , = J (R '0 .(6) 

Representando por [ F . d K^ la integral extendida sola-
a 

mente a las posiciones en que el punto P que figura en la 
expresión de dKi = d P d Q d T varía dentro del volumen a y 
que valdrá lo mismo cualquiera que sea la figura fundamental 
considerada interior a R;, será 

JF . d Ki = fi V p | F . d K, +1K _u --= J (R'O (7) 

donde IR—R indica la parte de integral de (6) en que el punto 
P de d K^ varía en el volumen R'¡ — R;. Por el teorema de la 
media es pues 

I R—R = Na'F 

siendo F un valor finito y N dado por (5). 
Dividiendo (7) por n.v.p y pasando al límite queda la fór

mula (4) que queríamos dernostrar. 

§ 3. VALOR MEDIO DEL VOLUMEN, ÁREA Y LONGITUD 

I. Volumen. Supuesta una figura limitada K fija y de 
volumen v y otra móvil K^ de volumen v^ es sabido [11] que 
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llamando u^a ^̂  volumen de la intersección de K y Kĵ  en cada 
posición, vale 

k g . d Ki = 8 7i2 V Vi .(8) 

En el caso de ser K una red uniforme R esta fórmula es 
también aplicable. En efecto, suponiendo una parte R' limitada 
de red compuesta de N volúmenes a, el volumen total será Nu, 
siendo v el volumen de la red (§ i ) , luego aplicando el teorema 
fundamental anterior queda 

Vi2 .dKi ==8:ii2vvi 
(9) 

Si se quiere el valor medio del volumen común a K^ y 
a la red basta observar que 

í d Ki = 8 7i2 a 

y por tanto 

"12 • 

( 1 0 ) 

( " ) 

2. Área. De la misma manera, en el caso de figuras limi
tadas, llamando /^g a la parte de superficie de K que es inte
rior a K^ vale 

í f i 2 . d K i = 87t2fvi 

Luego para el caso de ser K una red R dei área / será 

í f i 2 . d K i = 8 7 t 2 f v i 
( 1 2 ) 

Llamando /gi al área de la parte de superficie de K^ que 
queda interior al volumen u de R es, análogamente 
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í f 2 1 . d K i = 8 7l2fiV ( i 3 ) 

Los valores medios respectivos serán 

fl2 = 
fv, 

^21 ^ ( i 4 ) 

3. Longitud. Supongamos que la red R contenga también 
líneas de longitud u. Llamando u^2 ^ ^^ longitud de la parte de 
ellas que queda interior a Kĵ , es 

,(i5) 

puesto que existe una fórmula análoga para figuras limitadas. 
Si es la figura K^ que contiene líneas de longitud u^ y U21 

indica la longitud de la parte de las mismas que en cada posi
ción queda interior al volumen u de R es 

U21. d Kĵ  = 8-rt̂  V Ui (16) 

Con estas notaciones los valores medios respectivos serán 

(17) U i o = U , i = 

4. Longitud de L· intersección. Llamando 1^2 ̂  1^ longitud 
de la línea de intersección de dos superficies limitadas, una 
fija de área / y otra K^ móvil de área /j^ es sabido [ r i ] que 
vale 

| l , 2 . d K i = 2 7T3ff, 

Si la figura fija se transforma en una red y se llama 
también / a su área, el teorema fundamental del número an
terior dá inmediatamente 
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\l,,.dK,==2i:Hi, (18) 

siendo 1̂ 2 ^̂  longitud de la intersección de las superficies de la 
red con la superficie móvil K^. 

El valor medio de esta longitud de la intersecc-·^n será pues 

^12 4 a (19) 

§ 4. VALOR MEDIO DEL ?(ÚMERO DE PUNTOS DE INTERSECCIÓN 

Si una figura limitada K tiene un área / y se representa 
por n el número de puntos de intersección de la misma con 
una línea K^ de longitud u^ móvil sin deformación con densidad 
cinemática dK^ es sabido [11] que vale 

n d K i = /i7t2fui 

Esta fórmula se puede extender de dos maneras al caso de 
ser una de las figuras una red uniforme. Si K^ es una línea 
móvil y n es el número de sus puntos de intersección con las 
superficies que forman la red se tiene 

n d K i = 47t2fui ( 2 0 ) 

y si la red está formada por líneas de longitud u y la figura 
K^ es una superficie de área f̂  móvil 

( 2 1 ) 

Los valores medios respectivos serán 

í U, - U f I 
112- ' 2 1 - - ( 2 2 ) 
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En III, 4 damos algunos casos particulares de estas fór
mulas. 

§ 5. VALOR MEDIO DE LA SUMA DE CURVATURAS DE LOS PUNTOS 

DE INTERSECCIÓN 

I. Figuras limitadas. Sea una superficie K^ móvil con 
densidad cinemática dK]^ = d P d Q dx. Supondremos que K^ 
está formada por un número finito de casquetes con curvatura 
continua y además que las aristas o líneas de unión entre estos 
casquetes tienen una longitud finita. Sea una línea fija K de 
longitud u. En todas las posiciones en que K^ corta a K se 
puede tomar como punto P que figura en la expresión de d K 
uno de los de intersección. El elemento de volumen d P se 
expresará entonces en función del elemento de superficie d tĵ  de 
K^ y del elemento de arco d s de K por (fig. i3) 

d P = cose.dG;3^.ds (28) 

siendo 9 el ángulo entre la normal a la superficie Kĵ  y la 

Figura 13 

tangente a la línea K en P . Por tanto se puede poner 

d K = c o s e . d t J i . d s . d Q . d T (24) 

Multiplicando ambos miembros por la curvatura x = —— 
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(23) 

y la 

de Kj en el punto P (r,̂ , r2 son los radios principales de cur
vatura), el segundo miembro se puede integrar, dando 

icos© díi. [dx íds \y.da^ = lin2uc\ (25) 

puesto que es / d T = 2n, j d s = u, / c o s 0 d Q = 27t (por 
ser igual a la proyección del área de la esfera unidad sobre un 
plano diametral) e indicando por c\ la suma de las integrales 
7 X d c5̂  extendidas a los diferentes casquetes que hemos su
puesto constituían a K .̂ El conjunto de posiciones en que alguna 
intersección de K con K̂^ es un punto de las aristas de Kĵ  es 
de medida nula y se puede prescindir. Por otra parte, al multi
plicar el primer miembro de (24) por x e integrar a todos los 
valores de da^ y ds como se ha hecho, cada posición vendrá 
contada tantas veces como puntos de intersección haya entre K 
y K^; por tanto aparecerá una suma .^x extendida a los dis
tintos puntos de intersección en cada posición. Queda pues en 
definitiva 

LSx .dKi = 4^2uc' i (26) 

Por ejemplo en el caso particular de ser K^ una superficie 
cerrada con curvatura continua y de la conexión de la esfera, 
es c \ = Ci = 411 y por tanto 

p : x . d K i = i 6 7i3u (27) 

2. Caso de ser la figura fija una red uniforme. La fór
mula (26) se extiende inmediatamente al casa de ser K una 
red uniforme. Basta aplicar el teorema fundamental (§2) . 
Por tanto: representando por ^ x la suma de las curvaturas 
de una superficie K^ en los puntos de intersección de la misma 
con las líneas de una red uniforme es 

(24) 
(28) 
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El valor medio de la suma de las curvaturas será 

Por ejemplo, si se trata de una superficie cerrada de la 
conexión de la esfera y curvatura continua, es c \ = c^ = 4 ii y 
por tanto 

• a 

independiente de la forma y tamaño de Kĵ . En particular si la 
red dentro de la cual se supone que se mueve esta superficie 
es la red de rectas formada por las paralelas a los ejes coor
denados que pasan por los puntos de coordenadas enteras es 
u = 3, a = i y por tanto 

2%= 6 71 

§ 6. FÓRMULA FUNDAMENTAL 

I . Caso de figuras limitadas. Fórmula de Blaschke. Para 
el caso de dos figuras limitadas Kĵ  y Kg con las características 
Vy, fu m¡, c¡ ( i = i , 2 ) de volumen, área, curvatura media total 
(o curvatura en las aristas) y curvatura total, llamando c^, a la 
curvatura total de la intersección de K^ y Kg, Blaschke [2] ha 
establecido la siguiente fórmula fundamental: 

C12. d K i == 8 7i2 [ci V2 + C2 Vi + mj fg + mg f^] (29) 

2. Caso de redes uniformes. Teniendo en cuenta las defini
ciones de curvatura media total m y curvatura total c de una 
red uniforme (§ í ) el paso de la fórmula anterior al caso de 
transformarse K2 en una red ilimitada R es inmediato según 
S 2, obteniéndose: 

(3o) 
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3. Caso particular. Si la red R es una red de puntos, o 
sea se compone de infinitos puntos distribuidos uniformemente 
en el espacio de manera que haya p en cada volumen funda
mental a, será v = f = m = o, c = 4'tp· Si K^ es un volumen 
Uj de forma cualquiera, llamando n al número de puntos de R 
que contiene en su interior en cada posición será 

n d.Ki = 8 n 2 v , p (3 i ) 

Como valor medio de los puntos que contendrá el volumen 
Vj en su interior, se tiene por tanto 

n - = ^ p .(32) 

(29) 

(3o) 

§ 7. PROBLEMAS DE PROBABILIDADES GEOMÉTRICAS 

I. Probabilidad de que un cuerpo convexo corte a una red 
de franjas limitadas por planos paralelos. Sea la red uniforme 
formada simplemente por franjas limitadas por planos paralelos 
de anchura A^ y distantes entre sí A2. La sección por un plano 
perpendicular será la indicada en la fig. 7 del caso análogo 
en el plano. Para esta red, siendo a un número arbitrario hemos 
visto (§ í ) que 

:a"2(Ai-f-A2), v = a 2 . A i f = 2 a 2 , m = o. (33) 

Supongamos un cuerpo convexo K^ de diámetro menor que Aj 
para que sólo pueda cortar a lo sumo una sola franja de la red. 
Supuesto colocado K^ al azar en el espacio, al aplicar la fórmula 
(3o) se observa que si corta a alguna franja es CI2 = 4 ' Í y si 
no corta a ninguna es Cĵg = o, luego, la medida de las posi
ciones en que corta a alguna franja, es 

• M i = 4. JT a2 ( m i - j - 2 71 A l ) 

y como la medida total es 

(34) 
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id Ki - 8 7x2 a == 8 ^2 a2 (Al + A2) (35) 

resulta como probabilidad de que K^, colocado al azar en el 
espacio, corte a alguna franja de la red 

nij - | - 2 Jt A l 

2 71 (A» + Al ] 
(36) 

Si se trata de una red de planos paralelos a distancia Ag 
es Ai = o y queda 

2:1 Ao 

y si además K^ es un segmento de longitud I hay que susti
tuir m^ = 711. 

2. Probabilidad de que un cuerpo convexo corte a una red 
de cilindros paralelos. Consideremos la red formada por cilin
dros convexos paralelos situados uniformemente, es decir, de 
manera tal que la sección por un plano normal sea una red 
plana uniforme de área fundamental a^ como por ejemplo la 
indicada en la fig. 9 (pudiendo ser en lugar de círculos fi
guras convexas cualesquiera). En § í hemos visto que las 
características de esta red son 

a = a^s. v = os . f = Xs, m = J is , c = o (37) 

siendo s una longitud arbitraria, a el área de la sección recta 
de los cilindros y X el perímetro de esta sección. 

Supuesto un cuerpo convexo K^ de diámetro tal que no 
pueda cortar a dos cilindros a la vez, en la fórmula (3o) será 
C12 = 4 7T en los casos en que K^ corte a algún cilindro y c^j = o 
en los que no corte a ninguno. Luego la medida de las posi
ciones en que corta a algún cilindro será 

Mi = 2 71 s [4 n o - f Jt fi - f X mi] 

y como la medida total es 

M = 8 7i2 a- = 8 7i2 a2 s 

(38) 
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queda, como valor de la prohabilidad de que el cuerpo convexo 
Ky colocado al azar en el espacio corte a alguno de los cilindros 
que constituyen la red 

>4 Ti a -\- Tt í^ -\- \ m¡ 

4 íi â  (39) 

Casos particulares. I. Si Kĵ  se reduce a un segmento de 
longitud I es f̂  = o, niĵ  = TI ? y la probabilidad de cortar a 
alguno de los cilindros será 

4o-f-x i (4o) 

II . Si los cilindros se reducen a rectas será cj = X = o y 
por tanto queda, como probabilidad de que un cuerpo convexo 
corte a alguna de las rectas de un haz uniforme de rectas pa
ralelas 

P 4a2 (4t) 

siendo /^ el área del cuerpo convexo y a^ el área que corres
ponde a cada paralela al cortar el haz por un plano normal. 
Recordemos que el cuerpo convexo debe ser tal que no pueda 
cortar a dos rectas paralelas a la vez. En caso contrario, la 
fórmula (4 i ) nos dará el valor medio del número de paralelas 
que son cortadas. 

3. Probabilidad de que un cuerpo convexo corte a otros 
cuerpos convexos de una red que cubre el espacio. Vamos a 
generalizar al espacio el problema 2 de § 6, I del plano. Su
pongamos para fijar ideas el espacio dividido en celdas funda
mentales congruentes de volumen a y en cada una de ellas v 
cuerpos convexos igualmente colocados en cada celda y for
mando en total una red de características v, f, m, c siendo v 
la suma de los volúmenes, / la suma de las áreas y m, l a de 
las curvaturas medias de estos v cuerpos convexos. En cuanto a 
c será igual a 4 ' t v puesto que para cada cuerpo convexo la 
curvatura total es 4 1 . 



— 46 — 

Sea otro cuerpo convexo K^ de características V, F, M y 
C = 4 7t tal que sólo pueda cortar a lo sumo a uno solo de los 
cuerpos anteriores que forman la red. En la fórmula (3o) ĉ o 
valdrá 4 î  en los casos en que K^ corta a alguno de estos cuerpos 
y cero en el caso contrario. Por lo tanto la medida de las posi
ciones en las que corta a alguno de los cuerpos convexos será 

Mi = 2JT[47t(vV + v) + m F + fM] (4^) 

Con esto y siendo la medida total igual a 8 7t2 a se deduce 
que la probabilidad de corlar a alguno de los cuerpos con
vexos es 

P = 
i ji (v V -f- v) -f- m F - ] - f M 

4 51 a m 
Por ejemplo si Kĵ  es un segmento de longitud I menor 

que la mínima distancia entre los cuerpos de la red es Y = F = o , 
M = 711 y la probabilidad de que corte a algún cuerpo convexo 
será 

dv + lf 
4 a (44) 

Si K^ puede cortar a varios cuerpos a la vez, la fórmula 
(43) dá el valor medio del número de ellos que son cortados. 

§ 8. R E D E S MÓVILES EN EL ESPACIO 

I . Definición. Supongamos en el espacio unos ejes fijos 
de referencia y una red R^ con volumen fundamental a^. Si 
esta red se considera móvil, su posición vendrá determinada, 
como la posición de otro cuerpo cualquiera, por seis parámetros 
que pueden ser las tres coordenadas de uno de sus puntos 
P ( x , y , z), las dos coordenadas que fijan la dirección de una 
recta por este punto (la cual determinará sobre la esfera unidad 
un punto cuyo elemento superficial correspondiente representa
remos por d Q.) y un giro x alrededor de esta recta. Para 
medir conjuntos de posiciones de una misma red se puede por 
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tanto tomar la misma densidad cinemática que para cuerpos 
limitados [ i i ] , es decir: 

d R i = d P . d Q . d t (45) 

La medida de todas las posiciones distintas de la red se 
obtendrá haciendo variar P dentro un volumen fundamental a^ y 
en cada posición integrando d Q sobre toda la esfera unidad 
y d T de o a 2 n. Luego esta medida total vale 

d R i = 87t2a^ m 
Con esta definición las fórmulas de § 3, § 4, § 5 se 

pueden considerar también como obtenidas considerando el cuer
po K^ fijo y móvil en cambio la red R a todas sus posiciones 
realmente distintas. 

Veamos cómo se generalizan dichas fórmulas de § 5 y ^.à 
al caso de ser las dos figuras redes uniformes R^ y Rg. 

2. Fórmulas integrales y valores medios. 1. Sean las re
des Ri y Rg con las características respectivas «i, v¡, fi, mj, 
Ci ( 1 = 1 , 2 ) . Sea K una figura de volumen V y ^^área F 
inmóvil en el espacio. Siendo R^ y Rj móviles y llamando Vjo 
al volumen de su intersección que en cada posición es interior 
a K, deseamos calcular 

V12 d R i d R2 

extendida la integración a todas las posiciones distintas de R^ 
y R2, o sea, a a^ para la primera red y a. a^ para la segunda. 

Para ello basta recordar que llamando VQ^ al volumen de 
la parte de R^ que es interior a K para una posición fija de 
Ri, según (9) es 

V12 d R2 = 8 7t2 VQI V 
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y también 

| vo iC lR i = 8 7t2viV 

De estas dos fórmulas se deduce 

Vi2 d R i dR2 = (8Tt2)2v^V2 Cyi) 

El valor medio del volumen de la intersección de R| y R2 
que es interior a K, teniendo en cuenta (46) será 

V — li-ï? V 

que para V = i nos dá el valor medio del volumen de la inter
sección contenido en la unidad de volumen del espacio. 

I I . Llamando f^2 al área de la parte de R2 que en cada 
posición es interior a la parte de Rĵ  que a su vez es interior 
a uri cuerpo fijo K, de la misma manera, teniendo en cuenta 
(9) y" {^^) s^ deduce 

4 | f l 2 d R i d R 2 = (8 7l2)2Vif2 (48) 

y como valor medio 

•'-' a, a„ 

I I I . Sea ahora 1^2 1^ longitud de la parte de intersección 
de las superficies de K^ y R2 que es interior a K. Queremos 
calcular 

í l i s d R ^ d R a 

Para ello fijando primero R^ y llamando /QI a la parte 
de su superficie que es interior a K, la fórmula (18) dá 
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1̂ 2 dR2 = 2 7t *foif2 

y como también (12): 

| f o i d R i = 87.2fiV 

queda 

I12 d R i d R 2 = i 6 T i 5 f i f 2 (49) 

Luego, el valor medio de la longitud de la intersección de 
las superficies de las redes R^ y R2 contenida por unidad de 
volumen del espacio es 

1 _ ^ f 1 f 2 

IV. Si R2 es una red de lineas de longitud Ug y ^ '̂ 
representa por «^2 el número de puntos de intersección de esta 
red con R^ que son interiores a un cuerpo K, se puede calcular 

•te 

J n i 2 d R i dR2 

Para lo cual basta recordar que, teniendo /oi el mismo 
significado que antes, según (20) es 

ni2 d Rg = 4 1^ f01U2 

y teniendo en cuenta (12) queda 

Yr ln^gdRí dR2 = 32 Ti*fiU2 (5o) 

El valor medio de puntos de intersección de Rĵ  con Ro por 
unidad de volumen del espacio será pues 

n,o • 
f l "2 
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V. Sean finalmente tres redes R^, R2, R3 y representemos 
por riĵ 23 ^' número de puntos de intersección de sus superfi
cies que en cada posición de las mismas quedan interiores a un 
cuerpo fijo K de volumen V. Queremos calcular „ ,. 

"123 '^ ^1 ^ ï^2 d R3 

extendida, como siempre, a todas las posiciones distintas de 
Rĵ , R2 y R3. Para ello teniendo en cuenta (20) y llamando l^o 
a la longitud de la intersección de R^ y R2 que es interior a 
K es 

"123 d Rg = 4 71̂  fs I12 

y aplicando (49) se puede acabar la integración obteniéndose 

ni23 d R i d R2 d R3 = 64 71̂  f 1 f2 Í3 ( 5 i ) 

El valor medio de los puntos tíe intersección de las tres 
redes será pues, por unidad de volumen 

n f 1 f 2 f 3 

Por ejemplo, si las redes están formadas simplemente por 
haces de planos paralelos a distancias A^, A,, A3 es f ¡ = a, 
cti = a A¡ siendo a arbitrario, por tanto 

^ i 2 3 - 8 A i A 2 A 3 



I I I . APÉNDICE 

DEMOSTRACIÓN DE UN TEOREMA DE BLICHFELDT. 

TEOREMAS ANÁLOGOS 

I. Enunciado del problema. H. Hadwiger en un trabajo re
ciente [5] obtiene por otro camino y para redes particulares la 
misma fórmula (24) de § 5. I, generalización de la fórmula 
fundamental de Blaschke de la geometría integral plana, y 
hace de ella una aplicación a la demostración de un teorema 
de Blichfeldt [4] el cual puede enunciarse así: 

«Sí el espacio está dividido en paralelepípedos congruentes 
de volumen a y en cada uno de ellos hay v puntos situados 
de nmnera arbitraria pero la misma en todos ellos, todo volu
men V puede, por traslación, colocarse de manera que contenga 
en su interior o en su contorno un número de puntos mayor 

V 
que V — ». 

En el trabajo citado Hadwiger no demuestra completamente 
el teorema, pues se limita al caso del plano y a demostrar que 
V puede colocarse de manera que contenga un número de pun-

V 
tos no menor que v — , lo cual es menos que el teorema de 

Blichfeldt. 
Nos proponemos en 2 dar una demostración completa del 

ieorema de Blichfeldt para un espacio de m dimensiones y en 
4 dar algunos teoremas análogos para el plano y espacio ordi
narios. 

2. Demostración del teorema de BlichfeMt. Supongamos 
primero un número finito N de puntos en el espacio m-dimen-
sional. La posición de un volumen V, si sólo se consideran 
traslaciones como movimientos posibles, viene determinada por 
Tino de sus puntos P ( x i , X2, X3,. . . , x „ ) . Sea Q; uno de los 
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N puntos. Poniendo d P = dx^, dxg, . . . dx^, la integral jdV 
extendida a todas las posiciones en que el volumen V contiene 
a Qi vale V. Haciendo esto para todos los N puntos y obser
vando que cada posición viene contada tantas veces como puntos 
Q¡ contiene en su interior, llamando n a este número es 

n d P = N V (O-

Supongamos ahora el espacio dividido en figuras funda
mentales de volumen a y en cada una de ellas v puntos en 
orden arbitrario pero el mismo en todas ellas. Por un procedi
miento exactamente igual al seguido en el plano (§ 2. I) y 
en el espacio ordinario (§ 2. II) para demostrar el teorema 
fundamental, se puede ver que en este caso la fórmula ( i ) se 
transforma, limitando la integración a un volumen fundamental, 
en 

n d P = Vv (2) 

y por tanto el valor medio de n es 

V 
n = V — 

a 
(3) 

Hay que demostrar que en alguna posición del volumen V 
este valor medio es sobrepasado. Para ello observemos que si 
hay posiciones (de medida no nula) con un número de puntos 
interiores menor que n, habrá también, en compensación, 
posiciones en que este número sea mayor que ñ, quedando 
demostrado el teorema. Queda pues el caso de que en todas 
las posiciones (excepto tal vez un conjunto de medida nula) el 
número de puntos contenidos en V o en su contorno sea exac
tamente ñ. Veamos que aún en este caso hay alguna posición 
en que el número de puntos que contiene V (o están en su 
contorno) es igual o mayor que ñ-|- i . Para ello sea una posi
ción en que contiene exactamente ñ puntos. Traslademos el 
volumen V en una dirección oo hasta lograr, o bien que se intro-



— 53 — 

duzca un nuevo punto o bien que uno de los n salga fuera. En 
el primer caso está demostrado el teorema. En el segundo caso, 
desde que sale el primer punto (quedando en V sólo n — i ) 
hasta que el número de puntos interiores o en el contorno vuelve 
a ser n se habrá recorrido en la dirección ca un cierto intervalo 
e. Este intervalo está acotado inferiormente, es decir, no puede 
tender a cero, pues en tal caso el punto que entra y el que sale 
estarían al mismo tiempo en el contorno (*) y habria ya h -f-1 
puntos. Haciendo lo mismo en todas las direcciones co a partir 
de una posición origen, quedará determinado un volumen de 
espesor e variable con la dirección pero que tendría un cierto 
valor finito. En este volumen la integral (2) toma para n a lo 
sumo el valor ñ — i , lo que quiere decir que hay un conjunto 
de posiciones (de medida no nula) para las cuales n vale a lo 
sumo n — I. En compensación, siendo el valor medio ñ, tendrá 
que haber otras posiciones en las que V contenga por lo menos 
n-(- I puntos. 

Queda así demostrado el teorema. 

3. Una cuestión a resolver. Obsérvese que en el caso de 
una dimensión, supuestos sobre una recta los puntos a distancia 
I y como volumen V un segmento de la misma longitud I, es 
n = i . Sin embargo hay efectivamente algunas posiciones (cuan
do los extremos de I son puntos de los señalados) en que 
n = 2 . En este caso la medida de las posiciones en que ñ = 2 
es nula, o lo que es lo mismo, siempre el segmento contiene 
por lo menos un número de puntos igual al valor medio. 

Análogamente, en el plano, si se considera la red de pun
tos de coordenadas enteras y únicamente traslaciones, el cua
drado de lado unidad y lados paralelos a los ejes cumple la 
misma propiedad de contener siempre por lo menos un punto 
de la red. Esto es general para un espacio de cualquier número, 
de dimensiones. 

La cuestión cambia si además de traslaciones se supone que 
la figura V puede tomar un movimiento cualquiera. Para este 
caso hemos visto que para el plano y espacio ordinarios ((28). I,̂  

(*) El contorno de V se define como el conjunto de puntos del espacio 
tales que en todo entorno esférico de ellos hay puntos de V y otros que nO' 
pertenecen a V. 
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(32) . II) el valor medio de puntos que contiene en su interior 
una figura de volumen V viene dado por la misma fórmula (3) 
la cual es general para cualquier número de dimensiones. Pero, 
habrá también en este caso figuras de cierta formíi- tal ,que en 
toda posición (salvo a lo sumo un conjunto de medida nula) 
contengan un número de puntos igual al valor medio n? 

Puntualizando y limitándonos al caso particular más sim
ple, el problema se enunciaría así: 

Dada la red \de los infinitos puntos de coordenadas enteras 
en un espacio m-dimensional (m'^2), existe alguna figura de 
volumen V = 1 de forma tal que en toda posición de la misma 
contenga en su interior o en su contorno por lo menos un 
punto de L· red"? 

Si la respuesta, como parece, es negativa, cabe buscar el 
volumen mínimo necesario para que esto ocurra. Para figuras 
convexas parece que es el círculo (o en general si m > 2 la esfera 
o hiperesfera) de diámetro igual a la diagonal del cubo de 
arista unidad. 

Ix. Unas consecuencias de fórmulas anteriores. I. Caso del 
plano. Limitándonos para fijar las ideas al caso particularísimo 
de una red de cuadrados de lado a y suponiendo que sobre ella 
se puede mover una línea de forma cualquiera y longitud u, 
la fórmula (26) de § 5. I dá, como valor medio del número de 
puntos de intersección 

n = 
/.u 

luego: por un movimiento (traslación -{- rotación) siempre será 
posible llevar cualquier línea de longitud u a una posición tal 

que corte a la red por lo menos en — puntos. Si este cociente 

no es entero se puede sustituir por el inmediato superior. 
II . Caso del espacio. Supongamos también el caso particu

lar de la red formada por todas las rectas paralelas a tres ejes 
coordenados formando cubos de arista a. Sea además una super
ficie de área /^ móvil sin deformación. Para aplicar la fórmula 
(22) de § 4̂ . II observamos que u = 3 a, a = a3, por tanto 

lUi 
2 a' 
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es decir: por un movimiento (traslación-\-rotación) siempre se

rá posible llevar toda superficie de área í^ a una posición en 
3 f 

que corte a la red por lo menos en -—I puntos. Si este cociente 

no es entero puede sustituirse por el entero superior más 
próximo. 

Si en lugar de la red de rectas anterior se supone la red 
formada por los planos paralelos a los de un sistema de coor
denadas rectangulares a distancia a y como figura móvil una 
línea indeformable de forma cualquiera y longitud u^ la fór
mula (22) de § à. II dá 

"12 = 
3 u , 

es decir: por un movimiento {traslación -|- rotación) es siempre 
posible llevar cualquier linea de longitud u^ a una posición en 

que corle a los planos de la red por lo menos en —- puntos. 

Si este número no es entero, como siempre, puede sustituirse 
por el entero superior más próximo. 

Rosario, Instituto de Matemáticas, noviembre de 1989. 
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