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CURVATURAS ABSOLUTAS TOTALES
DE VARIEDADES CONTENIDAS EN UN
ESPACIO EUCLIDIANO

Por L. A. SANTALO

SUMMARY

Let Xo be a compact (without boundary) differentiable manifold of dimension
n and class C? contained in the euclidean space En*N ., We define the following
total absolute curvatures Kr (Xn), (1 £r£n+4+ N—1):

a) Case! £ r £ n. Let Ta(p) be the tangent space of Xn at the point p .
Let Ln+N-r (0) be a (n + N - r) — dimensional linear subspace through the fixed
point O and let dLa + N-r (0) be the density for sets of La+ N-r (0) (volume element
of the Grassmann manifold Ga+N-r,r ). Let I'r denote the set of all linear subspaces
Lr of En + N which are contained in some Tn (p), pass through p and are orthogonal
to Ln +N-r (0). Then we define K¢ ( Xn) by the formulae (1. 1), (1.2).

b) Case n £ r £ n 4+ N — 1, With the same notations above, denoting
now I’y the set of all linear subspaces L; which confain some Ty (p) and are
orthogonal to Ln+N-r(0), the total absolute curvature Ky (Xn) is defined by the
same formulae (1.1) and (1.2).

We prove the following properties of these curvatures: 1. Incase 1 £ r<£n
we have Kr (Xn) % Oifand only if n > r N; 2. For r > n the only absolute cur-
vature which is £ 0 is Kn+N-1(Xn) and it coincides with the curvature of Chern-
Lashof; 5. The case N =1 generalizes to compact manifolds the well known mean
curvatures of convex hypersurfaces; 4. The case n==r N (formula (2.9)) is
particularlly interesting; we consider in detail the case n=2, N=2, r=1,
In n.° 4 we state some inequalities among the absolute curvatures Ky ( Xn ).
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1. Definiciones.

Sea X" una variedad compacta sin borde, de clase C? contenida en
el espacio euclidiano E**N . En cada punto p de M" se tiene el espacio
lineal tangente T, (p) de dimension n. En todo lo que sigue L. indicara
un subespacio lineal de dimension r en E"*N y L, (O) un subespacio
lineal de dimension r que pasa por el punto O.

Para definir las curvaturas totales de X" procedemos de la siguien-
te manera:

a) Sear un ndmero natural tal que 1 < r <n. Por el punto fijo O
de E"+N tomamos un subespacio lineal orientado Ly.n-,(O) de dimen-
sion n + N — r. Consideremos todos los L, de E**N que c¢stdn con-
tenidos en algun T,(p), pasan por el punto p y son ortogonales a
La+n-r (O) ; representemos por I'; al conjunto de estos L, . Puesto que
cada L, cortaa L,.n-,(O) en un punto, la interseccion I'; N Ly n-r (O)
serd una cierta variedad cuya dimension calcularemos en el n.° 2; sea
p (I'r N Loon-r (O) ) su medida (si la interseccion consta de un nimero
finito de puntos la medida es este niimero; si es una variedad de dimen-
sién h, entendemos por medida su volumen h-dimensional como subva-
riedad del espacio euclidiano Ln.n-r (O)). Sea d Ln.n-(O) la densidad
en el espacio de todos los Ly.n-r(O) orientados de E"*N (elemento de
volumen de la grassmaniana Gn+ n-r.¢) (Ver n. 3).

Definimos la r-ésima curvatura absoluta total de X" < E"*N por
la integral (r = 1,2, ..., n)

O] O’ e O(:!‘,

1.1) K, (X7) =
( ) "( ) On+N-2--.On+N—r-I

];1 (F'r 0 Lpin (O))dLsin-r(O)

Gn +N-~r,r
donde O; representa el area de la esfera unidad i-dimensional, o sea

2rx |77|
r{%)
y el factor delante del signo integral se ha tomado para normalizar de
manera conveniente.

b) Seaahora n<r<n -+ N — 1. Con las mismas notaciones
anteriores, consideremos ahora el conjunto Iy de todos los L, que
contienen algun T, (p) y son ortogonales a un Ly.n-¢ (O) fijo . La mis-
ma férmula (1.1) define entonces las curvaturas totales absolutas
de X cE"*Nparar=n,n+1,...,n+ N —1.

Obsérvese que, segiin la definicién, puesto que las medidas no
pueden ser negativas, es siempre K, > 0.
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2. Primeras propiedades.

Vamos a buscar las relaciones que deben existir entren, N yr
para que la curvatura K, (X") sea distinta de cero.

a) Consideremos primero el caso 1 <r <n.

El conjunto de todos los L, de E"*N constituye la grassmaniana
Grir,nen-r cuya dimension es (r - 1) (n 4 N — r). El conjunto de
los L, contenidos en un T,(p) fijo y pasan por p, constituye la
grassmaniana Gy,n  de dimension r(n — r) y por tanto el conjunto
de todos los L, que estan contenidos en algin T, (p) y pasan por el
punto p correspondiente, tiene dimensién r (n — r) + n. Por otra
parte, el conjunto de los L; ortogonales a un L,.n-,(O) fijo, es de
dimension n + N — r. Por tanto la dimensién de la interseccion de
los dos tltimos conjuntos (que antes hemos indicado con I, ) es

@1 r(n-+n+n+N-r—-—@C+1)(n+N-r)=n-rN.

Por consiguiente: en el caso | < r < n, para que sea
K. (X") # 0, debe cumplirse la condicidn

2.2 n>rN.

b) Seaahoraelcaso n<r<n+ N -1,

El conjunto de los L, de E"*N que contiene un T, (p) fijo constituye
la grassmaniana Gy-n,n+~-r (basta cortar por un Ly ortogonal a Tx (p) y
considerar la interseccién) y por tanto el conjunto de todos los L, que
contienen algtin T, (p) tiene dimensién (r — n)(n +- N — r) + n. Las
demas dimensiones son las mismas de antes, de manera que la dimen-
sién del conjunto I'r, interseccién de los L, que contienen algin
Tn (p) con el conjunto de los L, ortogonales a un L,.n-(O) fijo, vale

23 @-nO+N-n+n+n+N-r—-(F+1){n+N-r)
=rn—n —nN-+n.
Para que esta dimension no sea negativa debe ser
2.9) r>n+N-1.
De aquf :
Parat>n, la dinica curvatura K, (X*) no nula es la K. n-1 (X").

Ejemplos: 1. Caso r =n -+ N — 1. En este caso Ly.n-(O)
es una recta orientada L, (O) y d L, es el elemento de 4rea de la esfera
unidad (n + N — 1) — dimensional correspondiente a la direccién de
la misma (que representaremos por dOn.n-1 = d L, (O) ). El volumen
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total de la grassmaniana G,n + N-1 €8 Op.n-1. La expresion (1.1) toma
la forma

(2-5) Kn+N-1 (X") = % vdL, (O)
On+N-l

donde v es el namero de hiperplanos L,.n-1 que contienen algun Ty (p)
y son ortogonales a la recta L, (O).

Esta curvatura total K, .n-1 (X"), salvo el factor }, coincide con la
considerada por Chern-Lashof en varios trabajos (6], [7].

2. Seaelcaso N = 1. Segiin (2.2) tenemos entonces todas las
curvaturas absolutas totales K, , K, ..., K. La variedad I'y N Ly «n-r (O)
segun (2.1) tiene dimension n—r, o sea, es una hipersuperficie del
subespacio L,.y_r (O). La expresion (1.1) toma la forma

(2.6) Kr (Xn) - _ Ql_Qg,:_'_O_.ri— [ 1 (l‘r N Ln+ 1-r (O) ) d L"* 1-r (O)’
O4-1Op-2 ... Ou-r . Gnsi-rr

Si X" es el contorno de un dominio convexo de E"*! (hipersuper-
flcie' convexa de clase C?) se sabe que este K, (X") coincide con la
r-ésima curvatura media de X", definida por

@7 Mxy= ' [ s.ds

(7) 7%
r
donde S, es la r-&sima funcién simétrica elemental de las n curvaturas
principales de X" y d s es el clemento de area n-dimensional de esta
hipersuperficie, estando la integral extendida a toda la hipersuper-
ficie (ver [15]).

Si X" no es convexa, K, (X") es la r-ésima curvatura media absolu-
ta, es decir, vale
2.8) Ke(Xn) = -

Sy ds
(1)

donde S,| indica el valor absoluto de S, . Esta es la razén de llamar
a las K, (X") curvaturas totales absolutas.

3. Caso n =r N. Este caso es particularmente interesante
porque, segiin (2.2) en él la interseccion I'r N Ly.1- (O) tiene dimen-
sién nula, es decir, el integrando de (1.1) es igual al nimero natural v
de subespacios lineales L, contenidos en algun espacio tangente Ty (p)
y ortogonales a Lq.n-¢(O) . Es decir, K, se puede escribir
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2.9) Ke (X) = 21912 Orc /Vdan-r(O)-
G

On+N—2 On+N-r-l
n+N-r,r

Para N =1, r = n, tenemos de nuevo el caso (2.5).

Para r<<n, n = r N si X" estd contenida en un L,.n-; también
los espacios tangentes T, (p) estardn en este L,.n-1 y por tanto sera
v = 0 excepto para un conjunto de direcciones de medida nula (las
paralelas a L,.n-1) . Reciprocamente, si X" no estd contenida en nin-
gln subespacio de En*N | el célculo dimensional que conduce a (2.2)
prueba que en general es v=> 0 y por tanto K;(X") 0. Es decir,
refiriéndonos siempre a variedades X" compactas de clase C? en En+N,
se tiene:

Si se cumple la relaciéon n =1t N, con N> 1, la condicidn
K: (X") = O es necesaria y suficiente para que X" esté contenida
en un subespacio de dimensién n + N — 1.

Esto prueba que la curvatura K, (X") es distinta de la Ky, n-1 (X"),
pues esta tiltima (curvatura de Chern-Lashof) no depende de la dimen-
sion del espacio ambiente (Kuiper [12], Chern-Lashof [7]).

4, Elcason=2, r=1, N=2,

Este caso es interesante por ser el mas simple en que cumple la
condiciéonn = r N, con N> 1. Es el caso de una superficie X* en E*.

Segun (2.9) K, (X* se escribe

2.10) K, (X?) = 7(‘)— /Ovl dL, (0)

habiendo puesto dL, (O) en vez de d L, (O) por la dualidad dL, (O)
= d L, (O) que veremos en el nimero siguiente. Recordemos que v, es
el namero de rectas paralelas a la direccién L, (O) que estan conteni-

das en algin T, (p).
La curvatura K, (X*) segin (2.5) se puede escribir en este caso

@.11) K, (X*) =1 fov. dL, (0)

habiendo utilizado la dualidad anterior y siendo ahora v, el nimero de
hiperplanos paralelos a L, (O) que contienen algin T, (p) .

Segin las desigualdades (2.2) y (2.4) estas dos curvaturas
K, y K, son las tinicas curvaturas de X* no siempre nulas. La con-
dicién para que X® esté contenida en un Ly es K; (X*) = 0. En
cambio, se cumple siempre K, (X?) > O, = 2 =3, puesto que eviden-
temente es siempre v, > 2.
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Para dar una interpretacién conveniente de estas dos curvaturas se
puede proceder de la manera siguiente. Consideremos la aplicacién ¢ :
Ty (p) — L,(0), siendo L, (O) el plano paralelo al T, (p) por el
punto fijo O. Por otra parte, cortando el conjunto de los subespacios
Li(O) (i = 1,2,3) por una 3—esfera de radio unidad y centro O e
identificando los puntos diametralmente opuestos de la misma para
tener el espacio eliptico S,, tenemos la aplicaciéon ¢ : L;(O) — Si-y
(i =1,2,3), indicando con S, los puntos, S, las rectasy S; los
planos de S,. La composicion % o ¢ aplica el conjunto de los planos
tangentes T, (p) en una congruencia de rectas T de S; y en ella
v, indica el nimero de rectas de la congruencia que pasan por el punto
S, y v, indica el nimero de rectas de la congruencia que estdn con-
tenidas en el plano S,. Las densidades dL,(0) y dL,(O) que
figuran en (2.10) y (2.11) son las densidades dS, y dS, de pun-
tos y planos del espacio eliptico S, (ver [16]). En los casos en que
v, ¥ vy sean constantes resulta que K, (X?) indica el orden de la
congruencia T y K, (X?) la clase de la misma (salvo un factor
constante).

3. Expresion de las densidades d L, (0).

Las expresiones de las densidades dL,(O) (h = 1, 2, ...,
n + N — 1) que aparecenen (1.1) para espacios lineales orientados
de dimensiéon h de Er*N que pasan por un punto fijo O, son conoci-
das (ver, por ejemplo [15) o [5] ). Vamos a recordarlas rapidamente
para tenerlas a mano.

Sea (O; e,, ey, ..., €asn) una referencia ortogonal de En+N de
veértice O (conjunto de n + N vectores de médulo unidad ortogonales
entre si que pasan por el punto O). En el espacio de todas las referen-
cias ortogonales de vértice O se definen las siguientes formas diferen-
ciales

3.1 Wim = — on = ey de.
Consideremos el Ly (O) determinado por e,, e,, ..., en. Su den-
sidad es
3.2) dL,(O) = l.\ ®im
m
para
i=1,2....h ; m=h+1,h+2 ...,n+N

donde en el segundo miembro de (3.2) se entiende el producto
exterior.
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E! Ly.sn-n (O) normal a L, (O) esta determinado por los vectores

€h+t, ..., €nsN y aplicando la misma definicién (3.2) resuita la
«dualidad»
(3.3) dLy (O) = dLan-n (0).

La medida del conjunto de todos los Ly (O) orientados (volumen
de la grassmaniana Gn n.n-n) Se calcula facilmente, sea directamen-
te [15), sea recordando que Gu,n.n-n es el espacio cociente
SO+ N/SOMXSOm + N — h), {51, resultando

(3.4) ALy (©O) = Onenct o Onenen
Gh,n+N-n 0, 05 ... On-s

donde O, tiene el valor (1.2).

4. Desigualdades entre curvaturas absolutas totales.

a) Casor=n+N-1.

En este caso Kn.n-1 (X"), dada por (2.5), ya dijimos que
coincide con la curvatura de Chern-Lashof y por tanto satisface la
desigualdad [6]

(41) Kn+N-l (x")>on+N-l

facilmente deducible de (2.5) observando que v > 2. Otras propie-
dades se encuentran en [6], [7].

Elcaso n = 1, curvas en EN*! | ha sido particularmente estu-
diado. En este caso la curvatura absoluta total Ky (X') se expresa

(4.2) Ky (X) = 0% f |} ds
0] Xt

1

siendo |x| el valor absoluto de la curvatura de X' y ds el elemento
de arco.

Esta férmula (4.2) resulta de (2.5) por el razonamiento siguiente.
Consideremos la imagen estérica tangencial de la curva X!, o sea, la
curva I' obtenida en Oy trazando por el centro de Oy radios
paralelos a las tangentes de X' (obsérvese que aqui indicamos por
On la N-esfera de radio unidad, no su area como anteriormente).
El nimero v es el niimero de puntos en que I' es cortada por la
(N—1)—esfera maxima cuyo polo corresponde al elemento de érea
dL, (O) de (2.5). Por tanto se sabe que la integral (2.5) es igual al
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factor 20y / O, por la longitud de T' [16, pag. 27], lo cual es preci-
samente el segundo miembro de (4.2).
La desigualdad (4.1) se escribe en este caso

f [x ds>2=
Xt

que para curvas del espacio E? es debida a Fenchel [10].

Si consideramos curvas contenidas en una esfera de radio R del
espacio E"*N  la curvatura Ky estd acotada inferiormente por la
longitud L de X' por la desigualdad
0,

N

4.3) LX) <

R Kn (XY

que para N = 2 fue dada por Fary [9] y luego deneralizada y
mejorada a cualquier dimensién por Chakerian (3], [4] .

b) Caso N=1.

Es el caso de hipersuperficies X" en E"*!. Para el caso de
ser X" una hipersuperficie convera, las K; estan relacionadas entre
sf por clasicas desigualdades cuadraticas, que para n = 2 proceden de
Minkowski (ver Bonnesen — Fenchel (1] y Busemann [2] ). Otras
desigualdades (para X" convexa y cerrada) han sido obtenidas por
Fenchel, Alexandrow y Hadwiger, las cuales pueden condensarse en
las siguientes (ver Hadwiger [11, pag. 282])

@.9) K77 k1% k®TP L 1,0<ca<3<y2n+1
a—1 B—1 1—1

donde se conviene en poner K, = 4rea n-dimensional de X" y

K, =+ 1)V, siendo V el volumen del dominio limitado por X".

En este caso existen también desigualdades del tipo de Féry [9].
Suponiendo que la hipersuperficie compacta X" de E"*N, no nece-
sariamente convexa, estd contenida en una esfera euclidiana de
radio R, valen las desigualdades

(4.5) KX LR-TKg X , r=1,2, ..., n
y también, si F es el drea n-dimensional de X",

(4.6) F (X)) £ R" K, (X")

@7 Fxny 2 Onor Ot peg (xmy r=1,2,.0,n

r n+l

156



Para r = 1, Ja dltima desigualdad puede mejorarse en
F(X") £ R K; (X"), de acuerdo con Chakerian [4]. Estas desigual-
dades (4.5), (4.6), (4.7) han sido obtenidas por nosotros en otro
lugar [17].

¢) Caso N>1, r<n.

Como ya observamos en el n.° 2, el caso més interesante parece
serel n = r N, por el hecho de expresarse K, por la féormula (2, 9)
en la cual el integrando v es un nidmero natural. No se conocen
desigualdades en este caso. Si el conjunto de los v puntos p € X en
los cuales L, < T, (p) se descompone segun sean o no puntos criticos
de X" y, en caso de serlo, segiin su indice k, la curvatura K, (X") se
puede descomponer en una suma de «curvaturas de indice k », al estilo
de las introducidas por Kuiper para el caso r = n + N — 1 (13], [14],
que serfa interesante estudiar también en este caso.
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