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Cuatdo se habla de las aplicaciones dé la matemdtiea se entienden
en weneral dos tipos de ellas: a) aplicaciones dentro del campo de
la watemdtica misma, o sea, aplicaciones de una teoria matemditica
aoolra; b) aplicaciones directas a ;n'obli‘meis o enestiones de T tée
s. Pero hay 1'.uml)i(:1‘1, siempre

nica o o otr

. s teorias no matemitic
mis dificiles poro de mayor importaneia, wn terder tipo de apii-
cacionds que se podreian amar mas propiawente aplicaciones del
pensar matematico ¥ que consisten, ¢) en plantear en 1érminos ma-
tematicos los problemas de nna teoria hasta cutonees no matematic.

Las aplicaciones del tipo @) mas que aplicaciones son la matema-
flea misma. Se ha dicho quo Jos matematicos son ornamentistas en
deduceiones 10gicas. Sobre. un mimero muy reducido e premisns
Dundamentales, v siguicndo las reglas estrictas de ta logica, Jos ma-
tematicos han ido edificando desde el tiempo de las babilonios hasta
nuestros dias Jas diversas teorias que componen la inmensa obra
de arte que es hoy In matematica. Monumento artistico en que cada
matenitico ha dejado impreso s oestile particular, pero sin que
esti variedad de estilos influya sobre la armonia del conjunto. Si
en alguna parte de estai obra mommentil s¢ encuentran ramifica-
ciones que Hegi hasta otra seccion de fa misma, para apoyarla o
adornarla, ellus, mas que aplicaciones o apéndices de la matematica
son nervios de un mismo edificio, forman un todo vomin con el
vesto de las matemiticas. . : :
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Las del tipo 5) son las més connimmente entendidas bajo ol nom-
bre de aplicaciones do la matematiea. Portenceen a 6l todas las
aplicaciones a la téenica, enyn existencin o imporfancia es va un
hecho de dominio comiin: basta hojear cualquier libro téenico de
ingenteria pary darse euenta de hasta qué puanto el edleulo mate-
matico se ha introducido y ha Jegado a ser impreseindible en el
tratamiento de los problemas de la téeniea.

Awngue, como tuvimos oportunidad de analizar en otro lugar ('),
lax teorfas matemiiticas, por lo wenos en sigran mayoria, no tienen
st origen en Licnecesidad de resolver problanas practicos, sino que,
han nacido por ¢l simple placer o satisfaceion del matemitico que

. las ered, ne hay duda q\w,‘ Jasg aplicaciones apareeidad mis tarde por:
Toafertunada coineideneia, han influido sobre el desareollo posterior:
de Ja teorfa, Las aplicaciones sivven tanfo pavie poner a proeha los
peetrsos de umi teorfa, mantenidudola agil v ovivi,teomo para indiear

las dlireceiones en que Lmismay priede v debe evolueionar, Yoen esta
evolueion, divigida por Tas neeesidades practicas. muchas veees han
aparecide vesaltados de gran vador para b misma matemativa pura.

Tomemos, por cjemplo, la teoria de las couaviones diferenciales.

Lis mayoria de los tipos particulares de eenneiones se hian empezindo

a estudiar al aparecer en, problemas de la téeniea o de la fisiea v,

o

st embargo, de snoestidio han nacido muehas veees funciones espi-
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ciabes (como fas Funeiones de Bessel) que huego han resudtado de gran
valor para otras teorias puramente matemticas (como Iy teoria de

{%

%} rlmeros), Cuundo Fa fisica elasica necesitaba resolver problemas ds
g: la teorfa del potencial, se desarrolto -intensamente la teoria Ay las
”ﬁ eenaciondgs en derivadas parciales de segundo orden «le tipo elipties
W v do eflo se deriviron. fruetiferas conseeucencins pava la teoria de

fubeiones de variable compleja, Riecientemente, para el estudio de la
aerodinamiva a velocidades supeviores a la del sonido (vaclo super-
sénico) resultan deinterés los cauneionas en derivadas pareiales e
serundo orden de tipo hiperbdlico, antes mantenidas en segundo pla-
po, ¥ ha sido necesario emprender el estidio de Tas mismas. direeeidn

:
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cn laque estin apaveeiendo resultados de interds tanto para otros

capitidos de Ia matewmdtica aplicada, como para la misma watemi-
tica puva,
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Sin embargo, la influencia de las aplicaciones sobre el desarrollo
e las teorias matemdticas no es tan grande como pudiera pareeer.
La historia demmuestra que los matematicos se slenten mis atraidns
por la belleza de un problema que por su posible utilidad prictica.

" En este sentido es instructivo y puede servir como modelo de un
Liecho casi general ¢l origen del Cilenlo de Variaciones.

El Calculo do Variaciones hace su aparicidn en la historia de la
Matemitica con dos problemas: el de la superficie de revolucion de
minima resistencia de Newton (16836) y el de la braguistocrona de
Juan Bernonlli (1696). Kl primero consiste en lo signiente (2)
« Delerminar la curve plama gue une dos puntos A y B 1y .que vl
gwar alrededor de wn eje de su pluno que no e corle engendre la

superficte de revolucion que al moverse segiin la direceion del eje -

encuentre mintmg _7'(‘.&'i.\'lv(:'nci(1» ». Newton supone que la resistencia
para cada clemento de superficie es proporcional al cuadrado de Ja
proyeccion de la velocidad sobre-Ta nox;n_ml al mismo (%), No hay
duda de que este problema tiene un origen eminentenente practico
v debia ser considerado de gran utilidad tanto en balistica como en
Ia construccion de buyues. Parvece, por tanto, que el Calenlo de Va-
riaciones nace de un problema practico.

Sin embargo se da el caso notable de gue el verdadero problema
.quo mas ha influido en el desarrolo del Céleulo de Variacioues v
que eonstituye sn verdadero origen, puesto que para él sc idearon
los métodos cavacteristicos de dicho edlenlo, no es el anterior, sino
-otro mucho mis alejado de cualquier posible aplicacién praetiea,
pero do enunciado y resultado mucho mis atrayente y carioso. Bs
¢l problema de la braquistocrona de J. Bernoull, el cual lo propuso
por primera vez en el Aete ruditorum Qe Leipzig cn junio de
1696. El problema dice: « Dados dos puntos A y B en un mismo pla-
"o vertical, determinar lo trayectoria AMB descrita por un punto
M gue partiendo de A y bajo la accidw de su propio peso, Uega o
B en un litmpo minimo ».

J. Bernoulli propone el problema a los matemiticos de su tiempo,

(z) 1. Newrox, Philosophiae Natwralis Principia Mathemutice, London 1686,
libro 1I, seecién VEY, proposicion 34, escolio,

(*) FEsta es I\ Famosn «ley del seno cuadrado» que no es cierta y quo
por haber crefdo demasipdo en ella los tedricos el siglo pasado consideraban
la aviacién como. imposible. TFsta eiveunstancia no importa para las conside-
raciones del texto.
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aftadiendo que dard o solueidn del mismo al terminar ¢l afio en
curso sinadie o hace antes. No obstante en enero de 1697, vuelve
a publicar en Groningen un « Aviso» dirigido a « todos los mate-
miticos del mundo » en el cual expone gue ante ol ruego de Leibniz
v oparadar tiempo oo que el problema pueda ser conocido en Franeia
¢ Italia v nadie pueda quejarse de lo perentorio del plazo, extiende
¢l mismo hasta las fiestas de DPasciea. En oste « Aviso» repite J.
Bernoulhi ¢l enunciado del problema y afiade estos inferesantes pa-
rrafos: « Qui('n- logre resolverlo ganava ¢l premio que hemos esta-
blecido para el solucionista, Naturalhuente éste no consiste en oro
ni plata, pues este afrae tnicamente a las almas pequenas v venales
de las.cuales no esperamos nada loable ni 4til-para la ciencia. Por
el contrario, puesto que la Virtud es por si misma la ‘mdas hermosa
recompensa: v la Ifama un poderoso aguijon, ofrecemos conio pre-
mio, como corvesponde a fos hombres nobles; honor, alabanza v
aplauso, para o cual la sn;_-':l(‘i(lml. de este gran Apolo, nosotros,
priblicnmente x en privido, por eserito y de palabra, elogiaremos,
cosalzaremos v festejavemos », )

Es evidente que de un problema planteado en tales términos no
criv de esperar proveelho utilitario alguno, La- Tama, que Bernonlli
prometia o los demds, era el dnico fin gue lo habia movido a & «a
plantearse ¥ resolver ¢l problema. Tneluso ol estilo nos recuerda i
de los libros de caballevia, Tal vez los matemdticos no hayan sido
nunea otra cosa que esto: eaballeros andantes en reinos ideales, avi-
dos de aventuras que Jes dieran ¢ renombre y fama », « desfacedores
de entuertos » cometidos contra la logica, creadores de un munnds |
orgullo del espivitu humano. ’ o

Puesta da piedry Fundamental, el Gileulo de Variaciones evolucio-
na gracias al aporte de Tos mis grandes matemitheos de las genera-
clones stucesivas: Eunler, Lagrange, Legendre, Jacobi, Weierstrass, Al
extender su campo de aceion fueron: :Lpub@ciﬂnido las aplicacionss,
principalmente a la mecinica v a la fisica (principios de minima
accion) pero también a otras ramas aparentemente mas apartadas.
Lia Navegacion Adrea, por ejemplo, planted un problema que luego
Tesulté de gran importancia desde el punto de vista tedrico, ocnpéin-
dose del mismo matemiticos contemporincos tan eniinentes como
Zermelo, von Mises 3 -Caratheodory (). Bs el Namado « problema

(4} Ver por cjemplo ¢4 Caratneopory, Fariationsrechiung, Berlin, 1935,
pags. 234 y 378,
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de la navegavidn » de Zermelo, que fod quien primero se ovupd del
mismo, v se.anuncia de la manera siguiente: « Dada unae distribu-
cidn conocida de los vientos sobre una region, varwbles con ¢l luger
y el tiempo, hallar la rute de nidnimo tiempo pura wn qion de velo-
citdad propia constante que tiene que i de un punio o olroy. Pro-
blema curioso, de solucién no simple, que gnarvda prandes analogias
con el problema de Fermat de Ty trayectoria de un rayo lnminoso

a través de un medio de indice de refraceidn variable.
o & 0

Pasemos ahora a las aplicaciones del fipo ¢), es decir, a las que
consisten en dar estructura matemitiea a. nna téoria 0 a un .prupo
de probiemas hasta entonees ajenos a la matemdtici. Kstas aplici-
ciones son las mas dificiles, puesto que obligan muchas veees a crear
nuevax ramas e lu matemitica, oaodar nuevas formas a las ya exis-
tentes, para adaptarias o ta nueva discipling que se quicre tratar
matematicamente. ' .

La dificaltad en « mateatizae » una l,corju consiste Tundamentat-
mente en simplificavla, saber prescindir de los detalles, de las hojas

y ramas que ocndtan el verdadero troneo, pard poder esquematizaria.
en un redneido nimere de stmbolos matemiaticos, ligados entre si

por ciertas relaciones (axiomas) o reglas vperatorias (ilgebras).

La construceidn de este esquema eentral, Ta eleceion de sus axio-
mas vy reglas operatorias de manera que la teoria matemitica resul-
tante sea wna fiel represeutacion de Ja teoria primitiva es la parte
més difieil v la que necesita de la inspiracion y vision superior del
genio o inteligeneia privilegiada, Tos desarrollos posterioves, simples
conscetencias 1ogicas de las premisas clegidas, son yu cuestiones de
pura caleulatoria. : ’

Muchas veces se ha intentado matematizar teorias sin obtencr ma-
yor {xito. Ello-es debido a gque son teorfas demasiado complejas,
con excesivo niimero de factores imponderables para poder cneua-
drarlas dentro de las normas demasiado rigidas del pensar mate-
matico. Claro rque tmando ello resulta posible se nota inmediata-
mente un bruseo florecimiento de Ia teoria, pues todo el instrumen-
to matemdatico puesto a suoservieio, adennds de davle. elegancia y
scguridad 16gica, le ayuda a profundizar hasta rewiones de otro
modo inasequibles. De aqui que muchos de los grandes fildsofos
havan pretendido edificar sus teorias en. modelo matematico. Asi
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Descartes, pawa el cual «todo se volvia matematica » v Leibniz,
segtin ¢l coal « mi metafisica es todo matematica ». :

Se ha ntentmlo, por cjemplo, matematizay la &tica. Tal vez el
altimo ensayo proceda del gran matematico norteamericano George
D. Birkhofl[, en vavias conferencias dictadas en 1939-1940 (%), .

Birkhoff define la medide étice N de una determinada accién
vomo sitma algebraica de ciertos factores positivos (bienes materia-
les, felividad, satistaceion espiritual o intelectual que Ja accidn pue-
da produeir) y otros negativos (males materiales, penas, turbacio-
nes espivituales o intelectuales). $i se pudiese caleular esta medida
¢ticu para cada aceién tendriamos una mancra de comparav accio-
vies diversas, operar con olas y poder deciv, por ejemplo, que dos
aeciones, simadas, equivalen Sticamente a una terers, o que dos
weciones de signos opuestos se compensan  exactamente, etcétera,
Birkhoff menciona varios problemas concretos en que su medida’
puede caleularse, pevo en todos ellos (exceplo en algunos en gque -
tervienen ciertas nociones del caleulo de probabilidades) los pesos
atribuidos a cada factor de los que componen M son tan subjetivos,
que las f6rmulas obtenidas eonservan la ambigiiedad caracteristica
de las aprecinciones personales. )

Tambidie se ban aplicado las wmatemdaticay, ya desde los griegos,
a la ostética. Bl dar el valor de ciertas proporciones (divisién
durea, por ejemplo) parva obtence la belleza en determinadas obras
escultoricas o arquiteeténicas, data de muy antiguo.

Modernamente, ¢l mismo Birkhofl intentd una teorfa matematica
do ln estétien (°). Aqui la medide esiébica M viene definida como
cociente de os factoves M = Q/C. Kl primero O es ¢l orden y el
segundo (! la complejidad. Cada uno de estos factores.es la resul-
tante de otros factores secundarios, unos positivos (repeticién mo-
derada, semejanza, equilibrio. .. ) 'y otros negativos (ambigtiedad,
repeticidn execsiva, imperfeceion. . ). Ignal gue antes, st csta me-
dida M se pudiera aplicar a toda obra de avte, se tendria la mu-
nera de snmar o restar valores cstéticos y aun de someterlos 2
operaciones matemdaticas mas complicadas. Birkhoff da veglas para

() G Barkaorr, o Mathematical dpproach to Ethics. 'The Riev Institute
Pamphlet, vol XX VI, 1941, ’ )

(6 G. D.RIRKDOFF, oL mathemmatical theory of Avsthetios and its. epplica-
tion to Poclry and Music, Riee Tustitute Pamhlet, vol. X1X, 1932, Hay tam-
Bhidn ¢l libro del mismo awtor stesthetio Monvwre, Cambridge, 1933, '
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el cilenlo de su medida estética M v las aplica a (-1>i1||)u,l'311' ¢l valor
estético de obras e esenltura o pintara suticientemente simples
para que la cuestion sea posible. Tambitn aplica su teovia a la
poesfa v ala misica. Los resultados obtenidos, si bien mejores
que e ol caso de Ja Gtica, deben eonsiderarse come may modestos.
Por -et momento {a teorfa-no ha tenido segnidores y no es posible
deeir sioguedard tan solo como un ensave o si serd el principio de
uni teoria mias completa.

~Con mayor éxito que a la Ctica y o la estética se ha desarrollads
la matematizacion de la tercera rama del pensar filosofico: la 16-
gica. Actualmente 1y 10gica matematica forma yva un capitule de
la matematica moderna, capitulo de gran-extension y profundidad.
Con clio se ha heneficiado sin duda Ia 16gica, pero también la mu-
tematica, que ha podido afirmar de manera mas solida sus {fun-
damentos v aclavar clertos puntos osenros de Jos mismos,

Hace tiempo que ol edlenlo matemitico we emplea con éxito en
la biologia, tanto en problemas e equilibrio biologico, epidemiolo-
efa v teoria de Ta evolueion (es bien conovido ¢l libro (I;-‘ V. Volterra
sobre La teorie matemdatice de le Liche por la vide) como en la
biofisiea con la eseucla de Rashevsky de la Universidad de Chicago,
Un intento de Hevar el mdétodo matematico a regiones todavia mis
complejas, como la fisiologia del sistema nervioso comparandelo con
los servonecanismos, la psicologfa, =soctologfa v otras ramas muy
diversas, Jo constituye la lamada Cibernélica () iniciada por un
grupo de cientificos norteamericanos eneabezado por el matematico
N. Wiener y de la cual se ha ocupado en la Argentina, en diversos
cursos v conferenecias, el prof. Alberte Gonzilez Domingues.

Muchos ensayos de someter al cilenlo matematico ciertas disci-
plinas, como la ética; la estética o los mismos ambiciosos proyeetos
de la Cibernética, pueden parveceer fantasticos ¢ irrealizables. In-
tervienen en ellos demasiados factores v demasiado complejos — se
live — para quo sea posible esquematizarlos en un modele matema-
tico. Es posible que haya cierto grado de razim en este escepticis-
mo, pero no hay que perder de vista que la misma dificoltad tiene
que haberse planteado vn Jos comienzos del tratamiento matematico
de cualquicr teoria. Poco podin sospechar Ticho Brahe que todas
sus tablas de observaciones podian condensarse en. la simple fé6rmn-

(7) Ver ol libro Cybernctios de N, Wiener, New York 1948,
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la matematica de la ley de atvaceion universal de Newton, ul es
probablé que Calvani y Volta al ver las muy diversas manifesta-
ciones de los fendmenos eléetricos ereyeran gie seria posible algina
dia condensartos todos en las cuatro formulas de Maxwell. Tam-
bidn debia ser dificil de creer que g Hegara 3 poder tratar mate-
miticamente la evolucidn de sistemas con practicamente infinitos
grados de libertad, Ias moléenlas de un gas por ejemplo, como hizo

despuds In mecinica ostadistica,

B los estadios ccondmicos se ha intentado muchas veees utilizav
el ealenlo matematico. Los resultados, sin embargo, no pueden con-
sideratse unc éxito. Tal vez ello sea debido a gue sé ha pretendido
casi sicmpre. aplicar modelos matemiticos gque fueron ereados para
otras disciplinas. Uno e los tltimos ensayos, cuyo éxito o fradaso
s6lo la prictica o la experiencia podran decidir, es” el Hevado a
cabo por ¢l matematico John von Neumann y el economisma Oskar
Morgenstern en su libvo Pihicory of gaemes and cconvmie behayior
publicado en 1943, ’

Ts hmportancia de este libro radica pritncipalmente en que en el
mismo se introdneenr por primera vez métodos matemiticos comple-
tamente nuevos, ereados expresanvente para los problemas que se
trata di vesolver, los cuales no tienen anilogo en otras disciplinas
que Ios
cambios en la téeniva matematica a que puede obligar Ty aplicacion

matematicas. « No se debe olvidar — dicen los autores

A unaneva disciplina, pueden ser muy considerables. La fase de-
cisiva de Ja aplicacion” de fa matemitica a la fisica — la creacion
por Newton de la mecinica racional — puede diffcilmente ser se-
parada del descubrimiento del eilenlo infinitesimal. Abhora bien, la
importancia de los fendémenos sociales, ¢l poder ¥ la multiplicidad
de sus manifestaciones v la multipbicidad de su esteuetura, es por
lo menos jgnal o la de aguellos de Ja fisica. Hay por consiguiente
que esperar -— o temer — que sean necesarios. deseabrimiontos n-
tematicos de una magnitwl comparable a la del c¢ileulo para lograr
un éxito definitivo en este campo. A fortiori es improbable que
una simple repeticidn de 1_03 artificios que han servido muy bien,
en fisica, sigan- sirviendo para los fenémenos sociales. La proba-
bilidad es en cfeeto muy. pequeiia, puesto que los problemas que
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aparccen ¢n este Tdtimo eampo son muy distintos de Tos que pre-
senta la fisica ».

En esencia la teoria e von Ncumann-Morgensteri consiste en
asimilar la Incha econdémica entre varios cmn[n‘i.idorés a un juego
entre jugadoves, en el cual cada uno trata de obtener el miximo
provecho. Camo cl resultado, para un determinado jugador, no
depende tinteamente de sus propios actos, sino también de los de los
demis, el problema es (o obtener ¢l miximo de una funcion de
la cual no se controlan todas Jas variables. Bste es el problema que
no tiene andlogo en otras ramas de la matematica. _

“Como el método tiene aplicaciones muy variadas, vale la pena de
que lo puntualicemos con més detalle.

Sean 4 ¥ B dos jugadores que convienen en el siguiente jucgo:
A clige g vohmtad wn nlniereo @ entre los 1, 2, 3, 4 ... my v B,
independientemente, clige otvo i entre los 1, 2.8 .. . . De ante-
mana se ha dado una funeién de dos variables I («, B) que indi-
ca, para cada par a, B elegido, el niimero “de pesos que 4 recibe
de B; si H resulta negativo indicard. los pesus que A pagara a B.

Supongamos que ki probabilidad de .l para elegir o entre los
nameros 1, 2, 3 ... ¢y sea &, Bsta Tuncion %, constituye la Jla-
mada cstrategio de A. Bn efecto A la puede clegir a sn voluntad,
a la mancra que estime’ mas conveniente. Andlogamente, sea 4, la

7

estritegia de B. La esperanza matemittica de la ginancia de 44 serd
nYy
-YT) Z Z” (’; a) su'.;v,- . “I
a=l6=1

i Como deberd clegir oL su estrategia &% ])ebn ser tal que cuai.
- quiern que sea la manera de jugar de B, o sea, cualquiera gue sea
la estrategia mg, la esperanza K sea lo mayor posible. Una vez
elegido «, en el peor de Jos casos (para A) de que B se entere
del ndmero a clegido, jugara de manera que K (§,%) resulte mi-
nimo, o sea de modoe de obtener el min, K(E, ). Por tanto A, pre-
suponiendo esto, debe jugar de manera que ¢ minimo anterior re-
sulte mixime, es deeir, la buena estrategia para A serd la gque
corresponde al '

mixz min, A (3. 7) . 2]

Andlogamente, I3 debe razonar asi: mi cstrategia v, debe ser tal

1

gue si 0 se entera de ella ¥ por tanto elige 3, de manera de al-
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eanzar ¢l max; K{E, ). la v debe hacer minimo a este maximo, o .

sea, debe verificar el
min, max: X (3, v,). : RY

El teorema fundamental de esta teovia de Jos juegos de. von Neu-

mann, afirma que_cuabquicra que sea la funeion H(af3),[2] rvesul-

ta igual a |3]. Es el lUamado principio del «minimax». Con ia
umdu'wn de realizar 2

|3] se obtienen las « buenas estrate-
gins »; dstas, en general, no son dnicas, puds 1os sistemas de valores
Say ms que realizan 2] 6 3] pueden ser varios. Considerando las
&, como coordenadas de un punto & ¥ las' mg como coordenadas de
wn punto ), las « buenas estrategias » vesultan ser las coordeni-
das de Jos « puntos de ensilladura »  (seddie points) de la funcion
K (). '

Este esquema de razonamiento y  solucion de un ploblcma de
juego, o de azar, sino entre jngadores inteligentes, ticne aplici-
cidn no soélo en cconomia, sino también en otras muchas (‘.nchtlonea.‘
Por ejemplo, durante Ta Wtima wuerra, ‘se ha utilizado para reésol-
ver problemas de estrategia militar (¥).

Vamos a dar wn ejumplo numérico concreto une sirva al n]lSIIlO
hcmpo de aclaracion (e la teoria.

Sean A v B dos comandos de fuerzas adreas cuemigas. A dispone
de una eseuadra adérea de bombavderos nocturnos que durante el
dias debe” guardar, en uno de me aerodromos Gy, s, . ..., Gp; %@
supone que cada noche puede elegir el acrodromo donde la escuadra
deberd permaneeer el dia siguiente. 1or su. parte ¢l enemigo R

puede bombardear durante el dia uno solo de los aerodromos a4,

@a, ..., Ay Cada acvodromo a; tiene sus caracteristicas propias
que varfun de une a otro: defensus antinéreas, proteceion aérea,
facilidades de camonflage, dificnltad de acceso por parte de B, ete.
Teniendo en enenta estas eondiciones, se ecaleula que si la eseuadra
estd en el dmodrmno @i V. B hombardea el aerodromo «;, A gana
H{(a,, a;) aviones vnmmnus es deeir, I (a;, a;) es la diferencia
eutre ¢l nimero de aviones pc‘ljdi-dos por B v los perdidos por A ;
st I resulta negativo, indiea que A pierde mdis aviones que B.

(3) Yer por ejemplo el artfendo de P. A, Mogrse, Mathematical problems dn
operations research, Bulletin of tho American Mathematienl Soci«\{\', vol. 54,
1948, '
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T funeidn H (a;, ;) es el dato del problema;. debe calenlarse
a priori g partir de las condiciones dichas que caracterizan a cada
aerodromo. ISl problema es: dada la funeion I (ay, ;) ssegln que
ley (o estrategid) debe iv guardando A sicescoadra en los distintos
aerodronos ('t., (o ooy Uyt . ]

Ya hemos dicho, segiin la teoria general, que la estrategia de A
debe ser tal que se cumpla la condicidou {2] o s equivalente [3].
Supongamos, para fijar todavia méas las ideas gue los acrodromss
SeAIL tFCS ¢y, dy y que la funeién I, a;) esté dada por el
siguiente cuadro

R
a 0 a
B
MY
1y —~= 10 . 4 |
s S [} S
un S b -8

Esto quicre deeir, por ejemplo, que st A guarda su esenadra,

ent el acvodromoe v v B bombardea el ay, A gdiia 4 aviones; si oA
elige el acrodromo ay ¥y B bombardea el mismo ay, <L pilerde 8 avio-
ues,” ete.

Seenn 1] serd.

%

ezt -

K@En =100+ Ln '*; 4 &m)
+ ( 8Liv:—06 Sme+ 8 &72)
=+ ( S5Eima45 L= 8 L) 154

A - - L o vy
y adewds, si &, Sa &y son las probabilidades de guardar la escun-
dra en los acrodromos ay. s, @y respectivaniente ¥ Wy, g, s las
de bowmbardear los mismos por pavte de B, es

G4 LS =1, 4t on =1 : 6]
Segin esto, se puede sustituiv en [5] )y =1 — 1 — Ny E3~=1—
- <

1 — Sa ¥ para obtener las buenas estrategias bastara hallar los
« puntos de ensilladuva » de A(E, 1), en los euales debe ser:

K :
2T L 135+ 12 =0,

71 )

oK g

= - 13 E] — 27 :'1 + ]G = ()

Gt
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de donde.

vl

es decir: supuesto bien estimado el cuadro (4] de la foncidn

H(a;, ;) la mejor estrategia para 4 serd aquella gue de cada 140

" iy, guarda 29 diag la esenadra en el acrodromo a,, 69 en el a»

v 42 en el ay’ Para un tiompo menor hay gue distribnir estos dias
proporeionalmente, ’

Por su parvte, procediendo ;111:’1]0;::|n|1:ntu respeeto oy, jz, My se

chtiene
13 13 14 ,
ho=~, Ty = —— T = = . 8]
40 40 H)

By decir, siempre en b hipdlesis de que el cuadro [4] esté bien
estimado, Ja mejor estrategia para B serd aquella que de cada 40
dias bombardea 13 ¢l aevodromo ay, 13 ¢l ay v 14 el @y, nluncros
que deben sustituivse por otros |)|‘0p01'ui6||:1I(t.\' parit un espacio de
tiempo menor. ‘

Procediendo de Ta manera indicada A puede estar seguro de que,
eualguicra yue sea Ja manera de proceder de B, la esperanza ma-

" temdtica de los aviones ganados por A sera por lo menos igual al
valor [1] donde se sustituyan § vy por los valores |7] y [8] (en
¢l ejemplo resalta. K = 11/10-«'1).

‘o o o

Donde las matematicas se han aplicado von mayor ¢xito es en
las ciencias fisicas. Muchos capitulos de la matematica forman una
nnidad indivisible con la. parte de la fisica que les ha dado origen
y de Ja cual constituyen la estructura fundamental. Bl extraordi-
nario desarrolio de la fisica clisica fué motivado principalmente
por disponer del instrumento matemdtico: al expresarlas matemi-
- ticamente muchas ideas se aclaravon y muchos conceptos guedaron
bien definidos, formando una firane base sobre fa que fué posib'e
editicar toda la teoria. ’

Un-heeho enrioso que oeurre con frecuencia al matematizar una
teoria o condensar en féormulas conceretas un grupo de ideas o de
hechos aislados, es que, contrariamente a lu que parcceria natural,
estas formulas perniten Inego deducir consecuencias inesperadas.
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Se podria creer, que «las férmulas no pueden contencr mis de 1o
que se ha metido e¢n cllas» y sin embargo, debido posiblemente a
que sin sospecharlo se introduce en cllas mucho mais de lo que se
intenta, muchas veces, una vez planteada matematicamente una ten-
ria, reducidos a formulas sus 1‘)1-in(=ipi6< resulta. que se dedueen de
.ellas muchas consecuencias quo no se habian previsto ¥ que resul-
tan <:1e1tas

En la Fisica ubundan ejemplos de este -hecho. Bs clisico y muy
citado ¢l cuso de las eruaciones de Maswell, que eseritas pura vons
densar todos los fenémenos eclectromagnéticos conocidos, se vié que
contenian la propagacion ondulatoria de la eleetricidad, Jo. que fué
comprobado mas tarde por Tertz.

Mas moderno ¢s el descubrimiento del mesoén. Kl fisico japonss
Yukawa, en 1933, al expresar mediante ung férmula matemitica
el potencial de atraceion cntre dos nuclecones (potencial de Yuka-
-W'n), formula que eseribia para expliear un grupo de fendmenos,
3¢ encontro, como conseeiencia no esperada, (que como contraparti-
da de los fotones del campo electromagnético debian existir, en el
campo nuclear, particulas pesadas‘cuyn masa permitia Ja férmula
-caleular. Como estas particulas no 'sc conoefan se ereyé primera-
mente que cllo era un inconveniente de la teoria, hasta que poco
después se encontrarou cfcctivamente las partienlas plC\lst.ls. con
Ja masa prevista: fueron lox llamadoes mesones,

Un hecho andlogo, tul vez mas instruetivo porgue prucba la con-
fianza que hay que tencer en las férmulas matemiticas, ocurrid con
Jas ecuaciones de la gravitacion de Einstein. En el interior de ¥a
materia estas ecuaciones se cscriben

. 1 . :
I\fj{—~—2—(].'j]f =% 1{,‘ !‘)l

.donde I;; es el tensor de Ricei del espacio tiempo, g:; el tensor
fondamental, R la curvatura escalar, = una constante universal v
T:; ¢l tensor-energia de Ja materia (nulo fuera de la materia).

-aplicar las ceuaciones [9] para obtener Ja forma global de todo el
espacio tiempo, snpouiende en ¢l un repavte uniforme de la mate-
Tia, ¥ supuniendo al mismo cstitico, es decir, invariable -con ol
tiempo, resulta que el sistema es incompatible a no ser que sea
«vacio », con densidad de materia nula. Como este hecho no se
.ajusta a la realidad. la Qinica manery de salvar la teoria paveeid
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ser la de-anadir o las cenaciones [9] un {érniino complementario
Agi;, conw wma nteva constante niversal A que se Haméd constante
¢dsmologica. Sin embargo esto supuso nna falta de fe én las ecui-
eiones [9]; en vez de eorregivias, se debid aplicarlas estrictaments,

aun sacrificando otras hipdtesis que pareefan naturales. 15n efeeto,

si en yez de suponer el universo estifico se supone que puede
variar con cl tiempo (universo eon curvatura funéién del tiempo),
las cenaciones {9] ya. po resultan incompatibles. Lo que oenrre
entouces es que ¢l radio de enrvatura del universo resulta variablie
con el ticmpo, heeho confirmado mas tarde por ITubble y «que cons-
tituye la llamada « oxpnq)s'i(')lx del wniverso ». Tista « expansion »
resultd; por tanto, estar .\_"(‘I. contenida en. las eenaciones de la gra-
vitacion, apesar de que el mismo Einstein no solo no lo sospechd,
kind qne ereyd mas 16gico modificar las -eenace 1011(‘\ antes qne acep-
tar esta consceuencia que parccia nlmu‘d.l

Con los cjemplos anteviores vemos que un primer aspeeto de Tos
problemas actuales de la matematica es el de matematizar teorias
que todavia no lo han sido. Despuds del éxito de las matemiticas
en la Iisica clisica, ha venido la fisica moderna en que este éxity
ya no es tan claro ni positivo. Para explicar muchos fendmenos
experimentales, do Ja estructnra del dtomo principalmente, ha sido
necesavio crear una gran variedad de nuevos modelos m’a.tem:'l.tieos,
quc' han resultado aplieables en clertos casos, pero que han fraca-
sado en olros. T el fondo de toda la fisiea moderna es de esperar
que haya una estructura matemitica Gnica parva todos los Fendmnge-
nds, pero fodavia no ha sido encontrada.

De igual actnahidad son las aplicaciones a la economia y ciencias
sociales, en cuya direccién el libro eitado de von Nenmann v Mor-
genstern. constituve los principios de lo que puede ser una impor-
tanto teoria y la Ciberndtica de N. Wiener es sélo un programa tal
vez cxcesivamente ambicioso,

Quedan después los problemas dentro de la matemitica misma.
En este sentido cada rama tiene sus problemas propios, de natu-
raleza wmuy diversa, Jo que hace imposible dar una caracteristica
comun a todos. Es necesario elegir un punto de \'151:;; ¥ contentarse
en vislumbrar una determinada seeeién del hovizonte matematico.
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Stonos ponemos en el eampo de Ja Geometria, ineluyendo varias
ramas mis o menos relacionadas con ells, existe actualmente un
aspecto bien definido que caracteriza la diveecion hacia la que tien-
den o evolucionar ¥ en las que se trahaja con mayor intensidacl.
Se tratn de Jos lTamados problemads « en grande» (en inglés « in
the large », en alemfin. « im Grissen »). Covsisten en lo siguiente:
Bl cilenlo diferencial ha permitido estudiar bien las propiedades
dd enalyuier curva, superficie o varviedad (o cualquier clemento
matemdtieo por ellas represeutado, como los grapos continnos) als
rededor ale un punto, o sea «en pequeno », pero salvo en casos
aislados no se ha podido, de.estas propiedades, deducir conseeuen-
cias sobre toda la eurva, superficie o variedad considerada en su
conjunto; estas alfimas serian las propiedades «en grande» que
actualmente se trata de encontrar. Veamos' alwunos ejemplos que
aclaren k. cuestion: . ‘

1. En la teoria de superficies elidsiea se supone sicmpre tratar.
de gna regidn de superficie en Ja enal existe un sistema de coor-
denadas curvilineas 1w, » tal que por cada punto pasa una v una
sola enrvy del sistema *o¥onay una sola. del sistema ». - Supon-

gamos una superficie cerrada &, ;existivd si'emp.rc un sistema e
coondenadas de este tipo valido para toda la superficie?

Bsto es un ejemplo de geometria diferencial « en grande », puesto
que se trata de ver sioes posible extender o toda una superficie
mia propiedad bien simple y conocida para regiones pequeias dz2
fe misma. En este caso el problema estd resuelto, con el resultado
curioso de que para que sea posible es neeesario y suficiente que
Ja superficie. 8 sea del mismo tipo topologico que ¢l toro. Para
una esfera, por ejemplo, no es posible,

2. L esfera goza de la propiedad notable de que todas sus geo-
désieas (los efreulos mAximox) son enrvas cerradas, Lo mismo ocu-
rre para la hiperesfera_del espacio de a dimensiones (lugar de
tos puntos cuyas coordenadas satisfacen {a ecuacion @7 - w4 ...
ootk R Para el caso de superfices (7= 2) se sabe que
existen y han sido bien estudindas otras superficies, distintas de !a

estera, con la misma propicdad de teoer todas sus curvas geodiést- -
ca cerradas. En cammbio para variedades de imensién superior a
dos g existiran también variedades distintas de las hiperesteras tales
que todas sas geodésicas sean curvas cerradas? La respuesta o
s¢ conoce. T
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3. Interesantes v dificiles son los problemas de « inmersion » Jv
una varicdad “dentro ('l('._ otra. Por ejemplo, se sibe que no existe
ninguna superficie de curvatura constante negativa gue pueda es-
tar contenida en el espacio ordinario de 3 dimengiones sin presentar
singularidades; es decir, Jas superficies de enrvatura constanfe ne-
gativa no son inmersibles en el espacio ordinario. o serdn en
~un espacio enclidiano de mayor wnnero de Jdimensiones ? _

Mas general: [eos siempre mna variedad de Riemann inmersibie
en un espacio enelidiano?

Ambos problemas son faciles de resolver (por la afirmativa) «ew
pequeiio », e deeir, para poreiones suficientemente Hmitadas de sn-
perficie o variedad, pero no se han podido resolver « en grande »,
para la variedad- completa.

4. — %, Bochner ha obtenido el siguiente resultado (Y) : st el ton-
sor de Ricel Ry = Ripag? de vna variedad de Riemann cerrada os
positivo v definido, el nitmero de Betti (o coeficiente de conexion
de primer orden de Ja varicdad es cero. Resultado interesante que
vinenla una propicdad «en pequeno», si bien cumplida en cada
punto de la variedad, con una propiedad « en grande » que depende
de la estructura topologica de fa misma. L geometria diferencial
actual tiende a resolver problemas de tipo anidlogo. Bl teorema de
Bochner permite fimicamente decidir si el primer ntmero de Betti
es 0 1o nulo, pero ¢ existiran otros tensores iy otras formas cnadrati-
eay, de cuyo comportamiento se pueda dedueir ol valor o tan séio
una acotacién para los nimeros de Betti de orden superior? Algu-
nos resultados han sido obtenidos en este sentido por ITodge (') ¥
el mismo Boehner (1), pero en general se trata todavia de un
—eampo practicanmente desconocido en euva exploracidon estan traba-
jando los mejores gedmetras de nuestros dias ('2)

La Topologia trata toda ella de problemas « en graude ». De aguoi
Su eran (l‘('Sm"r()llu en los tltinos aftos ¥ sus ramificaciones a todas
las partes de la matemitica. Una interesante recopilacién de proble-

(") Veetor fields and Ricei ewrvaiure, Bulletin of the Ameriean Mathema-
tieal Socicty, vol. 52, 1046, )

() Theory and applications of Harmonic Inlegrals, 1941,

(1) Cwrvatwre and Betti numbers, I, 11, Annals of Mathematics, vols. 49
¥ 50 (1948-1949),

(12) Mis detalles y otro tipo de problemas se encuentran en la exposieién

do 8. R, CuprX, Some new viewpoints in Differential Gecmelry in the large,.

Bulletin of the Ameriean Mathematieal Society, vol. 52 1946,
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mas pendientes en Topolowia v en la feorfa de grapos con ella reta-

cionada puede verse en el articulo de 8. Eilenberg titulado Ow the

problems of Topology. Annals of Mathematies, vol. 50, 1949,
Un-eampo en gue los nuevos puntos de vista se mantfestan cn

todas sus brillantes perspectivas es el lamado « Cileulo de Varia-

ciones en grand¢s» ereado por el matemditico norteamericano Marvs-

ton Mouse. Se trata, con algunas variantes, de problemas del tipo

ssiguiente’ dados dos puntos 2y B'sobre una superficie o variedad -

i enamtas gooddsicas habra que Jos wnan?; o bien, si A y B toinciden,
jeuantas geodisicas cerradas contiene una superficte o viriedad da-
da” De este tipo de problemas se conoee, en weneral, séla una aeo-
tacién inferior pary ¢l ninero de geoddsicas.

Vale In pena gue demos ina idea de edmo Morse atacd aste tipo

de problemas, mezela interesante de andlisis y topologia. Considere-

mos todas las enrvas ¢ de la variedad gne unen A v B, como prntos

c¢ de un espacio funetonal Ko Sea L(e) B longitud de fa curva ¢, es

deeir, L(e¢) es una Funeion: de punto definida sobre #. Bl proble-
ma queda convertido en el siguiente : dada una variedad £ de pui-
tos ¢ y una funcidn i(e) sobre la misma, hallar los puntos estacio-
narios (o puntos erificos) de L(e) sobre F. Tin este sentido Morse
logra las desigualdades fundamentales M= Ry, que relacionan los
nimeros My de puntos estacionarvios de tipo k (esta clasificaeion de
los pnbtos estacionavios en tipos es un problema topolégico), con los
nimeros de Betti By de la vaviedad. Por tanto bastard conocer vstos
Hltimos pava ¢l espacio funeional I para poder asegurar la existen-
vie de un cierto nitmero minimo de geodésicas gue unen A con B.
B mismo método de Morse es aplicable a la solueion de otros
fipos muy diversos de problemas. Se puede resolver, por ejemplo,
el siguiente: sean dadas en wn plano # eurvas cerradas von tangente

en eada pnuto ¥ sin puntos dobles; llamemos « poligono de luzs a .

todo p»oli;fmm corrado A, Ao Ay .. A, A euvos virtieces estén so-
bre cada curva ¥ gne pudidse ser recorrido por un rayo de luz tal
que en eada vértice se feflejara sobre la earva corvespondiente como
si dsta fuera W espejo, seeun las leves ordinarias de la reflexidn.
Se demuestra entonees, mediante las designaldades de Morse men-

cionadas, que existen siempre, por 1o menos, 2% polizonos de Tuz (13)

(18) Otvos ejemplos de aplicaeién del mismo método se pueden ver en M.
Morse, Hhat is analysis in te large?, Americam Mathematical. Monthly, vol.
XLIX, 1942. '

S

g



APLICACIONES Y PROBLEMAS AGTUALES DE ALGUNAS TRORIAS, wIC. 153

Del mismo tipo, aungue todavia mis dificiles, son los problemas
sobre superficies de drea minima limitadas por un contorno dado,
problemas estudiados principalmente por R, Courant. T cuestion
de halar una superficie de Avea minima cuyo contorne seiv una eurve,

cerrada dada constituye el Namado problema de Plateau (1873) en
el que han trabajado los mas insignes gedmetras del fltimo -cuarto-

del siglo pasado y del actual, Se consignié demostrar la existenecia
~de por b menos wuna tal superficie para cada contorno gue cum-
phiese ciertas condiciones muy amplias de regularidad. Pero queda

pendiente: dado mn contorno, se puede saber enantas superficies de

area minima puede limitar? jexisten curvas que sean contorno de
infinitas superficics minimas? Experimentalmente os fieil tratar la
primera cuestién, simplemente sumergiendo un alambre de igual

forma que la enrva «dada en una solueidn jabonosa ¥ ver la mem-

brana que se forma (ella es una superficic minima) ; se observa, ea
ciertos casos, la posibilidad de que se formen diferentes tipos de
membranas para un misno contorno. Sin embargo ¢l tratamiento
matematico del problema es una cnestidn abierta.

En estos, como en la mayoria de los problemas « en grande », se
nota la fadta de un instromento matemitico que sea (e aplicacion
general para todos. Kl calenlo diferencial ha dado resultados mag-
nificos para los problemas « en pequeiio » 5 1a topologia los esti dando
para problemas « en grande » enyos diatos sean tambidn de 1a misma

D aturaleza, Falta el meeanismo que o partiv de datos « en pequeiio »
(como son las condiciones de que una eurva sea geoddsica, o que
una superficie sea minima, pues lo primero equivale a que sea nula
Ta curvatura geodésica en cada punto v lo segundo a que lo sea la
curvatura media) permita dedneiv conseenencias « en grande ».

En otros nutchos capitulos de la matemaitica se presentan también

- innumerables problemas no menos importantds ni de menos actua-
lidad. Como ya dijimos, nos hemos tenido que colocar en un Anguio
particular y limitado desde el cual sélo una parte reducida del
edificio matematico se puede vislambrar. Pero nuestro objeto era
s6lo dav una idea de log estfuerzos que hoy, como en todas las épocas
pasadas, realizan los matematicos tanto para resolver los problemas
(ue cllos mismos se van planteando. como para redueir al caleulo

,
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matematico todas las disciplinas gue goblernan o influven en las
actividades humanas.

Respecto esto nltimo, incluso a veces se ha pretendido extrapolar
las posibilidades de la matematica y dedueir de sus formulas vesal-
tados trascendentes; va desde Pitdgoras se ha intentado dar un sen-
tido mistico a las formulas nl/ntelm'nicus o aplicarlas o las lamadas

eiencias ocultas: astrologia, yquiromaneia, ete. Todo cHo dirigido

adivinar ¢l porvenir. Proyeetos fantisticos, por suerte. 101 interss
de Ja vida radica precisamente en el desconocimiento el madiana;
ol dia que al nacer se supiera ya el destino de eada uno, no valdeia
Ja vida Ja pena de ser vivida; Ja continua v eterna csperanza cs o
que da ahiciente - para seguir luchando v la vida es lueha.

Menos fantistico os el sueiio de Hegar a matematizar, la ceconomia,
1a sociologia, Jas leyes, hoy un tanto vagas, que regnlan las rebacio-
nes mutuas entre fos hombres y los paises, lHegando a resolver las
disputas, como pretendia Leibniz, con un « ealenlemos ». Proyeceto
menos fantastico pero que tampoco ha de ser posible, pues por en-
cima del frio caleulo ¥ de las rigidas leyes de la Idgica, Jas acciones
humanas estaran siempre influidas por Iy pusién; que procede del
alma, con sus infinitos matices, que por ser soplo divino ha de con-
servar cternamente la ]:mcéia que impide su snjeecion a ninguna
16gica v u ninguna matematica.

.
gk T
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Vintaronos, €y J.~— Aflas de los colores, Colour Atlas. 1 vol., 384 2 liminas,
90 pigr, de dexto, BEditerial BL Atenco, Buenos Aires, 1947,

L las 38 Foninas de este atlas figuran, en esmerada gradacion, 7279 colo-
res dlistintos parva L simple vista normal; vale deeir easio siete veees mis eolo-
res quo los registrados en o sepunda ¥ ditima edicidn (afio 1942). de T« Neo-

menclaturn do Ridgway »  usada frecuentemente por Jos naturadistas,

En los casos en oque oy gue elasificar colores que no son exactamente los
contenidos- en ot atlas, es posible interpolar entre los que estin representados,
¥y con este reewse se Hega oo entadogar mis do 60000 eolores diferentes, ol

doble, aproximadamente, del ndwero que segin ice aleanzaron los roma-

nos ¢n la extraordinaria. policromin (e sus masaieos, Conviene deeir, sin em-
bargo, que en las aplieaciones corvientes del atlas no es necesario cchar mano
del schnlado recurso.

Esto Album constituye, pues, un verdaders diceionarioode los coloves, de ady
mirablo amplitud y de gran utilidad para los naturalistas, arquitectos, indus-
trindes, artes gricficas, decordores, pintores, filatelistas, ete,

Tno de los autores de b obra, o quien, segin se eomprueba, ¢l problema de
Ia elasifiencién de los eolores preocupaba deside Iargo tiempo atris, coneretd

en un frabagjo publicado en 1031 on estos Anales ideas bien definidas nl

respeeto. Fa dicho trabajo explicd que la variedad de matices que Nowton
distinguié y so acostumbra deseribir en el espeetro solar, provienen e que Jos
espeetros que so consideran -son impures, por scr obtenidos mediante rendijas

excesivamente anchis, ¥ qua en condiciones e purezi ese ecspeetro muestra sali-

mente tres secciones homogénens, ocupidas respoeti

wmente por las ees roja,
verde y uzul, las anismas que en los experimentos de Yn.ung resultavon ele-
mentales, suficiontes ¢ indispensables para obtener por mezela todos los deméis
colores, '

Fs esta base trierométriea Ta que han utilizado los autores para realizar su”
atlag, v paen individualizar eada uno de los colores vepresentados han adop-
tado ‘una praetica notaeién de tros simboles, tres coordenndas podriamos de-
cir, indieativas, rvespectivamente, de lo que ellos Naman tintes, valor de lnmi-
nnsid:n.«]".(smm:u-ir'm de mis eliro o mas obseure) ¥ grade de eromieidad (sen-
gaeion de mas fuerte o mas débil).

“Treinta ¥ ocho son lox tintes establecidox v representados ¢n otras tantas

(*) Vipnaroros DoniNcurz, C. « Investigaciones sobre los especiros im-
purns y sus eounseeueneias para Ia teorin de los eoloresy, Anales de la 8.C. 4.
Tomo CXI, Etr. I, aiio 1031, -

155



