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ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS CURVAS ESFERIJAS
Y UNA CARACTERISTICA DE LA ESFERA

Dividimos esta nota en dos partes. En | se establecen algunas
propiedades de las curvas esféricas que, por su sencillez, no preten-
demos sean originales, aunque no las hemos encontrado en la
literatura corriente. Recordando que {lorsion tolal de una linea

cerrada C es
f tds,

donde t =1t (s) es la torsidn, se establece entre dichas propiedades,
y ésta si es ya conocida (1), la de ser ella nula para toda linea cerrada
situada sobre una esfera.

En II establecemos que esta propiedad es caracteristica de la
esfera en el sentido de que toda superficie tal que fodas sus lineas
cerradas tengan su torsién total nula es esférica.

Advertimos, para no tener que hacer en cada momento la con-
siguiente salvedad, que al hablar de curvas cerradas se entiende que
son analfticas y tienen en cada punto un radio de curvatura p distinto

de cero y continuo.
I

1. Llamando x y t a la curvatura y torsién, respectivamente,
de una curva cualquiera, el radio R de la esfera osculatriz en un

punto es
" 1 1 dx 2“1_
e v
Si la curva es esférica R =c.tey
! ax
dsr -
T X VR —1

(1) Ver W. Fenchel: «Uber einen Jacobischen Satz der Kurventheories, Tohoku
Math. Journ., vol, 88. Parte I.

T
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de donde
. dx -1
ds = - —-— =larc sen - - |.
./C‘-t ‘/c X\/ R"xz—l [ Rx c

1 .
Si se trata de una curva cerrada en la cual p = -— es siempre
x

distinto de cero, el arc sen - e

no podri dar la vuelta completa

a la circunferencia, luego la torsion total es nula.

2. Veamos algunas consecuencias de lo dicho. La férmula

4 — P — po
tds =arcsen ——— — arc sen
[ v ®

nos dice que si p=yp, debe ser t=0, o sea: las dnicas curvas
esféricas de curvatura constante son las secciones planas.
También se deduce de la férmula anterior que

p \/ R ' )
— = =\/— —1 sen tds—cos | tds
Po Pgo f f

S L]

que liga el radio de curvatura en cada punto con la torsién, el radio
de curvatura inicial y el de la esfera.

Si el plano osculador a la curva en el punto inicial correspon-
diente al valor s, forma con la normal ua &ngulo «,, es:

po = R cos ay,

p=RCOS(f"tdS +a(,)

férmula caracteristica de las curvas esféricas (2).
Todo otro punto de la curva para el cual el radio de curvatura
sea el mismo p, cumplird, pues, una de las dos condiciones:

de donde:

| 71 LTI
ftds=0 o bien: f‘tds=—2a0

% L]
y reciprocamente.

(2) Basta comprobar que, en efecto, se satisface la ecuacion diferencial de las
curvas esféricas. Ver, por ejemplo, Blaschke, «Differentislgeometrie I», pig. 34.
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En particular, si a, = 0 se puede enunciar: si el plano osculador
a una curva esférica en el punto s, pasa por el centro de la esfera, el
valor s del pardmelro para el cual ésto vuelve a ocurrir, es lal que

f:ds=o.

%
11

Veamos ahora de establecer que la proposicién anterior de tener,
una superficie de puntos elipticos, todas sus lineas cerradas de
torsion total nula es caracteristica de la esférica.

1. Sobre una superficie’y en un punto entre la torsién t de una
linea, la torsion geodésica T, correspondiente y el dngulo  que
forma la normal a la curva con la normal a la superficie, existe la

relacion (3): i

ds '

donde s es, como siempre, el arco de nuestra curva.

De aqui
[tdS:[t,ds—[Q]c.

Pero llamando ¢ al radio de curvatura de la curva y R al de la
seccién normal es:

Te=Ty —

p=RcosQ

ysi p30 en todo punto, 2 no puede describir una circunferencia
Completa, luego su variacién al recorrer toda la curva serd nula y

ftds=./tgds,
[ <

es decir: en toda linea cerrada sobre una superficie, la lorsidn total es
lgual a la torsién geodésica tolal.

2. Llamando x, y x, a las curvaturas principales de la superfi-
cie en un punto, la torsién geodésica de una curva referida al siste-
ma coordenado de las lineas de curvatura es (4):

t,=\/5—6 (% ——x,)dl;

Indicando por un punto las derivadas con relacién al arco.
— .
(3) Ver, p. ¢j., Bianchi, «Lezionidi Qeometria Differenziale», vol. I, pig. 298.
(4) Ver Bianchi, loc. cit., pig. 296.
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Luego si una superficie regular es tal que la torsién total de toda
linea cerrada sobre [a misma es nula, también deberd ser:

[\/EG (t, —x)uvds =0
para cualquiera de ellas. Lo cual Ileva consigo el que la cantidad
subintegral sea idénticamente nuia, o sea:
Ay = %q.

Es decir, en todo punto de la superficie las dos curvaturas prin-
cipales son iguales, todos ellos son pues umbilicos y Ja superficie,
por lo tanto, esférica.

Luego, un casquele de superficie regular de puntos elipticos, tal

que la torsion lotal de lodas sus lineas cerradas sea nula, es una parte
de superficie esférica.

3. Fenchel, en el articulo citado en la nota (1), demuestra que
llamando x; a la curvatura geodésica de la representacion esférica
tangencial de una linea alabeada y o a su arco, se verifica que:

xgdo=r1ds.

Luego si fct ds=0 también [ x de =0 y aplicando la for-
muia de Gauss-Bonnet para el caso de la esfera

fcxgdc+fdeo;2x

resulta que si una linea alabeada tiene nula su torsién total, su
representacion esférica tangencial divide a la superficie esférica en

dos partes de la misma 4rea, con lo cual el resuitado anterior puede -

también enunciarse:

Si una superficie cerrada y regular es ial que la representacion
esférica tangencial de cualquier linea cerrada situada sobre la misma
divide a la esfera en parles equivalentes, dicha superficie es la de una
esfera.

L. A. SANTALO.
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